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Algebraische Bestimmung

der Tangente, der Wendepunkte und des Krimmungskreises der algebraischen
ebenen Curven.

Die Bestimmung der Tangente, der Wendepunkte, des Kriimmungskreises und anderer Stiicke
der Corven geschieht gewdhnlich mit Hilfe der Difierential- Rechnung, in manchen Fillen
ist die Anwendung derselben sogar nothwendig. In Betreff der algebraischen ebenen Curven
ist jedoch die Anwendung der Differential- Rechnung nicht erforderlich, und kann man auf
rein algebraischem Wege dahin gelangen. Im Folgenden sollen die Tangente, die Wendepunkte
und der Kriimmungskreis der algebraischen ebenen Curven auf diesem Wege bestimmt werden.

I. Bestimmung der Tangente.

Tangente an eine Curve heisst diejenige Gerade, die mit der Curve einen Punkt
gemein hat, und der, die Curve in der unmittelbaren Nihe jenes Punktes (des Beriihrungs-
punktés) nur ihre convexe Seite zukehrt. Jede andere Gerade, die mit dar Curve einen Punkt
gemein hat, der aber die Curve in der unmittelbaren Nithe dieses Punktes sowohl die convexe,
als die concave Seite zukehrt, ist eine Secante, d. h. eine Gerade, die mit der Curve im
Allgemeinen noch einen Punkt gemein hat oder sie schneidet.

Denkt man sich eine Secante um den einen ihrer Durchschnittspunkte mit der Curve
gedrebt, so bewegt sich der zweite Durchschnittspunkt und ]mmmi, wenn die Drehung fort-
davert, jenem als fest gedachten Punkte immer niher, bis er endlich mit ihm zusammenfiillt.
Der concave Curvenbogen, der anfangs zwischen den beiden Durchschnittspunkten lag, liegt
in diesem Falle aof der entgegengesetzten Seite der Geraden, oder die Curve kehrt der Ge-
raden bei dieser Lage ihre convexe Seite zu, d. h. die Gerade ist in dieser Lage eine Tan-
gente an die Curve. — Auf dieser Vorstellung beruht die Bestimmung der Tangente.

Jede algebraische ebene Curve hat die Eigenschaft, dass die Anzahl ihrer Durch-
schnittspunkte mit einer Geraden im' Allgemeinen gleich ist der Zahl, welche die Ordnung

der Curve, d. h. den Grad ihrer Gleichung angiebt. Man findet die' Coordinaten dieser
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Durchschnittspunkte, also diese Punkte selbst, indem man die Gleichung der Curve mit der
Gleichung der schneidenden Geraden verbindet, Im Allgemeinen erhiilt man also, wenn die

Gleichung der Curve vom n'®" Grade ist, n Durchschnittspunkte (reelle und imaginiire). Ist
" pun die betreffende Gerade eine Tangente, so muss die Anzahl der Durchschnittspunkte << »
gein, da in diesem Falle wenigstens swei derselben in einen zusammenfallen, d. h. gleiche
Coordinaten haben miissen; und umgekehrt: wenn die Anzahl der Durchschnittspunkte <n ist,
oder wenn unter den n Durchsehnittspunkten mindestens zwei gleiche Coordinaten haben, so
ist die betrefiende Gerade eine Tangente an die Curve, und zwar in dem Punkte, der durch
diese Coordinaten bestimmt ‘ist. : '

- Demnach besteht die Bestimmung der: Tangente an eine algebraische ebene Curve
darin, die Begziehung aufzusuchen, welche: zwischen der Curve und einer Geraden stattfinden
muss, damit von den miglichen Durchschnittspunkten mindestens zwei.reale zusammentfallen,
d. h. die Anzahl der Durchschnittspunkte geringer als der Grad der Curve. ist.

Sei f (z, y) = o die Gleichung einer Curve nte™ Grades,
¥ y = mx -+ g die Gleichung der schneidenden Geraden,
so entsteht durch' Verbindung dieser beiden Gleichungen folgende:
3 f (r, mz + p) =0
eine Gleichung n** Grades, welche nur die Unbekannte enthiilt, Die n Wurzeln dieser
Gleichung bestimmen die Abscissen der n Durchschnittspunkte der Curve mit der Geraden.
Sind diese Abscissen: !

Ty, Ty Ty Tys v s s By
so ‘sind die entsprechenden Ordinaten:

gyr== miry S @y, = imEy SdggiEs mE i el Yo = My +
Ist nun ; T e=AT
so ist auch Yo = i

d. h. die beiden Durchschnittspunkte, deren Coordinaten diese sind, fallen in einen zu-
sammen, '

Es ist jedoch die Auflisung der Gleichung f (i, mx + @) = o nicht nithig, da
die bekannten Bezichungen zwischen den Constanten einer Gleichung unmittelbar aus .der
Gleichung die Bedingung fiir die Gleichheit zweier Woarzeln aufstellen lagsen. Diese Be-
dingungs - Gleichung enthiilt ausser den Constanten der Gleichung der Curve noch die Con-
stanten der Geraden, m und g, und kann demnach-bezeichnet werden mit: @ (m, g) = o.
Die Coordinaten des Durchschnittspunktes, £ und 7, miissen, da derselbe der Curve und der
Geraden gemein ist, den Gleichungen f (&, ) = o'und 9y = mE - p geniigen. Aus letzterer
folgt: w == n — mE, so dass also zur Bestimmung ‘von m die Gleichung

@ (m; n — wk) = o 3
dient.
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Fiir den Punkt (£ %) lautet die Gleichung der Secante:
yi—n=m(x — &)
und wird fiir der aus der Gleichung ¢ (m, § — mE) = o resultirende Werth gesetzt, so hat
man die Glelchung der Tangente im Punkte (£ #%).

Beispiel

Die Gleichung der Parabel ist: y* = 2ax. Verbindet man damit die Gleichung:

y=mz -, 80 ist
m* a4+ 2 (mp—a)x 4 p’ =o
die Gleichung, deren Wurzeln die Abseissen der Durchschnittspunkte sind. Die Wurzeln
dieser Gleichung sind einander gleich, wenn
2mu = a, also u = e
ist. Da nun,” wenn der Berithrungspunkt der Tangente die Coordinaten & und % hat,
n' = 2af tnd _ n=mE + p, also g =n— mé

sein muss, so ergiebt sich zur Bestimmung des Werthes von m die Gleichung

v =1 — mé
WOoraus m = ;'ig‘
folgt. Mithin ist die Gleichung der Tangente an die Parabel im Punkte (§ %):
y— = 1('.J:—‘)--._:-n-{;.-'—gjl
2 = 3
oder: Wy=mn(zx+ &
oder: g =a({xr+§)

Die Auflosung der Gleichung @ (m, ) = o ist jedoch schon fir » =3 und n = 4
bisweilen mit nicht geringen Schwierigkeiten verbunden, und ‘die Aufstellung dieser Gleichung
fiir n > 4 im Allgemeinen ganz unmbglich. ' Daber ist es ndthig, in diesen Fiillen die Tangente
aof andere Art zu bestimmen. ;

In der Gleichung der Geraden: y'= mx - p ist

m=—=—1ing. v -
d. h. die trigonometrische Tangente des Winkels zwischen der Geraden und der Abscissen - Axe,

Geht die Gerade darch die beiden Punkte (£ %) und (&, ) einer Curve, deren
Gleichung f (i, y) = o ist, so sind folgende Gleichungen zu erfiillen:

Fm)y=0. [(E D=0, y=mitp d=mE+p
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Aus den beiden letzteren folgt

el Do

=8
Ist non & =£ + a, =79 4 B, so ist

n= -

Nach der oben gegebenen genetischen Erklirung der Tangente nithert sich eine Ge=-
“rade, welche durch den Punkt (£ ) der Curve geht und um diesen Punkt sich dreht, immer
mehr der Lage der Tangente und fillt endlich mit ihr zusammen, sobald der zweite Durch-
schnittspunkt (&, 4) mit dem ersten (£ u) zusammenfillt, also wenn « und §, die Dif-
ferenzen der Coordinaten der beiden Punkte, gleichzeitiz = o werden. In diesem Falle hat
m einen bestimmten Werth, -ndmlich den der trigonometrischen Tangente des Winkels
zwischen der geometrischen- Tangente an die Curve im Punkte (£ 5 ) und der -Abscissen- Axe
(der erste Differential - Quotient der Curve).
Man hat demnach aus den 3 Gleichungen:
FEm=o ()  [lE+antp=0 ) p=an(d)
eine solche Gleichung zwischen «, B und m abzuleiten, dass der daraus resultirende Werth von
m ein bestimmter bleibt, sobald « und § gleichzeitig,.= o gesetzt werden. Dieser Werth von
m ist der- der Tangente im Punkte (&, ) entsprechende.
~  Subtrahirt man die Gleichung (1) von (2), so fallen alle Glieder' weg, welche weder
« noch f enthalten.

T, [y !
Ist niimlich CE o

das allgemeine Glied der Gleichung f (£ 4) = o, 50 ist

3 A
C(E+a)(n+p)
das allgemeine Glied der Gleichung f (& 4 «, 5 + p) = o,
und das allgemeine Glied der Gleichung, die man durch die Subtraction der Gleichung (1)
von (2) erhiilt, wenn der Kiirze wegen

ko k Kookl
(E+a)=E(+aX (n+p)=n-+p¥

gesetzt wird, gleich

i k
C (aXy -+ BYE + afXY)
Es bleiben demnach nur die Glieder der Gleichung (2) iibrig, welche e« oder § zum
Factor haben. - Ordnet man dieselben nach Potenzen von e und , so erhiilt man die Gleichung
pa + gB + rad 4 sof 12 Awr 4 Bfr=0  (4)
wo p, ¢, v, ¢ und ¢ weder & noch j enthalten, A und B aber Functionen von « und § sind,
die fiir «¢= o und p = o auch = o werden;




Die Gleichung (4) kann auch geschrieben werden: : ;
e(p+re jsfp+da) +B(g+ ysa+ 184 Bp)=0 (5)
Setzt man’ non B = am
so geht diese Gileichung iiber in eine durch « theilbare, so dass man diesen Factor entfernen
kann und nun erhiilt;
P 1+ re + jsam + Aa -+ m (g + jse 4 tam + Bam) = o - (6)

In dieser Gleichung kann man nun & = o setzen und erhilt dadurch

pPmg=o oder: m=—F
q :
Dies ist ein bestimmter Werth, der weder « noch g, sondern nur £, % und die Con-
stanten der Gleichung der Curve enthiilt. -

Mithin ist die Gleichung der Tangente im Punkte (§ n):
- £ ]

y—r.r=—‘:—;{-'r—-E) oder: plr—E8)+qly—n)=-o

Die Werthe von p und ¢ erhiilt man pach dem Obigen, indem man in der Gleichung
der Curve § 4 « fiir x, 5 - p fiir y setzt: dann ist
p gleich der Summe aller Glieder mit dem Factor a,

f; - P . " n n )] »n !il

p ist die erste abgeleitete Function von f (& %) in Bezug auf £

m n n n " " " m n., n'R

Beispiel:

Setzt man in der Gleichung der Parabel: y*— 2ax =0 & + « fir z wnd n 4 g
fiir , so geht sie iber in:
n2 2+ p2? — 20f — 2o = o
Hier ist p=—2a g =i
folglich die Gleichung der Tangente an die Parabel im Punkte (& 5):

y—r}:l—:[.—r—ﬁ} oder: yp=a (z + E)
wie oben.

II. Bestinmung der Wendepunkte.

Wenn eine Curve ig einem Punkte so heschaffen ist, dass sic unmittelbar vor dem-
selben eine andere Lage gegen die Abscissen- Axe hat, als unmittelbar hinter demselben, also
derselben vor diesem Punkte. die convexe (concave), hinter ihm die concave (convexe) Seite
zukehrt, so nennt man diesen Punkt der Curve Wendepunkt; denn die Curve macht in
demselben in Bezog anf ihre Lage gegen jene Axe eine Wendung.
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In Bezug auf die Tangente an die Curve in einem solchen Punkte findet dér eigen-
thiimliche Fall statt, dass die Curve, obschon sio ihr anech in der unmittelbaren Nihe des
Wendepunktes, wie dies immer der Fall ist, stets ihre convexe Seite zukehrt, hinter diesem
Punkte auf der entgegengesetzten Seite der Tangente fortgeht, withrend sie sonst auch hinter
dem Berithrungspunkte auf derselben Seite der Tangente fortliuft: kurz die Tangente im
Wendepunkte einer Curve ist zugleich Secante, von deren Durchschnittspunkten der cine eben-
falls der Wendepunkt ist.

Wenn nun die Tangente im Allgemeinen betrachtet werden kann als eine Secante, von
deren Durchschnittspunkten mit der Curve zwei zusammenfallen: so kaun man, dem Obigen
gemiiss, die Tangente im Wendepunkte betrachten als eine Secante, von deren Durchschnitts-
punkten 3 in einen einzigen susammenfallen, d. h. von deren Purchschnittspunkten 3 dieselben
Coordinaten haben.

Man miisste demnach, wenn man eine Curve in Bezug auf Wendepunkte untersuchen
will, die Bedingung aufstellen, unter welcher von den Wurzeln der Gleichung:

f (r.mx 4 p) =0

3 einander gleich sind. — Die Aufstellung dieser Bedingung ist aber mit noch grisseren Schwie-
rigkeiten verkuilpft, als die Bestimmung der Tangente nach dieser Methode, Aus diesem
Grunde ist die Untersuchung einer Curve in Bezng aof Wendepunkte nach einer andern Me-
thode anzustellen.

Betrachtet man die Tangente im Wendepunkte als eine Secante, von derep Durch-
schnittspunkten mit der Curve 3 zusammentallen, 50 heisst das ebensoviel, als: 3 unmittelbar
fiebeneinander liegende Punkte der Curve liegen auf einer Geraden, Wenn daher diese Be-
dingungen in Bezug auf einen Punkt einer Curve und die beiden unmittelbar neben ihm lie-
genden Punkte erfiillt ist, so ist dieser Pupkt ein Wendepunkt der Curve.

“Die Bedingung, dass 3 Punkte, deren Coordinaten £ und %, £ und #, " und ' sind,
anf einer Geraden liegen, ist: diese Coordinaten miissen den 3 Gleichungen 5 = mE —+ g,
= mt + u, of = mE’ 4 u geniigen, d. h. der Gleichung:

EGh—af) + E(f—m) + & -D=o (1)

Ausserdem miissen, da diese 3 Punkte auf der Curve [ (&, y) =0 liegen, auch die
Gleichungen:

fEp=o0 2 fE&ED=0 (3 [E& 4 (4)
erfiillt werden. :
Ist nun f=t4+a n=n-+p .
F=t+42e¢ f=n+B+7
so folgt aus (1) als Bedingung, dass die 3 Punkte auf einer Geraden liegen, ¢
ind die 3 andern Gleichungen gehen dadurch fiber in: -

[ (B m)=0o (B) [+ w7+ py=0o(¥ [+2a n+2P)
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Verbindet man diese 3 Gleichungen mit einander und lisst dann e und gleich 0
werden, so erhiilt man die Bedingung, unter welcher der' Punkt (£ #) der Curve f (z, y) = o
ein Wendepunkt ist.

Von diesen 3 Gleichungen sind die beiden ersten diejenigen, die zur Beatlmluung der
Tangente im Punkte (' #) dienten. - (Dass diese beiden Gleichungen ebenfalls zur Bestimmung
des Wendepunktes nothwendig sind, folgt aus dem Obigen.) Aus ihnen ergiebt sich der Griinz-

» “ v s e = o T
werth m=-—-{--, der fiir die Tangente gilt. ~Vermittelst der Gleichungen (5) und (6] kann

man  die Gleichung (7) so veriindern, dass alle Glieder die' & und § nicht enthalten, ver-
schwinden, und die daraus hervorgehende Gleichung nur Glieder enthilt, die « und § zu Facto-
ren haben. Man gelangt zu dieser Gleichung dadurch, dass man (5) und (6) yon (7) Euhtrahiljt,
wie dies bei der Bestimmung der Tangente geschah. Es giebt jedoch noch einen andern W'(ﬁ+
zu ihr zo gelangen, und dieser soll hier eingeschlagen werden, weil er kiirzer und bequemer ist.

Da niimlich (7) ebenso aus ((i) entstanden ist, wie (6) aus (3), ndmlich dadurch, dass
£ 1 « statt £ und 5 4 B statt § gesetzt wurde, so kann auch die reducirte Gleichung (7),
welche nur die mit « und 8 multiplicirten Glieder enthalten soll, aus der oben angefiihrien
reducirten Gleichung (6):

pu+ gB + rat + saf + (B2 4 Aa? 4 Bpr =0

dadurch gebildet werden, dass man in dieser 2e statt e und 2§ statt § setzt. Denn das allge-
meine Glied der Gleichung (7) ist '

[ i g |'

C(E+2«). (y+ 28) =f-‘-,§"+2a_ﬁkuq1+2ﬁif§

, E, + zm,:.t+ J;sﬁ,} + 4aBX¥ {

Dies unterscheidet sich von dem allgemeinen Gliede der Gleichong (6), das bei der Be-
stimmung der Tangente angegeben ist, nur dadurch, dass iiberall 2« statt ¢ und 2 statt § steht,

Demnach lautet die reducirte Gleichung (7)

e+ 2B + Are 4 Asep + 42 | 44 + 4B P =0

oder e (p 4+ a4 sp + 24a) + 2B (¢ Fsa + 2B+ 2BB) =0
(wo A& und B’ die Werthe bezeichnen, welche 4 und B annehmen, wenn 2¢ und 28 fiir « und
f} gesetzt werden ).

Setzt man nun in dieser Gleichung f = en und entfernt den gemeinschaftlichen Factor
2, so geht sie iiber in; ’

a(p + 2ra + sem 4 24 e) + am (q + s¢e - 2team 4 2B'wm) = o

Nun ist @ gemeinschaftlicher Factor, der zu entfernen ist; beriicksichtigt man z.ug'lﬂch

dass p - g = o ist, so erhilt man
. e + sam - 2A4'a + m (sa + 2Uam + 2B'am) = o
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Hier kann noch einmal durch e dividirt werden:
2 + am 4 24 +m (s - 2m + 2B'm) =0
Setzt man nun & = o, wodurch auch 4" und B’ = o werden, so erhilt man als Be-
dingung, unter welcher der Punkt (& %) ein Wendepunkt ist: '

v am - tmE =0

. 1 :
oder, wenn fiir m sein Werth — i gesetzt wird:
q

P?’r —pys +plit=o

Kann diese Gleichung zugleich mit der Gleichung f (£, %) = o erfilllt werden, so ist
der Punkt (&, #) ein Wendepunkt; stehen dagegen diese beidén Gleichungen im Widerspruch
mit einander, so hat die Curve keinen Wendepunkt.

Zu bemerken ist noch, dass die Werthe von r und ¢ die zweiten abgeleiteten Functio-
nen von f (£, %) in Bezug auf £ und n besonders( die Summen der mit @2 und f2 multiplicirten
Glieder), s die zweite abgeleitete Function in Bezug anf £ und 5 zugleich (die Summe der mit
«ff multiplicirten Glieder ) ist.

Beispiel:
Es sei die Curve y? = &3 4 a_in Bezug auf Wendepunkte zu untersuchen. Setat
man § 4 « fiir # und 5 - f fiir y, so erhiilt man:
' w2+ 2y + pr=E + 3aft + 3e% + @+ a
Mithin ist
p=132 g=—2p, r=3fs=0t=— 1
und die Bedingungegleichung fiir den Wendepunkt:
= i —d =0
Diese Gleichung ist sowohl fiir £ = o erfiillt, als auch, wenn
452 = 3E3
Fiir £ = o ergiebt sich ans 52 = &% 4 a:

N2 = a oder = i‘\.r/l?

Ist demnach a positiv, so hat % zwei reale Werthe, und die Punkte

§=awj=\/r_:-, E=0 :q=——v";:
sind Wendepunkte.
Fiir ein negatives a dagegen ist % imaginir, und der Abscisse § = o entspricht gar
kein realer Punkt. -
Die andere Bedingung fiir den Wendepunkt: 452 == 3% widerspricht der Gleichung
3% = §* 4 a nur, wenn a positiv ist. Deon aus diesen beiden Gleichungen folgt:
fi—=—yda p=—1Ja

" Fiir negative Werthe des a giebt es demnach Wendepunkte.
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Mithin hat die Curve, deren Gleichung: y2 = @3 -|- a, a positiv genommen, ist, zwei
Wendepunkte, deren Coordinaten f=on=va

und =0 y=-va

sind.
Die Curve: y? = 3 — a dagegen hat auch 2 Wendepunkte; deren Coordinaten’
sind aber:

E=v3a,1=v3e ud E=y e qn=—r3a
Die Gleichung der Tangente an die Curve y? = 3 - a ist, da p =3&2 g =— 29,
also m = —1;:— ist, s
Y g -5

also, wenn a positiv ist, fiir £ = o 5 =1/ a, die Gleichung der Tangénte im Wendepunkte:

y= s vfu—
d. h. die Tangente im Wendepunkte liinft parallel der Abscissen- Axe.
Verbindet man diese Gleichung mit der Gleichung der Curve, so erhilt man zur Be-
stimmung der Durchschnittspunkte die Gleichung:

r&—'p
deren drei Wurzeln einander gleich sind, die oben aufgestellte Bedingung fiir das Vorhandensein

eines Wendepunktes.

Fiir die Curve: y° = % — a ist-die Gleichung fiir die Tangente im Wendepunkte
Y R Y
4+ % v3a=3zy/16a? — ba
Die Verbindung dieser Gleichung mit der Gleichung der Curve giebt:

rd— !iz'a!;fal.u-—!- dz \:f(-ln}" —4da=o

" | " 3 @ # - 8
emne Gleichung mit 3 gleichen Wurzeln & =y 4 n.

(]




L. Bestimmung des Kriimmungskreises.

Mit Ausnahme des Kreises haben alle Curven in ihrem gesammten Verlaufe nicht
iiberall dieselbe Kriimmung.. Zur Bestimmung der Grosse der Kriimmung in den verschiedenen
Punkten dient, weil er eben die einzige Curve ist, ‘die fiberall dieselbe Kriimmung hat, der
Kreis. Einen Kreis nun, der sich in einem bestimmten Punkte der Curve am genauesten an-
schliesst, nennt man Kriimmungskreis der Corve filr diesen Punkt, d. h. die Kriimmung. der
Curve in diesem Punkte ist gleich der des Krimmungskreises. Der Halbmesser dieses Kreises
heisst demnach der Kriimmungshalbmesser der Curve fiir jenen Punkte Da Kreise mit klei-
nem Halbmesser stirker gekriimmt sind, als Kreise mit grosserem Halbmesser, sa leuchtet. ein,
dass die Kriimmung einer Curve in irgend einem Punkte umgekehrt proportional ist dem Halb-
messer des betreffenden Kriimmungskreises.

Jedef Kreis ist seiner Grisse und Lage nach durch 3 Punkte bestimmt, die ihrer Lage
nach gegeben sind: es giebt nur einen Kreis, der durch 3 ihrer Lage nach gegebene Punkte
geht. Nimmt man daher auf einer Curve 3 beliebige Punkte an, so lisst sich durch diese
3 Punkie ein bestimmter Kreis legen: dieser Kreis wird sich desto genauer an die Curve an-
schliessen, d. h. deren Kriimmung messen, je niher die 3 Punkte aneinander liegen; und wenn
diese_ 3 Punkte so nahe an einander liegen, dass gie als in einen einzigen zusammenfallend be-
trachtet werden konnen, so misst der durch sie gehende Kreis die Kriimmung der Curve in die-
sem Punkte aufs genaueste, ist mithin der Kriimmungskreis der Curve fiir diesen Punkt. Die
Bestimmupg des Kriimmungskreises geschieht demnach auf folgende Weise: man bestimmt
einen Kreis, der durch 3 beliebige Punkte der Curve geht, und lisst dann diese 3 Punkte in
einen 'einzigen zusammenfallen,

Seien &, &', £ die Abscissen, u,.9, % die zugehbrigen Ordinaten dreier Punkte der
Curve f («, y) = o, die demnach den Gleichungen:

flEn)=0 FE ND=0 [f(E 4)=0
genfigen miissen; ferner
(2 — X)? + (y = ¥)?=R?

die Gleichung des Kreises, der durch diese 3 Punkte gelegt wird: so miissen die Coordinaten
der 3 Punkte auch folgenden 3 Gleichungen genfigén:
(E—X)24(n—F)2=R2, (£ =X +U—EN=R% & =X+ (i~ ¥y =R’
Hieraus ergeben sich fiir die Coordinaten X und ¥ des Mittelpunktes des Kreises folgende
Werthe:

AR B ) 3 S i) = () Of —9) (—1).
: _ TIEGI—1) FEO —n) +& (n—1)| '
BE— Vb E =B+ E—E) — =) —HEF—F)
_ TEG—A)FE A=)+ (—D]

¥= —
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Setzt man nun -’
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5o gehen obige Werthe iiber in

Xmf s BB BBy« e Ly (Bly) B
SR R ETY) ek Sma B
Foi B _ 2«4 ay (1) e 2" +y(B+9)
God bt W0 i, s B e L
Da nun E—X)"-L(qg—¥Y)'=R*

sein muss, so ergiebt sich durch Substitution der Werthe fiir X und ¥
R
(a5 8%)(a® 49
gt Py
'l““ﬁ—‘}'), o T{I’s-‘_a'}
Sind v und ¢ dié¢ Winkel, welche die Geraden, die dorch die Punkte (£, ) und
(£ 4+ w, n + P)einerseits, und (& 4 2¢«, 5 + p+4y) und (4, 54 ) andrerseits gehen,
mit der Abscissen- Achse bilden, und setzt man

R'=

lgpo—=m, g v =m
50 ist =am y=an
Substituirt man diese Werthe in den Ausdriicken fiir X, ¥ und R*, so erhilt man:
a  oml2 —{— m (m + m }J

X=EF4 — R
el L ’(m-—mj
Py SW e {24 m (m+m'))
s Jiak i ’(m-—vm_]
e I;l—r—lﬂ}l:l—i—ﬂl]q-‘l(rﬂ_}_m.],}
4(m—wm)®

Um nun zum Kriimmungskreise iiberzugehen, hat man zunichst die Werthe zu setzen,
\.\olchu- m und m annehmen, sobald die¢ 3 Ponkte unmittelbar neben einander riicken, d. h. die
Werthe, welche m und m' fiir die Tangenten in den Punkten (& %) und (£ 4 @, 4 ) haben;
dann erst ist & = o zu setzen, wodurch das Zusammenfallen der Punkte in einen einzigen be-
witkt wird. - Bevor jedoch diese Operation vorgenommen wird, mige noch eine andere Methode,
den Kriimmungskreis zuo bestimmen, angefithrt werden, wodurch Gelegenheit geboten wird, die
Richtigkeit des eben gefundenen Resultats nachzuweisen.

Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, dass der Kriimmungskreis 2 ngenten mit
der Curve gemein hat, deren Beriihrungspunkte die Punkte (&, ) und (£ 4 @, 7 4 f) sind.
Demnach schneiden sich die auf diesen beiden Tangenten in den Beriihrungspunkten errlchteten
Senkrechten, die unter dem Namen Normalen bekannt sind, in dem Mittelpunkte des Kriim-
mungskreises. Man kann daher diésen auch definiren als denjenigen Kreis, der durch die beiden
unmittelbar neben einander liegenden Punkte (£, %) und (§ 4+ @, 7 <4 ) geht und dessen

Mittelpunkt der Durchschnittspunkt der Normalen dieser beiden Punkte, dessen Halb-
9 &
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messer also die Entfernung dieses Durchschnittspunktes von einem der beiden Punkte der
Curve ist.
Die Gleichungen der Tangenten in den Punkten (§, n) und (§ + «, n -+ @) sind:
y—n=mix— £)
und y—(tpy=w le—=(E+a)]
mithin die Gleichungen der zu diesen Punkten gehtrigen Normalen:

1
y—=g=— —(z—5§)
m
und y——(n+ﬁ':=~~ ;,? | = =1 +®)
also die Coordinaten ihres Durchsc'tmittupunkteq“
:-+ «
(’JT‘_) (!.r-rﬁ-l- )_u""""‘*"’"ﬁ}
i TR
m ”l'
LGSy 4
i ;,t_f L/ B 1 E E n + ﬁ + ;"f_) o —i' Hl,f;
T 1 1 TR < P
m [

mddaR*=(X—8&"+ (¥ =9)°
(1 4+ m*) (e mp)"

(m—m)?

B

oder, wenn f§ = am gesetzt wird:

am (1 -4 mm } (1l <4 mm)

x=g4 2 Pemg—"
m—m m— m
o @ (1) (1 mm)?
o ; (m—m)?

Die Uebereinstimmung dieser Werthe mit den vorhergefundenen, fiir den besonderen
Fall; dass die 3 resp. 2 angenommenen Punkte in einen zusammenfallen, zeigt sich, wenn man
den Werth fiir s substituirt, Dieser ist jedoch noch zu bestimmen.

Fiir m = tg. v, welcher Werth fiir die Tangente im Punkte (& ) gilt, wurde der

Werth — — gefunden. wo p und g die ersten abgeleiteten Functionen von f (& #) in Bezug
q
aof £ und % sind. . Es sind dies ebenfalls Functionen von £ und 7, enthalten jedoch die Grssen

« und B nicht; bezeichnet man sie mit
p=eg(En) uwd g=2v(5n)
o9&

s0 ist
wi& n)




er

ren
nan

der
zug

S5EM

e

POk

= lg v nun ist diejenige Grosse fiir die Tangente im Punkte (& 4 «, 5 -+ ), welche m

fiir die Tangente im Punkte (£, 5) ist. Bezeichnet man daher ihren Werth analog m|t e '_E
."l
so sind p und ¢ die Werthe, welche p und ¢ annehmen, wenn in ihnen E+ wund n+ B

fir £ und 7 gesetzt werden. Demnach ist
F=9E+aen+p) ¢=9vE+en+p

und m —=— tp[f Ta LM
¥+ a, 7+ ﬂ)
Entwickelt man @ (£ 4 «, n - p) und ¢ (£ + «, n - B), indem man in @ (£, ) = p und
(£ n)=19g £+ vund 54 B fir & |1m| y setzt, so erhiilt man, wie dies schon bei der Be-
stimmung der Ian;.eutv fir f (5§ 4 «, 5 + ) gezeigt wurde, erstens solche Glieder, welche
weder ¢¢ noch § enthalten, deren Summe gleich den urspriinglichen Funetionen @ (£, 7) und ¢
(&, n) sind, und zweitens solche Glieder, welche «, 8, ¢, B2 off, &, B3 2B, efi® u. 5. W. zu
Factoren haben. Bezeichnet man die Summe der Glieder, welche den Factor « haben, resp.
mit P und P’ (es sind dies die ersten abgeléiteten Functionen von ¢ (& ) und ¢ (£, 9) in
Bezug auf &), ferner die Summé der Glieder, welche den Factor § haben, resp. mit @ und @'
(die ersten abgeleiteten Functionen von @ (£, ) und ¢ (£, ) in Bezug anf 5), endlich die
Summe aller fibrigen Glieder, die also mindestens den Factor & oder 2 oder «ff haben, resp.
mit S und §’, wobei noch zu beachten ist, dass P, P, Q, Q" weder « noch § enthalten, also
wenn ¢ und § = o gesezt werden, unveriindert bleiben, withrend § und 8 in diesem Falle = o
werden: so lauten ¢ (§ 4 «, 5. ) und ¥ (§ + «, 4 §), nach Potenzen von e und
geordnet, wie folgt:
pE+an+B=0En +eP+IQ+S=p+eP iR+ S =4
v+ an+f=vEnN+alP+Q+S=qg+aP 1+ 48 =yg.
Dann ist

: P n P pd

m—am = — — - =

¢y 9
_«(Py—Pp)+ p(Rg —Q'p) + S¢g—S'p

e g+ Py +pRg+ S

i
oder, da f = am = — u"—

g (Pg — P'p)—ap (Qg — Q'p) + S¢* — S'pyg

¢19*+ «P'q — aQ'p + S’tirr
Da 8 und §° den Factor «* enthalten, so kann man auf beiden Seiten durch & dividiren, und
setzt man dann ¢« = o, so erhiilt man:

m—m _ q(Pg— P'p)—p(Qq— Q'p)

& f=p) q°

m—m =




Bezeichnet man den obigen Werth von m — w, der den Factor « enthiilt, der Kiirze wogen
mit wlV
(so dass also fir « = o, ’E-:‘;ﬁ = N den zuletzt gefundenen Werth hat):
" 8o ist mw=m—alN
also 1 + m'2= 14 m2— emN |- 2N? und fira=o 1 +n'2 =1+ m?
m—m = 2m — ¥ und fiir « = o m 4+ m' = 2m
1 - mm =14 m?2—amN und fire =01 + mw =1 + m?
Sgbstituirt man nun diesen Werth fiir m’ in die nach der ersten Methode gefundenen Werthe
fir X, ¥ und B2, so erhiilt man:
m2 fm—nf..\ m—m”ﬂ'
J—-+.,+ 12+ m](
! , em ’—f—{m—af\f]['}m - aN)|
G b N R SN -
(1+m*); l—r—['m—u.‘\]- | 4 (2m—aN? |
IN:

Ri=

mithin fiir e=o

ol S0 e S p(r:+ %)

E ' i e e i

T pRp— Qg —q(Pg—Pp)
q (P + ¢°)

X=E&+

e p[Qq—-Q ‘n)— qf.pf g— P’ p}

(' +p)
1(Qg—Q'p)—q(Pg—Pp))*
Substituirt man ferner m' =— m — «N in die nach der zweiten Methode gefundenen Werthe fiir
X, ¥ und R*, so erhilt man
m( -+ m® —me \} . 1 4+ m®" — maN
ST p ¥Y=19— N :
R — (1 .—i—m ) (l i ul_—mr:,-\')’
also fire =0 L
m?
‘:-'—5‘”' {I;:_;_) }__q_i;{‘—‘m R'— [l—l—‘."ﬂ )
Nachdem so gezeigt worden, dass die Bestimmung des Kriitmmungskreises nach den
‘beiden Methoden dasselbe Resultat ergiebt, bleibt noeh iibrig, die Werthe von P, @, P und Q'
zu bestimmen. -
Mit #, @, P’ und )" sind die ersten abgeleiteten Functionen von resp. p und ¢ in
Bezng auf £ und 7, oder allgemein in Bezug auf . und y bezeichnet worden; p und ¢ selbst sind
aber, die ersten abgeleiteten Functionen von [ (&, 5) oder f (&, y) in Bezug auf @ und y. Es
ist daher nothig, p und ¢ selbst zu bestimmen.

2, I——y
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Man findet, wie schon frither bemerkt ist, die abgeleiteten Funktionen von f (=, 7)s
indem man darin . + & und y + § fiir .c und y setzt und nun die Function nach den Potenzen
von « und § entwickelt: dann ist die Summe der Glieder, welche mit « miultiplicirt sind, die
erste abgeleitete Function von f (&, y) in Bezug auf z, die im Obigen mit p bezeichnet ist; g,
die erste abgeleit. Function in Bezug auf y, ist die Summe der mit # multiplicirten'Glieder, Die -
Summen der Glieder, welche mit resp. «2, g2, aff multiplicirt sind, sind die zweiten abgeleiteten
Functionen resp. in Bezug anf = oder y allein, oder in Bezug auf = und y zugleich; diese sind
oben mit r, { und 5 bezeichnet. Bezeichnet, wie oben,

P
Cx .y
das allgemeine Glied der Function f(«, y), wo € den constanten Coefficienten eines jeden
Gliedes darstellt, und die Exponenten 4 und 4, wenn [ [, y) eine Function n*%" Grades ist,
alle ganzen Zahlen von o bis n bedeuten, so jedoch, dass & 4 A nie = n sein kann: so kann
[ (&, y) selbst bezeichnet werden durch

mithin

f(x <4+, J-.-- 'thlurmh Z2C (= —}—n:}{_,'-r-ﬁ]'

Entwickelt man nun (x 4 ﬂl und (y - jij 80 ist

{4 A=—1 i—2 i
[l 4ayFpf=ZC ’.r—f-k..r et k. k—1z a4 4
]

E
'1

(2 -1 i-e :
B R g i R s ol
g
wo 4 und B die Summe der ferneren Glieder der Binomialreihe bis resp. «' und B4 bezeichnen.
Die Ausfithrung der angezeigten Multiplication giebt:

!;A A—1 -2 1 2 i
f{x—i—r{,y-}—ﬁ}:i‘f-‘-ri.r.y—f—k.;c ya-{wﬂ .(——l: .y 4 Ay
\ 1.2
b Ay k=1 A—1
+A.x.y- .+ kA .y .cefi4 ...
g = ]
+ A d=lx.y
O
TR | k=g X X. =%
=ZCx.y+ E2C. ke .y.a+ 2. Cl.x.y .B




k=2 k.2 kit A1 iz 2
+2‘L‘.£_-.k—lx .y.a—i—z'[?..-‘.'.l..-r -y ef+EC. AL A—1x.y B

) e | 1.9
4-3€S8
wo § die Summe aller iibrigen Glieder bezeichnet.
Es ist daher, der ohigen Erklirung gemiiss,

p=XC.k.
g—=XC.

EC.k

s =X}
& A—2
t=EC.L.1—Ftz .y
¥

Um nun die ersten abgeleiteten Functionen ton p und ¢ zu finden, hat man in den
dafiir gefundenen Ausdriicken ebenfalls « + « und y + f fiir = und y zu setzen. So er-
hilt man:

2

k— A k- 174
ZCk(x—4«) r.f_y-i—ﬁ):l:(ﬁﬂ.r '-}-l’_n';-—-l_]n;rl AN

i i 3 ;
yt+iy B+ 8B)

k=11 -2 4
T

—a Ok ECk(k—1)x y.u

k=1 1—1
4L XCk. Az .y PFECLS

also
b i—z .4
P, die erste abg. F. von p in Bezug auf x, = ZCk (A—1)x .y ,dh P=2r

1 =1 d=1
UI'Id Q: n 21 M 3 T ] =XECk.A.x oy s d. h. Q:I
Ferner ist
i -1 ! k k—1 g iz )
ZC.h.(z+ea)(y+p) =ZClzxt+k.x ca+A" 1y +(A—Dy .p4B"

e 1ikiy
=X Oz Yy -]'—2.7("‘1,.]" i

& =2
+ BC0L(A—1)zy. P+ ZCiIS”
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L A—1
also P’, die erste abgeleitete Form von ¢ in Bezug auf e = X Cki . 22 . g v b Py

- &t A-2
wd Qf, ,» » " " s 9 v n y=ZCl(A-1)z vy b @'=3¢

Substituirt man nun diese Werthe fiir P, P', @, @’ in die Ausdriicke fiir X, ¥und
R2, so erhiilt man schliesslich:
X Bt ?'__'[:'L‘*_!?*l_
i et 2 (p2 — pygs + qr)
TP AR (P2t gt) - -
2(p’t — pys + ¢'r)
(2
'y (p'!—pqs—{— q r]
Hiermit ist derj Kriimmungskreis der Curve f (, y) = o fir den Punkt (, %)
bestimmt.

e

Anmerkung: Der Krimmungshalbmesser ist — n, sobald
pit—pgs+g*r=o

ist; dies ist die unter 11 gefundene Bedingung, unter welcher der Punkt (£, %) ein Wende-
punkt ist. Dadurch ist die Richtigkeit der.unter I und III gefundenen Resultate hewiesen,
Denn, wenn der Halbmesser des Krimmungskreises — oo ist, so miissen die 3 Punkte,
durch welche er gelegt ist, aul ciner Geraden liegen, wovon ja auch bei der Bestimmung des
Wendepunktes ansgegangen wurde; und umgekehrt, wenn eine Curve einen Wendepunkt hat,
also 3 unmittelbar neben cinander liogende Punkte dersolben einer Geraden angehiren, so
muss der durch dieselben Punkte gelegte Kreis, der Kriimmungskreis fiir den Wendepunkt,
cinen unendlich grossen Halbmesser baben,

Beispiele:
Fiir die Parabel (y2? — 2ax = o) ist, wie bei der Bestimmung' der Tangente ge-
funden wurde:
p=—lagg=d,r=o i—o;,i=1

mithin:
a?

Fiir den Scheitel der Parabel, dessen Coordinaten & = o und 5 = o sind, ist demnach
X—a. F—o Rt = a*
d. h. fiir den Scheitel der Parabel ist der Brennpunkt-der Mittelpunkt des Kriimmungskreises.
Fiir- die Curve, deren Gleichung y? = «® + a ist, wurde bei der Bestimmung
des Wendepunktes gefunden:
3




Mithin ist
E (98 + 6E—dn?)
Ty .![iEa — 4n?)
43 (384 1)
= (3B —47")
CORBSE Ut o
T O3GE (AE — )2
L e " s
Fiir den Scheitel dieser parabolischen Curve, also fir 5y =090, £ =y — a ist

E(3E+2) o __ 3
=f 3 e R_—g-._..

X i

Es bleibt nun noch iibrig, die hier gefundenen Resultate mit den vermittelst der
Differential - Rechnung gefundenen Resultaten zn vergleichen.
Bei der Bestimmung des Kriimmungskreises wurden die Werthe von p, ¢, 7, s, ¢
folgendermassen festgestellt:
i—r 1
pim Bl Jkuw’ vy
& -1
g=ZEC.}.x.y
k.k—1 -2
& U L

=1, 1—1

B ok LT Ny

2C.

A h—1 k
SR

=2

indem mit

das allgemeine Glied der Gleichung f (., y) bezeichnet, also
L3 §
f(z.9)=ZC.z.y
gesetzt worden war.
Die Differentiation dieser Gleichung ergiebt:

ar 7 gty
iz =XC.k.x .y




= DC.k(k—1)z

k=1

=2 C.k.A: =2

Mithin ist
j 2
p= ﬂ g — L2y 2t ¢ f o
] dy — da?
Substituirt man diese Werthe fiir p, ¢, 7, s, f, in den gefundenen Resultaten, so ergiebt gich:
1) der Coefficient von .z in der Gleichung der Tangente:

?
moder tg. 0 = — = =

q

2) die Bedingung, unter welcher die Curve einen Wendepunkt hat, dass nimlich
¢'r —pgr+pit=co

sei, geht iiber in:

BTN o )_o

d_y dc. 0y bz ﬂy

J) die Bestimmungsstiicke des Kruulmungskm-ﬂ.s smd-

£ ﬁf:
ﬁm(,) (1)

Y= gyimm e
- 16 +(§ﬂ)

wo N die linke Seite obiger Gleichung hedeulet-
Die Resultate, welche man mit Hilfe der Differentialrechnung findet, sind:
of
d d: :
1) moder tg v = T?. = - a;—, wie oben;
&y

A==




R S

2) die Bedingung fiir das Vorhandensein eines Wendepunktes ist:
d2y

r?,;:i =

T Ak 1
Jaby :!i‘_; —— = o oder, da i:-_

iz
3y
4. Ol O OF
( 2 50 é'J i 6—; ( )_o,mecben,

3) die Hesmmnungsstﬁcke des Kriimnmngskreises:

e
A dr ey
X=E— —“_Tf-; Y_)?—l—

1+ (@)
r['y i
dz®

19 83f f.fy _-_ r;f_y)

|+ ('{"'

dr

r-’.?-' tf.r

R!

Da nun aus Obigem sich ergiebt:

s6 unterliegt die Uebereinstimmung der auf algebraischem Wege gefundenen Resultate mit den
auf analytischem Wege gewonnenen keinem Zweifel.
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