Entwickelung aller Eigenschaften

der X
Logarithmen und Kreisfunktionen aus dem bestimmten Integral dF“ :
ausgefiilhrt von A. Anderssen. 1
Einleitung,

§. 1. Die vorliegende Abhandlung hat den Zweck, ein Verfahren zu veranschaulichen,
durch welches alle Eigenschaften einer unbekannten Funktion F(x), welche durch ein bestimm-

x
tes In:egralf fu du dargestellt ist, aus dem Begriffe dieses Integrals geschépft werden kénnen,
" .

Da die Funktion F(x) als eine solche vorausgesetzt wird, welche sich durch die vorhandenen und
bereits bekannten Functionen nicht ausdriicken lésst, so kinnen wir von der indirekien Definition
eines Integrals, welche auf eine gewisse unter den vorhandenen Funktionen guriickweist; als deren
Ableitung die zu integrirende mittelbar oder unmittelbar zu erkennen sei, keinen Gebrauch

X
machen, sondern miissen die direkte Definition des Integrals / fa du, als einer Summe von

unendlich vielen Gliedern, zum Ausgangspunkte wihlen. Demnach verstehen wir unter dem
X

Symbol fu du jenen bestimmten endlichen Werth, welchen die Summe

a
e00) +2,f(ate,) e, fats, +2,)...... e afat-&; +6,...4 ens) - &nflat 6,45,
: vven - En—t)y

in welcher sich £ dem Verschwinden néhert und ¢, 4 ¢, 4 £,... + sy =x—a ist, unter Yoraus-
setzung der Kontinuitdt der Funklion fu zwischen a und x, bekanntlich zur Grenze hat; oder wir

X
definiren das Inlegrnlf fudu als eine unendliche Summe von Produkten der gegebenen
a

Funktion fu, deren Variable zuerst den Werth a erhilt und bestindig um ein unendlich kleines

Inkrement ¢ wiichst, in simmtliche Inkremente der Reihe nach, durch welche die Variable von
a bis x aufsteigt.
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§. 2. In dieserDelinition sind zuniichst di&Grcnzr.;n aund x, wie die Inkremente €13 By Bgsevin
reell gedacht. Hieran kniipft sich jedvch die Frage, ob und unter welchen Bedingungen die

X
durch das Symbolf fu du bezeichnete Summe auch dann noch gegen einen endlichen Werth
5 a

konvergirt, wenn man die Grenzen a und x mit den allgemeinen Werthen a -+ gi und y + dJiver-
tauscht und die Variable vermige eines beliebigen, unendlicher Abwechselung fihigen Verfah-
rens aus der Grenze « - £i in die Grenze y - 0i iibergehen lisst; mit andern Worten: ob und
unter welchen Bedingungen bei Anwendung imagindrer Grenzen und imaginirer Inkremente

X
irgend eine dem Intcgmlf fu du analog gebildete Summe, zu deren Bezeichnung vorldufig
a

— - di y+di
das Symbol fu du dienen mag, die Bedeutung des Symbols /. fu du erreicht. Es
w—4-pi LEANTE i

liisst sich nun beweisen (S. Grunerts Archiv der Mathematik, Theil 23, Abhandlung XIV.), dass

—ppdi
die Summe 2, im Allgemeinen durch die Reihe

a+gi
":—f_ﬁli —7%y "r ﬁ-; i —3 %y + ﬁzl _'-'"’(‘z—'i_nﬁﬂi _Ful'l"-l_;_ﬁni
(Zuﬂfi +2 at By )+ (2 f!;-.‘-ﬁli-}_zﬁﬂr’rﬁgi)”“+1% it
Bl -k O y+di
+Z’“u—1‘+' #ni)T(Z“u ‘I‘ffni +Z’"n -[—J'l’
"_T”n-—l"i'ﬁlli-
ausgedriickt werden kann, und dass jede Samme , 80 wie jede Summe

#p—1-Fui
—r"n+ Pl
?
"n—l‘l‘;"ni
wenn F(u -{-ﬁ,,i) zwischen den reellen Grenzen ¢,y und a, kontinuirlich ist, gegen einen
r+-9i

bestimmten endlichen Werlh konvergirt. Es steht also fest, dass die Summe 2 so gebildet
ot fi

- y-di
werden kann, dass wir berechtigt sind, sie durch das Symbalf fu du zu bezeichnen.
w—-4i

erstere, wenn f(«e,_y -} vi) zwischen den reellen Grenzen f,—; uud gy, letztere,

§. 3. Ist die Funktion fu schlechthin kontinuirlich, d. h. giebt es absolut keinen (reellen
oder imaginiiren) Werth, fir welchen die Funkiion fu diskontinuirhch wird, so fiihrt die Betrach-
tung des Integrals / fu du zwischen imaginiren Grenzen zu keinen neuen Ergebnissen.  Denn es
sind in diesem Falle, wie in der oben citirten Abhandlung gleichfalls bewiesen wird, die unter

7 di :
dem Symbol fu du denkbaren Summe ihrem Werthe nach nicht verschieden, oder sie
e+ fi
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y+0i
gind siimmtlich g]amhf fu du -[-f fu du, welche Summe gleichbedeutend ist mit der
,31 a~-di

Summef f(u+th)du+f f(c~ vi)dv und daher, wenn f=o0, =0, «=2, y =x geselzl

wird, iibergeht inf fu du, so dass man auf diesem Wege kein anderes Resuliat erhilt, als das,
a

durch die Betrachtung des Integrals fTu du zwischen reellen Grenzen bereits gewonnene.
Anders aber verhiilt sich die Sache, wenn die Funktion fu zwar zwischen den Grenzen
a und x konlinuirlich ist, sber fiic einen gewissen Werth von der Form p + qi diskontinuirlich

X
wird. Wihrend namlich in diesem Falle das lntegrnl‘[‘ fu du unendlich-vieldeuntig ist,
a

liefert die Betrachlung desselben zwischen den reellen Grenzen a und x, bei ausschliesslicher
Anwendung reeller Inkremente, nur einen einzigen seiner Werthe, und alle Eigenschaften,
welche aus der Delinition desselben unter Yoraussetzung reeller Grenzen und reeller Inkremente
geschipft worden sind, gelten nur innerhalb der Grenzen a und x und nur fiir reelle Werlhe der
Yeriinderlichen. Jelzt also ist die Betrachtung des Integrals fTudu zwischen imagindren Grenzen
erst fruchibar und zur Erschiipfung seines Wesens unerlisslich.  Denn ist die Funklion fu nicht
0l
schlechthin kontinuirlich, so haben die unter dem Symbol & fu du denkbaren Summen
e g

keineswegs gleichen Werth, sondern unterscheiden sich von einander, wie von der Summe

o+ di y+di
f fu du 4 fu du um Vielfache einer bestimmten Differenz A, so dass, wenn die
a—-fi wdi
Betrachlung des Integrals /Tu du zwischen den reellen Grenzen a und x einen gewissen Werlh
desselben @(x) ergeben hat, dessen allgemeiner Werth ¢ (x), den wir aus der Betracktung des—
selben Integrals zwischen den Grenzen «—--5i und y-+di erhalten, wenn wir zuletzt g=0, d=o,
u=—a und y=x selzen, durch die Gleichung
g(x) = @(x) + mA4,
wo m eine beliebige ganze Zahl vorstellt, seinen erschiipfenden Ausdruck erhilt,
§. 4. Dieses hiermit in seinen Hauptmomenten angedeutele Verfahren wollen wir nun
durch die Betrachlung des Integrals 4 eranschaulichen. Die Funktion - ist zwischen den
u u
Grenzen 1 und x, wenn x eine beliebige, aber positive Zahl bedentet, konlinuirlich; fulglich
wird die Summe ;
1 1
+ g ———————— .. i + &5

1 1
St e, O TR & T4, - ¢ PiTe, b TP, . YRy

in welcher & unendlich klein und &, 4 ¢, #;.... f sgy=x— 1 isl, gegen einen beslimmten end-

K -
lichen “’erlhf i]:' konvergiren, den wir'durch das Symbol Log x bezeichnen. Diese Funklion
1

1‘




Log x wird els vollig unbekannt vorausgeselzt. Die elementare Betrachtung der Loga-
rithmen und Kreisfunklionen, so wie deren Vervollstindigung durch die Analysis, ist also fir
uns gar nicht vorhanden; wir abstrahiren iiberhaupt von der Kenntniss irgend welcher
Transcendenten und seizen nur die algebraischen Funktionen und ihre Ableitungen
als bekannt voraus.

§. 5. Aus der in §. 1 aufgestellten Definition eines Integrals / fu du als der bestimm-
a
ten Grenze, gegen welche die Reihe
&, f(a) +&,fla+-¢,) +&5f(a+-¢, +&2)enes +En—lﬁ:3+£:“+‘E-)."'+5n—ﬂ}‘|‘£nr(“+£1+5="'+3n—l}!
in welcher sich & dem Yerschwinden nihert, und &, &,+-...8,= b—a ist, konvergirt, ergeben
sich sofort folgende, fir unsere Entwickelung ganz besonders wichtige Siitze:

b a
I. f fu du = —f fu du. Denn da
a b

a—=b—e,— &,... — &n;
a- s =Db—&,—8&... — En
a4 6, sa=b — 8, — £4.00 — Ens

846 F 650 Enm1=Dhb — én,
b
go liisst sich / fu du auch darstellen durch die Summe
a
""l:ﬂ-h el SR TR — &n) 1€, f{b —nifai ST Egeas En) siasie + Ell—lﬁ.h — &p—1— En) e Enr(b_' 'El\}'
Schreiben wir diese Summe in umgekehrier Ordnung und setzen dabei zuerst fiir die Differenz
b-—ép, dann fir b—éy_,, dann fiir b—g,_9, zuletat fiir h— &, jedesmal bloss b, so erhalten wir

b
f fu du = &, f(b) 4 &n—y f(b-— €n) + £n—2f(b — &0 — Gt} ome o 0D — &n — Ep—lgnis — £,5)
a
- +51ﬂh‘_sn'_Eu—l---__fa"_'52]'
Bezeichnen wir nun — &, durch &' ,, — &,y durch &', .... — &; durch &'y, — &, durch &y,

so finden wir

b
f fudu = — {6 £(b) 5008 1) b &5 K4 &', ) cer b€ 45 oo +End)
v oa
4 Eablb ey ey av. e,

wihrend & 4 ¢ ,+¢&5.... - sn =2 —Dist. Folglich kénnen wir die eingeklammerte Summe

a b a
durclf fu du bezeichnen und erhalten f fu du = —-f fu du.
b a b

b [ b
IL. f furdu :f fu du 4+ f fudu, wo e>a<b ist, welche Gleichung sich sofort
< a a c
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ergiebt, wenn man beriicksichtigt, dass a+é&;44,.... 4 em=c und c+ et + emto...
=+ &n—1 - & = b, und dass daher .

b
f fu du = EEI fla) 4 e, flat¢6.)....6m flate 4 2,... 'i'Em—l:'! +¢5|:1+lf|:°}+5m 1 ;{G+€||1+IJ
a
coosFafle 4 emty+ fmta ... IEu—l)l 1

c b
von welcher Summe der erste Theil offenbar durch f fudu, der zweite durch f fu du zu
a c

[ b b :
bezeichnen ist. Aus der Gleichung II. folgt aber auchf fu du :f fu du —f fu du. Man
a a 6

kann also bei Bestimmung eines Integrals zwischen den Grenzen a und ¢ auch iiber die letztere

hinausgehen und dann wieder zu ihr zuriickkehren, wenn nur die Funktion fu zwischen den
dugsersten a und b kontinuirlich ist,

95 7 ;
I]I/ fudo =/ ¢ f(¢,) dv, vorausgesetzt, dass nicht nur die Funktion fu zwischen
P [ y

den Grenzen u=y, and u=yg, sondern auch die Funktion ¢, zwischen den Grenzen v=ga u. v=g
kontinuirlich ist. Denn

78
fudu=r¢' flp,)+ & ofyst ') +6 flpu + 6" +65).. oo aflpate +e s . 4 ey ),
£ (Pn'.
wiihrend @ &, 4&';..... +4- 5,n—l+5-n=5“ﬂ ist, wobei die successiven Inkremente ¢’ der Funk-

tion ¢, von g, bis vp den successiven Inkrementen & der Veriinderlichen v von a bis 8 entsprechen,
also auch e« 4 &, + &,... “- en—1+&,=3 ist. Yermbge der Kontinuitéit der Funklion @, tWischen
den Grenzen « und g finden folgende Gleichungen statt:
e+ &,) —9(o) =&, ¢'(«) =¢,, daher auch p(a+-5,) =g, + ¢, P =0+ ¢,;
ferner g (e + 6, + o) — p(a + &) = 6,9'(a + £,) = &',
daher auch
ple+ 5 +8) = P ate, + & S"‘a-l'-h =gu+&; +4'5;
ferner g(a + 6, + 5, +65) —gla+ ¢, + &) =25 9'(x &, + ¢,) = ¢,

daher auch
@+ & &+ 5) = Pate, feg T &3 ' ate+e, —Pat &+ 8+ €y

P(ets;+6,...4+sn)—gla+s, -+ Ez'--‘i'én-l:'ljfnq"u &, +az,.‘+su_|='5-m daher auch
T[r‘"i' El+32"'+“fﬂ)=9’a+et +52,_,+sn_|+‘9n9"'nr+sl +é&;... —|—;n_1=':\°a+ai: +‘E‘2' s
2 +£'n—l—f—5'n-




T8 _
Demnach verwandelt sich die, das Integral fu du vorstellende Summe in folgende
“Pﬂ.
8,9 0(pe) + 229 ate, (Pats,) + &3P at ey + 22 [(Po + &)+ 2,)
----- En‘ﬂlu-\{— FI+FE}—';-ET.‘1 Fgpa -+ ErhEg e +sn_1]s
— — L —— T —

—=f—én =f—é&q

p
welche sich als die Definition des Integrals :_p'ut'{qmv) de zu erkennen giebt.
]

b b
Iv. th fu du = f(b). Denn die Ableitung D'bf fu du bedeutet das Verhiiltniss
a a

h+ En+1 b
f fu du —f fu du, ist also gleich
a a

Enti i !
&, fa) + Sir{“_;‘s]) e Enr{b_“jsn}‘l" én+1 f(B) _'-kel fla) -+ &, flat-e.). .- - F“{(b—EDE
Ep-1

=ént m: f(b).
& 41
§. 6. Wie bereits in §§. 2 und 3 im Allgemeinen angedentet wurde, erfordert die

du
erschipfende Untersuchung des Inlf:gralsf—; Betrachtungen folgender Art:

: d
A. die Betrachtung des Iutcgraisf—u“ zwischen den reellen Grenzen 1 und x (zwischen

welchen die Funktion :1 kontinuirlich bleibt, wenn x eine positive Zahl bedeutet) unter Yoraus-

selzung ausschliesslich reeller Inkremente;
: ; du : :
B. die Betrachtung des Integrals - swischen den imaginiiren Grenzen o--fi und pfai
unter Vorauselzung theils reeller, theils einfacher imagindirer Inkremente von der Form, di,
wobei die Yeriinderliche u
1. durch lanter reelle Inkremente von der einen Grenze «—- fi zuniichst bis p -+ fi, sodann
dureh lauter imaginire Inkremente von p--gi bis zur andern Grenze p-+ qi fortschreitetl,
oder
II. zuerst durch lauter imaginire Inkremente aus der einen Grenze «--fi zuniichst in e qi,
darauf durch lauter reelle Inkremente aus «-qi in die andere Grenze p-+ gi iibergeht,
oder
III. zuerst durch reelle Inkremente von « - §i bis zu einem Zwischenwerth o, -- i, sodann
durch imaginire Inkremente von o, 4 pi, bis zu einem andern Zwischenwerth o, §1
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und sofort abwechselnd durch reelle und einfache lmagmdre Inkremente I.ns p+qi
anwiichst;

d
~ C. die Betrachiung des Integrals f?u zwischen den imaginiren Grenzen «-|fi und p+qi
unter Voraussetzung ko mplexer Inkremente von der Form y--di.

oraussefzung

A. Betrachtung des Integrals f
reeller Inkremente.

X
§. 7. Von den unendlich vielen Werthen, welche das Intcgra!_/‘ ?;u[olga der beschriink-
1

ten, nur zwischen der Einheit und einer positiven Grenze x stattfindenden Kontinuitit der Funktion
% haben muss, finden wir bei ausschliesslicher Anwendung reeller Inkremente nur einen ein-
zigen, welchen wir durch Log x bezeichnet haben. Es ist also

X

et e ) f du
|+e +59 I4& et i (= x—a,,) i Wil
Setzt man &, —s, Ez-—E{:I &), es=¢(1 482 .... 8 = &(t + &), s0 hat man

o1 oty ea= e s(14-8)+8 (1 F6)% A4 =1 6) e = (1 4 P —1;

I"l:"'g;"‘__“':l|_*_ ﬂl J

(18—
folglich 1 4 &, 4 &, ... 4 & = (1 4 &)"; also
I+ - &, =01 5)*
L+ & J &, S =1 | 8% nos.w
Folglich findet man
Log x=¢} +¢(1+ 8 |+ I+EELT¢)’(I+ g (1 4 &) (';T_f_“‘;]'.ﬂ: also, wenn sich n

der Grenze gp nithert, Log x = Lim (n¢).
1
Da nun aus der Gleichung x=1-&, +&,.... ,=(14-&)" fiir & der Werth x'—1 gefun-
1

den wird , so folgt Log x = Lim|n(x"—1){, wenn sich n dec Grenze a0 niihert.
§. 8. Aus den Gieichuugen I. und II. des §. 5 folgt

Xy Xy Xy X,
/‘ du /‘ du f du f du f du Log xy — Log x.
I u

Pg 1
Setzen wir aber in die Gleichung III. des §. ﬁf gn'u_l dy = ‘GE du statt g, die Funk-
(43 v q‘&
tion xv, also ¢, = x o, gp= xf, ¢, = X, 80 finden wir fir a = 1 und =y

Y Xy Xy
f x_ dv, das lstf d” f d_", also f '1“ = Log y.
]




Xy
Aus der Vergleichung beider fiir f %ﬂ' gefundenen Werthe ergiebt sich

X

Log xy = 'Lﬂ-g x -+ Log y, welcher Satz auch die folgenden drei

m
Log ; = Log x — Log y, Log x»= m Log x, Log }'x =% Log x, wo m zuniichst eine ganze

Zahl bedeutet, selbstverstindlich macht. Hieraus aber folgt sogleich, dass der Satz Log x™
—m Log x fiir jeden beliebigen reellen Werth von m (und fiir jeden positiven Werth
von x) Giiltigkeit hat.

§. 9. Es sei Log x=z. Verstehen wir unter e denjenigen Werth, welcher der Gleichung
Log e = | Geniige leistet, so ist Log e*=12 Log e = z; folglich Log x = Log e, woraus sich

die Gleichung x = e? ergiebt, in welcher die vorige Log x = z ihre Umkehrung hat. Nun ist .

nach §. 7 fiir n = a0
Log x = Lim n (x:l — 1) = z; folglich auch

I
Lim n([el]ﬁ—l) ——f
folglich immer noch unter der Voraussetzung, dass sich n der Grenze QO mihert,

¢ = Lim (E i

Selzen wir n — la, so ist ‘unter der Voraussetzung, dass sich u der Grenze o niihert,
1

e* = Lim (1 + uz);,
und man erhilt nach dem binomischen Lehrsatz
z2 z3
— X L i te.
Gt e e o R B
welche Reihe, so lange uz << 1, also z ,_-_-_la ist, mithin fiir jeden reellen Werth von z konvergent

bleibt. Ist also z = 1, so finden wir

1 1

B. Befrachtung des Integrals f % zwischen imaginiren Grenzen unter Yoraussetzung
einfacher imagindrer Inkremente. :

§. 10. Um zwischen den imaginiren Grenzen «—-fgi und y-fdi fiir alle drei (nach §, 6)

gegenwiirtigen Falls moglichen Uebergangsarten der Veriinderlichen das Integral f %‘ auszu-

werthen, behandeln wir zuniichst die beiden einfacheren Fille, in welchen sich jene Grenzen
entweder nur in dem reellen oder nur in dem imaginiiren Theile unterscheiden,
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a—-di
Betrachten wir zuerst das lntegml/ ..d‘.l das ist die Summe
u .

oo i

e

nze “+Fh

1 : Syl S
a—|—(p‘+.s,]i+&31a—f—(,8+s,-r-e2}l ""].u-i—fp’—|- O e TIPIP T |
W0 £, &5, 4.t &y = d—f ist.

xm u+a. g )
erth - dv F o —vi :
Auns dieser Dellmtmn folgy — = . _ =i = du, also
i g /u—[—ui / “-2__1_‘_.2 ]

ung g +f51

5 b u+ﬂl ;
sich T e
n ist . '} / / 21["!)" + /‘;2_!11;2 \ £
k- ~+~ﬁl
B Pa
i" Setzen wir in die Gleichung III. des §. ./ .;pvq" dv f du gaw @, die Funktion
: v

a'z u* e 2 2z __‘32 YT
ke -1; also gg = —f—‘& vy =5 v ==z 80 erhalten wir
[

2
! z_[__r_',z ¢ @252 u? _+_Jz
J u? ﬂ"rﬁg
I- 1t 9 vdwe L w242
[ ﬁ 2 “g+u2 dt faRi /u'+v f f,__hg,. |1 Lngu“‘h‘f:’
: &
, w?

a\'}'
weil / do— Log y ist (S. §. 8). Seizen wir aber in die Gleichung ITI. des §. 5
u
o

rgent X o
o ) ﬁ
¥ ! . g 1] i ki
. Ty "%ﬁ de = i"-]-l-uzdu statt ¢, die Funhhnna. also Pp =", P5 =~ Py = 50
i e Yp
' finden wir
= d
Zun | L] 1 ; .
<) R & ViE? dv oder T du; folglich
g e
5. 6) E s
uszu- E du _ IE _‘_'2
1 1--u
enzen | ﬂ+|ﬁi g
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7+ A
Gehen wir nun zum zweiten Fall iiber und betrachten das Integral d_“, das ist die
-5 :
g o g
Summe
£ = 4 & S 1 S T e eI oy ,
o 2"‘+5 + g ‘a5, +‘52+ﬁl “'J'E:‘i‘""z +5|:| I+.}'J-'|

+Jl '
do udu Bdv
Woraus fulgt / Sy / .
) = iy
CH
Setzen wir in die Gleichung III. des §. 5 —-du.— €Y statt i, die Funk-
; Pu

ro 2 y 2 2 y
tion j_;._ﬂ , also :_pm.__.ﬁ__i__(. s Py = £ :;y Py = ﬂ"- , 80 folgt
feve Py
7y B2 'ptat
/ A% [“_z'_u': dv oder 2 1'd"£ == du —Ln-g-’cp'-r?2
2 nﬁ £ “ﬁﬂ-” Bifa? u h gl

i
/ d-lllI I statt g"rr dil‘" Funktﬁlﬂ
14u?
e/ ¢

I !
ﬁ ay it
eREHT [quy . ] E du 4
Bito? dv oder A _ﬁ PR also
&« e e g

2

rpi
e afPi :
y atdigy 7 Bigy
§ 11. Die Untersuchung der lntegralef undf — hat uns somit zu dem
ed-pi v a-4-gi " !
du :
Integral /‘I—L ; gefiihet.  Da die Kontinuitiit der Funktion l_vi_%ﬁ'? keine unbedingte ist,

obschon sie zwischen o und jeder beliebigen reellen Grenze x stattfindet, so ist im Allgemeinen

b
du sf fe ot
das Integrn]f P unendlich ~vieldentig; aber unter Voraussetzung reeller Grenzen und
|
0




15 ist die

i
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+ Funk-=
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d
reeller Inkremente hat das Inlsgralf I—_,_-% nur einen einzigen Werth, .den wir durch das
o~

Symbol Are tg x bezeichnen, Es ist also

Dl ! : ' o ;
i e I+£2|+512+£3 ’+(51+Ea)2+ En]+('5:+“—2 ----- + &n—1)? i)
. e e~
: =x—z,
78 d

Selzcn wir in die Gleichung III, des §. 5f [ o I-f-!_p" do _.f '—rl:l‘

1. statt ¢, die Funktion — v, also g, = — &, Pg = — {3, ¢, = —1,

i 4 1 1 1 ‘
2. stalt g die Funktion -v-,_&lsu P = 2 98 =§, Py = — i,

s0 erhalten wir fiir « = o und B = x (vergl. die Anmerkung)

— X g A
lf —I 5 dv oder —f 1+u__- E mi,fﬂlghchﬁrctg(—-x]=—Archx,
X dv du
2ﬁ——-l+lda uder—f R = lxl—f— .3 folglich

0
du X du
Arctg;:— f =D +L s also Arctgx=Arcig (m)—Arctgx
Demnach ist Arctgx 4 Arctg ; eine konstante Grosse Arctg (ap ), die wir durch ™ 3 bezeichnen

wollen; so dass auch Arcig(—x) - Arctg (— i) = — |Arcfgx Arctg;' =—z T gefunden

wird. Setzen wir x =1, so ergiebt sich daher 2Are tg1 = ?, also Arc g1 = i_' Um diesen Werth

anniherungsweise zu berechnen, setzen wir in die GIaichung (a) fiir x die Zahl 1, theilen die Ein-
heit in n gleiche Theile, z. B. in zehn, und machen &, .=.2 vous €y = 153 50 erhalten wir

o it )
t=Anw =44 Tt e SEEEx R + 5

Anmerkung. Man kinnte einwenden, dass, wenn man in die Gleichung IIT1.

# 1 s 1 ¥
l/; 1P ,U]_'I:gn—q,”du = -|—u1 stall i, die Funklmn—, also ¢, = setzt, o nicht gleich o

o

gemacht werden diirle, we;l fiir diesen Werth die Funktion ;—au!hijra kontinuirlich zu sein, und
daher die Gleichung I1L. nicht mehr statifinde, und es liesse sich nach dem von uns angewende-

ten Verfahren auch das Absurdum Amlg("x) + Arc!g {—-i} = ’ﬂibeweisen. Denn man

selze fiir ¢, die Funklion — o 8180 9, =—
B = x erhalten

a, $8 =_§ B’ Py =p2 Ug, 80 wiirden wir fir «= o0 und

o2
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x, X dv x du = du x -:lu
j; 11 1&9 das:atf o2 ﬁ 1_1_“9 f-l-:‘:u_z —f—f -, also

Arc tgx—- — Artctg oD - Arc tg (— ), demnach —f—_ = Arclg (—=x) 1 Arcig(— x]
Allein die Funktion “:; ist zwischen den Grenzen - & und 4 x und — s und — x, wobei ¢

unendlich klein ist, entschieden kontinuirlich; die Gleichung IIIL. gilt also noch, wenn wir auch
— dies ist der mgemhchc Sinn der Umwandlung von - « in o — fir « den Werth - &
setzen, und das Fehlerhafte des voranstehenden Beweises liegt darin, dass die Umwandlung von
— o in o0 als glmchhedeulend mit der in <~ & genommen wurde, wiihrend sie den Uebergang in

— & vorstellt, also fiir __u—{:,_u} nur — G0, nicht 4 Qo gesetzt werden konnte.

7 ce--di @ y--pi
§. 12. Nehmen wir nun die in §, 10 fiir die Integrale ducn / d—ul-l
u
e/ a--fi a—-i

gcfundenen Werthe, und berﬁcksiuhtigen wir, dass nach §. 11
(X

.‘]'_1 _.J\rctgg—m*ctgﬁ‘ und
1—|-u. I o

r
B

du, =Arclg? — Arclg? ist,

|+u— P B

Tt =21 u+d = o ;ﬁ
= —+ Log PERE T - lfArctg Arclg },

— i(Aretg? —Arctg” ).
wti il

Lassen wir nun 1. die Variable aus der Grenze a—-fi zuerst durch lauter reelle Inkremente in
1B, darauf durch lauter imaginiire Inkremente aus ;@i in y+-di iibergehen, definiren wir also

. y+-di i rht
das Integral d.... durch die Summe _1_', s0 miissen wir bei
e rt—i—ﬁl +[31 7-fi

Anwendung der Gleichung (b) e mit 1 vertauachen und wir finden




wu‘mi &

wir auch

rth - &
lung von
rgang in

@y
du

i
i

emente in
1 wir also

1 wir bei

1{Arulg,ﬁ.—Arctgg] + 4 LDEEQ.‘tdQ -+ i(Arctg-g—LArctg.g}

=1Log @-_t[;z 4 i (Arctg “ - Arctg? — AretgP — Ave tgl).
(14

¥
Lassen wir aber IL. die Variable aus der Grenze «<-fi zuerst durch lauter imaginiire Inkremente
in a--di, darauf durch lauter reelle Inkremente aus ¢—-di in y-|-di iibergehen, definiren wir also
das Integral

+J| Lc—j—rfl —]—dl .
/ 2 Jurch die Summef / —, s0 miissen wir bei Anwendung
o--di

der Glelchung (c) p mit ¢ vertausclien und wir erhalten

y-+-di :
/ . '_]_ﬁi_l_,‘l, Log" E-Hj? + {Arctg_ — Arelg [3) + L ng_zi.iz i [?u-r,tg —-Arntgd}
i l

1 10g? 9% 15 (Aret % 4 Arct e ArotgP— Avctg?
: ﬂga’--—}-ﬁzh} i(Arctg —i— r gu re g“ T gd},
i

Bezeichnen wir das auf die erste Art definirte Integral d“ durch f (z—-Bi, y—{—dl), das

e u_—|—-[i|
auf die zweite Art definirte durch f, (e Bi, y--di), so ist

d
f,—f, =i} Aretg %—i— Arntg-ﬁ -+ Arctﬂ'}:—I—Arutg§u~-Arcth—Arug%-—Amtgi;—Arutgal’,

welche Dilferenz, vermige der Gleichung Arctgx -}~ Arctg _ﬁ’;, sich in 27i umwandelt, wenn

« und ? posiliv, y und J negativ (oder umgekehrt),

und vermige der Gleichung Arcig(—x) + Aretg(—3) = ;, in —2ni, wenn o und d positiv,

{ und y negativ (oder umgekehrt), in allen iibrigen Fillen aber = o ist.

§. 13. Lassen wir nun III. die Variable aus der Grenze w«—{-Bi zuerst durch lanter imagi-

niire Inkremente in den Zwischenwerth «<-f,i, von diesem durch lauter reelle Inkremente in

einen andern Zwischenwerth «, B i und so fort abwechselnd bald durch imaginiire, bald durch

Pt
reelle Inkremente bis zu einer Grenze p - qi fortschreiten, so wird uns das Integral d—;
1 : &/ o4fi-

als eine Summe von Integralen von der Form f, erscheinen. Fassen wir zunichst zwei anf

einander folgende dieser Integrale zusammen, so ist

f ':“l'_l'B i, e r+l'l'ﬁr+l’)+r (“r'f'tﬂr-l-“s r—Hﬁr dgi) =

4B "r-]-l fr i Ur+l+ﬁr+‘£1 r+ed+u Br 4o
f u / f / e LS
oy P “r"f‘pr'-ﬂl i":"H'f'ﬁ +i tr 41 Pr foi
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; ur_i—ﬁ'—l_li rta+ Pr ol
also =/ Tu +f1(“r+ﬁr‘|‘1i1 “r+l+$:+2i] -1L-— EI_E )

u

oy fri ttr 1 Brai

Nun ist aber
I. wenn w und fi; 4 positiv, ¢, und f; o negativ (oder umgekehrt), f,=f, 4 2ni,
II. wenn « und P; 42 positiv, B+ und-w; 4, negativ (oder umgekehrt), f,=Ff, — 2ai,
in allen iibrigen Fiillen dagegen f,=1, ; folglich ist in allen diesen iibrigen Fillen

g{ar—‘_?llr oy 4y +ﬂr+l|}+f (“ITI+[3?+11: r+2+[3r+.!':]

a,+[i 44 Pt Bl
=/' —”|'f (& ~+ Br 44, “-I-I'I'F'}nrz'} +/ d;u ]
ﬁ: ety 1~ P+l
/ﬂt‘f—ﬁr-l—l “‘r‘f‘ﬁr"r‘?‘ “r+l+[3r+2/“r+2+ﬁ:+ﬂ
Oy -Hi : ey B +|‘ ot 1 By 4-of tref-1 = Be i
[ —f- Br-i-ﬂl Uy -]-% + ﬁr'l‘ b

= f; (e} pri: -9 Br4ai)s
“:‘f’p | “P‘Lﬁr'}'il

in den beiden Ausnahmefillen 1. und II. dagegen ist

£y (et Bely ch - 1=HPrpa 1) H-Fo (et 1B+ 1ls er 24 Br +-20)=F; (er = Be iy ar 42 4B - ai) 21

P+ﬂfli
Wir hatten nun das Integral —u definirt dorch die Summe

—Ha.
(a8t Bl b BTt b o D ot Bl ek Bai
-Hf (2 —2+-Pom—y n')'"ﬁt_‘_ﬁq'“ 1€ (e2m—1+ Bom—ii “)-m',"[ghn']l—i'f (“am-+Bawmi,p-qi).
Wuhlau wir nun in dcn_elnoaklammartcn m Summen die Reprisentanten von «,, Bt
Br-+2 80, wie es in dem einen oder dem andern der beiden Ausnahmefille I. und I angegeben
ist, so erhalten wir

p-taf |
f—l—ﬁ- Oy (o, oa - Ba) + L (eat-Bah i -B4)
(7] 1
+ f(cam—a+ Bam—si, w2+ Ban) + 1 (cam ~ Bas p+-q0) =& 2mmi;

da aber jeizt die beiden Ausnahmefille I und II. nicht mehr stattfinden, so zieht sich diese ganze
Summe zuriick auf

£, (e =+ Bi, p-} qi) == 2mai.

P-f:itli
Stellen wir uns z. B. das Iplegry ?u vor durch'die Summe
g -t BI




irzl:“‘F' [3i, Ty '+ Eli}+ f; {'“1 + B:i: “n'lrjfzi!"i‘?fa{“ e e e ﬁ;i}+-f2(-a3+[35_i,a+-ﬁ4i]$
+ f5 (e, =41, p+ qi),
wo in den beiden eingeklammerten Summen
die Reprisentanten von ¢ und i, +, niimlich 1) « und s 2) «, und B, beide positiv, dagegen
die Repriisentanten von ¢, 4 und [3; +9, niimlich 1) ~zund -8,, 2) -«, und -B, beide negativ,
also dem Ausnahmefalle I. entsprechend gewiihlt sind, so finden wir

—= =1 (a1 B, &, — By t+2mi- r:{"g —fai, oy —fi) +2mi- fo(ey —fp4 qi)

u
e/ ati
=jf2{a + By oty —Poi) + Fy (e —B,i w, _BA'H“f' £y (e, —B,i5, p+4-qi) + 47i.
Da nun aber jetzt in der eingeklammerten Summe die Repriisentanten von &, und B, 4 ,, nimlich
«und —f,, 50 wie die Repriisentanten von ¢4y und Bytg, niimlich e, und —Ps, der eine
positiv, der andere negativ sind, also weder dem Falle I., noch dem Falle 1. entsprechen, so
erhalten wir

N £ (at-Bi, oty —Boi) 4 £, (d,—B,i, p+- qi) + 4ni

= f, (e Eis p+ qi) © 4.

aptai ;
Stellen wir uns also das Integral/ LI eine auf unendlich mannigfaltize Art ausfiibr-
u x

e/ a--fi

bare Summe von Integralen vor, die simmtlich dem Integral f, analog, d. I, simmtlich von der
Beschaffenheit sind, dass in ihnen die Variable von einem Zwischenwerth ar—f;1 in einen andern
Zwischenwerth o -+ B, ,i zuerst durch imaginire, dann durch reelle Inkremente iibergeht, so -
lassen sich die auf einander folgenden Zwischenwerthe By, ooy 41 - Be -3, tte 21 fir 4ol
PHygi
5 : e e : du
so wihlen, dass jede von den unendlich vielen Summen, durch welche das Integral —

& e-PBi

definirt werden kann, sich von einander, wie von-dem Integral f, (e~ Bi, p+4qi). um Vielfache

BP*f'dPi
der Dilferenz 271 unterscheiden, Bezeichnen wir das Integral / -l:-l unter der Voraus-
e adpi

setzung, dass die Variable auf die angegebene Weise bald durch imaginiire, bald durch reelle

'T'P‘f;;lf-
Inkremente von «+4-Bi bis p-qi fortschreitet, durch ( / Tu)’ so haben wir die
2.

«--pi
Gleichung




LRSS

p-l—ql
(/ ) — f, (a-}-Bi, p-+-qi) 4 2mi,

“ wo m jede positive und jede ncgalwe ganze Zahl bedeutet.
pai

du
Anmerkung. Stellen wir uns das Integral — als eine Summe von Integralen von

der Form f, vor, so finden wir durch ein tlem Ohlﬂ'crl ahuhches Verfahren denselben Werth, so

Pt q'
dass jenes Integral auch bei dieser Auffassung durch (/ ) zu bezeichnen ist.

+p

§ 14. Machen wir @=1, f=o0, und nennen wir das unendlich-vieldeutige Integral

P-Irrll
(f ) den allgemeinen Logarithmus *yon p-qi, den wir im Unterschisde von

dem eindeutigen Lug (p+qi) =1, (1, p-qi) durch log {p+q1] bezeichnen, so gilt die Gleichung
log (H—q-} = f,(1, ptqi) + 2mni.

Ist nun p eine positive Zahl, so erhaltcn wir

log (p+4qi) = ‘Lug{p2+qgl+l(ﬂrtlg -Teditotg = Arolg o } + amni,
_._.-"'-""\.r"""-——'-"

R
':!

und da — Arctgq — Arctgq — Arclg = Arclgﬁ—" —g - Arctg%, ist, so folgt
log (p+4gi) = 3 Log (p*+4°) + i (émrr-i—Arct" PJ,
wo Arctggamdcuug und derjenige Arcus ist, der zwischen — un{l —[— liegt, und zwar
awischen o und 47 32 Wenn q posiliv, zwischen o und —-_2_, wenn ¢ negativ ist.
Bedeutet aber p eine negative Zahl, ist also p = — p/, s0 findet man
log (p+ qi) = 3 Log (p*~+a®) +i (5 -+ Arctg —) + i,
q

und da Arctgi-:-: .’trctg%—l— Arclg - — Arclgg— = ,——- Arclgq ——'- . = J!n'a::tgE ist,

1

so folgt fiir ein negalives p
log (p =qi)= 4 Log (p*+1?) - i ([2m+ 1] 7 &= Arctg- }
Man findet daher auch log (4-p) = Log p + zmm,

s o Dl fog 1 it
wo Log p den einzigen Werlh vorstell, den man fiir das, aus bloss reellen Inkrementen kon-

struirte ]ntegralf — erhalt.
1 u
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Jd . - (] -
(. Betrachtung des Integrals J T" zwischen imagindren Grenzen unter Voraussetzung -
komplexer Inkremente.

§. 15. Lassen wir nunmehr die Variable durch komplexe Inkremente von der Form £4-di

P+q

i
aus der Grenze «+fi in die Grenze p---qi iibergehen, definiren wir also das Integral f(u) du

('t'-f—_fﬂ

durch die Summe
(5, 4,0 fi« ~f—pfii+ (£, d,1) f;a-l-sl-fr (B+-d,)il+ {£3+Eii)f1t'u+ erte, 4 (844, 440

ap (‘E'u'f' ‘j-lli) fg” -+ £L+ Epevebin_ + ](ﬁ +9d 1+ J:‘ ot Jli_")%'
in welcher & und J reell und unendlich klein und «}-&, &,

+ dn=q ist,
ptai
50 haben wir offenbar die allgemeinste Definition des ]ntegral.i/ f(u) du vor uns, welche die
wt-i

dem vorangehenden Abschnitt zu Grunde gelegte als ihre Unterart einschliesst. Man kiénnte

Pj—qi
daher glauben, dass die Konstruktion des Integrals( / % ) unter Zuolassung bloss ein-
&r—y

facher und zwar mit reellen abwechselnder imaginiirer Inkremente (vergl. §. 13) dessen Benen-
nung als des ,,allgemeinen Logarithmus® von p-f-qi nicht rechifertige. Allein wir werden uns

]

Pty
alsbald iiberzeugen, dass der durch die jetzige Definition des Inlegralsf fudu bedingte
at-fi
p-qi

Werth desselben mit dem Werthe des Integrals (f fu du) genau iibereinstimmt.
a—fi

§. 16. Nimlich zufolge der jetzt vorausgesetzten, im vorigen §. angegebenen Konstruktion

ptai
des Inlegralsf f(u) du haben wir auch
e+ fi .

p+ai '
f fudu = ¢, l’iu—j—ﬂig‘—i—d'lifgu—f—ﬂii—I—sil}uﬁ-s:—i—{ﬁ—}-d‘,]if—]—d'zif}u—}-s,—Hﬁ—f-—d‘,)iE-}-t:T.l:.
et
Da nun die Funktion fu zwischen den Grenzen a~-gi und p+qi als kontinuirlich, d. h. als eine
solche vorausgesetzt wird, welche, wihrend die Variable u aus der Grenze u+f#i durch kom-

. e o £, 1 s s
plexe Inkremente in die Grenze p-- qi iibergeht, nie die Form 5 annimmt, so muss sie, so oft

der Theil «, irgend eines Werthes a, - 4;i der Veriinderlichen u um ein unendlich kleines Inkre-
ment &, wiichst, ebenfalls einen unendlich kleinen Zuwachs &, von der Form' &',--&";i erhalten.
Es ist also

3
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I!u—|—sl+,ﬁ§' =Ml +ﬁi£+3.,; folglich : :
w+gif =fa+ &, +fij —3,; desgleichen ist
@&y +E=+U’+J:}il =he+-e, +(E?+d-1}iz+&2; folglich
a4+ (B4 ;)i =fa+&; +&, B+ d)i{—72;5 ehensu
3«-}-;[—1—52—]—{;{4—6 +d,)i= a6+ eg &yt (B4 d2)il— 3 U, 5. W.

P
Demnnch lisst sich die jetat vorausgesetzte Konstruktion des Integrals f !'u du auch in fol-

a-fi
gende umwandeln:
& fia +il+9; |f;a &;4-pil—8,3 1-|-— gflat e+ (B+9,)i{-Hd, ifjat-é & 18,4 (8+3,)il

—d,d,i+ ete.
p+ai
Also istf fudo =
o4

b e i aate 4 (B4Hd) a-e, e, (844, )i - u+£1—]—5~+(ﬁ—f—d +d,)i
f fu du fudu—:}:&ll f fudo —+ fu du — d,¢,i+ ete.
atfi_ Y ato,tbi wbet @) ats et E+d)

I
tert @)
f fudu —d, 3,i
i

r.t fer-tea1(310,)i
f udu —d, ¢

- pi

u+£:+€a+(ﬁ+d +4,)i
f fu du — & i, 8, iele.
w4 fi

Verfahrell wir auf diese Weise mit siimmtlichen Gliedern der obigen Summe, so erhalten wir
schliesslich
e PR (-GH' detd, - dy)i
‘/ fu du —i(d, &, 0,0, .. oo -0 Fn).
whBi -

Achten wir aber auf das Bildungsgesetz dieses Integrals, auf welches sich die transformirte
Summe reducirt hat, und bemerken wir, dass die Veriinderliche abwechselnd bald durch
reelle, bald durch einfache imaginiire Inkremente in den lelzten Grenzwerlth iibergeht, so ist

-
klar, dass diesem Integral kein anderer Werth, als der, am Ende des §. 13 durch (f +;'El l]u)
ﬂ—f—ﬁl
bezeichnete beizulegen ist.

Was aber die Reihe d, &, 4d,3, ... d, &y betriflt, so zerfillt sie vermdge der komplexen

Form von & in die beiden Reihen 0, &, +d,% ;... &5 +i(d, 3+ 9.8, ... 405 3"0)-




-

l}ii

te.

ete.

wir

irte
irch
3 st

)

XCn

%)
A H

- i

1st nun unter den unendlich kleinen Grissen ', 5, ..., und 3" ,,8",...8";, unter jenen &,
unter diesen 3" die grisste, so ist die Summe

dy -+ dy ... dn iy < I (0,0, A +i I (0405 .- dy), also < & (q—5),
sie ist demnach unendlich klein und folglich ohne Einfluss auf den Werth des zu untersuchenden
Integrals. Wir erhalten daher

p-qi P+ pi
‘/;‘+#:"u = ('/;+ﬁl:ludu),
p+qi

d. h. der an das Bildungsgesetz C. (S. §. 6) sich kniipfende Werth des Integrnlsf fu du ist
u—f—p"l

mit dem durch das Bildungsgeselz B, III. bedingten Werlthe dieses Integrals identisch,
§. 17. Dem jeizt vorausgesetzien Bildungsgeselze gemiiss verstehen wir unter dem

Ilh'ri'!‘]i
Integral / % die Summe
e/ wtpi
(

i

b 1 - 1 :
sl+&1u,;[,-i+(=2+d2=}m?ﬁ+(fs+ﬂ‘ 'Jq+f oy (i ey Sy

s et dnl) S T R B L o I,
in weleher a-¢, ¢, ... sn=pund f4 0,4, ... dy=q ist.

Machen wir &, =&, = &;....=&n, ¢, =d, =4, ....:J‘m so finden wir

p+&11 !
1 . .
/ (E -l—J I.J u_i_ﬁl “+ﬁi+£1+dll+u+pl+2{sl+&1l)

e et 31 i
----- Ry e
wo e+ fi-n(e, + d,i)=p-+ qiist. Folglich
PTT +34, 1 1 1
0T if — DA B
/ i ﬂ'f'ﬂl‘t s +FT-;-dl+ _'_ge F i +:+(n-1)""-"}'i
wpi at-f atpi 2t fi
'-Fa__]_;_{;l' ﬂig: ist. Setzen wir endlich ?;E]i—-;iﬂ = & di, s0 ist
P+3'
e e e = b et B R
5=+ B+ it T eIl
o4-fi
W0 I - n (s di) _Pigl ist. Offenbar ist nun die rechtsstehende Summe die Definition des
Pl
Integrals /JHEEI, unter Voraussetzung, dass die Inkremente komplex und simmtlich gleich
[ u

1 3*




e . e
~

qi
/“+B‘ (/“'i"e') mzthmnachs 13_.10.;”::"_; ist,

20

&

&--0i sind. Fnlgiin:h finden wir bei Beriicksichtigung des §. 16, nach welchem dieses Integral

P+ p+qi

p+dqt +

u p+ai

/ T E Bapp
a+Bi

Nun ist aber auch

el ot g

: = log (p +qi) — log (= +fi);
2ig:= log (p-}-qi) — log («-f-Bi) oder auch, wenn p--qi stat P9

o fi’
mithin (p+ qi) (z-+pi) statt p4-qi gesetzt wird:
log (p+qi) (a4-pi) = log (p+qi) + log (a+4-Pi), -

woraus wir schliessen log (xy) = Log x +- Log y - 2mui, und zwar fiir alle reellen und imagi-
niiren Werthe von x und y.

folglich ergiebt sich log

Xd
§. 18. Einen wesentlichen Bestandtheil des lnlﬂg_ra]sf —-;u.in dessen allgemeiner

1
X

du
o 10
dass die Veriinderlichen nur durch reelle Inkremente von o bis x fortschreitet, durch Arc igx
bezeichnet haben, Wir wollen nun auch diesem Integral eine allgemeinere Bedeutung unter-
legen und auch in ihm imaginire Inkremente der Veriinderlichen zulassen. Da nun unter dieser
Vorausselzung zwei Hauptarten B. und C. (S. §. 6) des Wachsthums der Verinderlichen stati-
finden, beide Arten indess nach §. 16 in Riicksicht auf den Werth des zu untersuchenden Inte-
grals zu demselben Ergebnisse fiiren, so wird offenbar durch Anwendung komplexer Inkre-
mente die ganze Bedeutung dieses Integrals umfasst und erschépft. Wir definiren demnach

Bedeutung bildet ein Integral von der Form , welches wir unter der Voraussetzung,

X
jetzt das Inlegm]f —dll-»_—_ durch die Summe
o 1"

{EI +JIJ}:-+ (Ez +£P;,]I I—|— (EII_I- (hi:lz+ (Eg]'l_ d‘si] 1 .+_ IE‘ +52-1i-(al+' JQ:};'EZ

. 1
.“_—;_{E“-f-dni} I¢IEI+£2 o +En—l+(l§l —I—-dz -n—i‘ dn—i)ifi'ii

«.=dy)i=x ist, und bezeichnen diese Summe durch

in welcher &, 2, ... Jsn4 (0, +J5.

are tg x. Demnach ist
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X da X du X du du :
= — in welchen beiden
froigx f I—|—u2 {u—f—i)[u_.;} 2i f.f; u—i f u+il’

Integralen wiederum die Inkremente der Veréinderlichen als komplex vorausgesetat sind, so dass
f --d'_u—: durch die Summe
o BTF1

(v S 346+ 0D o s+ 00 S

1
7+ (o dul) E1 8ot ena (0 4-d,.... +dp)iFi
il (Fn"j' dul)

zu definiren ist. Setzen wir nun in diesen beiden lnwgralen u' fir jedes n==i, niimlich
(=1i) fiir (0)5Fi, |
(Fite, 1 d,i) fir (s, 4 d,1)=Fi,
(Fid-&; &, + [0, +d,]0) fir (&, + &, +[d, + d,]i)=i, -
(Fite,F oot tuc1 [0, 0000+ 0uili) fir (e, 65 . F-Enm i (I, 0.~ dan)i) Ty

welche neue Variable u' fiir u=1o in 5=i und fiir u=x in x==i iibergeht, so folgt:

x—l x-{-n
arclgx— 1”/ /
1

i f e

J'—-]o.g (—1i) 4 log (x—1i) 4 log i — log (x-+ i) ‘
'
|

Eulgl:ch nach §. 17 arc tgx—-;‘ log (14-xi) — log (i s { L -Tll iog‘ -+ x},
1 xi

1—xi
Darum nun Iog- — unendlich viele Werthe hat, welche sich um Viellache von 27 unter-
—X1

1
scheiden, so hat auch arc tg x unendlich viele Werthe, deren Unterschiede Yielfache von = a0
also von 7 sind. Ist also (are lg x) einer dieser Werthe, so haben wir

arc ig x = (are lg x) 4 mz,
§. 19. Um nun dem Ausdruck fiir arc tg x, wo x'—'p—r—cp ist, ebenfalls die Form p—-qi
zu geben, brauchen wir nur in die Gleichung arc lgx= i

+

. 2mi,

lng - fiir x den Werth p-qi

einzutragen. Dann ist

arctg(p-+ qij= Llogi I T B o Ligg! — W Pi Iy f1—aP—p?

shrzs il oditdecat
2 Ci-q—pi 2 g|[-+c[)2' 2 =i Sl 4q)7p? ('l-l-q]*-!":?“xll
= 3 log (P4 Qi).
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Ist P positiv, alsot—q*—p*>0, folglich p*q?<Ct, so erhalten wir nach §. 14
arotg (p+ 49 = g ¥ Log (P4 Q%) + iArotg S 4 ami

ist P negativ, also 1—q*—p*<<0, mithin p2+q*=1, so haben wir
arotg (p+0) = 2 13 Log B2+Q%) + i Arctg S 4 (amf-0ail.

e, MR 0 g N - :
N e B Vi undQ-—-_._Qp_p.;; folglich haben wir

Nun ist P2+ Q% = h a2+ p)° PR
im ersten Falle

4 p—g2—7p2)2 ip? : ¥ 2
arc tg (p+ ai) ?ﬁbng%{q}%ﬁﬁ% + % Arclg I“—T’*P:F + mrm,

2 —pZ)2 2 3 3
aro g (p+ a) = o LmL—ELER 4 fhrotg e+ (o

§. 20. Aus der in §. 18 fiir arc tg x entwickelten Formel folgt ferner:

im zweiten Falle

I. arclgx nrctg(—x}:z—?glng :t:-{—-mg:—_’:i: —; -‘E‘Ilogl.—_:mn,
II. aretgx - arc Lgi: ﬁ ilug:—iv—::—f— ]og;c—:'__'—:% = ﬁilog_x;__ii—i— log :i:l
:—.ﬁ log (—1)= (Emj—t):r 3
1L arctgx -} arclgy = !—'l ilog :—_t%: - Iog—:j_%z:—: = % ing%-_i%gﬂf:—:—__t ;'3
_ pel il
= ;—ilug:—:i-i—i;%= r‘:—iir:a I—-%i_-?-—l =arclg :‘j{ir
1—XY

Es sei arc Ig x = «, so ist auch x eine Funklion yon o, die wir durch tg« bezeichnen; des-
gleichen haben wir, wenn arcigy = Bist, y=1gf. Daarcigx unendlich-vieldeutig ist, oder
« unendlich viele Werthe hat, die sich um Vielfache von = unterscheiden, so muss x, als Funk-
tion von & betrachtet, immer zu demselben Werthe zuriickkehren, so oft o um = gewachsen ist.
Demnach ist die Funklion x = tga periodisch, und der Index ihrer Periode ist =, also
tga=tg(2-+mn). Substituiren wir aber die Werthe von x und y in die Formel 11L, so erhal-

ten wir u + f=arclg M%, folglich umgelkehrt

—1 |
iy lga+tgp
(et = g

Anmerkung. So wie wir die Formeln L und I1., jedoch mit der Einschriinkung, dass die
Funktion arctg nur den eindeuligen Arclg vorstellt, der die Grenze ; nicht iiberschreiten darf,
schon frither (S.§.11) aus der Gleichung 1L §. 5 abgeleitet haben, so liess sich auch die Formel IIL

unter der angegebenen Einschrinkung aus der niimlichen Gleichung entwickeln. Setzen wir
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Te
niimlich in die Gleichung III. des § / 9’01-4-50 / L ; sttt ¢, die Funktion

x+ e 1 x2
P i Pu = I—xa ""ﬂ 1— xlj —=x0)2

. e x-[-z
== doal TEME o il . ’+"2 him k™
_..__2>< xFvy\? ,das-y s i (e

] ( xv) .}.( ) 2 (1 —xv)? + (x4 )

st 1-4nu*
| —xv x+

o erhalten wir fiir e =0 und p=—z

fuighch
Pz z Z

o S 14-x2 dot s
e F?Wr%md” g 2
0 (i}

Xtz

ia—~n
lu
I 1|2 :
+ l-l-l.lz
folglich Arctg =x+ a
—x

i Aretgx - Arctgz. Diese FﬂrmE[ gilt aber, vorausgesetzt, dass x und z

beiderseits positiv sind, nur so lange, als z=—1 |5t da vlilel""unlr.llcmgp:—m fiir den Werth
1—xz

Z -_:; diskontinuirlich wird, Es war daher dcr von uns eingeschlagene Weg nothwendig, um
diese Formel allgemein zu beweisen.

§. 21. Wenden wir uns nun zu der uimgekehrien Funktion des Logarithmus. = Aus der
Gleichung log x = Log x -+ 2mni folgt, dass x eine Funkltion von Log x - amni ist, welche

: 2
d . = ; . T X
keine andere sein kann, als e8 ¥ M7 Ja sie nach §. 9 fiir m = o sich in P8 o rwan.

deln muss. Aus der Gleichung x = o\l —HOE XjiEram | folgt aber, dass die Funktion ¥ so
oft zu demselben Werthe zuriickkehrt, als der Exponent y um ein Vielfaches von 27i vermehrt

wird, dass also ¥ eine periodische Funktion ist und zum Index der Periode 2ni hat. Obschon
nun leicht zu sehen ist, dass die unter Voraussetzung reeller Exponenten giilligen Regeln der

Potenzenrechnung auch auf Potenzen von der Form P al auszudehnen sind — denn jedes
beliebige p—- qi ist = log (P Qi), worauns, weil log (P+ Qi) (P’ Q') = log (P4 Qi) +

log (P’ Q'i), also auch (P+ Qi) {P’-}—Q\]:th (P+Qi) - log (P Q1) ; ist, unmittelbar folgt
eP ! X epr+ ;LSS e(P+P) + (a+a)i__ s0 ist doch die Potenz 6P T ' in diesem Augen-

blicke fiir uns eine leere Form, und es bleibt noch die Aufgabe iibrig, die Bedeutung dieser
imaginiiren Potenz festzustellen,

§. 22. Diese Aufgabe reducirt sich, da oP Tl e Pl ist, auf die, den Werth von et
2u ermitteln.  Es sei ¢ = F.(q)4if,(q), also qi = log ;I',(q)-r—ﬂg{qji.
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Folglich nach §. 14
=23 L-:?g (£,2+F,%) + iArctg E - ammi, wenn f; positiv ist,

f
qi = & Log (f,2+f,?) + iArcig ﬁ + (am-}-1)ni, wenn [, negativ ist.

Beide Gleichungen sind nur dann moglich, wenn der reelle Theil = o ist;
folglich Log (F,* 4 f,2) =0, also f, 2}-f,* = 1.
Daher
(2) = Arctg{;? + 2mm, wenn [, positiv,
I

(b) q = Arc tg:'—‘; - (2m—-1)m, wenn f - negativ ist.

Um nun die iibrigen Eigenschaften der Funktionen f_ (q) und f, (q) zu finden, geben wir der -
Yerinderlichen q der Reihe nach die Werthe 2mz, 2mm +7(< ;], amr +‘_’;, @Em+Y) 7+,
(2m~+)n, (2m+ 1) 7wy und (2m+ ).

1) Es sei q=2m, so kann die Gleichung (b) nicht stait finden; denn sonst wiire

ommw = Arc lgff—'-' + (am--1) 73 folglich
I

f,
= Arclg = = T,
was unmoglich ist, da der absolute Werth von Arc g die Grenze ; nicht iibersteigen -kann, Folg-

lich ist nur die Gleichung (a) anwendbar; daher f; positiv und Arctg ::-2-= 0, also mu:h:—’
I

— 0,

folglich f, = o. :
Nun ist £,2 -+ £,2 = 14 folglich f, = -+ 1.
Also f, (2mn) =+ 1, f, (amm) = 0.
2) Ist'q=2mr + 7 und y -c:’__z, so kann die Gleichung (b) wiederum nicht stattfinden;;
denn sonst wiire
amm + y = Are g ::3 + 2mn + m, folglich
1

f
Arctgf3=;s —g=—(r—7);
I

P n &
da nun y {T:i ist, so wiire der absolute Werth von Arcig l‘_z wiederum > - was unmaglich ist.
I

; f
Es ist also nur die Gleichung (a) anwendbar; daher f, positiv und Arclg ‘-.3 = y, also f"
I I

—tgyund f, =F, gy |
i e T R —] | = ——————
Folglich f,? - [, * 48" 1 1, also f; —i_lr’w{—tg’y l
b 1 ; e s G
Also f, (2mr—+y) = }’,,;’__‘ng—r., f, (2mr4;) =+ A Vl_-k_t.ﬁ
3) Es sei q = 2mm +’_: Da f, (2mm-+y) bis zum Uebergange in f, (2m7w 4 ’.'_J) bestiin-
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dig positiv bleibt, so ist nur die Gleichung (a) anwendbar, und man erhilt Are ':g f_ s -_T;

f,
r— = - @@, also f, = o, wiihrend f, positiv, and da f, 2 4 f,? = 1, gleich 4 1 13:
Also f, (amn—-i—ﬁ,) = o, [, (2mm EJ — o

4) Es sel @ = 2mn -}-; ~ y, 80 ist die Gleichung (a) unzulissig, denn sonst wire

f
ammx +’;+ y:Arctgf? ~+ 2mm, also
I

Arc 1g;-: —Z j; <+ y, was unmiglich ist.
Folglich erhalten wir aus der Gleichung (b)
ama - T—: -+ y=Arcig 1;3 - ammw - 7=, also

Arr.tgr ——(?; ) mlt]unf -——tg{E-—y),-

denn da Arc tg (—x)= — Arcigx ist (5 §. 11}, so folgt — x —tg (— Aretg x), mithin
—Iga = tg(—a), wenn Arctgx = a geselzl wird.
Da nun wegen Giiltigkeit der Gleichung (b) f, negativ sein muss, so istf, positiv. und

1
o+, () = 1, also £y, =— e £, =— £, §C—1) =118 —)

}( +|g’*{ _J‘) _m’
Vigiga 7—7)

SEt‘!-ﬁﬂWll'_—‘-)’_—f,liﬂﬁy———r = und”—y:n—y’,so ist

f, =— — I, b =
(2mwy) = Vl_ng{m_ﬂ (Emu—i- 7= +V?-}—(lg [;:'_r}, wo gr:> ist.

5) Ist q = (2m-1)m, so giebt die Gleichung (a)
2mw - n=Arctg:;’- —+ 2mn, also Arcig % =
1 1

was unmiglich ist. Aus der Gleichung (b) erhilt man aber Are lg:E = o, folglich f, = o3
1

nun ist f, 2 f,? = 1, folglich wegen Giiltigkeit der Gleichung (b) [, = — 1.
Also f, (amm+n) =— 1, [, (amz +-n) = o.
6) Ist q =amn—m—y, so ist ebenfalls nur die Gleichung (b) anwendbar; man findet

f,
daher f, negativ und Arc tgf—’ =y, also f, =Ff ty;
]

folglich f,(amr+7+y)=— L, f,(emat-5+4y) = — gy }
58 ity
Setzen wir -y =y, so folgt
famstp)=—0H0 L _ ,f(amnty)=—1gly—n) , woy>misk
V"‘{'tg (y—n) F]-i-—tg (}d’—ﬂ.’)
4
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7) Ist q= nmr:-i-—s.;‘ so folgt aus der jetzt allein anwendbaren Gleichung (b), dass f,

i f
negativ und Arclg :3= -+ T; ist; daher !,—“ = -+ G, also f, = — o und f; ebenfalls nega-
I I
tiv und zwar = — 1, vermbge der Gleichung f,? +f,* =1.
Also |, (2mm - STH} = (Emrr-[—i:_— =—1
8) Istq = amn - ié'ﬂ + 7, so wiirde aus der Gleichung (b) folgen, dass der kleinste

Werth von Arc tg:—“ :=£1-|— y ist, was nicht der Fall sein kann. Dazher ist nur die Gleichung (a)
I

anwendbar und man erhilt f, positiv und 2m= —i—s.TE—I—J";AI‘“E :—ﬁ + 2mx -2, folglich
z

f ) 3 T
Arctgf' e (Tj_l":': f2='_'r: ‘gl:Tg = T};
L

vermbge der Gleichung f,? 4,2 = 1 finden wir also f, (2m7 < 3_:_4—1):: _{-‘]},"—-;” ?
- t4tg2(T—
fz{nmm-ia"‘_;_'r-;):_ g (£ —=7) +w*(5—-7)

1-+1g2(7)
Setzen wir %’f-f— 1 =1, so ergiebt sich :
£, (amny) = + v ame ey =— SRR
Vid-tg¥(2 'rwq')t . l"l—f_—l.g*{n—-ﬂ
WO == n_if.ist.
§. 23. Bezeichnen wir die Funktion f,()=_—1 - durch cos qund [, (=189
& Vi-+ig*q Vi+-1g*q
durch sin g, so finden wir
e1' = cos q -+ isin qund
T2 __ oo (q2mm) - isin (q+2mn) = eT nach §. 21;
folglich cos (q--2m) = cos q und sin (q+-2mn) = sin q.
Beide Funktionen cos q-und sin q sind also periodisch, und der Index ihrer Periode ist 2m.

cos . ; ; Bl
Ist daher L dic s?ﬂq‘z x, so ist umgekehrt g, als eine Funktion von x betrachtet, die wir durch

! i d::;caizsaij:l Kl bezeichnen, unendlich vieldeutig, und verstehen wir unter Arc cosx und Arc sinx
den kleinsten arcus, so ist arc cos x = Arc Cos X -{-2mm, arc sin x = Arc sin x +2mw. Die
Gesetze des Wachsens und Abnehmens der beiden Funktionen cos q und sin q ergeben sich nach
§. 22 aus folgenden Gleichungen:

1) cos (2mn) = + 1, sin (2m=) = o.

p : s pnp TEE g N il st

2) oos (xmm) = gy S0 Ot = F U w1 <




3) cos (2mm ~l—’;} = o0, sin (2mz -4 ’_;) I
4) Wenn > *;::-Eisl, s0 wird

cos ('.!mr'r-f--r] = “?ﬁ-%ﬁ—f) =-— ¢o0s(r—7); sin (2mm4y) = 8L

5) cos (2mm+n) = — 1, sin (2mn-f-=) =
6) Wenn 2_“}*{}1': ist, so wird

cos (amn+-y)=—___ 1 = — cos (y—n=), sin (2mrtv) = — hEs
Vit-tg?(y—m) ) Vittgi(y—n)

= — sin (Y —=).

7 cos(nm::-{—“'_%‘):o, sin (amr4-25) = — 1. :

8) Wenn 2:1}';}1_.1: ist, so wird

cos (2mx +7) == 1 = cos (2x—7), sin (2mn-py) = — BT —1)
Oue ) = e S s () s ey =0 )
j ; A = — sin (27—7).
§. 24, Da e(Pr‘tq]]' —eP, ei T ist, so folgt
cos (p==q) +- i sin (p==q) = (cos p + i sin p) (cos.q == i sin q)
= c08 p €osq = sin p sinq -}-i (sin p cos q =+ cos p sing).
Aus dieser Gleichung folgt: ' :
cos (p==q) = cos p cos q =F sin p sin q,
sin (p == q) = sin p cos q == cos p sin q,
woraus sich die noch iibrigen Eigenschaften der Funktionen sin q und cos q leicht entwickeln
lassen.

§. 25. Beschreiben wir einen Kreis mit dem Radius 1, legen durch dessen Mitielpunkt O
die Hoordinatenaxen OX und OY und schneiden von dem Durchschnittspunkt A der Abscissen—
axe aus einen Bogen AB — q ab, so sind die auf den Endpunkt B des abgeschnittenen Bogens
AB bezogenen Koordinaten Funktionen von q, und es sei die Ordinate BD oder y = F,(q), die
Abscisse DO oder x = F,(q). Da unn F,(q=0) = o, F (q=0) = 1 ist; da ferner fiir jeden
Werth von q die entsprechenden Werthe von F (q) und F,(q) der Gleichung F, 2(q) + F,?(q) =1
Geniige leisten: so miissen diese beiden Funktionen F,(q) und F,(q) von den Werthen F, (0) =o
und F,(0)=1 ab bei jedem unendlich kleinen Zuwachs des Bogens q genau um so viel wachsen
und abnehmen, um wie viel die Funktionen sin q und cos q von den Werthen sin 0 = o und
cos 0 =1 ab bei jedem unendlich kleinen Inkrement der Verinderlichen q wachsen und abneh—
men. Folglich miissen die Funktionen F,(q) und F,(q) fiir jeden Werth des Bogens q mit den
Werthen von sin q und cos q genau iibereinstimmen. Daher lassen sich die beiden letztern
Fouktionen sin q und cos q durch die, auf den Endpunkt B eines, von der Abscissenaxe aus
immer nach derselben Richtung abgeschnittenen Bogens AB=gq bezogenen Koordinaten x und y
geomelrisch darstellen, und zwar ist die Abscisse x = cos q, die Ordinate y = sin q. Da nun

4
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fiir den Werth q = 1_:_ die Funktion cos q, mithin auch -die Abscisse x verschwinden, hingegen

die Funktion sin q, mithin auch die Ordinate y den Werth 1 annehmen muss; jenes Verschwin—
den der Abscisse x, so wie jener Uebergang der Ordinate y in den Werth.1 aber nicht eher
statt finden kann, als bis der Bogen q gleich einem Quadranten geworden ist: so folgl, dass die
Zahl %E’ die wir in §. 11 als den Werth der Funktion Arctg(x = @0) definirt und berechnet
haben, die Anzahl von Lingeneinheiten angiebt, die der vierte Theil eines mit dem Radius 1
beschriebenen Kreises hetriigt, oder dass die Zahl = die Peripherie des Kreises fiir den Durch-
messer 1 vorstellt,
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