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Sm Sahre 1826 madyte Der durdy feine tieffinnigen Schopfungen unferbliche Mathematifer
Abel in ber von Grelle ebirten Jeitfdrift ¢inen Auffat befannt, in weldem Ddie UnmbglichEeit
bewiefen wird, Gleichungen von Hiohern als dem vierten Grabe allgemein aufpuldfen. o einfach
biefer Beweid ift, erftens weil ein ¢ingiger Gebanfe durdygehends Fum entfdeibenben Kriterium
bient, jweitend weil biejenigen JRahrbeiten, Eraft beren die Unwendung des Hauptgedankens
mbglicy ift, nidyt durch fiinfilihe MNechnungen, fondern durdh Urtheile und Schluffe vermittelt
werden; fo erbeiftht e Dennod), ja eben Dedwegen Dad gefammeltite Racyvenfen, um in feiner
ganzen Klarheit begriffen ju werden. G8 biirfte daber Feine unndthige Arbeit fein, die widhtigften
UArgumente biefes eben fo {ehrreidhen al3 fdymwierigen SBeweifes burdy Beifpiele und weitere Aus-

fithrung in fhrem wabren Sinne und n ihrer vollftandigen Beweistraft jur Anfdhauung gu bringen.

§ 1. Die Unmiglichkeit, Gleichungen von hihern alé dem vierten Grade allgemein aufs
suldfen, folgt offenbar aus Der Unauflégbarkeit ber algebraifhen Gleidhung bes finften Grabes.
Denn angenommen, bie algebraijhe ®leichung ded fechiten Grabdes

: <0 = axd =4 bx* 4 ox® + dx* + ex + f=o0
fei aufldsbar, 0, h. €8 gebe eine algebraifihe Funttion ver SKoefficienten, welde, an die Stelle Der
Unbefannten gefebt, der Gleidung genug thut, fo wiitbe, wenn foroohl in biefer Gleihung, ald
audy n threm aﬁgémeinen FBurjelausdrud der Koefficient £ = o gefetit wird, fofort ein allgemeinet
Wuryelausorud der Gleidung ded fiinften Grabes

20 axt o bx? 4 ex? + dx - e=0
gefunben fein. Man braudyt aljo nuv ju beweifen, daf ¢8 unmbglich ift, algebraifthe Gleichungen
vom fiinften Grade allgemein aufzuldfen.
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§ 2. Grundgedante des Beweifed. Man hat cine algebraifthe Funbtion Dder erfien
Orbnung, wenn eine rationale Funttion unter cinem Turelzeichen feht, deffen Erponent eine
Drimzabl ift; man bat eine algebraijdye Funttion ber zweiten Drdnung, wenn eine algebraifdye
Funftion ber erfen Orbuung unter einem Wurgelseichen fieht, Deffen Grponent eine Primzabl ifi;
man hat ein algebraifthe Funftion ber mten Drbnung, wenn cine algebraifhe Funftion ber

: 1*




m — 1ten Dronung unter einem Wurzelzeichen fleht, Deffen Erponent eine Primzabl ift. Dem-

nady ift ber Wurselausdrud einer Gleidiung aus algebraijhen Funktionen einer gewiffen Orbnung

jufammengefelit, welde ibrevfeits algebraifhe Fhnftionen einer niebrigern Oronung und julest

rationale Funftionen der Koefficienten entbalten. So ift dber Wurzelausdrud der fubifthen Gleichung
¥ +~ac+b=o0o

aus ben algebraijthen Funftionen der jweiten Drbnung

3 3
'!/_;l._,_ ‘/Il‘:_,_f’_J und V_;.__‘/l_'i &

197 B

sufammengefest; aber biefe entbalten bie algebraifdhe Funftion ber erften Dronung V/]-:L:-l-%,
weldhe nur nody aué vationalen Funktionen beftebt. DBefanntlih laffen fidh nun alle rationalen
Sunttionen, welde der Wurselausdrud enthdlt, ald fymmetrijhe Funktionen der Wurzeln der Glei=
dung barfiellen. 2Wasd aber die, im Wurzelausorud vorfommenden algebraifthen Funftionen betrifft,
fo wird bewiefen werden, daf fidy jede berfelben ald rationale Funftion der Wurzeln darftellen
ligt. Sind 3. B. x,, x,, x; bie dbrei Wurgeln ver fubifdhen Gleihung und bedeutet e bdie pri=
mitive-3te Wurgel ber Ginbeit, fo ift

3

b b2 CH

V—§+ ‘/I—h;r = ¥'(x, + wx, + a®X,) und
~"hZ  a¥ o —

V 3+ 5 =% @—n) 6=x) @G—x)

Demnady Fonnen allen Funftionen, aud welden bder Wurzelausdrud einer Gleidung zufammen:
gefest ift, einmal als algebraifhe Funftionen ber Koefficienten bder Gleidhung, sum Anbern aber
alé rationale Funftionen ber Wurgeln bargefellt werben. AS algebraijde Funftion betrachtet,
bat jeber ®beil ded Turgelausdruds verjdyicvene Werthe in Folge der Wurzelzeichen.  AlS rationale
Hunktion Detradtet, erbdlt jeder Theil ded Wurzelausdruds verjchiecdene Werthe durd) Bertaufdyung
ber Glemente. o hat ber eine Theil des Wurgelausbruds ver Fubijdhen Gleidung

i

Voo v =
als diefe algebraifthe Funftign betrachtet, vermdge bder Wielbeutigleit der Wurzeln 6 verfdyiedene

e S T .
Werthe, und bie algebraifhe Funftion "/ %+% bat al8 folche 2 verfihiebene TWerthe. Wber

auch ver rationale Ausbrud der erftern x; 4= ex® 4 a®; erhdlt durd ?Bertau[d}un-g ber Glemente
6 verfdyiedene Werthe, und der rationale Ausdrud der leftern (x, —x,) (x, —%;) (X —33)
erhdle durd) Wertaujhung ber Glemente nicht mebhr ald 2 verfhicdene Werthe. Mag alfo ein
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belichiger Tbeil des Wurzelausbruds als algebraifdye Funktion ber Roefficientent ober alé rationale

Funftion der TWurzeln dargeffellt werden, fo bleibt die Anzabl feiner verfchiedenen MWerthe biefelbe.

Aber nicht fo bei der Gleihung des fiinften Grabes, fonbern
per in feinen mbglichen Formen vovgeficllte Wnryelansoruct der Gleichuug des
fiinften Graded ift ans algebraifdhen Funttiomen jufammengefetit, weldhe that:
fichlich nicht fo viel TWerthe Haben, als die ibhuen entiprechenden rationalen
Ausdviicke, und doch [t fich von diefen rationalen Ansdriicker beweifen, daf
jie onrch Bertanjchung der Elemente eben o viel Terthe crhalten folltew, al8
jeme algebraifdien Funbtionen durch ihre Invyelzeichen,

Diefer Wiverfprudy macht e8 unventbar, dafi 8 cine algebraifche Funktion ber Soefficienten
gebe , welde ber Gleichung bes fiinften Graded genug thut.

§ 3. Diilfefas 1. Wenn eine Gleichung algebraifch auflosbar ift, fo Fann man
per Wuryel jederseit eine foldhe Form geben, daf fich alle algebraifchen Funftionen, and
welchen fie sufammengefest iff, duvch rationale Funftionen der Wuryeln der gegebenen
Gleidhung ausbdricen laffen.

&a fei die Gleidhung

¥k 0, Y A Gy YT esaen o Cu Fuh Ca = O
algebraifdy aufldgbar, fo muf e8 eine rationale Funftion von algebraifchen Funktionen ber Koef:
ficienten geben, weldye diefer Gleichung genug thut. Diefe rationale Funftion fei

G A
wo ', 1/ p 1. algebraifde Funftionen ber Koefficienten und jwar von ber hidiften Drbnung
finb. Aber diefe Funftion muf fih auf die Form
1 z
qo + P+ 9, P7 + qp p7 .o + qm1 P
bringen (affen, WO o, G s Uy --- Am1 rationale Funftionen von p, 'y 1 2. find, Denn man
fann, wie Abel ausfibrlidy beweift, jede rationale Funttion von algebraifdyen Funttionen nady
l ¥
Potengen einer herausgehobenen Wurzelgrife p™ orbnen, dann vie Soefficlenten qo, qp 26, migen
fie immerhin nody andere algebraifhe Funktionen enthalten, in Bejug auf p rational madyen und

|
endlich ben Roefficienten wvon p™ gleich 1 madyen. So (ft fiy ber Wurjelausdrud der fubifchen

Gleicung auf nadyftehende Form bringen

, m-1
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wo q. = o, Sa4= 5555 und p=— - + 44--4-2—71?%.
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et man ben gefundenen Wurelausdrud an die Stelle von y in die gegebene Gleichung,
fo erbdlt man eine Gleidhung von der-Form
1

[

m=-1

m

g

r, +T, p™ =+ T, p" . + T p" =0,

wo bie Koefficienten ro, 1, ... roa rationale Funftionen von p, qo, qp . find. Wird 5. B.
4

per Wurgelausdorud p?l ~+ qps an die Stelle von x in die Fubijde Gleichung gefett; fo entfieht
pie Gleidhung : a
b+ p —+ p*q®+ (a + 3 pq) p® + (aq + 3py’) p* = o.
Aber jeder Koefficient dedjenigen Ausdructs, in weldhen eine gegebene Gleichung burd) Subiftitu-
tion ibres Turzelausdructs an die Stelle der Unbebannten dibergeht, muf gleidh Nul fein. Denn
1

angenommen, die Koefficienten ro, r, find nicdyt gleih Null, o erhdlt man, wenn p;=z
gefelst wird, bie beiben Gleidjungen

m

]
2™ — p = 0 und I‘D-—hl"z-f-l*iz‘......-O-l'm_|'!."“={}.

@& ware bemnad) bie Gleichung z™ — p reduftibel, ©. b. z liefe fidy nicht blof al8 Wur= \
sel einer Gleidhung bes mten Grades, fondern auch als LWursel giner niedrigern Gleidhung dar= i
flellen, deren Koefficienten aud) nod rationale Funftionen von p find. Allein bie ."'
Gleidhung z™ — p = o ift ireebubtibel, d. h. e8 gicbt ywifhen 2 und rationalen Funttionen von p
feirte Gleichung eined niedrigern Grades als vom mien Grave. (So ift 3. B. vie Gleidhung 2> — 2
irreouttibel, weil z ywar aud) ald Wurgel einer Gleihung bes erjten Grabed z — v"2 =0, abet
nur einer foldhen, deren Koefficienten irvational find, dargeftellt werden fann.) Denn angenommen,
cine ivrebuftible Gleichung ywifthen z und rationalen Funktionen von p fei vom @ten Grade, namlid

t, + t, % 4 t, 2° ... o+ tyg 2t 4 2b = o,

und @ << m, fo muf g minbeftens gleich 2 fein, weil fonft z eine rationale Funftion von E

Py Toy T, 1. wdre, was nidt bev Fall fein foll, Diefe Gleidhung hat nun ibre @ Wurgeln mit
|
ber Gleihung z™ — p = o gemein; benn jede biefer Turzeln ftellt einen TWerth von ‘P vor.
1

Da aber jever Werth von p™ aud einem anderns durch Multiplifation mit « entfteht, wo « bie ¥ |
primitive mte TWurzel ber Einbeit ift, fo echalt man mindeftens ywei Gleidiungen von ber Form ]
S T Ly 2P 4 28 =0 1

ti=+at 2 +'a“t,_, 22 v e @l by 281 4 et 2t = o,
Gliminivt man aus beiben Gleichungen 2%, fo folat
t, (1-a) + t, (c-at) 2z ooouee + t¥! (a¥!-at) 2! = o,
Da aber die Gleichung

g T il L e + tgg 28! 4 2h = o x
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ivvebuftibel ift, fo miiffen die Koefficienten bder uleht entftanbenen Gleichung eineln gleich Null
fein, woraud man erhalt

ab' —1 =0, abl=—="1 =0, alt—1 =0, 1a.v e— 1 =0,
wad nidht moglich ift. Folglich ift vie Gleidung z™ —p ireebubtivel. Folglich muf die Gleichung
bes m-1ten Grabed jwifthen z und vationalen Funftionen von p identifdy gleich Null fein; folglicy

r,=— 0, I = 0, Ty =0, s Py =0
1
Gefst man daber in bem Wurselausorud der gegebenen Gleidhung ftatt p™ nady und nad
1 1 1

ap® aip® i..: 0™ p™, fo miiffen bie baraud hervorgehenden SWerthe ebenfalls ber gegebenen
Gleihung genug thun. Denn bie Koefficienten ro, ¥y, Ty 26 find algbann diejelben Funktionen
PON @™ Py Qos ey €7 Py Qo e ann @Ce-Dm pm g ¢, wie vorber von p, g, . Da aber
am, o . =1 ift, fo haben fidy bie Koefficienten T, vy, T, . durd) bie angegebenen Sub-
ftitutionen gar nicyt perdnbert unb find daher audy jebt nody eingeln gleich Null.  Folglidy erfirlien
aufier Dem urfpriinglidhen Wurzelausdrud audy nod) die m-1 hingugefommenen Werthe deffelben
bie geaebene Gleidhung.

Ale biefe m FWerthe bes Wurzelausdbruds find von einanber verfchicden. Denn wdren

3 8. ywei Werthe einanber gleidy, fo ware
1 2 m-1 1 . w-1

q, + arp;;_'_ Qs o F';-“"" qm_la(m-l)rp m =g, ﬂk9;+l’].2 P [IE o qm_lﬂ[m—i}t P'},T
1 2 i m-1
folglidy p™ (a'=a*) + qyp™ (@ =a™) cooe + Qra P " (e — a("V¥) = 0.
Folglich wiitbe man eine Gleichung erbalten von dey Form
1 2 ¢ m-2 ?
r, =+ r Pt TP e T e P i S e il TR b e
wo bie RKoefficienten offenbar nidt gleidh Tull und rationale Funftionen von p, (o 0. WAaren,

waé nidit der Fall fein fann, va die Gleidhung z™ —p =0 irrebuttibel iff.

Diefe m verfdicdenen Werthe der Wurgel finb:

1 2 m-1
:'II-: q, + p"'-—l—-q,__ pm AR qm.lpm
1 2 . wie 1
Vo= + ap” +alqy " ceee @ Guip”
1 2 m-1

¥, =+ e+ g Pt e e G P
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Adbirt man biefe m @leidhungen, fo folgt
‘]ﬂ= ;1; (Y] +Y2 _"‘}"ﬂ “wwowa _'_},rn)’

i lt+e+a?...+o"l=0,14+a+ ... 4 a?—=0, '

cean b oo 4 @™ - gl = g
Multiplicirt man die pweite Gleihung mit ™, die bdritte mit ™2, .... bdie mfe mit e« und V
abbirt wiederum alle m Gleichungen, fo folgt iffc

1
PR = (B 0 et 0™ ¥y e @ Ya)- -
Multiplicirt man hierauf die jweite von ben obigen Gleichungen mit ™2, bie britte mit e,

««.. bie mte mit «® unbd abdirt alle m Gleidhungen, fo folgt
1

9z ]F = (y, + a™? Yar Bl ¥y o i piehn) s
und mulfiplicict man julegt die jweite von den obigen Gleihungen mit e, Ddie britte mit 2
. bie mte mit ™' und addirt, fo folgt

m-1
Gt P = (Y F ey, +aly oo 0™y,
und im Algemeinen finbet man

&
qu p" = > (y, + a™& Yo -+ o2 ¥q == e ab ym),
folglidy aud
Yooty - alty, LUy

— m#l :
I i (y, + &' y, + e? Ygoooost @ yu )

1

Solglich laffen fich die Gréfen qo, p™, G - .. qua durd) vationale Funbtionen gewifer,
unter ben n Wurzeln bder gegebenen Gleidhung befindlichen m Wurgeln ausdriiden.  Allein man
Fann dberall die etwa fehlenben Wurseln mit dem RKoefficienten o bingugefiigt denfen und fo jene
algebraifthen Funftionen ald rationale Funitionen aller n TWurseln ber gegebenen Gleichung dar=
ftellen: nur witd man in allen Falen, wo ein Fheil ded Wurgelausdruds alé rationale Funftion
aller n TWurgeln der Gleichung betrachtet wird, beweifen miiffen, bdaf jedem, durdh) eine Dbeliebige
Bertaufdyung diefer n Clemente erzeugten Werthe ber rationalen Funftion ein durd) die Wurseln
bedingter TWerth ber algebraifdhen Funtion entfpricht.

Aber aud) biejenigen Funktionen, aus weldhen die Gréfen qo, p, Yo 26 {elbfE wieder 3u;
fammengefet finb, Ednnen alé rationale Funftionen der MWurjeln der gegebenen Gleidung darge:
ftelit werben. Denn vertaufdht man die Glemente, aus welden 3. B. p befteht, auf alle mbglicye
Weife, fo erhdlt man eine gewiffe Sabl verfhievener Werthe, etwa die m TWerthe Pia P Pine
JNun bilbe man einé neue Gleidung, weldhe die genannten m Werthe ju Wurjeln bat. Die
Koefficienten diefer Gleichung find fommetrifche Sunttionen von py, Pa -+« - Py Laber aud) fommetrifche
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Gunktionen ber n TWurgeln der gegebenen Gleihung ¥, 5 ¥z »-« ¥us weil durdy alle mdglidhen
Bertaufdhungen diefer n Elemente eben nur bie m Werthe pys Py .. Pu entfiehen. Da nun
fommetrifhe Funktionen der Wurjeln einer Gleihung durdy rationale Funttionen ber Stoefficienten
biefer ®leichung dargefiellt werden Efnnen, fo find die Roefficienten ber julest gebilbeten Glei
dning rationale Funftionen der Koefficienten bder gegebenen Gleichung.  Folglid) ift bie TWurzel ber
sulest entftandenen Gleidung, namlid

1 ) V-l
: p—1t + u" A+ t, N L., uTq

biefelbe algebraifdhe Funbtion p, welde im Wurzelausdrud der gegebenen Gleichung vorfommt.
Bugleich aber fieht man, baf alle Funftionen, aud welden ber Ausbrud p jufammengefest iff,
durdy ratioriale Funftionen der verjcbicdenen Wurgeln py y Pp -+ P uNd daber auch vurcy rationale
Funftionen die Wurzeln der gegebenen Gleichung ausgedriidft werben Ednmen, weil bie Grofien
Pys Pa -+ - Pm tationale Funbtionen von y,, ¥g --- ¥a finb. Werfahrt man auf gleiche Weife
mit ben ®rifen u, to, t, 1, fo wird der Hitlfsjat L in feinem ganzen Umfange einleuchten,

§ 4. Der Jbee des Beweifes gemdf Fomme ed jelt Darauf an, fiir den Wurjelauddrud
ber Gleidhung deé fiinften Grabes bie vorldufig denfbaren unb in fo welf beftfimmten Formen ju
ermitteln, dafi man die, dben Partialfunbtionen bes PWurjelausdrucs entfprechenden tationalen
Ausbriide bildben fanm: 3Su dem Gude muf man zunddft ergriinden, wad fiiv Primyahlen
bie, in jenem Wuryelausdruct enthaltenen Funftionen Der erfien Ordnung ju TWurpelerponens
ten Daben fdnnten. TWie bied miglih fel, iff nidht {dwer ju begreifen.  Kann man ndmlidy
beweifen: 3

1) baf ber Wurselexponent einer Partialfunttion der erfien Oronung gleich ift ber Anzabl

ber verfdhiedenen TWerthe, welhe ber entfprechende rationale Ausbrud durdy alle mog:
lichen WVertaufchungen feiner fiinf Clemente erhdlf, wopu Dder SHiilfsfak 1L nothig ift,
ber Boweis felbft aber erft in § 10 gefilbhrt werden wird,

92) vaf die Unzahl der verjchiedenen Werthe einer rationalen Funftion von m Grdfen ein

Submultiplum ded Produfts 1.2.3...m fein muf, . Hilfsfat I,

'3) dafi eine rationale Funftion von 5 Gréfien "unmiglich 3 ober 4 verjdhicbene Terthe
baben fann, f. Hiilfsfas 1V.,

fo folgt, dafeine algebraijche Funftion ber erffen Ordbnung, welde im MWurzelausdrud der Glei-

diung bed flinften Grabes vorfime, nur entweder 2 ober 5 jum Turjelerponenten haben Ednnte.

Denn er fann nidt gleich 3 fein, weil fonft der entfprechende rationale Ausdbruc durch bie flinf

Wurgeln der Gleihung 3 verjhicdene TWerthe Dhatte; er fann nicht gleich 7 fein, weil 7 fein

Submultiplum des Produfts 1.2.3.4.5 ift; er Fann nicdt gleic) 6 fein, weil 6 Feine Primyabl

ift, unb aus dbnlidhen Griinben feine andere 3ahl fein, als hidftens 2 oder .
[3
2
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§ 5. Dulfsfag . Wenn cine rationale Funftion mebrerer Grofen m verfchicdene
MWerthe baf, fo Iaft fich jeberjeit cine Gleichung vom Grade ma finden, deven Koefficien
ten jpmmetrijde Funttionen der Elemente find, und welde jene m Werthe 3u MWurseln
bat; aber e8 ift nidht moglich, eine Gleichung von niedrigerem Grade aufjuftellen, welde
cinen oder mebrere jener Werthe ju FWurgeln baf, und deren Koefficienten and nodh
fommetrijche Funttionen der Glemente find,

Dat man eine rationale Funttion v, welde durd) BVerfaufdung ihrer Elemente die m ver-
fdbicbenen Serthe v, , vy, Vi ... Ve erhdlf, {0 {eBe man bas Produft

(v=7,) G=v,) (v=v;) -.... (v-v.)

gleich Null, und man erbdlt cine Gleidhung vom Grabe m

¥

l'!“ e q! Yot qc ‘.2 it GBI aE ']m_| ‘.m—l e . o,

veren Roefficienten junadft jymmetrijhe Funftionen von v, v, ... v, und baber aud fymme:
trifpe Funftionen ber Glemente find. Aber die Funftion v aFt fid nicht ald Wurzel einer Glei-
dung von nicdrigerem Grabde darficllen, beren Koefficienten audy nody fymmetrifhe Funktionen
ver. Elemente find, ober vie aufgefiellte Gleidung vom Grabe m ift frreduffibel. Denn es fei

T 0 A A o PO PR S P L ol

eine folde Gleidung, wo bdie Koefficienten €, t, ... ty,; fommetrifhe Funftionen ber Elemente
von v find, und v, fei ein TWerth von v, ber ber Gleidbung genug thut, fo ift die linfe Seite
ber Gleidung tirdy v-v,, theilbar, und man erhalt
V-t W L+, = (v-V,) P,

we P eine rationale Funtion e p-1ten Grabes von v vorfiellt. . Mimmt man nun auf beiven
Seiten diefer Gleidhung diejelbe BVerfebung der Elemente vor, fo bleibt die redite Seife fiets nur
eine anbere Darftellungsform ber linfen &Seite, weil die auf beiben Seiten flehenben Ausbriice
cinander ibentijdy gleidy find. PVermedfelt man demnady die Glemente von v auf alle Arten, fo
man, ba die linfe Seite, wo die Koefficienten fommetrifdhe Funftionen find, ungednbert
bt, folgende Reibe von Glcibungen

¥ ==V )P,
Y - vE L — tv-\'sj Ps? -
B 4 I.ﬂ_l vl Ll ==y ) P,

wo aud P, F; 1 rationale Funftionen des y1 ten Grabes von v vorflellen. Daraud aber folgt,
bag v-¥, . ¥-v,, V-V, -... ¥-¥, {dmmtlid Faftoren vor ¥ < ty; ¥*' ——-2 find, unb daf
baber p nothwendbig gleid m fein mug. Demnady ift obige Gleidhung vom Grabe m irredbuftibel.




iedene
ficien:
urjeln
welche
) noch

m Yers

nimme=

- @ilei=

Etionen
fei

emente
- Seite

Deiben
{6 nur
soriide
en, fo
anbert

 folgt,
b baf
iftibel.

St 3. B v=1%, — X, {0 bat v ywei verfdjicbene TWerthe, und bie nicdrigfte Gleichung ywifchen
v und. fymmetrifthen Funbtionen der Elemente ift baher vom jweiten Grabe, ndmlid)
vi— (x-x,)" = o.
Die Gleidhung des erfien Grabes v — (¥, -X,) = o hat jywar audy einen jener aroel
Merthe gur Wurgel, aber ihr Koefficient ift feine’ fymmetrifche Funftion. Umgekehrt:
it cine rationale Funftion mehrever Gridfen vie MWurgel ciner Gleichung des
mten Grades, deven Stoefficienten fpmmetrifche Funbtionen der Elemente find,
und ift diefe Gleichnng vom Grade m irvebuftibel, fo erbhdlt bicjelbe Funftion
ourch alle mbglichen Bertanjchungen der Elemente nicht mehr und widht weniger
ald ma verfchicvene TBerthe. |
©8 fei cine rationale Funktion meprerer Gréfen gegeben burd) eine Gleidhung bes mten Grabes
Qo =+ G, ¥ Gy V2 aunn = Qo WD o ym =0,
beren Koefficienten fymmetrijhe Funftionen ber Elemente find, und viefe Gleichung fei ireebuftibel.
Atzvann fann v nidt weniger ald m verjhiebene TWerthe haben. Denn hatte v etwa nur m-1
verfhicoene MWerthe, fo wiirde fidh v durch eine Gleichung vom Grave m-1 geben laffen, beren
Koefficienten auch nody fymmetrijche  Funktionen Dder Elemente wdren, wasd bder Vorausdfetung
wiberfpridht.  Ehenjo wenig Fann v mebr als m verjhiebene Werthe baben. Denn batte v etwa
m =+ 1 verjchiedene $Werthe, fo wiirde ed jwifthen v und fommetrijthen Funktionen dev Elemente
eine Gleidhung vom Grave m =+ 1 geben, welche bereits irveduftibel wave, und dann founte bie
vorausaefeite ®Gleichung nidyt exiftiven. Folalich bat v audy nidht mebr ald’ m verfhicvene TWerthe.
$Bill man alfo Geweifen, bdaf, eine rationale Funktion durdy Wertaufhung ibree Glemente
m verfdiedene MWerthe erbdlt, fo fommt ¢s davauf an, biefe Funition purch eine Gleidyung vom
Grade m darjuftellen, deren SKoefficienten fymmetvijhe Funbtionen ver Glemente find, und zu
jeigen, daf diefe Gleidhung ivredubtibel if.

§ 6. Hilfsfay L. Die Anjabl der perjchiedenen Werthe einer rationalen Funftion. von
m Grdfen ift ein Submultiplum bes Produfis 1.2 S om,

G8 fei 1.2.3...m= g, und cine rationale Funftion von m Grofen ecbalte burch alle
méglichen BVertaufchungen berfelben weniger als p verfthiedbene Werthe, o muf e8 Berfaufhungen
geben, weldye feine Wenderung des Werthe§ erzeugen; fo ift 5. B, in ber Funfion x; X, + Xy
bie Umftellung der Fafforen eine folhe Bertaufchung.: Die Anzahl biefer Wertaufchungen fei
gleih o3 im DBeifpiel ift 0 = 2. Hat nun die gegebene Funftion n verfdhiedene Werthe, fo erhdlt
man_fiatt jeded eimzelnen biefer Werthe ¢ ihm gleiche TWerthe. Folglich erbdlt die FunFtion durd
alle mogliche Vertaufchungen der Elemente ¢ o Werthe.

" Folglich ift en = 1.2.3....m,

1 2 anam

alfo g .=

Da nun ¢ eine ganze Jabl ift, fo muf n ein Theiler ved Propuftes fein.
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§ 7. Diilfsfal IV. Hat eine rationale Funbtion v von 5 Gréfen weniger ald B ver:
{thicbene MWerthe, wie 3. B. die Funftion
(Xa=Xp) (Xa=Xy) (Xe-X3) (¥e-Xe) (xp=%5) (Xp-Xs) (Xp-X¢) (X;-%X3) (Xy-%¢) (x5-X¢)
fo tann fie jwei TWerthe ober einen, aber nie brei oder vier verfthicbene IWerthe Haben:

Diefe Wabrheit folgt aus nadfiehendem, weiter unten bewiefenen Lehriabe.

Nennt man eine, Verwandlung von ver Form (SF), wo « und 2 awei beliebige Seiger
i ) & P | g

ber Glemente find, eine Werfegung, fo wird ein belicbiger Werth von v durch jtoel aufeinanders
folgenve Werfesungen, folglid audh burdy ecine grabe Sabl von Berfesungen nidht vevdnbert.
Jolglich, ba jebe beliebige BVertaufchung der Elemente durch ‘eine grabe ober eine ungrabe 3ab!
von Berfesungen entfleht, alle Werthe aber, weldhe aus v burch eine grade 3ahl von Berfehungen
entfichen, eben diefem Werthe v gleich find, alle Werthe dagegen, weldie aus v durdy eine ungrabe
3abl von Werfeungen entfteben, unter fich gleich find, weil fie aus einanber durdy cine grave
Sahl von Werfebungen entftehen, fo fann v durch alle miglichen Vertaujdungen der Glemente
bochitens jwei verjchicbene FWerthe erbalten, nimlich ben Werth v felbft und cinen belicbigen durd
eine ungrabe 3abl von Verfesungen entftandenen Werth.

Der angewendete Lebriak aber folgt wiederum daraus, bdafi eine Funftion v von fiinf
Grifen, welde weniger al8 fiinf verfchiedene Werthe hat, durdy eine folche Vermwanbdlung, welde
nadh fiinf Wieberholungen wicderfehrt, bem Werthe nadh nicht verdnvert wird. Lift man 3. B.
in ber Funftion

V= (Xe~Xp) (Xe-Xy) (Xe=X5) (Xe-X¢) (Xp=%y) (x5-X3) (Xp-X) (35 -%5) (Xp=X:) (X5-X;)
pie Elemente ven Gyflus burdhlaufen, woburd) v nad fiinf Wevwandlungen wiederfehrt, fo erhalt
man lauter dgquipollente Formen:

(xp=y) (ip=%0) (%) [Xp-Xa] (7-X) (5p-%e) Doy-Xa] (50-Xe) [xo-Xe] [XeXe],
(xy-x8) (x7=Xe) [%p=xc] [%,-Xp] (Xo-x: ) [Xo-Xe] [Xo-X5] [Xe-Xe] [xe-x5] [xe-3g],
(x5-Xe) [Xo-Xa] [Xo-Xg] [Xo-X5 ] [Xe=Xe] [XemXp] [¥e-Xy] (XemXp) (XemXy) (Xp-Xy),
[xeXa] [X¥e=Xp] [Xe=Xy ] [Xe=Xa] (XemXp) (XamXy) (Xa-X8) (X5-%7) (Xp=Xa) (X;-=Xa),
(emxg) (Xe%p) (5exa) (%ay) (5% ) (5p%0) (Kpoc) (%,-%) (%5 %) (%a-x,).

Alfo wird v durdy eine Bertoandlung von ber Form ;‘jf&fi) bem $Berthe nadh nidt ver-

dndert,  Aber auch die Werwandlung, vaf man immer bdad pweite und flinfte Glement vor bie
tibrigen fet, ift eine’ BVerwandlung, welde nad) fiinf LWieberholungen wicderfehrt; venn iff bie




5=Xe )

Jeiger

nanbers
anbert,
e Bahl
Bungen
imgrabe
¢ grabe
lemente
1 Durdh

n fiinf
welche
3. 3B,

(5-X: )
exhalt

3 —xl'(_-] ’
w'xp‘J .
g=Xy ),
y=Xa)s

ﬁ-x;).

tht ver=

oY Die
ift bie

anfanglidye Stellung der Elemente diefe Fy d & @,

fo wird daraus yefde
ey fo

sdeyf

dfeay

und ulet fFy de

Folglicy wird v audy purd) eine Werwandlung von Der Form (g{e‘;'}:) pem Terthe nacdh nidt

verdnbert. In der Fhat, wenn man in der Funftion (Xe=Xp) (Xa=Xy) cvvennn bag 2fe

und Bte Glement jum 1ften und 2ten, alfo bad 1fte jum Sten, bad 3te jum Aten, bad 4fe

sum Bten madyt, fo erhdlt man die dquipollente Form

[xy-Xe] (Xy-X3) (3%5-%¢) [x5-%p] (¥e%0) (Xe=X:) (Xe-Xp) (Xo-%:) [xa-xp] [xe=xp]:
Der Werth von v wirh bdaber audy durd) Ddie BVerbindung ber beiben Vermanblungen

Gggfi) und (‘jzggf nidyt verdndert, Diefe beiden Verwandlungen find aber offenbar

gleichbebeutend mit ber einen (;‘ﬁ%) = (F‘;‘ i) (’: "!;), nimmt man baber biefe cine mit ben

beiben Formen a gy d & und 3y d & @ nadhy einander vor, fo erhalt man

e (G2 ) m = ) G

und vollsieht man enbdlicy bie pweite diefer betben Werwandlungen an der exften, o erhalt man,
inbem bie Glemente mif den Seigern § und y wicder in ihre utfpriingliche Ordnung uviicehren,

R ¥
T g D
Folglich wird der TWerth von v burd) jwei aufeinanderfolgende Werfesungen nidyt verdnbert.

Dicfen Beweis fiir den Hiilfafas IV. hat Abel aud einem Memoire vonpCaudy aefdBpft,
welded fih in dem 17ten Hefte des Journal de I'école polytechnique pag. 1 ete. Dbefinbet.

§ 8. Unfer Swed ift, diejenigen Fovmen ju finden, unter welden der TWurzelauddruc
einer Gleichung bdes fiinften Grabes vorldufig gedacht werden Ednnte. Der erfte Schritt ift gethan.
Sdion (GGt fidy begreifen, baf alle tarionalen Ausbriide, welde ben Nartialfunftionen  ber
erften Ordnung in jenem Wurgelausdrud entjpracyen, purdy Bertaufchung ihrer 5 Elemente nur 2
ober 5 verfchicvene Werthe erhalten Fonnten. Der nadyite Sditt jum Jiele wird alfo der fein,

- Diejenigen Formen ju ermitteln, auf welde fidy eine Funttion von fiinf Grifen cinmal, wenn fie

2 verfdicvene TWerthe bat, sum andern Mal, wenn fie O verfchiedene Werthe hat, jeberyeit
bringen [dpt.
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Gine vationale Funftion von fiinf Gréfien x;, X5, X5, X0 x5, welthe durdy alle miglicyen

Bertaufchungen derfelben nur 2 verichiedene Werthe v, unb v, erhllt, fann jederjeit auf bie Form
]] e l'l 5

gebracht werben, wo p und q fymmetrifhe Funftionen aller 5 Glemente find, und s die Funition

(% =%y) (%,=%) (%, =%,) (3;=%;) (%5=%5). (%p=%,) (%m%5) (%g=%,) (x=%5) (%,-%5)
vorfrellt; dann ift, weil 8 nur b';e Deiben TWerthe -+ s und — s hat,
| N, =P+ qs
Y, = p— q8s.
Grhdlt aber eine rationale Funftion v von fiinf Gréfen x,, x5, x5, x,, %5 durdh alle moglichen
Bertaufdungen derfelben 5 verfchicdene Werthe v, Vo, Vg Vgo Vs, [0 Fann fie jedereit auf die Form

(il -—l—i'lI X

o

ek - B e o
oy X S Ay X P Ay X0 (A)
gebracht werben , wo a,, a,, 8, 2 fpmmetrifche Funftionen find und x; ein Dbeliebiges von ben

5 Glementen, _ 1

Dicle beiven Lebridse find in Abel’s Abhandlung mit einer Klarbeit bewiefen, rweldhe
purch Nichts erhobt werden fann.  Sum Beweife tesd’ lebtern Sabes wird juerft gezeint, baf eine
vationale Funftion von finf ®réfen, welde nady vieren derfelben fymmetrifch ift, - fich jeberjeit auf
bie Form (A) bringen [dBt und baber aud)y immer B verfthiebene TWerthe hat; dann witd umge-
fehrt bewiefen, daf eine rationale Funftion von flinf Grofen, welde durd) Bertauchung verfelben
5 verjchicbene TWerthe erhalt, jeberzeit nady 4 Elementen fymmetrifdh und daber audh von ber
Form (A) ift. @8 wird ndmlich dargethan, Dafi duvth bdie Wertaufchung von 4 Elementen ent=
weber nur ein Werth entfteht ober vier IWerthe — und dann giebt €3 gewiffe 4 Glemente, durdh
beren Vevtaujhung audh nur ein Werth entfiest — daf aber burd) die BWertaufthung von 4 Ele=
menten nie ywei ober brei ober fiinf verfchicbene TWerthe entjieben fonnen. Daf tibrigens durd
die Wertau{thung ven 4 Glementen nidht fiinf verichicdene TWerthe entftehen Fonmen, bdaju bdtte
¢ nur der Grmahnung bes Sakes bedurft, baf eine rationale Funktion von vier Grofien burd
Bertaufchung derfelben nicht fiinf verfchiedene Werthe erbalten fann, {. § 6.

§ 9. 3ft v der vationale Ausdrud durdy bie-fiinf Wurjeln, der einer algebraifthen Funt:
tion ber erften Srbnung, welde im Wurzelausdorud ver @itid}ung 0e5 fiinften Grabes vorfdme,
entfpricht, fo baben wir entweber

v=p + q(X,~%) (X;7%;) -c00vn. (x,~%5)
poet
V=8, % +a, %0+ ag % e

wenn X, , X,, Xy, ¥, X5 Dle fiinf BWurgeln ver Gleidyung vorfiellen.
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»

Der lepte Schritt ju unferm Jiele ift nun der, umgefehrt eine von ben Wurzeln, 3. B. %y,
by v audzudrlden, Jft v=p+q8s, fo wird gehdrigen Orts bewiefen werden, daf fid) %,
nicht al8 eine rationale Funftion von v darfiellen [dpt. St aber

vea, - oa, X o ag Xt g x P - a x
W0 a,, 8,,8, 1€ fymmetrifdhe Funktionen find, fo entwicele man bie MWerthe von v v® und v¥
TMan wird offenbar Aggregate von Potenjen der Gréfe x, erbalten, deren Koefficienten mwiederum
fymmetrifthe Funftionen find, Folglidy werden die Funftionen v2 va v4 burd)y Wertaufbung der
fiinf Glemente wiederum fiinf verfchiedene Werthe erbalten und baber ebenfalls auf bie Form (A)
gebradyt werden Eonnen.  Man hat demnad pier Gleidungen

= 2 r 3 . 4
— ' 113 xl et ‘l-l xl

o+ a, X, + a, X,

4

a,
b, +b, x; + b, x,* + b, x %+ b x,*
{"'B

=

wo bie RKoefficienten fammtlich fommetvifhe Funktionen find. Eliminist man aus biefen Gleihun=
gen die drei Grifen x, % x, % x, % fo erhalt man

9 ; 2 = e .
+olx|+n_le —0—0311 -+ €, X

- - 2 . 4 . 4
+d, x, + 4, x%+d, x "+ d %

o

2 2 ]
8, = 8 V By YV k8, V' 8,V

1 0

WO S, 8, 8, 10 thenfalld fymmetrifthe Funttionen der fiinf MWurgeln der gegebenen Gleichung find.

X

9Bie aber bie Form der MWurpel gefunben wird, wenn v bie Form p -+ q s hat, davon
banbelt an Ort und Stelle der nddfte Paragraph. :

§ 10, Beweis der Unmioglichleit, Gleidungen vom finfen Grade allgemein
aufsuldfen, Da die Wurgel der Gleichung bed fiinften ®rabed im Allgemeinen Feine rationale

Sunftion Der Koefficienten fein fann, fo' muf in dem allgemeinen Ausdrud der Wurgel eine
: ]
Funftion K= vorfommen, wo m eine Primpahl und R ¢ine rationale Funftion der Koefficienten
1
ober eine fymmetrifthe Funftion ber Wurzeln ift. @8 ift alfo R™ eine algebraifche Funition der

er[ten Ordnung, welde jwar felbft nody unter einem SWurselyeichen ftehen fann, aber unter beven
TRurselzeichen fein anbeved fieht. Nady Huilfsjas L ift
1

R e— v
und v fiellt jundchit eine rationale Funftion gewiffer unter den 5 TRurgeln bder Gleichung befind=
lichen Wurzeln vor, Allein bie v» = R und R eine fymmetrifhe FunFiion aller 5 Wurgeln i,
fo fieht man gleid, vaff v eine rationale Funftion berfelben 5 Elemente fein muff, Da fich nun
v burdy eine ®leichung vom Srabe m .
vy Ri=— o0




barftellen [4ft, beren RKoefficient eine fymmetrifdhe ﬁ‘unl'tion per Glemente iff, unb da eine Glei:
dyung von biefer Form jederseit irvedubtibel ift, wie im § 3 dargethan wird, fo folgt nad) Hitlfs:
fag 11, (UmEehrung), baf v durd) alle mdglihen Lertaufhungen feiner 5 Glemente nicht mebr
und nicht weniger ald m verfhievene Werthe erbalten Fann. Da nun m eine Primzahl iff, und
ba die Anzabl ber verfchicbenen TWerthe einer rationalen Funftion von 5 Grofen ein Submultis
plum bes Produbts 1.2.3.4.5 fein muf, und da enbdlid eine rationale Funttion von 5 Grigen
burdh Wertaufchung derfelben nicht 3 verfchievene Werthe erbalten Eann, fo wird m entweder
gleich 2 ober gleidy B fein, Jm lesteven Falle ift

r

und ba ¥ in biefem Falle eine rationale Funktion von 5 Grdfien’ ift, welhe durch BVertaufdung
berfelben 5 verfdhiedene MWerthe erhdlt, jo iff v nach § 8 von der Form (A); folglich

1
RS =1 +r x4+ +nx’tr =y
WO T, Iy, Ty . [pmumetrijhe Funftionen der 5 Wurzeln ber gegebenen Gleichung find; folglich
nah § 9

L 2 3. e
x =58, + 8 R¥ —+s, R84+ s, R5 + 5, RS,

W00 o, 8;4 8y 6. fommetrifbe Funftionen von den 5 FWurzeln ber Gleibung, alfo rationale
Funftionen der Koefficienten derfelben find. €8 ftelit demnach ver Ausdruc fiir x ven Wurgel:
ausbrud durdy die Koefficienten ber Gleidhung vor. BWilbet man fich nun vie 5 Wurgelwerthe
ber Gleidhung

1 2 8 A4
= 5, 5 RS -5 RS 4.5 RS + s Ro

BLE 1 2 %l A
s, + a5 Ry 4 r,e"al R — tcas,_, s -—!—a"34 Rs

L 2 3 4
s, +e's R5 + a's, RS + s, Ro 4 a®s, R

o

1 2 3 , 4
=5, + a's R¥ + «s; R¥ 4+ e's; RS + a's, RS

b |

1 2 a3 4
x, =s, +a's, R% + o%s; RS 4—-a’s, R% + as R3,

wo e die primitive Ste TWurel ver Einheit bebeutet, und multiplicirt dann die jweite Gleidhung
mit «*, bie Dritfe mit 3, Ddie vierte mit e, die fiinfte mit « und abdirt julelt alle fiinf Glei-
thungen, fo folgt

2

Sl 1 3 I
8 R5 = x, +a'x, + a'X, +a°X, + X =12,

1
und z ift burch eine Gleidhung besd fiinften Grabes

*

28— s 'R = o
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gegeben, beren SKoefficient eine fymmetrifhe Funition ver Elemente ift.  Jtun exhdlt aber z durd
Bertaufchung der Glemente offenbar 120 verthiedene Werthe und fann daber nad) Hiilfsfat 1L
nur alg Wurgel einer Gleichung vom 120 ten Grade ober wenigftens nidt als Wurzel einer Glei-
dhung von nicdrigerem Grabe davgefiellt werben, veren RKoefficienten fymmetrifthe Funfiionen der
Glemente find, Da bied ein Wiverfprudh iff, fo fann m nidt gleich 5 fein. Demnady muf m
gleih 2 fein, b. b. jede im allgemeinen Ausoruc der Wurgel enthaltene algebraifche Funttion der
erften Drbnung bhat ben Wurzelerponenten 2 und erhdlt, alé rationale Funttion v ber 5 Wurseln
bargeftellit, burch Lertanfung derfelben nur 2 yerjdpiebene Werthe. Folglidh bhat v in biefem
FKalle nad) § B bie Form
P+ 958,
wo p und q fpmmetrifsbe_%unftinmn ber B Furyeln ﬁub,'unb

i (xl"xz) {;xlhxs) -
Da s durd) Bertaufchung der Elemente nur die beiben Werthe -+ 5 und — 8 erhalt, fo iff s*
¢ine fommetrifhe Funftion und Fann baber eben fo wie p undb q burdy bdie Soefficienten Der
®leidhung tational dargeftellt werben.

Folglich haben alle algebraifchen Fuuttionen der erftenr Dronnng, welde im War:
selangornct der Gleichung ded fiinften Graves vorfonumen Ebnuten, die Form e + § v B2
wo &, § nud s* vationale Funftionen dev Stoefficienten find,

SRare dbemnady jener Wurjelausdrud nur aud algebraifhen %ﬁnﬁinnen per erfen Orbnung
a, + By v 8% ay B, vV 8 ay + s? ete.

sufammengefest, fo wiitde er fih offenbar felbfi auf die Form @ -+ {1/ s* bringen laffen.
Da aber der allgemeine Wurselousdrud ber Gleidung bes fiinften Grades unmbalich von biefer
Sorm fein fann, weil er fonft, al8 algebraifche Funftion ver SKoefficienten, nur 2 verfdyiedene -
gRerthe bétte, {o iff e8 unmiglih, baf er nur qué Funttionen Der erften Drbnung . jujams
mengefet fei. Folglich muf Dderfelbe aud algebraifche Funftionen Der zweiten Vrdnung ven
ber Form : ' :

m

u+ﬁv’_a‘—;

entbalten, wo m eine Primgabl ift und e, § und s* jowobl alé fommetrijhe Funbtionen Der
Wurpeln, wie audh ald rationale Funftionen ber Koefficienten dber Gleichung vorgefielt werden
tonnen. Nach Hiilfsfat L. iff wieberum

L]

||I| -E!u{-ﬁ \J'I_E'E Ay
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uno v ift aud) biedmal eine rvationale Funftion aller 5 FWurzeln ber @Ie:d}ung , Yoeil ¥ -——n:-+—ﬂ 8
ift, unb e, g, s Funktionen aller 65 Wurgeln find.  ES fei nun

Vu-;—,ﬁ’s = v, unb Vu—-;?s e

vann ift ¥, v, = v @®— %%, und «®—pB%s? ift eine fommetrifhe Funftion der Wurjeln
Xy, X, 2. ober gleidy einer rationalen Funftion R ber SKoefficienten der Gleihung. €8 Eonnte
fich aber biefe mte Wuvzel aud R rational audjiehen laffen, wie bies in ber That bei der Fubi-
fhen Gleichung ber Fall ift; denn multiplicivt man bie beiben TWerthe

V ‘,/"J..,__s unbd V...__ h2_|_ls.

27

ber in ifrem E]Bursel-::uébmc? enthaltenen algebraifhen Funttion ber jweiten Orbnung mit einanber,
3 m

2] i@ T i

TR L

TWurgeln x, , x, . Finbet jedoch bdiefe Worausfebung nicht ftatt, fo hdtte man wicderum eine
1

algebraifche Funftion ber erften Orbnung R™, welde fich durdh eine rationale Funftion ber fiinf

MWurzeln, namlid)y durcdh v, vy, ausdriicken licfe. Folglich miifite m gleich 2 fein, und man erhalt

bie Gteidung | @+ 8 VT = v; folglicy (+2e)? = p 2

Da nun diefe Gleidhung vom vierten Grade offenbar irvedubtibel iff, indem ber Ausdrud

fo erbalt man Alsbann ware V «®— B%s® eine fymmetrijthe Funftion der

V a =g v s* unméglich ciner Gleihung von nicorigerem Grabe, deven Koefficienten in Beyug

auf @, § und s* rational find, genug thun fann, fo miifte v nach DHiilfsfag . (Umfehrung)
durd) alle méglichen Bertaufdyungen feiner fiinf Elemente 4 verjhievene Werthe erbalten, was nad

SHitlfsfat IV. unméglich ift. Alfo bleibt nidyts Anbered {ibrig, alé angunehmen, daf V a2 — g%s?

cine fymmetrifthe Funftion fei. Gine folde Funktion fei 7, fo ift

Vi Vo = p uUND ¥, =1,

L 1

Nun feke man bden Ausbrud

vy vy, 00 it | gyt 4
Va+g

Pt

s

AT ey P e DR e e



pann ift, wenn R die algebraifhe Funftion ber erften Drbnung e+ B " s? vorftellt,

w s mel
p=v R+ v =R"+ yR",
v’:.“ﬂ R
unb p fann fowobl al8 rationale Funftion ber 5 Wurjeln x,, x, 1., wie aud) als algebraifthe

Funkfion ber Koefficienten vorgeftedt werben, Al algebraifhe Funftion der Koefficienten betrady=
1 1 1 1

; 1
tet, erbdlt p offenbar m verfhicbene TWerthe, wenn man R™, ¢ R™, 2 R= o™ R™ ftatt R
fet, wo e Ddie primitive mte MWuryel der Einbeit bebeutet. Diefe m verfdyiecdenen Werthe begeidine
man dutdh py, pas Pa P unb fefe bag Prodbuft
(p-p;) (p=Py) (P=p3) -+ - (p=pu) = o,
fo erhdlt man eine Gleichung bed mten Ghrabesd
P oAl pP i AL (pR R L UL T=te)
1 m-1

beren Wurgel p =R~ + 11; R™ iff.

Die Soefficienten bdicfer Gleihung find fommetrifdhe Funftionen Der Glemente
x1'.| -XE.'J !3, I‘._‘ X_,..

Denn bas Produbt (p-p,) (p-pa) ---.- (p-pm) ift eine fymmetrifhe Funftion von ben

m IWerthen Py, Py - «-.. Pm, Und ba die Vertaufthung bderfelben von bder Vertaufhung ber
1 1 1

Grifien K™, « R™ ™1 R™ abhdngt, fo ift jenes Prodult audy eine fymmetrifche Funktion

von ben m IWerthen Der meen Wurzel aus R, folglich audy von ben m Wurjeln der Gleichung

2" — R = o, mithin eine vationale Funttion der Koefficienten diefer Gleichung, alfo eine rationale

Funktion von R. Demnad) fann in ben Koefficienten A, A, 1. feine mte Wurzel mebhr vor=

fommen. Nun dndert fid) aber Fein Werth von p, wenn man —+ v s? ud — "s? unfer ein-
m m

anber vertauftht; benn p ift urfpriingliy = Vﬁc—i—,&v"‘s“ + Vcsu-ﬁ\/‘sg. Teber  TWerth

von p ift bemnady in Unfebung ber beiden TWerthe von 82 fymmetrifdy, und bdaber ift 8 aud
bas Probubt (p-p;) (P-Pa) + ... (p-Pu). Folglih find audy die Koefficienten A, A, . fpmme=
trifhe Funftionen ber beiben Werthe von 82 8 trefen baber biefe beiben MWerthe in ben
SKoefficienten entweder als Fabftoren veffelben Probubtes auf, und bdann zerfidren fich bie Wurzels
aeichen, ober fie treten mit gleidhen RKoefficienten auf und miiffen in diefem Falle, weil A, A, 1w
rationale Funftionen von R unbd baber aud) rationale Funftionen von /s find, fidh gegenfeitig
aufheben. Die Koefficienten A, A, 1. enthalten demnac) weder eine mte nody eine 2te TWurgel;
folglidh find fie vationale Funktionen ber Koefficienten ber gegebenen Gleidung ober {pmmetrijde

Funktionen ihrer b Wurgeln.
3%
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Jweitend ift die Gleichung ded m tenw Gradesd

pm — A p*l 4 A pEtE e =0
ivvedbuftibel. Denn angenommen, ¢8- gebe irgend eine Gleidhung

pr—aphtl +—a ptt..... =0,

! m=1
teren allgemeine TWurzel ein Werth von p ober von R" + l—i R= ift, und beren Koefficienten
fommetrifthe Funktionen ber Elemente x,, x, w. find, o febe man in biefe Gleihung an bie
Stelle von p ben Wurgelausvrud, und man wird eine Gleihung von bder Form
d 2 m- 1
_ Qo + 4, R" g, R® v oaq R® =0 :

erbalten, beren Koefficienten rationale Funftionen ven R find. Nun fei die angenommene Gfei-
diung vom Grade w ivveduftibel; dann miiffen bie Koefficienten der julest entffandenen leichung

eingeln gleich Null fein, {. § 3. TWenn man daber in den Wurgelansvruct der angenommenen Gleichung
1 1 1 1 : 1

ftatt R™ nadh und nadh R™, « R™, 2 R™ .... &™! R™ {ebt, fo miiffen bie baburch entftanbe
nen m verfdhiedenen TWerthe Ddefjelben fammtlidh der angenommenen Gleichung genug thun.
Da nun bie angenommene Gleidung nidt efwa vermdge vielbentiger Koefficienten mehr IWerthe
su Wurzeln hat, als fie bem Grabe nad) haben follte, wie 3 B. der Gleihung x —y 2=0
vie Werthe + v 2 und — v 2 genug thun, fo fann w nicht Eleiner ald m fein. Folglidy ij
Die Gleidung p™ — A.p™! 4+ 1. = o {veedubtibel.

2apt fidhy aber dbie Funftion p als Wurzel ciner Gleidhung vom Grade m bdarftellen, beren
Soefficienten fymmetrifche Funktionen {ind, und ift diefe Gleichung irvedubtibel, fo hat p, alé ra:
tionale Funftion der 5 Glemente betradytet, nady Hillfsfas 1L (Umbehrung) m verfchicdene TWerthe,
Da nun m eine Primzabl ift, da ferner Bie Unzabl der verfchiedenen TWerthe einer rationalen
Funftion von 5 Grofen ein Submultiplum des Droduftd 1.2.3.4.5 fein muf, da ferner cine
rationale Funktion von 5 Gréfen nidr 3 verfchicvene MWerthe haben fann, und da wir endlidy
fthon wiffen, ta m nidyt gleidy 2 ift, fo bleibt nur nody tibrig anzunebmen, daf m gleidh) 5 fei.
Grhalt aber p durd) alle méglichen Vertaujdpungen feiner 5 Glemente 5 verfchiedene LWerthe, fo
ift biefe Funftion von Der Form (A), alfo

2

X 4+ 1, x2 4+ 1y x* + 1, x?

RE + L B3
s =g B =r

1 = P>
folglich x =18, + 8§, p —+ s, p2 —+ &, p® -+ s; p*, nah § 9, wo &, &;, 8, 2. fymmetrifdye

Funftionen oer Er[zme‘nte‘, alfo rationale Funftionen ver Koeficienten ber gegebenen Gleichung {inb.

1 4 -
Sefit man fiir p die algebraifthe Funbtion HE + ltl Rs, fo exhalt man

1 z 3 Al
=1t +. i RE 4t R 4 4 R <+ t RS,

o




en

e

he
0.
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WO to b, ty 10 rationale Funftionen von R unb von den Koefficienten ber gegebenen Gleidyung
find. Werfahrt man nun mit diefem Ausdruc der Wurjel burd) bie SKoefficienten der Gleichung
wie mit bem friiber gefunbenen, von weldem fidy ber gegenwdrtige Dadurd) unterfdeivet, daf bie !

1
Sunftion R5 biesmal von bder 2ten Ordnung ift, fo folat
1
t Rs =% -# @3 Xk alxy + e’ X, Ao Xy =W

Folglich ift v®=1t,°R. Dannm R=ea~+§ v/ 8% und t, OR eine rafionale Funition von R
und von Soefficienten der gegebenen Gleichung ift, fo muf fih audy t,® R auf bie Form
u—+ u, / 8% bringen [affen, wo o und u, fymmetrifthe Funftionen ber Elemente find. Folglich
ethdlt man die Gleihung '

{vﬁ-—u}ﬂz ulr"s.'
Die Funftion v ift alfo durdy eine ®leidjung ves 10ten Srabed mit fommetrifhen Funktionen
ber Glemente verfniipft. Da aber v burd) Vertaufdung ver Elemente 120 verjdyiebene MWerthe
erhdlt, fo folgt bdaraud nady Hilfefat 1., baf biefe Funftion nur durd) eine Gleichung vom
120 ten Grabe ober wenigftens nidt durd) eine Gleihung von niedrigerem Grade mit fymmetri
jden Funftionen ber Glemente verbniipft fein. Bann.  Da bies ein Wiverfprucy iff, fo ldft fid
audy nicht annehmen, daf m gleih B fet.

@ ift bemnad)y unmiglidy, Gleidhungen vom fiinften Grabe allgemein aufjuldfen.

Alle viefe Schliiffe gelten audhy i ver That muv in Rirdficht auf pie allgemeine Glei-
dung bes finfren Grabes, b. b. fie gelten nur dann, wenn vie 5 Wurzeln der Gleichung von
cimanber vollig unabhdngig find.
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