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Beitrag zur Theorie der Abel’schen Integrale.

Unter den sogenannten vollstandigen elliptischen Integralen der ersien und zweiten
Gattung (den Modular- und elliptischen Quadranten nach Gudermann's Benennung)
welche zu zwei conjnngirten Moduln gehiren, findet bekanntlich ein einfacher, zuerst
von Legendre aufgefundener Zusammenhang statt, welcher in den jetzt gebrinch-
lichen Zeichen durch die Gleichung
KE 4 EK — KK’ = "zi

dargestellt wird, In der vorliegenden Abhandlung beabsichtige ich, fiic die A bel’schen
Integrale aller Ordnungen eine Reihe analoger Relationen zu entwickeln, welche,
wie ich glaube, nicht bekannt sind. Es findet sich zwar (Crelle’s Journal, Bd,
19, 8. 312) eine gelegentliche Bemerkung von Jacobi, eine von ihm aufgefundene
Verallgemeinerung des Legendre'schen Satzes betreffend; allein nach den Andeutungen,
die derselbe a. a. O, gieht, glaube ich annehmen zu diicfen, dass die Relation, welche
er im Sinne hat, mit derjenigen iibereinstimme, die spiter Hidenkamp (Crelle’s
Journal, Bd. 22, 8, 184) auf dem von Jacobi angegebenen Wege hergeleitet hat, Die
Resultate indess, zu welchen ich gelangt bin, sind nicht nur von dem Hidenkamp’-
schen verschieden, sondern auch weit einfacher und mit der Legendre’schen Formel
iibereinstimmender,

Die von mir entwickelten Relationen sind fiir die Theorie der Abel’schen Tran-
scendenten von hesonderer Bedeutung. Ich beschiftige mich seit lingerer Zeit mit
dieser Theorie und namentlich mit der Hauptanfgahe, die von Jacobi eingefiihrten
umgekehrten Functionen der Abel'schen |nlcgrﬂle erster Gattung wirklich darzustellen,
Es ist mir gelungen, diese Aufgabe vollstindig zu lisen, auf einem Wege, welcher
von dem bisher von Gopel u, A. betretenen giinzlich verschieden ist. Ich gehe niim-
lich unmittelbar von den Integral-Gleichungen aus, durch welche jene Functionen
definirt werden, und zeige zuniichst, mit Hiilfe des Abel’'schen Theorems, dass sie
simmtlich Warzeln ein und derselben algebraischen Gleichung sind, deren Coefficienten
ich sodann durch eine Anzahl von Hilfsfunctionen ausdricke, welche den sogenannten
@ Functionen, anf welche Jacobi die elliptischen Functionen zuriickgefiihrt hat, wvoll-
kommen analog sind, und gleich diesen durch unendliche, nach einem einfachen Geseize

gebildete und bestiindig convergirende Reihen dargestellt werden konnen. Diese Reihen-
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Entwickelungen gewinne ich, indem ich fiir die genannten Hiilfsfunctionen mehrere
charakteristische Eigenschafien nachweise, durch welche sie vollstindig bestimmt
werden. Dazu aber ist die Kenntniss der Relationen, welche der Gegenstand des ge-
genwiirtigen Aufsatzes sind, ein wesentliches Erforderniss. Nun hat zWar der Weg,
den ich bei Behandlung der Abel'schen Transcendenten eingeschlagen, das Eigen-
thiimliche, dass man auf ihm selbst in ungesuchter Weise zu jenen Relationen gefiihrt
wird, wie ich sie denn in der That auch so zuerst gefunden habe., Es ist aher
diese Art der Herleitung einigermassen umstindlich, indem namentlich die Bestimmung
einiger Constanten Weitliufigkeiten macht. Um so erwiinschter war es mir, in einem
von Abel in der Abhandlung: Sur une propriété remarquable d'une classe trés étendue
de fonctions transcendentes (Oeuvres complétes, Tome 1I, pag. 54) begriindeten Theo-
reme, durch welches die bekannten Sitze iiber die Vertanschung von Parameter und
Argument bei der dritten Gattung der elliptischen Integrale cine sehr hemerkenswerthe
Verallgemeinerung erhalten, die eigentliche Quelle zu entdecken, aus der die in Rede
stehenden Relationen, so wie noch andere weit allgemeinere, -auf eben so einfachem
als direktem Wege abgeleitet werden konnen.

S. 1.

Es sei R(z) eine ganze Function von #; a, b seien irgend zwei Wurzeln der
Gleichung R (@) =0, und es werde
1 R(x—R [’q} 1 R +Ry _ [
T (3_y): A r—y - = F (2, ¢)
gesetzt, wo R’ (), R’ (y) die ersten Differential-Coelficienten von R (), R (y) heden-
ten, so dass, wie man sich leicht iiberzeugt, F (,y) eine ganze Function von a,y
ist. Alsdann gilt als ein besonderer Fall des angelihrten Abel’schen Theorems die
folgende Gleichung, in welcher «, 2 irgend zwei bestimmtie Werthe der Verinderlichen
Z,y bezeichnen:

{3 (0

7 F(a,y) dady
2. VR(&E/‘[——'—'y_aJV“(m —VR (ﬂf/' ﬂ}}m f _/ VR@) VRG@)

Als nothwendige Bedingung des Bestehens dieser Glemhung ist noch hinzuzufii-
gen, dass innerhnlb der Grenzen der Integration 2 — gy nicht =0 werden darf.
Es ist niimlich

1.

i VR, (), e ( Ao Balm), R (2) ) LR
de. y—x ~ \2 y—ua (y— =) VR(-":)
d VR Zi(L R . R e
dy x—y 2 r—y (=g V“ O
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d VR () d VR s 2 F (, )

Az (y—x)VR@p W (e—pVR@) _ VR(@)VRG@G)

also

f/ F'['.:r, y) dz dy f V“ (=) Jwihe f f VR () d
VR () VR ffx{y—x:!fﬂfy} @ (r—y)V Rez) ™
. /l = 7}
— VR (e e —Vr ,l/..m.....“"'._.
( 1/‘@—“) VR@) (ﬂw (@—f)V R(z)

b

Es sei nun
R(z)=(r—a) (x—a)) + ... (2 — )
und es werde zuniichst angenommen, dass die Zahlen a,,a4, . . . . simmtlich reell
und so geordnet seien, dass
a4y < < 83 < 4 i+ < Mnl,
Alsdann hat R(2), wenn & zwischen den Grenzen a, , @, 41 enthalten ist, wo y

rgend eine der Zahlen 1,2,...,2n bedeutet, dasselbe Zeichen wie (—1){—1, so

dass man setzen kann
VR =+ i 'V[(—n*~"Rw)],

Wwo ]-"([(—--1)-“_i R(.r)] den positiven Werth der Quadratwurzel aus der positiven
Grisse (— 1;1’“‘_i R(2) bezeichnen soll. Liegt & zwischen — » und @,, so hat man
VR@) ==+ i V[—R(2)],

und wenn 2 zwischen a.;ny, und + « enthalten ist
VR(z) = + V[+R(2)]
F (2) da

Um npun einem [Integral wie Vﬂ. ~——— eine ganz hestimmte Bedeutung zu ge-
() :

ben, werde fiic das Folgende fesigesetzt, dass bei der Integration von den bheiden

Werthen, welche V'R (#) hat, immer derjenige in Anwendung kommen soll, den man

erhilt, wenn man in den vorstehenden Formeln das obere Zeichen nimmt.

Dies vorausgesetzt setze man in der Gleichung (2) “=ay, 6 —=a, und nehme
zunichst an, dass ¥ > g 41 aber <<2n 41 sei, so darf man e=@auq, F=0y4)
nehmen, weil in diesem Fall die Differenz @—y innerhalb der Grenzen der Integration
nicht =0 wird. Die linke Seite wird alsdann — 0, und man erhalt demnach

3 i 1‘/. " R aray
i f VR VR

e tdy i
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Wenn aber v=y 4 1, so kann man den Werth des Doppel-Integrals

Ot o%ut2
'/"‘ /‘ F(2y9) dody
VR VR
ay U1
welches durch 8§ bezeichnet werden mige, mit Hilfe der Gleichung (2) nicht di-

rekt auf dieselbe Weise ermitteln; man gelangt jedoch dazu auf folgendem Wege.
Es werde a;, durch a, a;, 4 1 durch e, 2,42 durch J bezeichnet, so ist

s—_ [ [ Elzy drdy
&3 VR(2) VR @)
a b

Sodann seien s, # zwei positive Zahlen, so gewiihlt, dass ¢ —s>a und
¢+ t<<b bleibt, so ist S die Grenze, welcher sich das Doppel-Integral

f F'[;-r,“y ) da (‘Pl,' _§
e VR(z) VR (J)

uihert, wenn s, £ unend]mh klein werden. Fiir dieses letztere Integral aber darf man

vermige der Gleichung (2) setzen
=8

1 Vll(c+:)dr_ il e VH(c_:_.f);.'q
'/I .z;—-c—-f)],vrﬂiz-} 2 J_"'!"}VR{J)

b

Dieser _Ausdruck wandelt sich, wenn #=—=c—u, y —=c+ v gesetzt wird, in den folgenden nm:
14

% e ’L“_gc‘-'l-ﬁ—--du—--l- VR (=) do
= )V R(c—u) o (v+9) VR(ctv)
c—a —c
Es miogen jetzt o, z zwei bestimmte Werthe von s und ¢ bezeichnen, die nur so

klein anzunehmen sind, dass sich VR (c—s), VR (e ¢t) fiic alle Werthe von s, 2,
welche nicht grosser als o,z sind, durch convergirende Reihen, die nach aufsteigenden

Potenzen dieser Verinderlichen fortschreiten, darstellen lassen. Alsdann hat man

du £ e
28' = VR U e R S ) i
- Wp G l/.(.r-f-u)]fu(e—ﬂ) Jarse ’J/( s+9) VR (e+1v)
=

c—a

V“ VR(c+8) dn VR (¢ —s) dv

(t+u)]«" R(c—u) G+0V R+ 1)
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Die Integrale
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dn
S

c—a
bleiben fiic alle Werthe von #, ¢ innerhalb der fiic diese Veriinderlichen bezeichneten
Grenzen endlich; V R(e4¢), V R(c—s) niihern sich aber, wenn 2, s unendlich klein
werden, der Grenze V'R (¢) = 0. Daraus folgt,

T
t4+ 1)V R(c—u)’ f (

b—e

dv i
) Vl’..(c-{-t)

dass die Grenze von 8 fir {=0,

s— 0 dieselbe ist wie die, welcher sich die Formel

i

@

VR(c+ 1) dr dre

ol Ll ol 0
(t4u) Vﬂ(c—fs) 2 (s+v) VR(c+0)

T

piahert, wenn s,.f unendlich klein werden,
Nach den oben fiir 'R (2) getroffenen Bestimmungen kann man nun, da c—u

T 1 rischen i selzen
zwischen &y nd LY cfv zwis @ g1 und @42 liegt, s

VR(c+

1) == it V[

VR (c—n)=1 =1 V[

Vi und Vo sind pm,iﬁv zu nehmen.

VR (e t) du

‘/ ¢+ VR(c—n)

iF

— 1R @] . V. (14F () )

)¢ R(] . V. (1+F (—w)
wo F(v) in eine convergirende Reihe entwickelt werden kann, die nur ganze, positive
Potenzen von v enthiilt, und F(—#) aus F(v) hervorgeht, wenn man —u fiic v setat.

Alsdann i

‘[

s s
3 V! i : F ()
— 1 - 1 4 PR s
i/l (t4+u) Vu + 4 f
[/

(1]

st
(Ve (14 Fp) du

[-[-:J)Vu (A4 Fi-u)

— F{-_—rr}_ et g .. o
t+u Voe. (1 4 Fi—w)

Der zweite Theil auf der rechten Seite dieser Gleichung lisst sich, weil F(f) —F (—u)
ist, in eine Reihe von Gliedern entwickeln, welche nur po-
g, t enthalten und fiir £ =0 verschwinden, Eben so findet man

durch ¢ 4 # dividirbar
sitive Potenzen von s,

VR (c —s)dv

(s+ )V R(c+0)

T
.
s — 0 verschwinden,

¢
.-_-;"/‘

T

Vs e
G+o)Ve

+ eine Reihe von Gliedern, die fiir




Daraus ergiebt sich denn, dass der Werth von S die Grenze ist, in welcher sich

i ] _Vi d#_ M _z_ ; _}:’Fr dv
‘. (t+u) Vu 2f G+ Vv
o T

)
nihect, wenn #, s unendlich klein werden. Diese Formel lisst sich aber, wenn

die Formel

‘ e " H P2
man bei dem ersten Integrale die Substitution Ve = bei dem andern die Sub-

e i : Taias . ik ; . :
stitufion Ve — w anwendet, und = o Yang— setzt, umwandeln in
1 F_____'?"_‘f._ :
o 14w 7
f}
welchoer Ausdruck fir s = 0, £ = 0 iibergeht in
1 2, i T
i 14 w? BT
1}
Es ist demnach 8 = _.‘1_';_.‘
2%
oder Y1 Aud2
. 4 [ __F{'_:z',___y) U’.E',_rf_y 15 _i._
: VR VR 2:
.'(-"jhc ﬁ'.|“+l

gr 2.

Die Doppel-Integrale auf der linken Seite der Gleichungen (3, 4) des vorher-
gehenden §. kinnen, weil F(2,7) in Beziechung auf 2 sowohl als y eine ganze
Function vom (2n—1)ten Grade ist, dargestellt werden als ein Aggregat von Gliedern,
von denen jedes ein Product zweier Abel'schen Integrale der ersten und zweiten
Gattung ist; die Gleichungen (3, 4) geben also eine Reihe von Relationen unter
solchen Integralen, die man in Erweiterung der Legendre’schen Benennung vollstiin-
dige Abel'sche Integrale nennen. kann, '

Wenn R (&) vom dritten Grade ist, so ist F (z,y) = %(y—:.':}, und es reduci-
ren sich die Gleichungen auf die einzige "




9
(y — 2) dzrfgn_i 1
ff sVR(@2) VR 2
{ @ 4
| 9. (go'-—*r} iz rf_,' SR
venn .,] : f f 1VR (@) V[—“(J)]
{

sich

2|3

Sub-
G Setzt man V I:(:l =it '/y = k= —:;—:—%}, go ist
dz R ol s SR a
2VR () V(a;—ui} Va—t)(a—ie?)
s gy 7 SEATIN G w1 i gl e i e Ol
2V [—R ()] Vi—a) Ve—1) 0—&#)
i und die Gleichung (2) geht, wenn man
dt o o At
Yu—e3) A—ke) V(:=—1} A
4 1
A A? 5% ds Beds AL
Vo= (i—ka Vie—1) (1— &) 2
| setzt, iber in die folgende:
f T
(! 3. KJ!——.TK!:T
her- . Diese Gleichung ist identisch mit der oben angefiihrten Legendre'schen, Denn es ist
Anze J=K—E,
lern, : 1 : v
i und wenn man £ — V(I—.P}, = TV“ — K2 %) setzt, so erhilt man
iten -
1
inter
2 K= a’w_ —
tan- ],f{i_.mwzj (1— K2 w?)
0
e und durch dieselbe Substitution

F=Ts




mithin KEE — (K = E)K = - 4 oder

KE' 4+ EK' — KK’ =

Ich werde jetzt zeigen, dass man den Gleichungen (3, 4) des §. 1 eine ganz
iihnliche Gestalt geben kann, wie der Gleichung (3) dieses § Zu dem Ende wird es
aber nothig sein, einige Bemerkungen iiber die Form, unter welcher nach meiner An-
gicht die Abel'schen Transcendenten zu behandeln sind, voraus zu schicken,

g' 3-‘

Dem System der Integral-Gleichungen, von welchem man nach Jacabi in der
Theorie des Abel'schen Transcendenten ausgehen muss, kann man immer folgende
Form geben, welche mir die angemessenste zu sein scheint, wenn man die Analogie
dieser Functionen mit den elliptischen so viel als miglich will hervortreten lassen.

Es werde die Function R () in zwei Factoren P(x), Q&) zecfillt, und zwar sei

Pr) = (@—a,) (t—a;) « « « (¥ —am—,)
Qz) = (* —a,) (x—ay) e v« o o (—an) (T—asnyg,)
Ferner werde

1 Q(a;a— &a P (x)
_EV( o= li’fr,.:ﬂ“_l,) = 8. 3 . - = F; (&)

(“:a-‘“"a-—-l X—dzg—:

gesetzt, wWo g , wie iiherhaupt jeder im Folgenden als Index vorkommende deutsche
Buchstabe, eine der Zahlen 1, 2,3, . . ., n bedeutet, und es seien &,, @,,..., 2y

n Verinderliche, welche als I'unctionen ehen so vieler verinderlichen Argumente

Uyy Mzy « o o 5 #tn durch die Gleichungen
2,
Hio=r : L r-’"'_) dir
VR ()
“2.1-—1
&,
1 < e f‘?_l'_ffr_
: VR (x)
Q35 —2
z,
fn— _P_‘"_(‘?::) dx
VR (2)

e e oa
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definirt werden, in denen sich das Summenzeichen auf den Index a hezicht, Es han-

~ delt sich darum, die Functionen iy Faye0eny & durch ihre Argumente in einer fiir
alle Werthe der letztern giiltig bleibenden Form wirklich auszudriicken,

Zuniichst erhiilt man fiir diesehen unendliche Reihen, die nach ganzen positiven
-

ranz Potenzen von %,, #;,...., un fortschreiten, und zwar ist, wenn man durch
l es (1592500 o %n), eine homogene Function des aten Grades von u,, #,.... bezeichnet,
An- T, — a1
MRS l‘ﬂ—!
2, e — T (’-'u"":’o--‘"‘frl), o (P M), + ...
lag— tlzg—3 5
Diese Reihen convergiren zwar nicht bestindig, aber doch fiiv alle Werthe von
des f1;5 Mzye+oey die ihrer absoluten Grisse nach bestimmte Grenzen nicht iiherschreiten.
e Sodann kann man mit Hiilfe des Abel’schen Theorems nachweisen, das 2, , a5, ...z
gie Wurzeln ein und derselben Gleichung nten Grades sind, der man die Form
Ay — €y 3 &y— a3, ftyn — fGan—
. 3. — p + i g = =1 g — 1
) & — 1 T —u, z X — tan—, 1
s5el
gehvn kann, wo 7, Py vu. Py ein deutige Functionen von w,, s, ... wy sind, die
ganz den Charakter rationaler Funetionen besitzen. In Reihen nach Potenzen von
sy Mze.. entwickelt hat 7, genau dieselbe Gestalt wie die Reihe auf der rechten Seite
der Gleichung (2), woraus erhellt, dass p, eine ungrade Function von ,, u,.... ist.
Ferner hat man
the 4 py = ]/(Wﬂa—1“" ‘i‘l) (-'-'»?a—z‘_-'rﬂ R ["'f:-n—-_l—-'?n o)
i ("1‘211—1 azq) P (425__4)
-t“
e ¢ Fir n = 1 ergiebt sich, wenn man &, », p fir x,, u,, p, schreibt,
]
4 k: Vt ay—y) . dw
] i et
V r—a,) (¥ —!:3) (& —ua;)
'/ T —iay
2= a,—a,
'] M, —a
.\ woraus : R — e
V(1 —p?} {1—&’3}*) a;—a,
- 0

folgt, so dass p—sin amu, oder nach Gudermann's kiirzerer l!ezeic]mung (Theorie
' derModular-Functionen) p = sn« ist, In Erweiterung dieser letztern Bezeichnung setze ich
Po ==VBN (Hy's Mgy aie s s Un Doy
)




2

50 wie ferner

2 I/ (g — &) (ttrg — T2} o0 o (@2g — T )

el e S R T

P ()
6. ]/r[’..“i?..'i'}____"*__l) r""‘+|3'.f Za) oo (@ang— W) _ 4 (715 M2y couy tn )
(@an )
Auf diese Weise sind in die Theorie der Abel'schen Transcendenten (22 4 1) Fune-
tionen eingefiihrt, welche mit den drei elliptischen Functionen sinamu = snu,
cosamu — cnwu, damu — dnw, in welche sie fiic » — 1 iibergehen, eine grosse

s : 5 - \ . dsnu dsn v
Achnlichkeit haben. Soz. B. lisst sich sn (#+4v) rational durchsnu, Sy SN
{4

ausdriicken vermittelst der Formel

; snu? — sne? sn#? — sne?
sn (wfv) = e i S P T e RS
dsnu d sn snucnvdny — snvenndnu
— = n il - -
(78 ﬂ'h‘-

und ihnliche Formeln gelten fiir en (#4v) und dn(w4v). Fiir die angegebenen Func-

2 % t oy — flag —
tionen mehrerer Veriinderlichen aber findet man, —** 201 —¢, setzend:
25,
8Nty 15.)a 8N (15, gy )y
2, =e¢ SN (115 sgens e — BN, Ty e - RN Lsnfu vt v,
1{. a ( Ly ity );1 ""th W BRG] J'q ""”b '( :+ 13 z+ 2l

— T (sn2 (1,3 M3 5 o )b — SN (V33 Vanene)b )
Setzt man in dieser Gleichung y der Reihe nach — 1,2, . . ., », so erhilt man
n Gleichungen, vermittelst welcher die » Functionen sn (w,4v,, 1,4 v5,...), rational
durch sn(wy, #15-..)a 5 SN (%), ay...)a und deren partiellen Differential- Coefficienten,
welche letztere algebraische Functionen jener sind, ausgedriickt werden kinnen, Aehn-

liches gilt fiir die durch cn, dn bezeichneten Functionen. Bezeichnet man ferner

A1)
Fa () dx

8, e durch Kg p
VR () t
a1
[L£778 B —
g i Fa () do St Ko, b
VR (2) d
2

(ot A

und setzt 10, = Kg ¢ = -I_{n,[: B lTa,aH + ...+ J_(a,n = K'q,5,
e=b
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so haben diese 2. 2% bestimmten Integrale Ko 5, K’q 5 fiiv die Theorie der Ahbel'schen
Transcendenten eine ganz iihnliche Bedeutung wie die Grossen K, K' fiir die ellipti-
schen Functionen. So z B. findet man, wenn man
M., wa=m Ko o m Koo + .. F my Ko n

- l:ﬂ1 ]-{‘u,; + n; ]{’a,-; 4 .. -+ 1y [{'ﬂ,n:l z
setzt, Wo. My, Nyy My, My o . . . . ganze (positive oder negative) Zahlen bedeuten, fiir
die Functionen sn, cn, dn die eharakteristischen Gleichungen

mg gtk v B,

sn (1, 4 20, Uz 4 26250 o n + 200 Jga = (— 1) SN (755 Wasyewss ¥na
12 matntm ...+,
¥ en (#;, + 20,5 13 202y o 0 oy 2tn F 200 Ja = (—1) en (#yy M3 eey Un o
Nzt Sy
dn (#, 4 2004, %2 4 23y 00 oy 0 = 200 ) = (—1) dni (o, #iseniq tn ),
in welchen Formeln, wenn a — 1 ist, n, = 0 zu setzen ist.

Die Functionen sn, cn, dn stehen iibrigens in einem einfachen algebraischen Zu-
sammenhange, vermige dessen je (u 4 1) derselben durch die iibrigen ausgedriickt
werden kinnen.

Was nun ferner die Abel’schen Integrale der zweiten Gattung anlangt, so las-
sen sich dieselben dureh z neue Functionen der Argumente #,, #,,... ausdriicken, von
denen ich die ate durch J(w,, #2,..., #n Ja hezeichne und auf folgende Weise defi-
nire, Man denke sich #,, #,,... vermittelst der Gleichung (3) durch #,, %, ...,

ausgedriickt und setze
I

3 *:]
a Ty L Fa () de
13, (i tas s s Hn )a = i e el : d

% Ty, . VR@) .

“:b_l

*y Anm. In dieser und in einigen folgenden Formeln hahe ich mir erlaubt, die allgemein
eingefithrte Bezeichnung fur ein hestimmtes Integral in einem Sinne zu gebrau-
chen, in welchem sie auch dann noch anwendbar bleibt, wenn die Function unter
dem Integral-Zeichen an einer der Grenzen der Integration oder an beiden un-
endlich wird, Es sei nimlich F (#) eine Function von &, die fiic alle Werthe
dieser Veriinderlichen innerhallb cines gegebenen Intervalls, dessen Grenzen
#, b sind, endlich hleibt, und es lasse sich dieselbe fir alle Werthe von a4 in
der Nithe von a durch eine Reihe von der Form

S A(z—a)Mm,
go wie fiir die Werthe von & in der Nihe von & durch eine Reihe
S B (z—&" _
darstellen. Sind nun e, # zwei bestimmte Werthe von # innerhalb des gegehenen
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——— T

mit ‘der Bestimmung, dass # und V'R (x) bei jeder einzelnen Integration dieselhen
Werthe durchlaufen wie in den Gleichungen (1), Auf diese Weise erkliirt ist J(o,, #4500 )4
eine fiir alle Werthe der Argumente w1, .... villig bestimmte, eindeutige Function.
Driickt man d,, day... durch du, ydits ... avs, so ergiebt sich (14) fiir J (wy0,5.0.5m0)

der Ausdruck

¢ | s < SO0y, wzyin )b € (g —@aq— 1) g — € (@ — aap—,) dna
sn? (n”ff” ,..}a T BNy Myae ) ealltag—y —tlyg—,) j

wo fiir b der Werth a auszuschliessen ist, Durch diese Gleichung st J(w,m,...Ja
vollstindig bestimmt, wenn noch hinzugefiigt wird, dass in der Entwickelung dieser
Function nach fallenden Potenzen von wg kein von ay, %1, 4 .. un unabhiingiges Glied

vorkommen darf. Fiir den Fall der elliptischen Functionen hat man

il
J (u) =fs“';

withrend man gewihnlich die elliptischen Integrale zweiter Gattung auf die Function

dnzr . du zuriickfithrt, was keinen wesentlichen Unterschied macht. Fiir die Abel-

L) . & M

schen Integrale zweiter Gattung haben aber die hier gewihlten Formen den Vorzug,
dass sich viele Formeln einfacher gestalten, als es der Fall sein wiirde, wenn man,
was ohne Schwierigkeit angeht, Funetionen von w,, #,, einfihrte, welche dem ange-

fiihrten elliptischen Integral conform sind.

Intervalls, der erste in der Nithe von a, der andere in der Nihe von 4 angenom-
men, so kann man, weon unter den Exponenten m, n keiner =— —1 ist (auf
welchen Fall ich mich hier heschriinke), setzen

; ;
f F(r)de = C + 8 SR 6] (Ié’—f:)"_'l‘l — 5 "I+1 A(e—a)ymtl,

‘.\.I'_I C einen von «, § unabhingigen Werth hat. Wenn die Exponenten m <41,
n 41 simmtlich positiv sind, so ist

/]
C :f F(z) dx
a
Weil aber C auch dann noch einen hestimmten endlichen Werth hat, wenn ei-
nige der Exponenten m+1, n41 nvgalw sind, so scheint es mir gestattet und

angemessen zu sein, die Formel f F(x)dz allgemein als das constante Glied in der
a

Entwickelung vnn/ F (x) dz nach Potenzen von («—a) und (#—0) zu definiren.

In dlesemSmne;stun‘n’erlaufder —ibhandlungdneBezew]mungf iiherall aufzufassen.

i el i =

=l B - )
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.

SEr

ied

0N

el-

'lIg )

=
auf

-1,

ei-
1nd

der
‘en.

eI

Man bezeichne nun

a5
_Ma=—Crq—1 Eﬂ (?)df durch Jg g
T —ay,_, VR 4
13. U
s f— -
2 z_“f“____f.”l.“_—' 2 Fe (3) dv durch 242
T—dyn VR () i
ﬂzlﬁ
und
t=n__ =i e ——
16. = Jo,e = Jo,6+ Jo,641 + . .« + Jan durch Yo,
t=b

so erhillt man 2.n* bestimmte Integrale Jop, o6, welche man in Erweiterung der
Legendre’schen Benennung vollstindige Abel'sche Jntegrale zweiter Gat{ung nennen
kann, und die in der Theorie der Abel'schen Transcendenten dieselbe Bedeutung ha-

ben wie die Grissen

K—E, FE

auf welche sie sich fiir #=—=1 reduciren, fiir die elliptischen Functionen. Wihrend z, B,

du cn#dn % cn % dn %
Y= J — = k2gn?u. dt — ————— —u— f dn?udu— — el
sn®u SN 4 BN #
0

0 0
und daher, wenn m, n ganze Zahlen sind,

Jut2mK + 2K ) = J(u) + 2m(K—E) + 2nE' ¢

" ist, so erhilt man, wenn man setzt,

(mg Ka,p + ng Koo i)

0 —

17.

=
b
R A= )
g b

(mg Ja,6 4 ny Ja,0 7)

18. J(u + 20,y w0 + 20z, . - . tn + 20n), = et o, un)‘: + 2¢,

Nach diesen vorliufigen Auseinandersetzungen, deren nihere Begriindung einer
ausfiihrlichen Bearbeitung der Abel'schen Transcendenten vorbehalten bleiben muss,
werde ich nun nachweisen, dass die Gleichungen (3, 4) des §. 1. eine Reihe ein-

facher Relationen unter den 4.n* Grissen Ko, Kab, Jo,6, Fo 6 enthalten,
3




16

gn 4‘
Fs seien a, b, ¢, o irgend vier Wurzeln der Gleichung R (#) =0, und es werde
w(_“'m = S0 B e ) Fa (@) Fa (y)
W VRhJVHw)

b d
f f U dz dy durch T
@ ¢

bezeichmet., Substituirt man fiic Fy (#), Fa (y) die in § 3. gegebenen Ausdriicke, so

erhiilt man zunichst

o7 O ia) By ol 1 P(z) Ply)_
4 0 Payg—)\(a29—1—2)(@20—1—Y) ("!n—l J'J (cru_,i—.zj V“ .Z‘:}VH(_;«‘)

und daraus, indem man

: durch U
y"'—‘ Baq—1 -Jl-—ﬂ';“._.__;

%

3 '(i!m—;-—%?';::::.:i;f} 1"(5.-, % durch V bezeichnet,
Al ( dV i : .[:.[:'?;} P(y) .
i, dw drf VR (z) VR(y)
Es ist aber, nach bekannten Sitzen iiber die Zerlegung der Briiche
Q@ A
(t—2)t—y) P
Q) 1 Qo) h W Qi 7 1

('r'—-y) l'{:l} —x (.?:v-y) Ply) t—y T{am_l——mvj-t;:m_,—y} P'(rt”_l).t—a;‘,._l
Entwickelt man beide Seiten dieser Gleichung nach fallenden Potenzen von ¢ und
setzt die beiden Coefficienten von £—1 einander gleich, so ergiebt sich

Q (=) W p o
V=1— o —_
G—mP@ T @—p P
Setzt man daher {% = N(2), wo dann R(z) = P:(») . N(2) wird, so ist
V=1— N (z)=N(s) , und daher
&E—y
gl V@R i e Na g
(& —y) 4 T—y V' N(z) V' N(y)
Dieser Ausdruck fiir U lasst sich (s. §. 1 im Anfange) umgestalten in den folgenden:
G & iV Nig) Ak d VN(»

o (y—a) VN@) &y (v—y) VNG@)




erde 1
1

y. 8O

(y)
Rey)

o ist

iden:
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Es ist aber

VN () ) VR (2)
w—a) VR ~ P G—2)VR)
L VR P)—PE)  VR(2)
~ @—2)VR@) y—%  P(a)VR(y)
VN % VR () P@)—Py)  VR(y
(@—y) VN@) —  (o—yn VR@) T—y P(y) VR(2)
und daher, wenn man E{ _I-;ﬁ") = G (z,y) setzt,
ol o 4 VR (2) Ao smd ko R
dz  (y—a) VR(y) dy  (v—y)V R(a)
s d G(a,y) V!I_(i,)_ ek d _E['.'r.', 7 V Riy)
dz: P2)VR(y) dy Py VR()

Bezeichnen nun «, # zwei bestimmte Werthe von # in dem Intervall a, 4, und
zwar der erste in der Nihe von @, der andere in der Niihe von & gelegen, und ehen-
so 7,0 zwei Werthe von y in dem Intervall ¢,d, der erste in der Nithe von ¢, der
andere in der Nithe von o gelegen, so ergiebt sich aus der vorstehenden Gleichung

mit Beachtung der im §. 1 bewiesenen Gleichung

d VR (&) d VR(y) 31 oF (, y)

& U—UVH(J) W% @—yVR@)  VR@VR@

F{? ?,'}n'? .‘.’y
Udzd
ff =y / VR@) VR ()

(SLLVRO . GeaVRay,
/ P(3) VR(y) P(e) VR(y)

4

j e 11 G0 VRE@) Gz VRE) ) 0
2f P@) VR (@) P() VR (@)

; (7]

l"I

s
Denkt man sich jetzt beide Seiten dieser Gleichung nach Potenzen von «— a,
'1: #—b, y—e, d—d entwickelt, so ist das constante Glied auf der linken Seite die oben
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durch T bezeichnete Grisse; auf der rechten Seite aber findet sich als constantes

d :
Glied das Doppel-Integral _Finy) e Ay
VRe) VR(y)
c

&
Mithin
I/

b i 7 v dl / d
1. = i ety B Ude dy =
VR(x)VR(y)
.H o
i b

{4 H

7 74 f ; 2
~ : Fa()d y—aa_s Faly)dy O Foly)dy [* =8y Fa(2) dv \
a VR(z) ta—Ga: V' R(y) V Ry ; Uag—t2a s VR(2) S

[ c ¢ a :

Nimmt man nun & = @ __ 15 D =15, €= 82c 1 d—a, , so erhilt man aus
der vorstehenden Gleichung (nach §. 1, Gl 3)
2, l;: (Ko, 6 Ja,¢ — Jo, 0 Koe ) = 0°)
Nimmt man a—a;5 , b=—@pirs €=y Gd—=fact1 s B0 ergiebt sich
3. E(Ka,b Joe — Jab Koe) = 0.
Setzt man in dieser Gleichung m fiir b, n fir ¢ und summirt von m — b bis
m=n, und von n = ¢ bis n =n, so findet man
4, 2‘: {K' a,b J ac— J a,b K n,::] =kl
Nimmé man ferner @ = @y5—yy b =025, €=, d= a5}, 50 findet sich (nach

§. 1, GL 4)

s

r ¥ e T
5. = (Kab Jab — Jop Kap) = 5
und fiit a==tp—2, b=@p—ry C=@p—1; 9d==dzm .

*) Wenn in einer Formel, wie hier, mehrere deutsche Buchstaben a, b, ¢... vorkom-
men, welche, wie schon oben bemerkt worden ist, hier ausschliesslich ganze Zahlen,
aus der Reihe 1, 2, 3,..., n genommen, bezeichnen sollen, so bezieht sich das
Summenzeichen auf denjenigen von ibnen, der unter dem = ausdricklich ange-
zeigt ist, und der dann sammtliche in der angegebenen Reihe enthaltenen Wer-
the durchlaufen muss, wiithrend jeder andere einen stehenden Werth hat. Sind
unter dem Summenzeichen mehrere Buchstaben bezeichnet, so muss jeder dersel-
ben, unabhiingig von den iibrigen, dieselben Werthe durchlaufen,




O e - Tt
6. = (Kpp—1 Jo5— Tog—1 Kpp) =5, oder

14 .50 7T
. .dE (Kn,ﬁ "a,b—l " Ja,ﬁ I“nr, b-—l): LT

Nimmt man endlich ¢« —=a,5_,, d=ay, e=a,, d=ay4,, und es ist ent-
weder ¢ =D oder ¢ <<b—1, s0 giebt die Gleichung (3) des §. 1
8. = (Ku,[, Ta,: — Ja¢ Tfa,;) =10
Setzt man in dieser Gleichupg m fiir ¢ und summirt von m=¢ bis m==x, so erhilt
man, wenn ¢ von b verschieden ist,
' 9. 3 (Koo Yae — Jap Kiao) =0
Denn wenn b= a ist, so ist jedes Glied, das hei der Summation in Betracht kommt,
nach (9) = 0; wenn aber b <Za ist, so sind nur diejenigen Glieder nicht =0, welche
man fir m=0—1 und m=25 erhilt; deren Summe aber ist in Folge der Gleichun-
gen (5,6,7) ebenfalls — 0,
Setzt man in der Gleichung (9) ¢ =0+1 und addirt alsdann zu ihr die Gleichung
(5), und bemerkt, dass Kgp = Ea,b + Kapt+1, Jobp = Ta,ﬁ + JYapt1 ist, so
erhialt man
10. 3 (Ko Yo — Jus K:a,b) SAcdda

=D
g. 5‘
Die Gleichungen (2, 4, 9, 10) des vorhergehenden §., welche hier noch einmal

zusammengestellt werden migen:

1. E(I{a,b Jn‘l’c i Jﬂ'ﬁ l{g’c ) =) 3

2 %: (K'n,B J'a,: - J'a,b K’q,c ) ='0,,

3. = (Ku,b Yoo — Jo,8 Ko ) — 0, wenn ¢ :t; b,

> ' Eoo 7L

4. 3 (Kop Vo5 — Jo Kop) = T
enthalten eine Reihe von (2n? —n) Relationen unter den 4n? Grissen Ko 6, Ja,b,
Kab, Jab . Die erste Gleichung niimlich, deren linke Seite identisch — 0 wird,
wenn man ¢ — b nimmt, und nur ihr Zeichen wechselt, wenn diese heiden Indices

unter einander vertauscht werden, giebt __"E_;l Relationen; eben so viele die
zweite; die dritte aber giebt deren n(n—1), und die vierte n, alle zusammen also
enthalten __’?.(._“2___1,} + “f%—'i + nn—1) + n = 2n* —n Relationen.

4
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Ich werde jetzt aus diesen Relationen nach einige andere herleiten, welche hei
den in der Einleitung angedeuteten Reihen-Entwickelungen der Abel'schen Transcen-

denten gebraucht werden.
Fs bezeichne G die Determinante des Systems
Ky K:Jz LR Kiyn
ORI L TR At (AR,

4 8 % 8 8 & B % & &5 & @

R ST ere s Ry
und Gg,b den Coefficienten von Kq,p in dem Ausdrucke von G, so ist, wenn
Eu b
5 & = I
9 a,b G
geselzt wird,

; s
6. 7;5 Gliane s 0, wenn ¢ = b,

1, wenn ¢ — b ist,

= 0, w b= a
E Gac Ko e , wenn b — a,

1, wenn b = a ist.

Nun hat man (Gl. 1) : j
lc‘:hr.,m den = -Ehc,n Je,m, also

T: Ga,m Gon Kem Jeon = = 'Gaym Go,n Keon Jem

¢, n,c,m
Summirt man auf beiden Seiten in Bezug auf die einzelnen Indices in der Ord-
nung, in welcher sie unter dem Summenzeichen geschrieben stehen, so erhdlt man
mit Hiilfe der Gleichung (7)
8. I_T: Gb,n Ju'n = .:: Gﬂ,m Jb,m

Setzt man daher
9, .c:': G:';,g Ja][‘ — l‘._'a,b y S0 ist

10. Fao,6 = Fob,e
Multiplicirt man die Formel G¢ o Ja,n durch K¢, und summirt dann in Bezug auf
¢, n, so findet man mit Hilfe der Gleichungen (9, G)
4508 Jaiyie= E‘f Fo,c K,
Ferner ist (Gl. 3, 4)
0, wenn ¢
T

) Z b,
S (Km,e Im,p — In,e Kmyp) = 7 =
m 2 , wenn ¢ = b,




=1

daher = Goe (Kme Jmp — Jme Kmp ) =
m,¢ Ty

Aber c;?l'l Ga,e Kmye Im,p = Va0,

c.:-l'n Gd,f Jm,: K'm'{w = %l Fm_::. K’m,b :E' Pgln K';]b y
3 1

T . y
also ' 12, Yo, 5 = o Ga, 0 .E- Fe,a Keib

Fndlich ist (G1, 2
N K Jea =13 Ko Yoo,
¢ c

und daher, wenn man Je,a und Yoo vermittelst der Formel (12) aunsdriickt, indem
man das einemal ¢, a, m fir a, b, ¢ und das anderemal ¢, b, m fir a, b, ¢ schreibt,
und bemerkt, dass

c;;,‘ﬂ[-‘m'r_ Keo Kmae = :.'5 Fm,e K¢a Km;o
)

L
ist, weil man auf der rechten Seite dieser Gleichung m und ¢ mit einander vertauschen
und dann wieder Fi, ¢ fiir e m setzen darf,

13, S Gejo Koo = 3 6Ge,0 Kieja
c c

Diese Gleichung ist hesonders bemerkenswerth, weil in ihr nur Abel'sche Integrale
der ersten Gattung vorkommen.

Bezeichnet man den Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung durch Hg s,
wo denn
14. Ha,s - Hp,a
ist, so erhiilt man noch

E SR L — :”c,u Ke,6

Durch die hier entwickelten Formeln wird iibrigens auch der Beweis gelie-
fert, dass die (2n?—n) Gleichungen (1, 2, 3, 4) unabhiingig von einander sind,
d. h. dass keine von ihnen eine Folge der iibrigen ist. Dies wird der Fall sein, wenn
sich simmitliche in denselben vorkommende 4n* Grissen durch (2n* < n) andere, will-
kiihrlich angenommene, ausdriicken lassen. :

Nimmt man nun aber die n? Grissen Ka 6 willkithrlich, die durch Fa 5, Ha b
begzeichneten aber so an, dass den Bedingungs-Gleichungen (10, 14) Geniige geschieht
and driickt dann durch diese Grissen, deren Anzahl (2n? 4 m) ist, vermitielst der

Formeln (11,12,15) Ja,6, Ya,6, Ka,6 aus, und substituirt die so erhaltenen Ausdriicke
4:
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derselben in die Gleichungen (1, 2, 3, 4), so iiberzeugt man sich mit Hiilfe der Re-
lationen (6, 7) leicht, dass in jeder dieser Gleichungen die linke Seite identisch = 0~

wird.

Es ist bei den vorstehenden Entwickelungen ausdriicklich angenommen worden,

dass die Wurzeln der Gleichung R(2) = 0, a,, @, « . +, @angy simmtlich reell und

ihrer Grisse nach geordnet seien. Gleichwohl behalten die gewonnenen Resultate

unverindert und ohne Ausnahme ihre Giiltigkeit, wenn auch diese Bedingungen nicht
erfiillt sind; es bedarf alsdann nur einer geeigneten Modification der in §. 1 getroffe-
nen Bestimmungen hinsichtlich der Festsetzung desjenigen Werthes von V R(2), der
bei jeder einzelnen Integration genommen werden muss. Ich kann jedoch, des be-
schriinkten Raumes wegen, in nihere Erirterungen iiber diesen Gegenstand nicht ein-
gehen, Ebenso muss ich es mir versagen, itber den in der Einleitung erwiihnten
Gebrauch der entwickelten Relationen auch nur andeutungsweise etwas Nitheres anzu-
geben, Ich hegnige mich schliesslich — hesonders um darauf hinzuweisen, dass
auch die zuletzt gegebenen Entwickelungen nicht ohne Bedeutung sind — den allge-
meinen Ausdruck der Hiilfsfunctionen hinzustellen, auf welche die Abel'schen Transcen-
denten zuriickgefiihrt werden konnen.

Fs seien #,, t15...5 Zn unbeschriinkt verinderliche Grossen; ., flz5 «oo ftn,
Viy ¥2y +sey vn ganze Zahlen, von denen jede entweder — 0, oder — 1 zu nehmen
. &n, verinderliche ganze Zahlen, deren jede unabhiingig von den iibrigen

18t; ty, €y,
w und + w enthaltenen Werth annehmen kann; man

jeden zwischen den Grenzen
bezeichne ferner wH,,5 durch 9,5, %Gg,a durch 7,5, und bilde die unendliche Reihe

Se= (P (@ — 5 %) (@ — T %) + (@a— 7 %) (o + a7 ),

= auf a, b, S aber auf @,, @ .. .. bezieht. Be-

wo sich das Summenzeichen =
zeichnet man die durch diese Reihe dargestellte Function von Z,, &5 . . .
Hl (£, &5 - - - .5 &n'), so hat dieselbe je nach den verschiedenen Werthen, die

. durch

man den Zahlen u,, »; geben kann, 4" verschiedene Formen, welche den Jacobi’schen
® Functionen, in welche sie fiir » — 1 iibergehen, durchaus analog sind. Fiihrt man
nun statt Z,, £, . . . die Argumente #,, %, . . . ein, indem man

g = Zsq ¥ =+ Basn 2 o o oo T Tnya tn
seizt, so erhilt man die erwihnten Hiilfsfunctionen von o, #25 +¢+%n durch welche
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die von mir eingefithrten Functionen sn (w,, #;,..)5, €0 (%, 5 % 90)ay A0 (Hyy 255 00)s
und noch mehrere andere, mit diesen im Zusammenhange stehende, ausgedriickt wer-

den kinnen und zwar eine jede als ein Quotient zweier derselben. Das Niihere
hieriiher gedenke ich in der erforderlichen Ausfiihrlichkeit in einem grossern Werke

zu geben, welches ausser allgemeinen Untersuchungen iiber die Integrale algebraischer

Functionen insbesondere die Grundziige einer umfassenden Theorie der Abel'schen

Transcendenten enthalten soll.
Braunshbherg, 17. Juli 1849,

Karl Weierstrass.




Schulnachrichten.

I. Allgemeine Lehrverfassung.

Prima. Ordinarius Herr Oberlehrer Dr. Bumke.
A. Sprachen.

1. Deutsch, Literaturgeschichte bis auf die neueste Zeit, nach Hiippe; Lesung
und Erklirung mehrerer Sticke der betreffenden Schriftsteller. Schriftliche Arbeiten.
3 St. Schultsz,

9. Lateinisch. Cic. de fin, TIL. IV, — Or, Rose. Am, und Mare. Miindlich
iibersetzt wurde aus Kraft’s Anleitung §. 47 —69. Die Lehre vom Satzbau nach
Schuliz Grammatik §. 428—459. Alle 14 Tage ein Extemporale und eine schriftliche
Uebersetzung zu Hause, alle Monat ein Aufsatz. 6 St. Hr. Oberlehrer I.ingnau.
Hor. carm. I. und II. zgm Theil memorirt. Sat. I. 1. und art. poet. 2 St. Schultz

Griechisch. Plat. Phaed. Die Lehre yon den Zwischensiitzen und den Modis;
nach Buttmann. Schriftliche Arbeiten. Hom, JI, V—VII. Herod, I. ¢. 1—20, Soph.
Phil. 7 St. Hr. Dr. Bumke.

4. Franzosisch, Grammat. Wiederholungen; Syntax — zum Theil in Franzi-
sischer Sprache. TLamartine Voyage etc, Athénes, Bayruth. Extemporalien aus der
Franziosischen Literaturgeschichte. — 2 St. Hr. Dr. Fuuge.

5. Hebriisch, Mos. Il 13—26. Memorirt wurden die zehn Gebote, Gramma-
tik nach Gesenius, 2 St. Hr. Religionslehrer Wien.

6. Polnisch. Formenlehre und Syntax nach Poplinski; schriftliche Uebun-
gen. Polsfus Lesebuch, 8. 48—60. Hr. Branden burg.

B. Wissenschaften.

1. Religionslehre. Erklirung des Evangelinms nach Mareus im Grundtexte;
Kirchengeschichte von Constantin bis auf Karl d. Gr. 2 St. Hr. Wien. — Fir die
evangelischen Schiiler: Einleitung zum Ev. Joh., erklirt und gelesen ¢, 5 bis zu Ende
in der Grundsprache; Einleitung zum Briefe an die Gal,; Thomasius, Grundlinien ete,
‘§. 1—23. 2 St. Hr. Pfarrer Liedke.

2. Phil. Propideutik. Empirische Psychologie, einzelne Wiederholungen aus
der Logik. 2 St. Schultz

B R
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3. Mathematik., Weitere Ausfiihrung der Lehre von den Gleichungen; Anwen-
dung der_A]gelna auf die Geomeitrie, Stereometrie und Wiederholung der Trigonome-
trie; nach Koppe. 4 St. Hr, Gymnasiallechrer Weierstrass,

4, Physik., Statik und Mechanik fester und fliissiger Kérper. 1 St. Hp
Weierstrass, _

5. Geschichte. Rom. Kaisergeschichte. Mittelalter. Repetizionen, 2 St. Hr.
Gymnasiallehrer Dr. Bender.

6. Naturbeschreibung., Mineralogie. Wiederholungen. 1 St. Hr. Oberlehrer
Dr, Saage.

Sekunda. Ordinarius Herr Oberlehrer Lingnau.

A. Sprachen,

1. Deutsch. Poetik. Erklirung poetischer Stiicke. Kontrole der Privatlektiire.
Aufsitze. 4 St. Hr. Dr. Fuuge,

2, Latein. Liv. XXIL; einige Reden aus demselben wurden memorirt. Cic. or.
Cat, I. gelesen und memorirt, dann pro Dejot, Grammatik nach Schuliz Kap. 58—63
— Beispiele nach ‘August. Alle 8 Tage eine schrifiliche Arbeit aus Kraft's Griech.
Geschichte §. 71—125., Woachentlich ein Extemporale, das memorirt wurde, Fiir die
obere Abtheilung einige Versuche in freien Arbeiten. 6 St. Hr. Lingnau.

Virg. Aen. I. und ILI. 2 St. Hr. Dr. Bender.

3. Griechjsch. Xen. Cyrop. IIL. und 1V. Grammatik nach Butim. Gebrauch
der Tempora und Modi, die Priposizionen. Schriftliche Arbeiten. 4 8t. Hr. Dr, Bumke,
Hom, Od. X1V., woraus einige Stellen memorirt wurden. 2 St. Hr. Linghau.

4. Franzisisch, Charles XII liv. I. und IL. Unregelmiissige Verba. Extempo-
ralia. Hiusliche Arbeiten. 2 St. Bis Ostern Hr, Oestreich, dann Hr. Dr. Fuuge,

5. Hebriiisch. Mos. 1. 42, 43, 44 nach Vaters Lesebuch. Grammatik nach Ge-
senius, 2 St. Hr. Wien,

6. Polnisch. Aussprache und Formenlehre nach Poplinski. Schriftliche Uebun-
gen, Polsfus Lesebuch S. 1—23. Hr. Brandenburg,

B. Wissenschaften,

1. Religionslehre. Die Sittenlehre. 2 8t, Hr, Wien. Fiir die evangelischen
Schiiler; Die Unterscheidungslehren der evang.-protest, und Rém.-kath. Kirche nach
dem Duisburger Katechismus. Einleitung zur Apostelgesch., und die ersten Kapitel
derselben in der Grundsprache gelesen und erklirt. Kirchengeschichte bis zum Anfange
des 16, Jahrh. 2 St. Hr. Liedke.

2, Mathematik, Die Lehre von den Potenzen und Logarithmen, den arithme-
tischen und geometrischen Reihen, nebst deren Anwendungen, Wiederholung derAehn-
lichkeitslehre, Ausmessung der geradlinigen Figuren und des Kreises. Ebene Trigo-
nometrie nach Koppe. Arithmetische und geometr, Aufgaben. 4 8t. Hr. Weierstrass,
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3. Physik. Statik u. Mechanik fester u. flissiger Korper. 158t He. Weierstrass.
4. Geschichte und Geographie. Allgemeine Einleitung.  Geschichte der
Orientalen, Griechen und Mazedonier. — Asien ausfiihrlich, dann Afrika, Amerika
und Australien. 3 St. Hr. Dr. Bender. :
5. Naturbeschreibung, Mineralogie. 1 St. Hr. Dr. Saage,

%

Werzia. Ordinavius fiir Oberterzia Herr Oberlehrer Dr, Saage,
fiir Unterterzia Herr Dr. Fuuge,
A, Sprachen.

1. Deutsch. Die algemeinen Eigenschaften, des Stils, Synonymik, Schriftliche
Arbeiten, 4 St. Hr. Dr. Bumke.

9. T.ntein. Oberterzia; Caes. b. G. lib. VI. I. und Anfang von I Memorirt
b. G. VI, 13—29. Grammatik nach Schultz: Tempora und Modi; dazu Uebungen aus
Litzinger. Schriftliche Arbeiten. 6 St. Hr. Dr. Sange. — Ovid. Met, lib, I IIL
IV. Einzelne Abschnitte wurden memorirt. 2 St. Hr, Dr,Bumke.

Unterterziaz Caes. b, G. lib. ¥1. VII. — Ovid, Met, lib. L. IT; aus I. wurde
der Anfang memorirt, Grammatik: Syntax cas. und Wiederholung der Etymologie.
Uebungen aus Litzinger. Schriftliche Arbeiten, 8 iSt. Hr. Dr, Fuuge,

3. Griechisch, Xen. Anab. lib. 1, und HI, ¢. 1. Memorirt wurde die Rede
des Klearchus 1. 5. Grammatik nach Buttmann: die Verba auf pe und die unregel-
missigen Verba. Schriftliche Uebungen nach Halm. 5 St.  Hr. Wien,

4, Franzisisch., Oberterzia: Hecker, kleine Erziihlungen 40—90. Gramma-
tik: regelmiissige und unregelmissige Verba. 2. St. Hr. Dr. Fuuge. Unterterzia:
Formenlehre, 2 8t. bis Ostern Hr, O estreich; nach Ostern mit Oberterzia zusammen,
Hr. Dr. Fuuge.

B. Wissenschaften.

1. Religionslehre. Einleitung in die Glauhenslehre, und Glaubenslehre, 1. Thl.
o St. Hr. Wien. — Fiir die evangelischen Schiiler: Einleitung in die kanonischen
und apokryphischen Biicher des alten Testaments. Wiederholung des 1—I1I. Haupt-
stiicks des Lutherischen Katechismus; das IV, u. V. wurde memorict. 28t. Hr. Liedke.

9, Mathematik. Oberterzia: Gleichungen des ersten und zweiten Grades mit
einer und mit mehreren Unbekannten. Kreislehre. 2 St. Unterterzia: Wiederholang
der Buchstabenrechnung. Gleichungen des ersten Grades. Erster Theil der Kreislehre,
9 St. Kombinirt: Vergleichung und Ausmessung der geradlinigen Figuren, nach Keppe.
Arithmetische und geometrische Aufgaben, 2. 8t. Hr, Weierstrass.

3. Geschichte und Geographie. Rimische Geschichte, Geographie von den
Lindern Europas nusser Deutschland. 4 St. Hr. Dr. Bender.

4. Naturbeschreibung. Schleimthiere. Botanik, 2 St. Hr. Dr, Saage.
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Quarta. Ordinarins Herr Gymnasiallehrer Dr, Bender,
A, Sprachen.

1. Deutsch. Die Lehre vom zusammengesetzten Satz, Lese- und Deklamazions-
Uebungen; nach Otto. 4 St. Hr, Brandenburg.

2. Latein, Wiederholungen aus der Formenlehre; Gebrauch der Kasus, Ace. c.
inf.,, Partizipial-Konstrukzion; nach Zumpt, Schrifiliche Uebungen; nach Litzinger. —
Nep.: Lysander, Alcib., Thras,, Conon, Dion, Isocr., Chabr.; Conon memorirt. 6 St.
Hr. Dr. Bender, Phaedri fah, sel. 2 St. Hr. Brandenburg,

3. Griechisch. Die Formenlehre bis zu den Verben auf us, nach Buttmann.
Uebersetzung entsprechender Stiicke aus Jacobs Elementarbuch. 4 St. Hr. Dr, Saage,

B. Wissenschaften.

1. Religion. Biblische Geschichte; nach Kabath. Die Lehre von den heil. Sa-
kramenten und die Sittenlehre; nach Ontrup. 2 §t. Hr. Wien. Fiir die evangelischen
Schiiler: Lebensgeschichte Jesu Christi. Das 1I. Hauptstiick des Luther. Katechismus
wurde wiederholt, das III. memorirt und erklirt, 2 St, Hr. Liedke.

2. Mathematik. *Anfabgsgrinde der Buchstabenrechnung; Gleichungen des
ersten Grades. Die Planimetrie bis zur Kreislehre; nach Koppe. Arithmetische und
geometrische Aufgaben. 4 St, Hr. Weierstrass.

3. Geschichte und Geographie. Geschichte der Orientalen und Griechen,
2 St. Bis Ostern Hr. Oestreich, dann Hr. Dr. Bender. — Geographie der
aussereunropiischen Welttheile, Deutschland. 2 St. Bis Ostern Hr. Oes treich, dann
Hr, Dr. Bumke.

4. Naturbeschreibung, Siiugethiere; Insekten, 2 St,  Hr, Dr. Saage,

y @Quinta. Ordinarius Herr Brandenburg.
A, Sprachen,

Deutsch. Die Redetheile; Deklinazion und Konjugazion. Einfacher und erwei-
terter Satz. Lese- und Deklamazionsiibungen; nach Otto. Schrifiliche Arbeiten, 4 St.
Hr. Dr. Fuuge, X

2. Latein. Unregelmissige Perfekta und Supina. Satzlehre; nach Zumpt, Schrifi-
liche Uebungen; nach Litzinger. 6 St. Hr. Brandenburg. Wiederholungen. 3 St.
Hr. Lingnau,

B. Wissenschaften.

1. Religionslehre. Biblische Geschichte; nach Kabath. Glaubenslehre bis zur
Lehre iiber den h. Geist. Das kathol. Kirchenjahr. 2 8t. Hr. Wien. — Fiir die
evangelischen Schiiler: Biblische Geschichte; nach Kohlransch. Das IL Hauptstiick des
Luther. Katechismus nebst betreffenden Bibelstellen und Liederversen, 2St. Hr.Liedke,
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9, Mathematik, Proporzionslehre und die sich darauf stiitzenden biirgerlichen
Rechnungsarten. 3 St. Hr. Brandenburg.

3. Geschichte und Geographie. Biographische Erzithlungen aus der mittlern
und neuern Geschichte. 2 St. Bis Ostern Hr. Oestreich, dann Hr, Dr, Bumke.
Geographie von den einzelnen Lindern Europa's. 2 St. Bis Ostern Hr. Oestreich,
dann Hr. Dr. Saage.

4. Naturbeschreibung. Einleitung. Vogel; Insekten. 2 St. Hr, Dr, Saage.

Sexta. Ordinarius vor Ostern Herr Oestreich, nach Ostern Schultz.
A. Sprachen,

1. Deutsch, Entwickelung der Redetheile; der einfache Satz. Lese- und Dekla-
mazionsiibungen; nach Otto, 4 St. Hr. Brandenburg. ’

2, Latein. Die regelmissige Formenlehre; nach Zumpt. Uebungen nach Litzin-
ger. 6 St. vor Ostern Hr. Oestreich, dann Schultz. Wiederholungen und Memo-
riren von Stammwortern, 3 St. Hr, Dr. Bender. '

B. Wissenschaften,

1, Religionslehre. Biblische Geschichte, nach Kabath. Einiibung und Erkla-
rung von Bibelstellen. 2 St Hr. Wien. Fiir die evangelischen Schiiler: Biblische
Geschichte; nach Kohlrausch, Das 1. Hauptstiick des Lutherischen Katechismus. 2 St
Hr. Liedke.

9. Mathematik. Die vier Spezies mit ganzen und gebrochenen, benannten und
unbenannten Zahlen. Kopfrechnen, 4 St. Hr. Brandenburg,

3. Geschichte und Geographie. 3 St Biographische Erzihlungen aus der
alten Geschichte., Vor Ostern Hr. Oestreich, dann Hr. Lingnau. Die Vorbegriffe
der Geographie. Ozeanographie und allgemeine Beschreibung der fiinf Erdtheile. Yor
Ostern Hr. Oestreich, dann Hr. Weierstrass, ’

4. Naturbeschreibung. Einzelnes Ausgewihlte aus allen drei Reichen. 2 St.
Hr. Dr. Saage.

Fertigkeiten

1, Schionschreiben, In Quarta 1, in Quinta 3, in Sexta 4 St. Hr, Zeichen-
lehrer Hopffner.

9. Zeichnen. In Quarta 2, in Quinta 2, in Sexta 2 St, ausserdem fur diejeni-
gen Schiiler der obern Klassen, die sich weiter auszubilden wiinschten, 1 St
Hr. Hapffner.

3. Singen. In Sekunda, Terzia und Quarta, Quinta, Sexta und einer Selekta
aus allen Klassen je eine Stunde. Hr. Seminarlehrex Wilhelm.
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4. Turnen, Uebungen der Schiiler withrend des Sommer-Semesters, jeden Mitt-
woch und Samstag von 5 bis 7 Ubr, unter Leitung des Herrn Inspektors Heller und
unverdrossener, dankenswerther Theilnahme des Herrn Weierstrass,

Il. Hohere Verfiigungen.

1. Die Pfingstferien sollen auf eine volle Woche ausgedehnt werden. Kinigs-
berg, den 1. November 1848.

2. Den Schiilern ist nach Ministerialerlass vom 25, November 1848 die Theil-
nahme an politischen Versammlungen nicht zu gestatten. Den 5. Dezember 1848,

3. Nach Ministerialerlass vom 14. Dezemher v, J. bleihen die hestehenden Ein-
richtungen bis zur erfolgten gesetzlichen Neugestaltung des Schulwesens in voller
Kraft, Den 3, Januar 1849,

IIl. Chronik des Gymnasiums.

1. Das Schuljahr wurde am 13. September 1848 mit einem feierlichen Gottes-
dienste eriffnet,

2. Der Geburtstag Sr. Majestiit des Kinigs wurde nach vorhergegangenem
Gottesdienste in gewohnter Weise von der Anstalt gefeiert, Die Festrede hielt Herr
Gymnasiallehrer Dr, Bender.*

3. Herr Oberlehrer Dr. Kruge wurde am 1. Mai c¢. mit Pension aus seinem
Dienstverhiiliniss zur Anstalt entlassen,

4. Dic erledigte Religionslehrerstelle wurde durch Bestallung vom 16, August
v. J. dem Herrn Wien iibertragen, — Herr Johann Wien ist den 14. Dezember
1820 zu Medien im Kreise Heilsherg gehoren. Auf dem Progymnasium zu Rés-
sel und dem Gymnasium zu Braunsberg vorgebildet, besuchte derselhe 2%, Jahr
die Universitit Breslau, wo er theologische und philologische Vorlesungen hirte,
und 2 Jahre das hiesige Lyceum Hosianum. Schon im Oktober 1846 trat er als stell-
vertretender Religionslehrer bei der Anstalt ein und wurde gern und mit frohen Hoff-
nungen fiir eine segensreiche Wirksamkeit von derselben aufgenommen. Die h. Wei-
hen erhielt er in der Fastenzeit 1847,

6. Unter dem 16, September pr. erfolgte die definitive Abberufung des frilhern
Oberlehrers Herrn Dr. Lilienthal ‘als Direktor des Progymnasiums zu Rassel.
Die Anstalt hat in ihm einen thitigen und pflichttrenen Lehrer verloren, welches ihe

seit mehr als 20 Jahren gewissenhaft seine Krifte gewidmet hatte. Unsre besten
5 *
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Wiinsche fiic eine fernere gedeihliche Wirksamkeit und fic sein Wohlergehen haben
den Scheidenden begleitet.

6. Herr Hiilfslehrer Krause, der bis August v.J. die Stelle des Herrn Lilien-
thal vertreten hatte, wurde durch Verfigung vom 25. September pr. als ordentlicher
Lehrer an das Progymnasium zu Deutsch-Krone berufen. Derselbe hat sich dorch
seine dreijihrige hiesige Thitigkeit die Anerkennung der Anstalt und die Liehe sei-
ner Schiiler erworben,

7. Als Lehrer der Mathematik und Physik wurde unter dem 16. September pr.
der bisherige Gymnasiallehrer Herr Weierstrass vom Progymnasium zn Deuntsch-
Krone hieherberufen. — Here Karl Weierstrass wurde am 31. Oktober 1815
zu Ostenfelde im Regierungsbezirk Minster geboren; er machte seine Gymnasial-
Studien auf der Vorbereitungsschule des Gymnasiums zu Miinster und dem Gymna-
sium zu Paderborn, von wo er im Herbst 1834 mit dem Zeugniss der Reife entlas-
sen wurde. Vom Herbst 1834 bis Ostern 1838 widmete er sich auf der Universitat
Bonn den staatswissenschafilichen, naturwissenschaftlichen und. mathematischen Sto-
dien und besuchte, nachdem er ein halbes Jahr bei den Seinigen zugebracht, mnoch
lingere Zeit die Akademie zu Minster, um sich unter der Leitung des Herrn
Prof. Gudermann in der hihern Mathematik weiter auszubilden. Um Ostern 1841
machte er bei der wissenschaftlichen Priifungskommission zu Miinster die Prifung
pro facultate docendi und hielt darauf im Schuljahre 1841/42 an dem dortigen Gym-
nasium das vorschriftsmissige Probejabr. Im Anfang des Schuljahres 1842/43 wurde
er als Lehrer der Mathematik und Physik an das Progymnasium zuDeutsch-Krone
berufen und hier im folgenden Schuljahre als ordentlicher Lehrer angestellt.

Herr Weierstrass hat folgende wissenschafiliche Arbeiten bekannt gemacht:

1. Ueber die analytischen Fakultiiten. Deutsch-Krone, 1843.
9, Ueber die Sokratische Lehrmethode. Deutsch-Krone, 18435,

8. Here Schulamiskandidat Richard Oestreich blieb nach zuoriickgelegtem
Probejahe vom Mai v. J. an als Lehrer bei der Anstalt thiitig, bis er zu Ostern d. J.
als Hiilfslehrer an das Gymnasium zu Konitz berufen wurde. Er hat sich die An-
erkennung der Anstalt und die Liebe seiner Schiiler erworben.

9. Die Krankheit des Herrn Oberlehrers Dr. Otto dauerte auch in diesem Jahre
fort und machte ihm jede amtliche Thiitigkeit unmaglich. Nach dirztlicher Versiche-
rung diirfen wir seinem Wiedereintritt zu Anfang des niichsten Schuljahres mit Ge-
wissheit entgegensehn.

10. Von Anfang Oktober bis Anfang Dezember v. J. war Herr Oberlehrer Ling-
nau als Abgeordneter zur Nazional-Versammlung in Berlin. Zu seincr Stellvertretung
war der Hiilfslehrer Herr Julius Winterfeldt vom Gymnasium zu Konitz hieher-
berufen worden, Der Letztere erkrankte jedoch bald und begab sich mach dfter un-
terbrochener Thiitigkeit in den Osterferien nach Konigsberg, wo er seine Gesundheit
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wiederzufinden hoffte, aber auf eine traurige Weise den Tod fand. Am 11. Mai
wohnten Lehrer und Schiiler der Anstalt einer h, Seelenmesse fiiv ihn bei.

11, Bei der Heftigkeit der Cholera in der letzten Hilfte des Oktobers und der
ersten Hiilfte Novembers v.J. waren wir genithigt, den auswiirtigen Schiilern fir diese
Zeit die Riickkehr zu den Thrigen zu gestatien. Fiic die Zuriickbleibenden wurde der
Unterricht in den Hauptfichern in zwei tiglichen Stunden fortgesetzt, um den Nach-
theil dieser Unterbrechung so weit als miglich zn mildern. Einzelne Erkrankungen er-
folgten dennoch; ein Schiiler, der Quartaner Wittenherg von hier, erlag der Krankheit,

12, Das Stipendium Schmiillingianum wurde durch Beschluss der ordentlichen
Lehrer vom 27, Miirz c. fiir das Jahr 1849 dem Oberprimaner Eduard Holzmann
aus Mehlsack verliehen.

IV. Statistische Uebersicht.

1. Wiihrend des verflossenen Schuljahres haben am Unterrichte'Theil genommen, in

Prima A und B . ; - ; 53 Schiiler
Sekunda A und B . . ; : 63 =
Terzin A und B . : : : G 5
Quarta . . . - . . 47 -
Quinta . . . . ¢ 2 42 =
Sexta . . . & ; . 31 -

‘ ~ zusammen 301 Schiiler,

Zu Anfang und im Laufe des Schuljahres sind 62 Schiiler aufgenrommen worden;
abgegangen sind ans Prima 8, aus Sekunda 7, aus Terzia 7, aus Quarta 2, aus Sexta
1, zusammen 25 Schiiler. Die Zahl der gegenwiirtigen Schiiler der Anstalt, die Abi-
turienten eingeschlossen, betrigt demgeméss 276 Schiiller. Der Sekundaner Johann
Raschkowski aus Allenstein starh in den Weihnachtsferien bei den Seinigen, der
Quartaner Herrmann Wittenberg im October pr. an der Cholera hierselbst,

2. Bei der Abiturientenpriifung am Schlusse dieses Schuljahres, welche am 19.
und 20. Juli ¢. unter dem Vorsitze des Unterzeichneten, der zum Kinigl, Kommissa-
rius ernannt war, Statt fand, erhielten folgende Primaner das Zeugniss der Reife:

e

War |
Namen Alter. | Geburtsort. | Konfession, I in | Studiom, Ort.
| Prima.|
1. Joseph Biermanski 197 1. | Dittrichswalde| kathol. 2 L I Theologie Braunsherg.
2. Ednard Holzmann | 22%, J. | Mehlsack kathol. 2 J. | Theologie | Braunsherg,
3, Angust Kilssner  [179/ J. | Rissel kathol. 2 J. | Philologie | Kinigsherg.
4. Franz Loffler {21 J.- | Braunsberg kathol. | 2 J. | Kameral-Wissens. | Kiinigsherg.
5. Karl Neumann 123 J. | Stuhmsdorf kathol. 3 J. | Theologie Braunsherg.
i. Anton Pohlmann |20 J. | Retsch i kathol. 2 J. | Theologie Braunsherg.
7. Johann Riszewski 21'4 I. | Allenstein kathal. 2 J. | Theologie Brannsberg.
S. Hubert Saage {214 J. | Frauenburg kathol. 2 J. | Kameral-Wissens. | Kinigsberg,




Neun von den angemeldeten Abiturienten traten vor der miindlichen Priifung,
einer vor Beendigung derselben zuriick,. Einem konnte die Prifungskommission
das Zeugniss der Reife nicht ertheilen,

Zugleich mit den Schiillern des Gymnasiums machte als Extranens die Priifung
und erhielt das Zeugniss der Reife Karl Guttzeit aus Bandels.

3. Fiir die Echaltung und Vermehrung der Bibliothek und der Sammlungen wurde
die etatmiissige Summe verwendet. An Geschenken erhielt die Anstalt:

a. Durch die hohen vorgeseizten Behirden: 1. Lischin, Genealogiedes Preuss.
Kinigshauses; 2. Haupt, Zeitschrift fir deutsches Alterthum, 7. Band; 3.
Crelle, Journal fiir Mathematik, 36, 37. und 38. Band; 4, Spruner,
hist. geogr. Atlas, 12, Lieferung; 5. Codex Pomeraniae diplomaticus 1. Bnd.
3. Lieferung.

b. Vom Herrn Buchhiindler Huye hierselbst:

1, Bliitter fiir literarische Unterhaltung; Jahrgang 1848; 2. Das
Ausland; Jahrgang 1848; 3, Magazin fiir die Literatur des Auslan-
des, Jahrgang 1848,

Fiie die Naturalien-Sammlung sind in den letzten Jahren geschenkt worden: 1, ein
weisser Hase, von Herrn Major von Heyking; 2. eine grosse Schildkrite und eine
Eule aus Philadelphia, von Herrn Rathsherrn Kuckein; 3. ein Birkhahn, vom Herrn
Prediger Thiel in Crossen; 4.zwei Fledermiiuse vom Herrn H npffner; 5. ein Reiher
und ein Perlhubn von Herrn Lingnau; 6. ein Rehschidel, von Herrn Weierstrass;
7. zwei Hiorner, vom Sekundaner Braun; und einzelnes Andere von Schillern. — Im
Namen der Anstalt driicke ich fiir diese Geschenke hier nochmals den schuldigen Dank aus.

V. Oeffentliche Priifung und Sechlussfeierlichkeiten.

1. Die iffentlichen Prifungen werden Donnerstag den 2. August in
folgender Weise Statt figden:
Vormittags von 8 — 12 Uhr.
Prima,  Religion, Mathematik, Deutsch.
Sekunda. Latein, Griechisch, Geschichte.
Terzia. Latein, Franzisisch, Griechisch.
Quarta, Latein, Mathematik, Naturgeschichte.
Nachmittags von 2—4 Uhr
Quinta. Latein, Deutsch.
Sexta. Latein, Rechnen,
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2. Freitag den 3. August Morgens um 8 Uhr Schlussgottesdienst, Um
9 Uhr finden auf dem grissern Rathhaussaale, der uns durch die Giite des Stidti-
schen Magistrats zu diesem Zwecke bewilligt worden, die Entlassungsfeierlichkeiten
in folgender Ordnung Statt: Gesang; Deklamazion der Schiiler; Abschiedsrede des
Abitarienten Franz Léffler; FErwiederung derselben durch den Primaner Joseph
Preuschhoff; Bekannimachung der Versetzungen und Entlassung der Abiturienten;
Gesang.

Nach Bgendigung der Feierlichkeiten private Yertheilung der Zensuren in den
Klassenzimmern des Gymnasiums,

Schlussbemerkung.

»

Das neue Schuljahr beginnt Dienstag den 11. September c. mit einem feietlichen
Gottesdienste Morgens 7'/, Uhr, zu welcher Zeit sich alle Schiiler piinkilich einzufin-
den hahen. '

Die Aufnahme neuer Schiiller wird am 8, und 10. September Statt finden,
Braunshbherg, den 1. August 1849,
Schultz,
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