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MEMOIRE

sur les triangles inscrits maxima et les triangles circonscrits minima
de I'ellipse.*)

So[t ADBE (Fig 1.) une ellipse, dont les axes ont les valeurs 2a et 2b. Imagi-
nons que, sur son grand axe, comme diamétre, on décrive une circonférence de cercle.
Un point C de cette circonférence peut étre déterminé par I'angle COB que le rayon CO
forme avec I'axe OB. Désignons cet angle par la letire m. Le méme angle pourra étre
employé pour déterminer le point D de I'ellipse situé sur la perpendiculaire CF abaissée de
C sur 'axe AB. Comme on a toujours '

CF : DF = a: b,
les coordonnées du point D ont les valeurs
¥y = b sin m, X = a cos m.
Il est visible d’ailleurs que ces valeurs s’accordent avec I'équation

¥E? L 9 el
{5 o i
qui représente l'ellipse donnée.

Les remarques que nous venons de faire sur la détermination du point D, sont gé-
nérales et s’appliquent également & tous les points de I'ellipse. Ainsi, chaque point de
celle-ci est déterminé par un angle auxiliaire m, anquel les coordonnées de ce point sont
liées par les équations l

y="hsinm, X =a cosm.

Observons encore que langle m -+ 2nz détermine le méme point que 'angle m, n

étant un nombre entier positif ou négatif.

*) Yai composé ce mémoire a2 'occasion d'un probléme proposé par Mr. le professeur Sieiner
a Berlin dans le 30=c tome du Journal de Mr. Crelle. Ouire les démonstrations des théo-
rémes publiés par Mr. Steiner on y lira quelques résultats que j'ai trouvés en m’occupant
de ee sujet.
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Soit A (Fig. 2.) le point de I'ellipse déterminé par I'angle m. Deux autres points
A, et A, étant déterminés par les angles m, et m,, I'aire du friangle inscrit A A; A, sera
une fonction des frois angles m, my, m,. Exprimée au moyen des coordonnées des trois
sommets elle a la valeur

Yoo ) E—3) + % (h Y) G — X)) 4 % (2 + ¥). (X2 — X).

Remplagons les coordonnées des sommets par leurs valeurs. Le premier terme de

I'expression précédenie pourra éire transformé en
2 ab. sin (my — m) 4 ¥, ab. sin'2m — Y, ab. sin 2m,,

En y ajoutant les deux termes analogues on verra que les quantités multipliées par
1, ab se détruisent mutuellement. Ainsi I'aire du triangle A A, A, est
Y2 ab. | sin (my — m) —sin (m; — m;) = sin (n — my)}.

Comme on a ]
(my — m) + (ny — mg) + (m — my) = 0,
I'aire est une fonction des deux différences my — m et m; — m,.
Or, je dis que les valeurs de ces différences, pour lesquelles I'aire du triangle ou
ce qui revient au méme, la somme
sin (my — m) = sin (m; — m) ~ sin (m — m;)
a la ‘plus’' grande valenr, sont
m I = i, S omBl==ia o as, 39 anoagiadll (MO St sots audd)

La démonstration de cette proposition peut étre donnde sans avoir recours au caleul

différentiel. En effet, I'expression

', ab. { sin (my — m) + sin (m; — m) + sin (m — my)}
donne la valeur générale du triangle inscrit a 'ellipse, quel que soit le rapport des deux axes
de Dellipse. Ainsi, lorsqu'on suppose le demi-axe b égal & a, il s’agit d'un triangle in-
scrit au cercle. De plus, dans le cercle, m, my;, m,, sont les angles que forme l'axe des
abscisses avec le rayon de chacun des sommets. 1 La valeur du triangle inserit au cercle
sera

Yo a? {sin (my — m) + sin (m; — my) <+ sin (m — my) |.

Or le triangle inscrit au cercle a sa plus grande valeur lorsqu’il est équilatéral, ce
qui exige que les angles m, m,, m,, soient liés enfre eux par les équations

mo— m=m, —m = %

Ainsi, le facteur ', a* étant indépendant des angles m, ces équations renferment
les conditions qui doivent étre remplies pour que la somme

sin (my — m) -+ sin (m; — my) = sin (m — m,)
ait sa plus grande valeur. Cette valeur est / 27.

Les trois sommets A, Ay, A;, pouvant étre choisis & volonté sur ellipse, I'aire du triangle
est une fonction des trois variables =, my, m,. On deyrait done s’attendre de ce que les condi-
tions dumaximum fussent au nombre de trois. Mais, dans la valeur de cette aire. ces varia-
bles n’entrent que’ par leurs différences lies entre elles par I'équation 1.), ce qui réduit
& deux le nombre de ces conditions. Ainsi, un des trois sommets, A par exemple, peut

&
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étre pris & volonté. Lorsqu'on détermine les deux autres sommets Ay et A; de maniére
quon ait :
m = m 4+ 2 m, my = m 4 % m,

le triangle A A, A, aura sa plus grande valeur. En calculant cette valeur, on trouve ab
f 27/6. Cette expression ne renferme plus I'angle = employé, pour spécialiser le sommet
A pris & volonté. Ainsi U'aire du triangle maximum A Ay A, qui appartient d un point A
de Uellipse, est constante. Les triangles maxima de tous les points de Uellipse sont egauz
en grandeur.

Le sommet A (Fig. 3) étant donné, il est aisé de {rouver les deux autres sommets
du triangle maximum A A, A:; au moyen des points correspondants du cercle décrit sur le
grand axe de D'ellipse. Soient B, By, B;, ces points. Les équations '

Z BOB, = B, 0B, = %; =
feront connaitre By et B,, lorsque le point B est connu.

Il est bon d'observer la reciprocité qui existe entre les trois sommets du triangle
maximum. En effet, les éqguations

my = m 2% mw my=m- Y% m
entrainent les suivantes .
my, =my + * a, m-4+2x=m+ % mn

Mais le point de D'ellipse déterminé par I'angle m -+ 2 = est le méme que le point
A déterminé par I'angle m. Ainsi, les deux auires sommets du triangle maximum qui ap-
partient au point A,, ne sont autre chose que les points A, ef A.

Occupons-nous a faire voir quelques propriétés remarquables du triangle maximum
A A, A, (Fig 4). La corde A, A, est représentée par I'équation

y — b sin my _h sin my — b sin m,
X — a cOS My & COS My — & COS My
En vertu 4es équations 1) le second membre de cefte équation a la valeur

i cotang -m. La tangente du point A étant représeniée par 1'équation

y — b sin m b
= — — colang m,

X — acosm a
on voit que la corde est paralléle a cette tangente. Ainsi, chaque cite du triangle inscrit
mavimum est paralléle d la tangente mende a Uellipse par le sommet oppose. En effet,
la figure 5 fait voir que le maximum ne saurait avoir lieu qu'a cette condition, & cause de
la relation

Zl J&i itfi; p— ;‘11 BA.; > Al C;’&;.

La corde A, A, (Fig. 4) étant paralleéle & la tangente menée par le point A, sera
divisée en deux parties égales par le diamétre AC du point A.  Ce diamétre, par conséquent,
est une ligne de gravité du triangle A A;A,. En appliquant le méme raisonnement aux
diamétres des sommets A; et A,, on reconnaitra que le centre de gravité de Uaire du triangle
A Ay Ay west autre chose que le centre O de Uellipse. De plus, on a I'équation A0 =20D.
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Comme Ja corde A, A, est paralltle & la tangente menée par le point A, elle est
aussi paralléle au diamétre EF conjugué a celui de A. Ainsi il est facile d’effectuer la
construction du triangle maximum qui appartient & un point donné A, au moyen du dia-
métre conjugué a celui de A.

Supposons trois forces paralléles égales, qui soient appliquées aux sommets du triangle
inserit maximum On peut aisément s’assurer qu'en vertu des conditions du maximum on a

sin m -+ cos my ~ sin my; = o,
cos m - cos m; = cos m; = 0.
Cela suffit pour prouver que le centre de ces forces est déterminé par les coor-
données
y =0, X ==
En conséquence, il coincide avec le centre de lellipse. Celui-ci, par conséquent, est aussi
le centre de gravité des trois sommets du triangle inscrit maximum.
* * *

Par trois points quelconques A, Ay, A,, (Fig. 6) de I'ellipse menons des tangentes,
Celles-ci seront les cotés du triangle BB, B, circonscrit & 'ellipse. Les coordonnées de ses
sommets auront les valeurs suivantes

cos Yo (m =+ my) sin Y, (m ~ my)

dem:x:a'cos’/(ﬁ—ml)"Yzbces‘fz(m——mi)'
Ui es Yy (my = my) __,osin Yo (m 4 my)
de B:x =a 08 o (m — my)° y=Db e
.08 Vs (my Am) . sin % (my 4+ m)
AL S €os Yo (my — m)’ }r—h.ms% my — m)

L’aire du triangle BB, B, étant exprimée par ces coordonnées, la forme de celles-ci

fait voir que la valeur de l'aire aura la forme
1, ab. M,
en désignant par M une fonction qui ne contient que les angles m, my, m,.  Or je dis que
les conditions du minimum de M sont précisément les mémes que nous avons trouvées pour
le maximum du triangle A A, A,. Cette proposition peut étre démontrée d’'une maniére, je
crois, trés-élégante en employant un raisonnement analogue a celui quinous a fait connaitre
les conditions du maximum de AA;A,. Pour cela, supposons encore le demi-axe b ¢gal
4 a. La substitution b = a ne change pasla quantité M, qui est indépendante des demi-axes
de l'ellipse. Ainsi, ', a? M est l'aire d'un {riangle circonscrit au cercle. Or, celui-ci a la
moindre valeur lorsqu’il est équilatéral, ce qui exige qu'on ait
mo—m=m —m = % a

Ainsi il est suffisamment prouvé que ces. équations renferment les conditions du mi-
nimum de la fonction M, sans quil soit besoin d’entrer dans des détails quelconques sur
la forme de cette fonction. Dailleurs, la valeur du triangle minimum eirconserit au cercle
étant a® 4 3, celle du triangle BB, B; sera ab. 7. Plus loin cette valeur sera ens
core trouvée au moyen d'un autre raisonnement. :
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Dans I'énoncé des conditions du minimum, les quantités m sont les angles auxiliaires
qui déterminent les points de tangence. Par conséquent, le triangle circonscrit a Vellipse
@ sa moindre valeur, lorsque les points de tangence sont les sommets d’un triangle in-
serit maximum. De 1a il suit une relation trés-curieuse entre les triangles inserits et les
triangles circonscrits & Dellipse. Trois points de Pellipse qui sont les sommets d’un triangle
ingerit maximum, determinent trois tangentes de Uellipse qui sont les cdités d'un triangle
circonscrif minimum.

La relation que nous avons indiquée tout & I’heure, nous fera connaitre quelques
propriétés remarquables. D’abord en ayant égard aux parallélogrammes A A; A, B, (Fig. P|
et AB, A;A;, on reconnaitra que B, B, est le double de A; A, et que le point A en est le
milieu. Ainsi la ligne AD prolongée doit rencontrer le point B, ce qui exige que AB soit
une ligne de gravité du triangle BB, B.. Il s’ensuif que le centre de Uellipse est le centre
de gravite de BB, B, et de tous les triangles circonscrits minima. D'ailleurs, les aires des
quatre triangles dont le triangle BB, B, se compose sont égales. Ainsi, le triangle BB B:
est quadruple de AA; A,. Par conséquent, les aires de lous les triangles circonscrifs mi-
nima ont la méme valeur ab. +f ;.

Concevons tous les triangles eirconserits minima de Véllipse, et cherchons le lieuw
géométrique qui contient les sommets de tous ces triangles. Soit B un quelconque de ces
sommets. Comme mous avons prouvé que le centre 0 de lellipse est le centre de gravité
de BB, B;, on aura toujours une équation BO = 2A0, le point A étant situé sur Iellipse
donnée. Ainsi le point B se trouve sur unme nouvelle ellipse dont les axes et le cenire
coincident avec ceux de Dellipse primitive et dont les dimensions sont doubles des dimen-
sions de celle-ci. En vertu des conditions du minimum, les valeurs des coordonnées de Bs,
B, By, trouvées plus haut, deviendront

de B;: x = 2a. cos ¥, (m ~+ m,), y
de B : x = 2a. cos % (m =+ m), y
de B;: X = — 2a. cos 2 (m: + m), y

2b. sin Y2 (m = my).
2b. sin Y% (m, + m,).
= — 2b. sin 5 (m, - m),

ou
X=2ac08 % (m~+m-+2nx), y=2bsin (m:—+m-+ 2.
On remarquera que I'équation

ey -+ —x-)z =1

2b 2a
qui représente la nouvelle ellipse est satisfaite, lorsquon y substitue les valeurs précédentes.

Les dimensions de la mouvelle ellipse étant doubles de celles de V'ellipse primitive,

I'aire du triangle maximum inscrit & celle-la doit étre quadruple de ab. /2% ou ab. i
Or, voila précisément la valeur de tous les triangles minima circonscrits a Uellipse primi-
tive. ' Ces triangles, en conséquence, sont non seulement inscrits ¢ la nouvelle ellipse, au
contraire ils me sont autre chose que les triangles inscrits maxima de celte ellipse. Ce ré-
sultat peut étre obtenu immédiatement en ayant égard aux valeurs des coordonndes de B,,
B, B,. " En effet, on reconnaitra aisément que les équations
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Volmi m) — Y (m4=m) =1 (m:+m-42n) — Y (m+m)=7%n
contiennent les conditions 4 remplir pour que le triangle inscrit BBy B: soit un maximum
pourla nouvelle ellipse. - Nous indiquerons seulement que ces équations sont satisfaites en
vertn' des équations 1).

W &

#

Soient A et A, (Fig. 8) deux points quelconques de l'ellipse, K et K, les points cor=
respondants du cerele dont le grand axe de lellipse est un diamétre. Considérons 'aire
de chacune de ces deux courbes terminée par les deux ordonnées, le grand axe et la courbe
elle-méme.. On a

ADD A, ¢ KDD:K; =ibuo:8.

De plus, choisissons pour unité I'angle dont le nombre de degrés est _l_?ﬂ;g En eva-

lnant T'aire KD D, K;, on trouvera

KDD Ky = % a% (m — m) — Y, a2 (sin 2 m, — sin 2 m),
d’ou il suit

ADDy Ay = Y, ab. (my — m) — Y, ab. (sin 2 my — sin 2 m).*)

De Taire ADD; A, retranchons la valeur du trapéze ADD, A,
14 ab. sin (my — m) — Y, ab. (sin 2 =y, — sin 2 m),
leur différence
Yo ab. { (mg — m) — sin (my — m) }
sera l'aire du segment de I'ellipse compris entre I'arc A; A et la corde qui le soutend.
En ayant égard aux valeurs de my — m, m; — m;, m — m,, qui déterminent le triangle
maximum A A, A, la valeur de chacun des segments compris entre les cot€s du triangle ét
P'ellipse sera
Y ab. (% = — ¥) on ab. (% = — +f %)

On voit que les citeés du triangle inscrit. mavimum déterminent des segments de
Pellipse dont la valeur est constanfe. Le triple de cette valeur ajouté & celle du triangle
AA; A;, donne = ab, ce que nous savons étre l'aire de 'ellipse elle-méme,

L'aire du triangle A, AO étant exprimée au moyen des coordonnées de ses sommets,
on trouve la valeur

14 ab. sin (my — m).
Cette valeur ajoutée a celle du segment
Yz ab. § (my — m) — sin (m — m) |,

*) On reconnaitra aisément que le second membre de cette égquation n'est autre chose que la
valeur de l’intégrale./;'dx ou — ab, sin* m dm, depuis M = M jusqu'a M = My, —
C'est pour éviter dans le cours de ce :né1noirc l'application de I'Analyse infinitésimale, que
j'ai déduit la valeur de ADD, A, de la maniére qu'on vient de lire.
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donne ', ab. (my — m) qui est celle du secteur A; 0A. Lorsque les poinis A, Ay, A;, sont
les sommets d’un triangle maximum, on amy, — m=m; — o = %5 x; le secteur A; 0 A, en
conséquence, ainsi que chacun des deux secteurs A;0A, et A0A, auront la valeur Y; 7 ab.
11 suit de i que les sommets du triangle inserit maximum determinent trois secteurs équivalents
de Uellipse. De plus, I'aire %> ab. sin (my — m) du iriangle A, 0 A aura la valeur ab. sy
qui sera aussi celle des deux autres triangles A, 0 A; et AOA,. Dailleurs I'égalité de ces trois
triangles est une conséquence de ce que le point O est le centre de gravité du triangle A Ay A,.

Désignons par u et v (Fig. 9) les parties des deux axes de Dellipse interceptées

b par le point O et les points d'intersection des prolongements de A, A. En faisant
my — m = 2., on trouvera
b cos & Lo acos

= ¥ =
sin Yo (my + m) ’ cos Yo (my + m)’
d’ou T'on tire

b Y a cos &
(““) (S)=1.........2).

Cette relation entre les quantités u et v suffit pour prouver que la corde A, A, quelle
qu'en soit la situation, est toujours tangente & la méme ellipse, pourvu que ses extrémités
soient liées par I'équation

m, — m — Const.
En effet, menons une tangente quelconque a Pellipse représentée par I'équation

Benly)
( plehNg) =

De plus, désignons paru et v les parties des axes interceptées par la tangente. Il sera
aisé de prouver qu'entre les quantités uetv il eﬂste toujours la relation

{ quel que soit le point de Tellipse par lequel la tangente a éfé¢ mende. Ainsi en vertu de
Péquation 2), la corde A; A est tangente & Vellipse dont les axes ont les valeurs b cos &
et a cos . Or, la valeur de m, —m ou 2 9, par hypothése, est constante pour toutes les cor-
des A, A. Ainsi ces cordes sont des tangentes de Ja méme ellipse, ce qu'il s’agissait de prouver.

~ Ce qwon vient de lire renferme encore la solution du probléme: Determiner pour
une ellipse la courbe enveloppée par toutes les cordes qui appartiennent d des segments
équivalents. L’expression générale de I'aire du segment éfant

14, ab. § (my — m) — sin (my — m) };

on voit que des segments équivalents appartiennent & des cordes dont les extrémités sont

lies entre elles au moyen d’'une équation de la forme
m; — m = Const.

Nous connaissons déja le lieu géométrique enveloppé par des cordes de cetie espéce ;
c'est une ellipse semblable & I'ellipse primitive et semblablement disposée par rapport a
celle-ci. Quant a ses axes, on calculera leurs valeurs b cos & et a cos 3, aprés avoir

déterminé 'angle 9 au moyen de I'équation
2
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Y, ab. (2% — sin 29) = 8§,
en désignant par S la valeur constante du segment de l'ellipse.
Nous nous bornerons & indiquer qu'en vertu de I'équation
20 = my — m = % 7,
les cdtes de tous les triangles inscrits maxima sont tangentes ¢ Uellipse qui a les demi-
axes %, a et *, b. Dailleurs, on peut obtenir le méme résultat en considérant les trian-
gles maxima BB B, inscrits dans la grande ellipse de la figure 7.

% . #

Nous avons vu que le centre de gravité est le méme pour tous les triangles maxima
inscrits a4 une ellipse. Remarquons quelques propriétés ecurieuses dont les autres points
singuliers de ces triangles sont doués. D’abord, les hauteurs du triangle A A; A; sont nor-
males & D'ellipse aux points A, A;, A,. Ainsi les hauteurs abaissées des sommets A et A,
(Fig. 10) sont représentées par les équations suivantes

y — b sin m

a
= —, fang m
X — 4 c05 m b &

r — h. sin (m 2l T a i
i b. sin (m + % E) = —. tang (m + %5 @).
X — a. cos (m <+ % @) b
Combinons ces équations pour avoir les coordonnées du point d'intersection G.
Nous trouvons les valeurs

}'=—-ai—2_hf.sin_3m, x=——z—li-;;—bg.c053m......3.)
On reconnaitra que I'équation
_)r 2 X 2
e—b | T T=0 ) =1
2b 2a

est satisfaite par ces valeurs. Ainsi le point G est situé sur Uellipse représentée par cetle
équation. Le centre de ceite ellipse est celui de D'ellipse primitive. De plus la direction
et le rapport des axes sont les mémes pour les deux ellipses, avec cette reserve que la di-
reetion du grand axe de l'une est celle du petit axe de l'autre, et réciproguement. C'est
ce qu'on vérifiera aisément en discutant I'équation trouvée.

Le point G qu'on vient de considérer est encore le centre du cercle circonscrit au
triangle BB, B,. On pourrait done obtenir par analogie, sans avoir recours & des calculs
ultérieurs, les coordonnées du centre du cercle circonscrit au triangle A A, A,, ainsi que le
lien géométrique de ce cenire. Continuons d'employer la méthode analytique; la perpendi-
culaire élévée en D & A, A, est représentée par 1’équation

Y_:{ﬂ.._.yl _b__S_l_]_l_ﬂ ——— _a.. tang m.
X -+ Y a cos m b =

En cherchant Tintersection H de cette ligne avec une quelconque des deux autres

perpendiculaires, on obtient les valeurs suivantes des coordonnées de ce point
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Entre les points singuliers du triangle on doit compter le centre du cercle inserit.
Quant au lieu géoméirique de ce centre, je ne suis pas parvenu @& le représenter d'une
maniére simple et €lézante; je laisse cette recherche a faire & des savants plus habiles ou
plus heureux que moi. Observons seulement qu'entre le rayon o du cercle inscrit et la
somme S des cOtés il existe la relation

'j’: S &= T:
en désignant par T D'aire constante du triangle. Ainsi, les conditions du maximum et du
minimum de ¢ sont les mémes que celles du minimum et du maximum de S. — De plus en
m’occupant de la valeur de S

S = +f3 o/ [a? sin? m = b? cos? m] 4 /3 of [a% sin2 (m 4 % )
b2 cos? (m 4+ 2%4m)] + 3 A/ [a% sin? (m = Y%7) 4 b2 cos? (m 4 Yin)] ... 7)
j'ai trouvé I'équation suivante

x8 — 18. (a® + b?). x° - 27. (3a* + 4a* b? + 3b%). x* — 54. {a + 6a* b?
4+ 622 b* 4+ b0 — (a2 — D)% cos Bm). X2 4 T29at bt =o0..... 8.)

La plus grande racine positive de cette équation donne la valeur de S gui, par cette
raison, est une fonction de I'angle 6 m. Je dois m'abstenir de discuter en détail cette équa-
tion dont les racines sont lies enfre elles par des relations remarguables.

Voici encore une observation générale par laquelle je terminerai ce mémoire: Cha-
cun des triangles maxima inscrits 4 'ellipse est spécialisé parl'angle auxiliaire = qui entre
dans les valeurs des coordonnées du sommet A. Tout résultat dont 1'énoncé, soit analy-
tique, soit synthétique, est indépendant de cet angle, est le méme pour tous les triangles.
On a vu que tels sont le centre de gravité et 1'aire du triangle. D'autre part, tout ce qui
change de triangle & triangle, doit se reconnaitre & I'angle m qui enire dans I'énoncé du
résultat. Or, en vertu de la réciprocité qui existe entre les trois sommetfs du iriangle,
les résultats de ceite espéce doivenf étre les mémes lorsqu’on remplace I'angle m par
m -4 %; moum —+ % = Cest de deux maniéres qu'on y pourra satisfaire. D’abord, toute
expression analytique qui est symmétrique par rapport aux quantités m, m 4 24 7, m +
44 o, indique des résultats de I'espéce désignée. Pour en offrir un exemple nous renvoyons
a I'équation 7). Mais, pour que les valeurs d'une fonction ne changent pas en substituant
m~ %5 7 ou m -+ Y m & l'angle m, il n'est pas nécessaire qu'elle soit symmétrique.
I1 suffit que 'angle m n’y enire que par les lignes trigonométriques de son triple 3 m ou
des multiples de celui-ci, quelle que soit d'ailleurs Ia forme de eette fonction. En effet,
les lignes trigonométrigues de I'angle 3 m sont les mémes que celles de P'angle 3. (m
24 7) ou 3, (m -+ %3 7). Par conséquent, la valeur d'une fonction des lignes frigonométriques
de I'angle 3 m ne change pas, lorsque I'angle m y est remplacé par m 4 25 = oum + % .
On vient de voir que les coordonnées des points G et H, ainsi que les quantités r, g, %
des équalions 5), 6), 8), sont des fonctions de cefte espéce.

BARMEN, Juillet 18583, Dr. Fasbender.
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