
MEMOIRE
sur les triangles inscrits maxima et Ies triangles circonscrits minima

de l ' ellipse . * )

feoit ADBE (Fig 1 .) une ellipse , dont les axes ont les valeurs 2a et 2b . Imagi -
nons que , sur son grand axe , comme diametre , on de' crive une circonfe'rence de cercle .
Un point C de cette circonfe'rence peut 6tre de"termine par l ' angle COB que le rayon CO
forme avec Taxe OB . De"signons cet angle par la lettre m . Le meme angle pourra 6tre
employe pour determiner le point D de l ' ellipse situe" sur la perpendiculaire CF abaisse' e de
C sur Taxe AB . Comme on a toujours

CF : DF = a : b ,
les coordonne"es du point D ont les valeurs

y = b sin m, x = a cos m .
II est visible d ' ailleurs que ces valeurs s ' accordent avec l ' e' quation

m + # v = •

qui repre"sente l ' ellipse donne"e .
Les remarques que nous venons de faire sur la de"termination du point D , sont ge"-

ne"rales et s ' appliquent e"galement ä tous les points de l ' ellipse . Ainsi , chaque point de
celle - ci est dCtermine par un angle auxiliaire m , auquel les coordonne"es de ce point sont
liees par les e' quations

y = b sin m , x = a cos m .
Observons encore que l ' angle m + Zun delermine le meme point que l ' angle m , n

€tant un nombre entier positif ou ne"gatif.

*) J 'ai compose ce memoire k Toccasion d 'un probleme propose par Mr . le professeur Steiner
ä Berlin dans le SO «/ toine du Journal de Mr . Crelle . Outre les demonstrations des theo¬
reines publies par Mr . Steiner on y lira quelques resultats que j 'ai trouves en m ' occupant
de ce sujet .



Soit A ( Fig . 2 .) le point de l ' ellipse de' termine' par l ' angle m . Deux autres points
Ai et A 2 Ctant de' terniine' s par les angles m y et m 2, l ' aire du triangle inscrit A Ai A 2 sera
une fonction des trois angles m , m x, m 2. Exprime' e au moyen des coordonne' es des trois
sommets eile a la valeur

% ( y + yO - ( x — xO -+- y2 (yi •+ ya) . Od — x 2) + V2. ( y 2 + y ) . (x 2 — x) .
Remplacons les coordonnees des sommets par leurs valeurs . Le premier terme de

l ' expression pre"c6dente pourra etre transforme' en
J/2 ab . sin (mt — m) + % ab . sin 2m — % . ab . sin 1m y.

En y ajoutant les deux termes analogues on verra que les quantite"s multiplie"es par
i% ab se de"truisent mutuellement . Ainsi l ' aire du triangle A Ai A 2 est

y2 ab . | sin (my — ni) + sin (m 2 — m y) <+ • sin (m — »»2) j .
Comme on a

(% — ni) •+ (m 2 — m t ) + (m — m 2) = 0 ,
l ' aire est une fonction des deux diffe'rences m t — m et m 2 — mL.

Or , je dis que les valeurs de ces diffe' rences , pour lesquelles l ' aire du triangle ou
ce qui revient au m6me , la somme

sin ( m t — ni) + sin (m 2 — mL) ■+ sin (m — m 2)
a la plus grande valeur , sont

« ! — m = m 2 — 7» ! = 2^ n ............. 1 .)
La de' monstration de cette proposition peut etre donne' e sans avoir recours au calcul

diffe"rentiel . En effet , l ' expression
% ab . | sin (m L — ni) + sin (m 2 — m L) + sin (m — m 2) j

donne la valeur ge' ne' rale du triangle inscrit ä l ' ellipse , quel que soit le rapport des deux axes
de l ' ellipse . Ainsi , lorsqu ' on suppose le demi - axe b e"gal ä a , il s ' agit d ' un triangle in¬
scrit au cercle . De plus , dans le cercle , m, mly m2, sont les angles que forme Taxe des
abscisses avec le rayon de cbacun des sommets . La valeur du triangle inscrit au cercle
sera

y2 a 2 j sin ( % — ni) + sin (m 2 — m t ) + sin ( m — m 2) j .
Or le triangle inscrit au cercle a sa plus grande valeur lorsqu ' il est e' quilate' ral , ce

qui exige que les angles m , m1: m 2, soient lie' s entre eux par les e' quations
m L — m = m 2 — m L = = 2/3 n .

Ainsi , le facteur % a 2 etant inde'pendant des angles m , ces e' quations renferment
les conditions qui doivent etre remplies pour que la somme

sin ( mv — ni) + sin ( m2 — mt ) + sin (m — m 2)
ait sa plus grande valeur . Cette valeur est yf 2% .

Les trois sommets A , Ai , A 2, pouvant etre choisis ä volonte' sur l ' ellipse , l ' aire du triangle
est une fonction des trois variables m , ml } m 2. On devrait donc s "attendre de ce que les condi¬
tions du maximum fussent au nombre de trois . Mais , dans la valeur de cette aire ces varia¬
bles n ' eutrent que par leurs diffe' rences liebes entre elles par l ' e' quation 1 .) , ce qui re' duit
ä d« ux le nombre de ces conditions . Ainsi , un des trois sommets , A par exemple , peut



etre pris ä volonte ,
qu ' on ait

Lorsqu ' on de' termine les deux autres sommets Ai et A 2 de maniere

m L = m + % n, nu = m + %
le triangle A A L A 2 aura sa plus grande valeur . En calculant cette valeur , on trouve ab
yf 21/ i.6- Cette expression ne renferme plus l ' angle m employe", pour spe' cialiser le sommet
A pris ä volonte". Ainsi l ' aire du triangle maximum A Ai A 2 qui appartient ä un point A
de l ' ellipse , est constante . Les triangles maxima de tous les points de l 'ellipse sont e'gaux
en grandeur .

Le sommet A ( Fig . 3 ) etant donne , il est aise" de trouver les deux autres sommets
du triangle maximum A Ai A 2 au moyen des points correspondants du cercle de' crit sur le
grand axe de l ' ellipse . Soient B , Bi , B 2, ces points . Les e' quations

Z BOBi = 1 BiOB , c= % n
feront connaitre Bi et B 2, lorsque le point B est connu .

II est bon d ' observer la re'ciprocite qui existe entre les trois sommets du triangle
maximum . En effet , les e' quations

m y = m -f - y3 n , m 2 = m + */ 3 n ,
entrainent les suivantes

m z = m t + % 71, m + 2 n = mL -+- % n .
Mais le point de l ' ellipse de' termine par l ' angle m •+ 2 n est le meme que le point

A de' termine' par l ' angle m . Ainsi , les deux autres sommets du triangle maximum qui ap¬
partient au point Ai , ne sont autre chose que les points A 2 et A .

Occupons - nous ä faire voir quelques propriete"s remarquables du triangle maximum
A Ai A 2 (Fjg 4) . La corde A L A 2 est reprösente' e par l ' e' quation

y — b sin mt b sin mt — b sin mz
x — a cos j»! " a cos % — a cos m 2

En vertu 'des e' quations 1) le second membre de cette e' quation a la valeur
-------- cotang ' ffi . La tangente du point A etant repre' sente' e par l ' e' quation

y — b sin m = -------- cotang m ,x — a cos m a
on voit que la corde est parallele ä cette tangente . Ainsi, chaque cote du triangle inscrit
maximum est parallele d la tangente mene'e ä l ' ellipse par le sommet oppose . En effet ,
la figure 5 fait voir que le maximum ne saurait avoir lieu qu ' ä cette condition , ä cause de
la relation

A A t AA 2 = A ,. BA 2 > AiCAj .
La corde AtA 2 (Fig . 4) e' tant parallele ä la tangente mene' e par le point A , sera

divise' e en deux parties e' gales par le diametre A C du point A . Ce diametre , par consequent ,
est une ligne de gravite' du triangle AAiA 2. En appliquant le meme raisonnement aux
diametres des sommets A t etA 2, on reconnaitra que le centre de gravite de l 'aire du triangle
AA t A 2- n 'est autre chose que le centre 0 de l ' ellipse . De plus , on a l ' equation AO = 20D .
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Comme la corde A t A 2 est parallele ä la tangente mene' e par le point A , eile est
aussi parallele au diametre EF conjugue ä celui de A . Ainsi il est facile d ' effectuer la
construction du triangle maximum qui appartient ä un point donne" A , au moyen du dia -
mßtre conjugue" ä celui de A .

Supposons trois forces paralleles egales , qui soient applique' es aux sommets du triangle
inscrit maximum . On peut aisement s ' assurer qu' en vertu des conditions du maximum on a

sin m + cos m t ~H sin m 2 = o ,
cos m + cos m L H - cos m 2 = o .

Cela suffit pour prouver que le centre de ces forces est de' termine" par les coor -
donne"es

y = s o , x = o .
En conse' quence , il co 'incide avec le centre de l ' ellipse . Celui - ci, par conse'quent, est aussi
le centre de gravite des trois sommets du triangle inscrit maximum .

* *
Par trois poirits quelconques A , A l5 A 2, ( Fig . 6) de l ' ellipse menons des tangentes .

Celles - ci seront les cöte"s du triangle B B t B 2 circonscrit ä l ' ellipse . Les coordonnees de ses
sommets auront les valeurs suivantes

cos % (m + »Mi)de B 2 x = a .

de B : x = a .

de Bi : x = a .

cos y2 (m — »»j )
cos % (»Ji + m2~)
cos J(2 (»»!
cos Vi ( m 2

« 2) '
m )

y = b .

y = o .

y = b .

sin y2 (m •+ mC)
cos V2 ( m
sin '/ 2 (»Jt m2~)
cos '/2 (mk — m2)
sin '/2 ( m 2 + 7» )
cos */2 (m2 — m ) 'cos y2 (m 2 — m ) '

L ' aire du triangle BBiB 2 e"tant exprime' e par ces coordonne"es , la forme de celles - ci
fait voir que la valeur de l ' aire aura la forme

% ab . M ,
en de' signant par M une fonction qui ne contient que les angles m , m u m 2. Or je dis que
les conditions du minimum de M sont precise' ment les mfimes que nous avons trouve' es pour
le maximum du triangle AAiA 2. Cette proposition peut 6tre de' montre"e d ' une maniere , je
crois , tres - e' le' gante en employant un raisonnement analogue ä celui qui nous a fait connaitre
les conditions du maximum de AAtA 2. Pour cela , supposons encore le demi - axe b Cgal
ä a . La Substitution b = a ne change pas la quantite" M , qui est inde"pendante des demi - axes
de l ' ellipse . Ainsi , y2 a 2 M est l ' aire d' un triangle circonscrit au cercle . Or , celui - ci a la
moindre valeur lorsqu 'il est e' quilate'ral , ce qui exige qu 'on ait

mt — m = m 2 — m v = 2/ 3 n .
Ainsi il est suffisamment prouve que ces . e' quations renferment les conditions du mi¬

nimum de la fonction M , sans qu ' il soit besoin d' entrer dans des de' tails quelconques sur
la forme de cette fonction . D ' ailleurs , la valeur du triangle minimum circonscrit au cercle
Ctant a 2 yf 27, celle du triangle BBiBj sera ab . V "a7 - Plus loin cette valeur sera en¬
core trouve"e au moyen d ' un autre raisonnement .



Dans l ' enonc€ des conditions du minimum , les quantite' s m sont les angles auxiliaires
qui determinent les points de tangence . Par consCquent , le triangle circonscrit ä l 'ellipse
a sa moindre valeur , lorsque les points de tangence sont les sommets d 'un triangle in-
scrit maximum . De lä il suit une relation tres - curieuse entre les triangles inscrits et les
triangles circonscrits ä l ' ellipse . Trois points de l ' ellipse qui sont les sommets d ' un triangle
inscrit maximum , determinent trois tangentes de l ' ellipse qui sont les cote's d ' un triangle
circonscrit minimum .

La relation que nous avons indique' e tout ä l ' heure , nous fera connaitre quelques
proprie"te"s remarquables . D ' abord en ayant egard aux parallelogrammes AA 2 A ^ (Fig . 7)
et ABiA 2 Ai , on reconnaitra que BiB 2 est le double de AiA 2 et que le point A en est le
milieu . Ainsi la ligne AD prolongee doit rencontrer le point B , ce qui exige que AB soit
une ligne de gravite" du triangle BB ^ . II s 'ensuit que lecentre de l 'ellipse est le centre
de gravite de BBj . B 2 et de tous les triangles circonscrits minima . D ' ailleurs , les aires des
quatre triangles dont le triangle BB t B 2 se compose sont egales . Ainsi , le triangle BB t B 2
est quadruple de AAiA 2. Par conse' quent , les aires de tous les triangles circonscrits mi¬
nima ont la meme valeur ab . y 27 .

Concevons tous les triangles circonscrits minima de l ' ellipse , et clierchons le lieu
ge"ome' trique qui contient les sommets de tous ces triangles . Soit B un quelconque de ces
sommets . Comme nous avons prouve que le centre 0 de l ' ellipse est le centre de gravite
de BBj . B 2, on aura toujours une e' quation BO = 2A0 , le point Ae"tant situe sur l ' ellipse
donne"e . Ainsi le point B se trouve sur une nouvelle ellipse dont les axes et le centre
coi'ncident avec ceux de l ' ellipse primitive et dont les dimensions sont doubles des dimen -
sions de celle - ci . En vertu des conditions du minimum , les valeurs des coordonnees de B 2,
B , Bi , trouve' es plus baut , deviendront

de B 2 : x = 2a . cos % (m -H m L\
de B : x = 2a . cos % (mL -h m 2) ,

de B ! : x = — 2a . cos y2 (m 2 + m ) ,

y = 2b . sin % (m - t * % ) .
y = 2b . sin % (mv + »»2) -
y = — 2b . sin y2 (m z + m) ,

ou
X = 2a cos % (m , + m + 2 n) ,
Ou remarquera que l ' e' quation

y = 2b . sin '/2 ( »J2 + m + 2 n ) .

V 2b / V 2a /
qui repre' sente la nouvelle ellipse est satisfaite , lorsqu ' on y substitue les valeurs precedentes .

Les dimensions de la nouvelle ellipse etant doubles de celles de l ' ellipse primitive ,
l ' aire du triangle maximum inscrit ä celle - lä doit etre quadruple de ab . V 27/ i6 ou ab . yf 2i .
Or , voilä pre' cisemeut la valeur de tous les triangles minima circonscrits ä l ' ellipse primi¬
tive . Ces triangles , en couse' quence , sont non seulement inscrits ä la nouvelle ellipse , au
contraire ils ne sont autre chose que les triangles inscrits maxima de cette ellipse . Ce re -
sultat peut etre obtenu imme' diatement en ayant e' gard aux valeurs des coordonne'es de B 2,
B , Bi . " En effet , on reconnaitra aise'ment que les equations
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% 0 » i + m 2) — V2 {m -+> mL) = >/2 (wi2 -+- m + 2 n ) — '/2 (m v ►+■ nh ) = 2/3 »
contiennent les conditions ä remplir pour que le triangle inscrit BBiB 2 soit un raaximum
pour la nouvelle ellipse . Nous indiquerons seulement que ces e' quations sont satisfaites en
vertu des e' quations 1 ) .

* * *

Soient A et Ai (Fig . 8) deux points quelconques de l ' ellipse , K et Ki les points cor -
respondants du cercle dont le grand axe de l ' ellipse est un diametre . Conside"rons l ' aire
de chacune de ces deux courbes termine"e par les deux ordonne' es , le grand axe et la courbe
elle - mfime . On a

ADDxAi : KÜD ^ = b : a .
180

De plus , choisissons pour unite" l ' angle dont le nombre de degre"s est En eva -

luant l ' aire KDDjKi , on trouvera
KDDiK ! = >/2 a 2. (;« ! — m) — % a 2. ( sin 2 mL — sin 2 ni) ,

d ' oü il suit
ADDiA t = % ab . (% — ni) — }/a ab . ( sin 2 % — sin 2 ni) . *)

De l ' aire ADDiAi retranchons la valeur du trapeze ADD ^
'/2 ab . sin ( m ^ — ni) — V* ab . ( sin 2 mL — sin 2 ni) ,

leur difference
y2 ab . { (% — ni) — sin (mL — tri) j

sera l ' aire du segment de l ' ellipse compris entre l ' arc AiA et la corde qui le soutend .
En ayant egard aux valeurs de % — m , m 2 — m L, m — m2 , qui döterminent le triangle
maxämum AAiA 2, la valeur de chacun des segments compris entre les cöte"s du triangle et
l ' ellipse sera

% ab . ( % n - yf %) ou ab . ( >/3 n - yf % 6) .
On voit que les cote's du triangle inscrit . maximum determinent des segments de

l ' ellipse dont la valeur est constante . Le triple de cette valeur ajoute" ä celle du triangle
AÄ ! A 2, donne n ab , ce que nous savons fitre l ' aire de l ' ellipse elle - möme .

L ' aire du triangle AiAO e"tant exprime' e au moyen des coordonne' es de ses sommets ,
on trouve la valeur

y2 ab . sin (m L — ni) .
Cette valeur ajoute' e ä celle du segment

'/ > ab . { (m L — ni) — sin (m L — ni) | ,

* ) On reconnaitra aisement que le second membre de cette equation n ' est autre chose que la
valeur de l ' integrale / ydx ou — ab . / sin » m äm t depuis m = m jusqu ' ä m = m k . —
C 'est pour eviter dans le cours de ce memoire l 'application de l 'Analyse infinitesimale , que
j 'ai dcduit la valeur de ADD 1 A t de la maniere qu 'on vient de lire .
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donne V2 ab . (m ^ — m) qui est cellc du secteur AiOA . Lorsque les poinis A , Ai , A 2, sont
les sommets d ' un triangle maximum , on a »ii — m == m 2 — m ^ = 2/3 n ; le secteur Ai 0 A, en
conse' quence , aiusi que chacuades deux secteurs A 2 0 A t et A0A 2 auront la valeur % n ab .
II suit de lä que les sommets du triangle inscrit maximum de'terminent trois secteurs e'quivalents
de l ' ellipse . De plus , l ' aire % ab . sin (w2t — m) du triangle Ai OA aura la valeur ab . -sf" Hi6 ,
qui sera aussi celle des deux autres triangles A 2 0A]. et A0A 2. D 'ailleurs l 'e' galite' de ces trois
triangles est uue conse' quence de ce que le point 0 est le centre de gravite" du triangle AA ! A 2.

De' signons par u et v ( Fig . 9 ) les parties des deux axes de l ' ellipse intercepte' es
par le point 0 et les points d ' intersection des prolongements de AiA . En faisant
m L — m = 23-, on trouvera

_ b cos &________
7 sin y2 (w»i -+- m) '

d ' oü Ton tire
' b cos & \ 2 / a cos # > 2

sin y2 (/» !

■) =

Y ~ a cos 3
cos V'2 ( m L + m) j

1 2 ) .U / \ V

Cette relation entre les quantite' s u et v suffit pour prouver que la corde Aj: A , quelle
qu ' en soit la Situation , est toujours tangente ä la mfime ellip.se , pourvu que ses extr &nite' s
soient lie"es par l ' e' quation

m t — m = Const .
En effet , menons une tangente quelconque ä l ' ellipse representöe par l ' e' quation

( i ) ' - (t ) ' = ••
De plus , de' signons par u et v les parties des axes intercepte' es par la tangente . II sera

aise de prouver qu ' entre les quantite' s u et v il existe toujours la relation

(IV - ( 4V f *.
quel que soit le point de l ' ellipse par lequel la tangente a e' te' mene' e . Ainsi en vertu de
l ' e' quation 2 ) , la corde Ai A est tangente ä l ' ellipse dont les axes ont les valeurs b cos &
et a cos 5-. Or , la valeur de m t — m ou 2 &, par hypothese , est constante pour toutes les cor -
des Ai A . Ainsi ces cordes sont des tangentes de la meme ellipse , ce qu ' il s ' agissait de prouver .

Ce qu ' on vient de lire renferme encore la Solution du probleme : Determiner pour
une ellipse la courbe enveloppe 'e par toutes les cordes qui appartiennent ä des segments
e'quivalents . L ' expression ge' ne' rale de l ' aire du segment etant

% ab . { (»ii — m) — sin ( m L — m) } ;
on voit que des segments e' quivalents appartiennent ä des cordes dont les extre' mite' s sont
lie' es entre elles au moyen d 'une e"quation de la forme

my — m = Const .
Nous connaissons dejä le lieu gdometrique enveloppe' par des cordes de cette espece ;

c ' est une ellipse semblable ä l ' ellipse primitive et semblablement dispose' e par rapport ä
celle - ci . Quant ä ses axes , on calculera leurs valeurs b cos & et a cos 3, apres avoir
de' termine" l ' angle 5- au moyen de l ' e' quation

2
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% ab . ( 2 * — sin 2 *) = S ,
en de' signant par S la valeur constante du segment de l ' ellipse .

Nous nous bornerons ä indiquer qu' en vertu de l ' e' quation
2 & = mL — m = 2/3 n ,

les cöte 's de tous les triangles inscrits maxima sont tangentes ä l 'ellipse qui a les demi-
axes y2 a et l/2 b . D ' ailleurs , on peut obtenir le möme re"sultat en conside' rant les trian¬
gles maxima BBi. B 2 inscrits dans la grande ellipse de la figure 7 .

** *

Nous avons vu que le centre de gravite est le meme pour tous les triangles maxima
inscrits ä une ellipse . Remarquons quelques proprie' te' s curieuses dont les autres points
singuliers de ces triangles sont doue"s . D ' abord , les hauteurs du triangle AAi A 2 sont nor¬
males ä l 'ellipse aux points A , A l5 A 2. Aiusi les hauteurs abaisse' es des sommets A et A t
( Fig . 10 ) sont represente' es par les e' quations suivantes

y — b sin m a
x — a cos m ~ ' bsss - r- . tang w»,

y .— b . sin ( m + 2/3 ii) = -r- . tang ( m -H T) .
x — a . cos ( /n 4 - 2/i n)

Combinons ces e' quations pour avoir les coordonne' es du point d ' intersection G .
Nous trouvons les valeurs

i * — b 2
y = 2b sin . 3 m , x = a 2 — b 3

2a cos 3 m ...... 3 .)

On reconnaitra que l ' e' quation
y( * V

I a 2 — b 2 1V 2b / 2a f
= 1

est satisfaite par ces valeurs . Ainsi le -point G est situe sur l 'ellipse represente' e par cette
equation . Le centre de cette ellipse est celui de l ' ellipse primitive . De plus la directum
et le rapport des axes sont les mömes pour les deux ellipses , avec cette reserve que la di -
rection du grand axe de l 'une est celle du petit axe de l ' autre , et re' ciproquement . C ' est
ce qu ' on ve' rifiera aisement en discutant l ' e' quation trouve' e .

Le point G qu ' on vient de conside'rer est encore le centre du cercle circonscrit au
triangle BB t B 2. On pourrait donc obtenir par analogie , sans avoir recours ä des calculs
ulte"rieurs , les coordonne' es du centre du cercle circonscrit au triangle AAiA 2, ainsi que le
lieu ge"ometrique de ce centre . Continuons d ' employer la me' thode analytique ; la perpendi -
culaire e \ 6 \ 6e en D ä AiA 2 est reprCsente' e par l ' e' quation

y -+ • /4 b sin m a
! T= — . tang m .

x -h '/ 2 a cos m
En cherchant l 'intersection H de cette ligne avec une quelconque des deux autres

perpendiculaires , on obtient les valeurs suivantes des coordonne' es de ce point
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cos 3m ....... 4 .)
a 2 — b - ^ M a - — b 2y = — jr — sin 3m , x — — ------ .

4a i^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ m
Ainsi , le Heu ge'ome 'trioue du centre du cercle circonscrit ä A Ai A 2 est l ' ellipse repre -

sente'e par l ' equation

I a2 — *>2 I I » 2 — t>2 1 =
V 4b J \ 4a J

1 .

Nous ne nous arröterons pas ä discuter cette Cquation . La forme en indique suf-
fisammentles relations qui existent cntre cette nouvelle ellipse et Celles qui pre' cedent . Quant
ä la valeur r du rayon A H, son expression sera trouve' e au moyen des coordonne ' es connues
des points A et H . De cette maniere on obtient l ' equation
32 a 2 b 2 r 2 = ( a 2 -H b 2) . ( a 4 -H 14 a 2 b 2 + b *) — ( a 2 — b 2) 3. cos 6 m ..... 5 .)
On voit que les dquations

cos 6 m = — 1 et cos 6 m = -+ . 1
fönt connattreles conditionsdu maxiraumet du minimum de r . Les valeurs de ceux - ci seront

a 2 -+- 3b 2 3a 2 + b 2r = 3b 2 ,— et
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ J ; 4b 4a ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ _

Pour tout triangle le produit des trois cötCs est e' gal ä l ' aire multiplie' e par le quadruple
du rayon . Or , l ' aire est la meme pour tous les triangles; ainsi , le maximum et le miniraum . du
produitdes trois cöt ^ s sont assujettis aux meines conditionsque ceux du rayon . Leurs valeurssont

a . ( a 2 >+• 3b 2) . -^ 27/16 et b . ( 3a 2 + b 2) . «/ 27/ ifi -
Nous n ' entrerons pas dans des de"tails relativement aux valeurs de m ; il est e' vident

qu ' au cas du maximumon a
m % et m = + 3/2

Deen ne"gligeant toutes les valeursqui ne different de celles - ci que d ' un multiple de % n
meme on a pour le minimum

m = o et m = n .
Par consequent , le cerclecirconscritau triangle maximum sera maximumou minimum ,

lorsuu ' un des sommetsdu triangle est situe d l' extre'mite du petit ou dugrand axe de l 'el¬
lipse . Remarquonsencore que dans Tun et l ' autre cas le triangle dont il s ' agit est isoscele .

Dans le cercle circonscrit au triangle AAiA 2 (Fig . 11 ) tracons le diametreMN qui
passe par le centre 0 de l ' ellipse . En 0 il sera divise ' en deux parties dont les valeurs
seront r + g et r — g , en de"signant par g la distance comprise entre le centre H du
cercle et le centre 0 de l ' ellipse . Or , 0 e"tant l ' originc des coordonne' es , la quantite" g 2 est
la somme des carrtfs des coordonne' es du point H . De lä il suit qu ' on a

32 a 2 b 2 g 2 = ( a 2 + b 2) . ( a 2 — b 2) 2 — ( a 2 — b 2) 3. cos 6 m ...... 6 .)
En combinantcette e"quation avec l ' e' quation 5 ) on trouve

r 2 — g 2 = % ( a 2 + b 2) .
La quantite r 2 — g 2 est le produit des parties MO et NO du diametre, dont les

valeurs sont r + g et r — g . Ainsi la valeur de ce produit est constante .
i Elbofcld
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Entre les points singuliers du triangle on doit compter le centre du cercle inscrit.
Quant au lieu ge"ome"trique de ce centre , je ne suis pas parvenu ä le reprCsenter d ' une
maniere simple et elegante; je laisse cette recherche ä faire ä des savants plus habiles ou
plus heureux que moi . Observons seulement qu ' entre le rayon q du eercle iuscrit et la
somme S des cöte' s il existe la relation

V* S 9 = T ,
en de"signant par T l ' aire constante du triangle . Ainsi , les conditionsdu maximumet du
minimumde q sont les m6mes que Celles du minimumet du maximumde S . — De plus en
m ' occupant de la valeur de S

S = yfi -/ * [ a 2 sin 2 i» + b 2 cos 2 m \ -H yf 3 ^ [ a 2 s j n 2 (OT + % n)
7 .)+ b 2 cos 2 (m + 2/3 7r ) ] + a/ 3 yf [ a 2 sin 2 ( m •+ . y3 ?r) -h b 2 cos 2 ( m + y3 7») ]

j ' ai trouve" re"quatiou suivante
x 8 — 18 . ( a 2 + b 2) . x 6 -J- 27 . (3a * + 4a 2 b 2 + 3b *) . x * — 54 . ( a 6 + 6a* b 2

-+ • 6a 2 b * + b ö — ( a 2 — b 2) 3. cos 6 m } . x 2 4- 729 a* b * = o ..... 8 .)
La plus grande racine positive de cette gquation donne la valeur de S qui , par cette

raison , est une foncüon de l ' angle 6 m . Je dois m ' abstenirde discuter en detail cette e"qua -
tion dont les racines sont lie' es entre elles par des relations remarquables.

Voici encore une Observationge"ne"rale par laquelle je terminerai ce memoire : Cha -
cun des triangles maximainscrits ä l ' ellipse est spe' cialise" par l ' angle auxiliairem qui entre
dans les valeurs des coordonne' es du sommetA . Tout re' sultat dont l' e' nonce , soit analy -
tique , soit synthe' tique , est inde' pendant de cet angle , est le möme pour tous les triangles .
On a vu que tels sont le centre de gravite et l ' aire du triangle . D ' autre part , tout ce qui
change de triangle ä triangle, doit se reconnaitreä l ' angle m qui entre dans l ' enonce du
re' sultat . Or , en vertu de la reciprocite" qui existe entre les trois sommets du triangle ,
les 're"sultats de cette espece doivent fitre les memes lorsqu ' on remplace l ' angle m par
m 2/ i n ou m % n . C ' est de deux manieresqu ' on y pourra satisfaire . D ' abord , töute
expression analytique qui est symme ' trique par rapport aux quantites m , m + 2/ 3 n , m -+■
*/ 3 n , indique des re' sultats de l ' espece de' siguee . Pour en ollrir un exemplenous renvoyons
ä l ' e"quation 7 ) . Mais , pour que les valeurs d ' une fonction ne changent pas en substituant
m + % n ou m + y3 rt ä l ' angle m , il n ' est pas ne' cessaire qu ' elle soit symme ' trique .
11 suffit que l ' angle m n ' y entre que par les lignes trigonometriquesde sou triple 3 m ou
des multiples de celui - ci , quelle que soit d ' ailleurs la forme de cette fonction . En effet ,
les lignes trigonome' lriques de l ' angle 3 m sont les memes que Celles de l ' angle 3 . ( m +
% n) ou 3 . ( m •+ % ii) . Par conse' queut , la valeur d ' une fonction des lignes trigonome' lriques
de l ' angle 3 m ne change pas , lorsque l ' angle m y est remplacepar m + % n ou m + */ 3 n .
On vient de voir que les coordonneesdes points G et H , ainsi que les quantite' s r , g , x ?
des equations 5 ) , 6 ) , 8 ) , sont des fonctions de cette espece .

BARMEN , Juillet 1853 . Dr . Fasbender .

- J~^ =Xs »5«'fcSibSä -fc-«^ «P^ -



12

Entre les points singuliers du triangle on doit compter le centre du cercle inscrit .
Quant au lieu ge' ome' trique de ce centre , je ne suis pas parvenu ä le repre"senter d ' une
maniere simple et e' le' gante ; je laisse cette recherche ä faire ä des savants plus habiles ou
plus heureux que raoi . Observons seulement qu ' entre le rayon q du cercle inscrit et la
somme S des cöte' s il existe la relation

y2 s Q = t ,
en de' signant par T l ' aire constante du triangle . Ainsi , les conditions du maximum et du
minimura de p sont les memes que Celles du minimum et du maximum de S . — De plus en
m ' occupant de la valeur de S

S = V~3 yf [ a 2 sin 2 m ■+> b 2 cos 2 m\ •+ • <J 3 yf [ a 2 sin 2 (m -+. % n ~)
+ b 2 cos 2 (m + 2/37r) ] -+- -/ 3 V [ a 2 sin 2 (m •+ yä7r) + b 2 cos 2 ( m + % n) ] . . . 7 .)
j ' ai trouve l ' Cquation suivante

x 8 — 18 . ( a 2 + b 2) . x 6 -H 27 . ( 3a 4 + 4a 2 b 2 + 3b *) . x * — 54 . { a 6 + 6a * b 2
-H 6a 2 b * + b ö — ( a 2 — b 2) 3. cos 6 m ) . x 2 •+ • 729 a* b * = o ..... 8 .)

La plus grande racine positive de cette e' quation donne la valeur de S qui , par cette
raison , est une fonction de l ' angle 6 m . Je dois m ' abstenir de discuter en de' tail cette e' qua¬
tion dont les racines sont lie"es entre elles par des relations remarquables .

Yoici encore une Observation ge' ne"rale par laquelle je terminerai ce me' moire : Cha -
cun des triangles maxima inscrits ä l ' ellipse est specialise par l ' angle auxiliaire m qui entre
dans les valeurs des coordonne' es du sommet A . Tout re' sultat dont l ' enonce , soit analy -
tique , soit synthetique , est inde'pendant de cet angle , est le meme pour tous les triangles .
On a vu que tels sont le centre de gravite et l ' aire du triangle . D ' autre part , tout ce qui
cbange de triangle ä triangle , doit se reconnaitre ä l ' angle m qui entre dans l ' e' nonce' du
resultat . Or , en vertu de la re"ciprocite" qui existe entre les trois sommets du triangle ,
les re"sultats de cette espece doivent 6tre les mömes lorsqu ' on remplace l ' angle m par
in + % n ou m + */ 3 n . C ' est de deux manieres qu ' on y pourra satisfaire . D ' abord , töute
expression analytique qui est symme' trique par rapport aux quantites m , m -+- % n , m H-
*/3 n , indique des re' sultats de l ' espece designe' e . Pour en offrir un exemple nous renvoyons
ä l ' e"quation 7 ) . Mais , pour que les valeurs d ' une fonction ne changent pas en substituant
m -+- % n ou m + % n ä l ' angle m , il n ' est pas ne' cessaire qu ' elle soit symme' trique .
II suffit que l ' angle m n ' y entre que par les lignes trigonome' triques de son triple 3 »iou
des multiples de celui - ci , quelle que soit d ' ailleurs la forme de cette fonction . En effet ,
les lignes trigonome' triques de l ' angle 3 m sont les mfimes que Celles de l ' angle 3 . ( m +
% 7t) ou 3 . ( m + */a n) . Par conse"quent , la valeur d ' une fonction des lignes trigonome' triques
de l ' angle 3 m ne cbange pas , lorsque l ' angle m y est remplace par m + % n ou m + y3 n .
On vient de voir que les coordonne' es des points G et H , ainsi que les quantite' s r , g , x >
des equations 5 ) , 6 ) , 8 ) , sont des fonctions de cette espece .

BARMEN , Juillet 1853 . Dr . Fasbender .

-^ S-^ -M -'SStSä -i ^ -* --?- ---


	Abschnitt
	[Seite]
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	Seite 12


