Das System konfokaler Parabeln, die eine Strecke harmonisch teilen.

Einleitung.

Das Kegelsehnittbitsehel besteht aus siimtlichen Kegelsehnilten, die vier Punkte |
gemeinsam haben. Selzt man an die Stelle der vier gemeinsamen Punkle vier Paare
von Punkten mit der Bestimmung, dass jedes derselben in Bezug auf jeden Kegelschnitt
des Systems ein Paar konjugierter Punkte sei, und definiert man jedes Punklenpaar
als die Asymptotenpunkte eines beliebigen auf einem geraden Triger liegenden Punkt-
systems (einer Involution von Punktenpaaren), so erhiillt man das einfach unendliche
System von Kegelschnitten, die vier Gerade in bestimmten Punktsystemen schneiden.
Dieses Syslem kann gewissermassen als eine Erweiterune des [Kezelschnitthiischels !u--]
trachtet werden; denn wenn insbesondere die auf den vier Geraden gegebenen Punkl-
systeme parabolisch sind, so ist das System ein Kegelschnitihiisehel mitl vier reellen
Mittelpunkten. In derselben Weise lassen sich auch die ithrizen Systeme von Kegel-
schnitten, deren vier gemeinsame Bestimmungsstiicke Punkte oder Gerade sind, verall-
gemeinern, indem man an die Slelle eines einzelnen der gemeinsamen Punkte oder
Geraden ein Punkten- oder Geradenpaar seizt mit der Bestimmung, dass dieses Paar in
Bezug auf jeden Kegelschnitt des Systems' ein Paar konjugierter Punkte beziehungs-
weise Strahlen sei. Das Kegelschnittbiischel, die Kegelschnittschaar, sowie die ge-
mischlen Kegelschnittschaaren sind von Jac. Steiner und Anderen eingehend untersuch!
worden; indessen haben die in dem ancedeuleten Sinne erweiterten Systeme noch
keine hinreichende Beachtung gefunden.

Es seien auf der Geraden ¥ zwei Punkle A; und
A; gegeben mit der Bestimmung, dass sie in Bezog anf
jeden Kegelschnilt des Systems konjugierte Punkie seien.
Es sollen mit gleicher Bestimmung noch 3 fernere Paare
von Punkten oder Geraden gegeben sein. Dann geht die
Polare a, des Punktes A, in Bezug auf irgend einen Kegel-
o schnitt des Systems durch den Punkt Ay, sowie die Polare a,

' des Punktes A, durch Aj, und die Polaren a; und a, in
1*
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Bezug auf alle Kegelschnitte des Systems bilden Strahlenbiischel mit den Mittelpunkten
A; und A, in der Weise, dass jedem Strahl des einen Biischels ein und nur ein
Strahl des anderen entspricht, weil durch ein Paar Pol und Polare und 3 Paar
konjugierte Punkte, beziehungsweise Gerade der Kegelschnitt eindeutig bestimmt ist. *)
Diese Strahlbiischel sind also projektivisch; ihr Erzeugnis, ein Kegelschnitt, ist der Ort
der Pole der Geraden 9 in Bezug auf alle Kegelschnitle des Systems. Beriicksichligt
man, dass ein Kegelschnitt jede Strecke, die von zwei in Bezug auf diesen Kegelschnitt
konjugierten Punkten begrenzt wird, harmonisch teilt, so lisst sich das Ergebnis unserer
Betrachtung in folgendem Salze aunssprechen:

Die Pole der Geraden ¥ in Bezug auf alle Kegelschnilte, die eine auf
9 gegebene Strecke A, A, harmonisch teilen, und fiir welche fiberdies noch
drei Paar Punkte oder drei Paar Gerade konjugierte Funkle beziehungs-
weise Gerade sind, liegen auf einem Kegelschnitte, der durch die Punkle A,
und A; hindurchgeht.**)

Es soll jelzt ausser der harmonisch zu leilenden Strecke noch ein Strahlsystem
mit dem Mittelpunkt F und ein Paar Gerade gegeben sein mit der Beslimmung, dass
das Strahlsystem in F ein allen Kegelschnitten des Systems zugehiriges sei, und dass
die beiden Geraden fiir alle Kegelschnitle des Systems konjugierle Gerade seien,
Bezeichnen wir nun den zu F A; konjugierten Strahl des in F gegebenen Sirahl-
systems mit €;, und ebenso den zu F A, konjugierten Strahl mit T,; so liegt der
Pol der Geraden F A, in Bezug auf irgend einen Kegelschnilt des Syslems auf Z;;
nun liegt aber der Pol von F A, auch auf der Polaren a; des Punkles A;; [lolglich
ist der Schnittpunkt a; von ¥; und a; der Pol der Geraden F A;; ebenso ist der
Schnittpunkt 0, von T, und a, der Pol der Geraden F A,. Die Verbindungsgerade
a, as ist demmach die Polare des Punkles F. Nun sind, wie wir ohen sahen, die
Strablbiischel, welche die Polaren a, und a, in A, und A; bilden, projektivisch;
folglich sind es auch die mit ihnen perspekliviseh liegenden Punktreihen, welche die
Punkte a; und as auf ¥; und T, bilden. Es gilt daher folgender Salz:

Die Polaren des Punktes I in Bezug auf alle Kegelschnitle, die eine
Strecke A, A, barmonisch teilen, denen ausserdem ein in I' gegebenes
Strahlsystem zugehort, und fiic welche zwei gegebene Gerade konjugierte
Gerade sind, umbhiillen einen Kegelschnitt, der von den zu F A; und F A,
konjugierten Strahlen des in F gegebenen Strahlsystems beriihrt wicd. **Y)

#) Sehroter, Theorie der Kegelschuitte § 57.

##) Wenn ausser A; Ag noch zwei Paar konjugierten Punkie und ein Paar konjug. Gerade;
oder ein Paar konjug. Punkte und zwei Paar konj. Gerade gegaben sind, so bilden die Polaren a; und ag
Strahlenbiischel in der Weise, dass jedem Strahl des einen zwei und nur zwei Strahlen des andern ent-
sprechen. Ihr Erzeugnis ist daher eine Kurve vierter Ordnung, welche durch 4, und Ao hindurchgeht.

#4#) Tinen besonderen Fall dieses Satzes veviffentlichte Herr Prof. Tesar i. J. 1851 in der
Abhandlung: ,Synthetische Untersuchung dor gemischten Kegeisehnittschanr S (31, 1p) mit, einem
imaginfiren 'i'uI!:_;I‘I'II'I‘I]]EIIH.I'.“ Siehe Wiener Sitzungsberichte, 84 Hd. IT. Alrr.: Seite 222,
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In Verfolgung des hier betretenen Weges und unler Anwendung des Duali-
titsprinzips lassen sich noch andere Sitze aufiinden, die sich aul die eingangs
dieser Abhandlung erwiihnten allgemeinen Kegelschnillsysteme bezighen; indessen soll
die folgende Untersuchung sich beschriinken auf das System von Kegelschnilten, die
gine beliebig gegebene Strecke A; A, harmonisch leilen, denen iiberdies ein in F
gegebenes cirkulares Strahlsystem zugehori, und fir welehe zwel konjugierte Gerade
pnendlich entfernt sind. Es ist dies das System von konfokalen Parabeln, die eine
Strecke harmonisch teilen,

ES g

Die Einhiillende der Leitlinien.

Beriicksichtigen wir, dass die Polare des Brennpunktes einer Parabel die Leil-
linie derselben ist, so nimml der im letzten Teile der Einleilung hewiesene Salz [ir
unsern besondern Fall folzende Form an:

Die Leitlinien derjenigen Parabeln, deren Brennpunkt I ist, und welche
die Strecke A; Ay harmonisch teilen, umhillen einen Kegelschnitt, der von
den in F aul F A; und F A, errvichteten Senkrechten @, und &, berithrt wird.

Dieser Kegelschnilt zoll mit &; bezeichnet und
niher bestimm! werden. A, und A, seien die Asymp-
totenpunkte eines auf dem geraden Triizer U beliehiz
cregebenen Punklsyslems. Beschreibt man um irgend
zwei konjugierte Punkte r; und py dieses Punkisystems
die beiden Kreise. welche durech F gehen, so sind
die remeinsamen Tangenten dieser Kreise die Leitlinien

der durch x; und g, gelienden Parabeln nunseres Systems.
Beachten wir, dass die beiden Kreise zwei reelle und zwei imaginire Tangenten
haben, so erzibt sich zuniichst der Satz:
Von den konfokalen Parabeln, die eine Gerade ¥ in einem gegebenen
Punktsystem schneiden, gehen vier durch je zwei konjugierle Punkte des
Punktsystems; zwei derselben sind reell und zwei imaginir.

Da die Mittelpunkte r; und x, der durch F gehenden Kreise aal ¥ liegen, so
sind die gemeinsamen Tangenten derselben paarweise symefrisch zu . Folglich ist
9 eine Axe des Kegelschnitts £,. Zwei ausgezeichnete konjugierte Punkle des ge-
gebenen Punktsystems sind der Miltelpunkt M desselben und der unendlich entfernte
Punkt auf 9. Die gemeinsamen Tangenten der um diese Punkte durch F beschriebenen
Kreise sind die im Abstande MF von M auf 9 errichteten Senkrechten. Lelzlere
sind also Scheiteltangenten an £,;; M ist der Mittelpunkt von £, und di¢ in M auf
% errichtete Senkrechte ! ist die andere Axe von .

Um nun die Liinge der letzteren Axe auf ' zu heslimmen, suche ich die-
jenigen konjugierten Punkte r,! und ! des Punktsystems ¥ auf, welche von F gleich-
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weit entfernt sind. Bezeichnet man den Abstand des Punkies ¥ von 9! und Y mit
x und y; und setzt man Fgt!=F1=p; s0 ist:

My ! Mggi=(x— Vo2 —y8) (x+ V2 — y2) = x2 4 y¥ — of

Da ferner x2 4 y2 = M F2
und M z;! - M x,! = + €2 isl, wenn e? den absoluten Wert der Potenz des gegebenen
Punktsystems bedeutet; so folgt: F ! = Fr! = V' MF2 J e?; das heisst:
Wenn man um einen belichigen Punkt F der Ebene mit der Strecke

- ¢2 den Kreis beschreibt, so schneidet dieser Kreis eine beliebige

VMF

i
Gerade ¥ der Ebene stets in zwei konjugierten Punklen desjenizen Punki-
systems auf ¥, dessen Mittelpunkt M, und dessen Potenz -4 e? ist,

Beschreibt man nun um die geometrisch jetzl ieichl zu konstruierenden Punkle

;! und pe! die beiden durch F gehenden Kreise, so stehen die gemeinsamen Tangenten

dieser Kreise senkrecht aof 9[': es sind diese Tangenten die zu 9 parallelen Scheitel-

tangenten von £;,. Die gesuchle Liinge der Halbaxe aunf ! ist also gleich VMF2 L e2

Da nun, wie wir bereits fanden, die Liinge der Halbaxe auf 9 gleich M F ist:
so ist die Fokalinvolution auf ¥ gleich MF2 — (M F2Y e?) = + e Wir haben somil
den Satz gefunden:

Al

Die Leitlinien der Parabeln, deren Brennpunkt F ist, und die eine
Gerade 9 in je zwei konjugierten Punklen eines aul ¥ beliebig gegebenen
Punktsystems schneiden, umbhiillen einen Kegelschnitt &;;; die Fokalinvolution
aul der Axe W des Kegelschnitls E“ ist gleich dem gegebenen Punktsystem,
und die stets reelle Halbaxe auf 9 ist gleich der Entfernung des Funkles
* vom Mittelpunkt des gegebenen Punkisystems.

Durch diesen Satz ist @, fiir alle Fille eindeunlig bestimmt. Der Satz zeigt,
dass £y unabhiingig ist von der Lage des Punktes F auf dem mit MF um M be-
schriebenen Kreise.

spezielle Fiille:

1. Das auf % gezebene Punkisystem sei hyperbolisch, also die Polenz des-
selben positiv, endlich und von Null verschieden,

Die Linge der Halbaxe von 8 auf %! isl VM EF2 — ¢2; dieselbe isl reell,
imaginiir oder gleich Null, jenachdem M F grosser, kleiner oder gleich e ist. Wir
kiénnen dies Ergebnis folgendermassen aussprechen:

Die Leitlinien der Parabeln, deren Brennpunkt F ist, und welche die
reelle, endliche und von Null verschiedene Strecke A; A, harmonisch
leilen, umbhiillen eine Ellipse, Hyperbel oder die beiden Punkie A; und A,
jenachdem I ausserhalb, innerhalb oder auf dem um A; und A, als Durch-
messer beschriebenen Kreise liegt.

In dem letzteren Falle, der eine besondere Beachlung verdient, zerfalll unser
System in zwei einzelne; die Parabeln des einen Systems senden ihre Leitlinien durch
den Punkt A,, diejenigen des anderen durch A, Jede Parabel P, die ihre Leillinie
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durch A, sendet, sendet ihre Scheiteltangente durch den Mittelpunkt C; der Strecke
F A,. Errichtet man in dem Punkte C; der Scheiteltangente von P die Senkrechle
auf C, F, so beriihrt letztere nach einem bekannten Satze die Parabel . Da nun P
eine beliebize Parabel des ersten Systems ist, so folgl, dass alle Parabeln dieses
Systems die auf F A, errichtete Miltelsenkrechte beriihren.

Alle Parabeln, deren Brennpunkt F ist, und die ihre Leitlinien durch
ginen festen Punkt A, senden, haben die auf F A, errichtete Mittelsenk-
rechte zur gemeinsamen Tangenle: gleichzeilig leilen sie alle diejenigen
Strecken harmonisch, welche man erhiilll, wenn man die Punkte der in I
auf [ A, errichteten Senkrechte mit A; verbindel.

Es ergibt sich ohne weiteres auch folgender Satz:

Alle Parabeln, deren Brennpunkt F ist, und die eine feste Gerade X
berithren, senden ihre Scheiteltangenten durch den Fusspunkt des von F
auf T gefillten Lotes, und ihre Leitlinien durch das Spiegelbild A, des
Punktes ' in Bezug aul T: gleichzeitig teilen sie alle diejenigen Strecken
harmonisch, die man erhiilt, wenn man die Punkte der dureh F zu X
parallel gezogenen Geraden mit A; verbindet.

Beachtet man, dass die auf F A; und F A, errichleten Mittelsenkrechten sich
in M schneiden, so ist ersichllich, dass alle Parabeln des ersten jener Einzelsysteme
die Strecke M A,, und diejenige des andern die Strecke M A, schneiden, Liegt insbe-
sondere F in Ay, so fallen alle Parabeln des ersten Systems in die Gerade A, withrend
die Parabeln des anderen Systems nicht ausarten.

Wenn der gemeinsame Brennpunkt F in dem Mittelpunkt des auf ¥ gegebenen
Punklsvstems liegt, so arlet &, in die Gerade ! aus, welche als Hyperbel aufzufassen
ist, und alle Parabeln des Systems fallen in %, Wenn F aunl der o entfernten
Geraden liegl, so arlet €, in diese Gerade aus, welche als Ellipse aufzufassen ist.
Jede Parabel des Systems besteht aus zwei Parallelen, die durch F' gehen und ¥ in
einem Paar konjugierter Punkte schneiden.

- : S0 M AT et ] b

Wenn endlich M F = Vi ist, so ist @, eine gleichseitige Hyperbel.

2. Das auf ¥ gegebene Punkisystem sei gleichseitiz hyperbolisch, also die
harmonisch zu teilende Strecke unendlich gross. Da der Mittelpunkt M von £, im
Unendlichen liegt, so ist €, eine Parabel; ihr Brennpunkt ist der im Endlichen liegende
Endpunkt A; der harmonisch zu teilenden Strecke; ihre f_w'u]u:ilvHauﬁonte ist das von
Faul % gelillte Lot. Es gilt daher der Satz:

Die Leillinien der Parabeln, deren Brennpunkt F ist, und welche eine
feste Gerade 9 je in zwei Punkten schneiden, die von einem auf % gegebenen
Punkte A, gleichweit entfernt sind, umhiillen diejenige Parabel, deren
Brennpunkt A,, und deren Scheiteltangente das von F auf ¥ gefillte
Lot ist.

Wenn insbesondere ¥ in der in A, auf % errichteten Senkrechten liegl, so
zerfallt unser System wieder in zwei Einzelsysteme. Die Parabeln des einen Systems
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senden ihre Leitlinien durch A; und schneiden ¥ nur in imaginiren Punkten; die
Parabeln des andern Systems senden ihre Leitlinien durch den oo enlfernten Punk!
anf % und schneiden ¥ je in zwei reellen Punkten, welche von A; gleichweil ent-
fernt sind.

3. Das aul %W gegebene Punkisystem sei parabolisch, also die harmonisch zu
teilende Strecke gleich Null. Da e? =0 ist, so ist die Halbaxe von & auf 9! gleich
der Halbaxe MF auf %, also £y ein Kreis, und F liegt auf diesem Kreise. Alle Pa-
rabeln des Systems gehen durch den Mittelpunkt M dieses Kreises. Daher der Salz:

Die Leitlinien der Parabeln, deren Brennpunkt F ist, und die durch
den festen Punkt M gehen, umhiillen den mit MF um M heschriehenen Kreis,
Und umgekehrt: Alle Parabeln, deren Brennpunkt F ist, und deren Leitlinien
einen durch I gelegten Kreis beriihren, gehen durch den Mittelpunkt dieses
Kreises,

4 Das auf ¥ gegebene Punktsystem sei elliptisch, also die harmonisch zu
teilende Strecke imaginiir.

Die Liinge der Halbaxe auf 1 ist /M F2 4 e2; diese Grisse ist stets reell
und grisser als die Liinge der Halbaxe MF aul 9. Es ist also 9! die Hauptaxe von
¥, deren Fokalinvolution + e? ist. Da die Lingen beider Halbaxen reell sind, so ist
2, stets eine Ellipse. Daher der Satz:

Die Leitlinien der Parabeln, deren Brennpunkt F ist, und welche eine
Gerade ¥ je in zwei konjugierten Punkten eines elliplischen Punkisystems
schneiden, dessen Mittelpunkt M, und dessen Potenz — e2 ist, umbhiillen
diejenige Ellipse, deren reelle Brennpunkte in der Entfernung e von M auf
der in M auf ¥ errichteten Senkrechten 9! liegen, und deren halbe Neben-
axe auf 9 gleich MF ist.

Wenn insbesondere F in M liegt, so artet @, in ihre Brennpunkte auns, und
unser System zerfillt wieder in zwei Einzelsysteme. Die Parabeln des einen Systems
senden ihre Leitlinien durch einen der Brennpunkte, diejenigen des andern Systems
durch den andern Brennpunkt. Die Parabeln des einen oder andern der Einzelsysteme

f b ) . e
berithren die eine oder die andere der im Abstande 5 von ¥ zu W parallel gezogenen

Geraden, und das eine dieser Einzelsysleme ist das Spiegelbild des andern in Bezug
auf .
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Die Einhiillende der Seheiteltangenten.

Fs seien y, und Y, die Mittelpunkte zweier Strecken
Fr, und Fr,; man beschreibe um p, und xp die Kreise
durch F und bezeichne eine der gemeinsamen Tangenten
dieser Kreise mil 9; so ist € die Leitlinie einer Parabel,
deren Brennpunkt F ist, und die durch x, und o hin-
durchzeht. Beschreibt man ebenso um y; und y, die
Kreise durch F und bezeichnet man die zu £ parallele
I gemeingame Tangente dieser Kreise mit &, so ist & die

Leillinie einer Parabel, die durch y, und ye geht, und deren Brennpunkl F ist. Zu-
aleich ist & die Scheilellangente der Parabel, deren Leitlinie £ ist; denn © ist parallel
@ und halbiert den Abstand des Brennpunktes F von € Es ist also die Scheitel-
tangente der durch p; und p, gehenlen Parabel identisch mit der Leitlinie der
durch y, und y, gehenden Parabel, deren Brenvpunkl F ist.  Fassen wir jetzt x,
und Ia als zwei konjugierte Punkle eines auf 9 gegebenen Punktsystems auf, so ergibt

sich folgender Salz:

Wenn man zu einer Geraden ¥ diejenige Parallele 8 zieht, welche
die Entfernung eines festen Punktes F von 9 halbiert, und wenn man
ferner ein auf 9 gegebenes Punktsystem von F aus auf B projiziert ; dann
ist die Einbiillende der Scheiteltangenten derjenigen Parabeln, deren Brenn-
punkt F ist, und die ¥ je in zwei konjugierten Punkten des auf 9 gegehenen
Punktsystems schneiden, identisch mit der Einhiillenden der Leillinien der-
jenigen Parabeln, deren Brennpunkt ebenfalls F ist, und die B je in zwei
konjugierten Punkten des auf 8 projizierten Punkisystems schneiden,

Dieser Satz macht eine nihere Bestimmung der Einhiillenden der Scheilel-
tangenten, die wir fortan mil & hezeichnen wollen: entbehrlich ; denn alles, was bis-
her iber 2, gesagl ist, gilt auch fiir &, wenn wir nur an die Stelle des aul 9 ge-
gebenen Punklsysiems das aul B projizierte setzen, Indessen ist es fiir die folgende
Untersuchung vorteilhaft, die Beziehung zwischen £, und &, auch noch in anderer
Form zum Ausdruck zu bringen,

el
4',{" J Es seien %, und P, irgend zwei Parabeln, deren Brennpunkl
N F ist: die beiden Leitlinien von 9, und %, mogen sich im Punkte [
ihre Scheitellangenten im Punkte § schneiden; dann ist & der Miltel-
punkt der Strecke FL. Jetzl sollen %, und P, zwei Nachbar - Para-
beln irgend eines Systems von Parabeln sein, deren Brennpunkt '
ist; dann sind [ und & homologe Punkte der Einhiillenden der
y Leitlinien beziehungsweise der Scheiteltangenten der Parabeln dieses
/ Systems. Daher gilt der Satz:
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Verbindet man einen belicbigen Punkl [ der Einhiillenden der Leitlinien
der Parabeln eines Systems von konfokalen Parabeln mit dem gemeinsamen
Brennpunkt I, so ist der Orl des Mittelpunkis dieser Verbindungsstrecke
die Einhiillende der Seheiteltangenten derselben Parabeln.

§ 3.
Die Einhiillende der Parabeln des Systems und die Seheitelpunktkurve.

Die Einhiillende der Kurven eines Systems ist der Orl, in welechem sich je
zwei Nachbar-Kurven des Systems schneiden. Es sei P ein heliebiger Punkl der
Ebene, und es sei um P durch F der Kreis beschrieben, dann sind die vier gemein-
samen Tangenten dieses Kreises und des im § 1 behandelten Kegelschnilts Lu die
Leitlinien der vier Parabeln unseres Systems, welche durch P hindurchgehen, Zwei
dieser Parabeln sind Nachbar-Parabeln, wenn zwei der semeinsamen -Tangenlen
unendlich nahe zusamwenfallen, d.i. wenn der um P mit PF beschrichene Kreis den
Kegelsehnilt L;, beriihet,

Die Efmhiillende der Parabeln eines Systems von konfokalen Parabeln
die eine Strecke harmonisch teilen, ist der Ort der Mittelpunkte derjenigen
Kreise, welche durch F gehen und gleichzeitiz die Einhiillende der Leitlinien
der Parabeln desselben Systems beriihren.

E:\ & Fine andere Entstehungsweise unserer Kurve
r 4 * = g i ol 3 "
== ergibt sich durch [olgende Uberlegung: Es sei | ein

beliebiger Punkt auf €, € sei die Tangente, und %
die Normale des Punktes I: dann schneide! die Mittel-

““:}\l\ _ senkrechte € der Sirecke Fl die Normale 9 in
einem Punkle e der gesuchten Kurve: denn der um

\\\\ ¢ mit ¢’ beschriehene Kreis geht durch F und

}_ '\\K beriihet £, in 1. In ¢ schneiden sich also zwei
Nachbar-Parabelo B, und B, deren Leitlinien in € zu-

k4 sammenfallen. Der Fusspunkt der Mittelsenkrechien G,
d. i. der Mittelpunkt der Strecke Fl ist nach § 2 der zu | homologe Punkl & der Ein-
hiillenden &,; der Scheiteltangente; ¢3 fallen also in der Tangente & des Punktes &
die beiden Scheitellangenlen von P, und P, zusammen. Nun ist allgemein die in
einem belichigen Punkte 8 der Scheiteltangenie einer Parabel auf &F errichiefe Senk-
rechte eine Tangente der Parabel. Folglich berithrt G die beiden Parabeln By und B,
und zwar in deren Schnittpunkte ¢, weil ¢ zugleich auch ein Punkt auf & ist. Daraus
folgt, dass @ auch eine Tangente der gesuchten Einhiillenden der Parabeln des Syslems
ist. Bewegt sich nun der Punkt 1 ither €, so bewegl sich & iiber &y, und E umhiilll
unsere Kurve,

Pl I i P
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Bewegt man einen rechten Winkel so. dass einer seiner Schenkel
fortwiihrend durch einen festen Punkt F geht, withrend sein Scheitel sich
liings einer Kurve &; bewegl. so umhiillt der freie Schenkel die Ein-
hitllende derjenigen Parabeln, deren Brennpunkl I ist, und deren Scheitel-
tangenten die Kurve &;; umbhiillen.

Die gesuchte Kurve ist also diejenige, deren Fusspunktkurve &, ist. Daher
der Salz:

Die Einhiillende der Parabeln eines Syslems von konfokalen Parabeln
is| die negalive Fusspunktkurve der Einhiillenden der Scheiteltangenten
der Parabeln desselben Systems hezogen auf den gemeinsamen Brennpunkl
als Pol.

Wenn man von dem Brennpunkt einer Parabel das Lot aul ihre Scheitel-
langente fillt, so ist der Fusspunkt dieses Lotes der Scheitel der Parabel. Wir kimnen
daher dem vorstehenden Salze den folgenden an die Seile slellen :

Die Scheitelpunktkurve der Parabeln eines Systems von konfokalen
Parabeln ist die (posilive) Fusspunktkurve der Einhiillenden der Scheilel-
tangenten der Parabeln desselben Systems bezogen aul den gemeinsamen
Brennpunkl als Pol.

AL ;.{: Die Beziehungen, in denen die heiden hier zu

Iy i behandelnden Kurven zu einander stehen, Lreten
f,j‘ I % noch deutlicher durch folgende Erorterung hervor:
fi e o s sel & ein IJ:ellelnp'L:_r Punkt auf @'[_’ und HLI' ein

7 : beliebhiger um F als Mittelpunkt bezchriebener Kreis,
j:.", \.’ der von der Geraden 8 F in den Punkien k; und k,
frind selroffen werde; ferner sei i der 4'¢ harmonische
e et Punkl zu f, f, und 8, dem Punkte & zugeordnel ;

dann nennt man den geomeltrischen Ort des Punktes i die Inverse J von & bezogen
auf den Kreis f;;. Die in 8 auf 8 F errichtete Senkrechte € ist nun einerseits die Polare
des Punktes i in Bezug auf ;;; anderseils ist € (siehe oben) eine Tangente der Einhiillen-
den der Parabeln des Systems. Es gilt also der Satz:

| Die Einhiillende der Parabeln irgend eines einfach unendlichen Systems
von Parabeln. deren Bremnpunkt F ist, ist die reziproke Polare der Inversen
i der Einhiillenden der Scheiteltangenten derselben Parabeln, wenn F das Cen-

trum der Inversion ist.

Es sei ferner & eine beliebige Tangenle an &;. und § ihr Pol in Bezug aufl
f,;; dann ist der Ort des Punktes 8! die reziproke Polare von &y in Bezug auf 8y
'3l steht senkrecht auf &, und der Fusspunkl dieser Senkrechlen ist einerseits der
inverse Punkt zu &' und anderseils ein Punkt der Scheitelpunktkurve. Es gilt also

; anch folgender Satz:
Die Scheitelpunktkurve der Parabeln irgend eines einfach unendlichen
Systems von Parabeln, deren Brennpunkl F ist, ist die Inverse der rezipro-

o
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ken Polaren der Einhiillenden der Scheiteltangenten derselben Parabeln.
wenn F das Centrum der Inversion ist.
Berficksichtizen wir, dass die Ordnung und die Klasse der reziproken Polaren
einer Kurve gleich der Klasse beziehungsweise gleich der Ordnung der Kurve ist
so0 folgt:

3

Die Ordnung der Scheitelpunktkurve ist gleich der Klasse der Ein-
hiillenden der Parabeln, deren Brennpunkt F ist, und beide sind gleich der
Ordnung der Inversen der Einhiillenden der Scheiteltangenten derselben
Parabeln, wenn F das Centrum der Inversion ist
Und ebenso:
Die Klasse der Scheitelpunktkurve ist gleich der Ordnung der Ein-
hiillenden der Parabeln, deren Brennpunkt F ist, und beide sind gleich der
KKlasse der Inversen der Einhiillenden der Scheileltangenten derselben Parabeln,
wenn F das Centrum der Inversion ist.
Jetzl soll die Ordnung der Inversen eines Kegelschnitts & ermittelt werden :
Ks sei @ eine beliebige Gerade der Ebene. Die Inverse von & ist der Kreis, der durch
I und die beiden Punkle geht. in denen & den Kreis Ky schneidet; umgekehret ist die
Inverse dieses Kreises die Gerade @&. Die Inverse von & schneidet S, in 4 Punkten
well jeder Kreis einen Kegelschnitt in 4 Punkten schneidet: also liegen auch 4 Punkte
der Inversen von & aul der beliebigen Geraden ®; d i. die Inverse eines Kegelschnitls
ist 4% Ordnung. Es hat sich somit folzender Salz ergehen:
Die Scheitelpunktkurve der konfokalen Parabeln, welche eine Strecke
harmonisch teilen, ist im allgemeinen 4t* Ordnung, und die Einhiillende der
Parabeln desselben Systems ist im allgemeinen 4% Klasse
Um die Klasse der Inversen eines Kegelschnills zu ermittoln. sei P ein beliebiger
Punkt der Ebene, und P! sein inverser Punkl in Bezug auf $;. Denken wir uns
durch P eine Tangenle an die Inverse des Kegelschnitts gezogen, deren Berithrungs-
punkt i sei; so ist die Inverse dieser Tangente derjenige Kreis, welcher durch F und
Pt geht und den Kegelschnitt in dem zu i inversen Punkt beriihrt, Folglich bestimml
die Zahl der Kreise, welche durch F und P! gehen und den Kegelsehnilt beriihren,

die Zahl der von P aus an die Inverse zu ziehenden Tangenten, d. i. die Klasse dieser
Inversen. Nun bildet die Gesamtheit der durch F und P! gehenden Kreise ein Kreis-
biischel; und da, wie bekannt ist, sechs Kreise desselben einen beliebigen Kegelschnilt
der Ebene beriihren, so ergiebt sich der Satz:
Die Scheitelpunktkurve der konfokalen Parabeln, die eine Sirecke
harmonisch teilen, ist im allgemeinen 6t Klasse; und die Einhillende der
Parabeln desselben Systems ist im allgemeinen 6ter Ordnung.

Es soll fortan die Scheitelpunktkurve mit §y, und die Einhiillende der Parabeln
mit @y; bezeichnet werden, v und @y sind dureh eindeulice Transformation ans
einem Kegelschnilt entstanden. Daraus folgt:

Das Geschlecht der Scheitelpunktkurve der konfokalen Parabeln, die
eine Strecke harmonisch teilen, sowie der Einhilllenden der Parabeln des-
selben Systems ist gleich Null.
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Nihere Bestimmung der Seheitelpunktkurve v und des Ortes, in welehem
die Axen aller Parabeln des Systems deren Leitlinien sehpeiden.

1. Doppelpunkte, Tangenten in F und einzelne Punkte aul $iy.

Von F aus kann man zwei Tangenten an &y ziehen; die Fusspunkte der von

F ans auf diese Tangenien gefillten Lote liezen beide in F; folglich ist F' ein Doppel-

punkt von Fiv. Dasselbe gilt auch von den beiden imaginiren o entfernten Kreis-

punkten J; und Jo.  Denn jeder von einem beliebigen Punkie der ILbene ausgehende

Steahl, der durch J; geht, steht senkrecht auf sich selbst, weil in ihm zwei konjugierte

Strahlen eines cirkularen Strahlsystems zusammenfallen. Demnach steht auch F Jy senk-

recht zu den beiden von J; aus an &y gezogenen Tangenlen. Fs ist also J; und eben-
g0 Jy ein Doppelpunkt von v

Der Oct der Scheitel der Parabeln, deren Brennpunki F ist, und die

gine Strecke harmonisch leilen, hal in F einen reellen und in den oo ent-

fernten Kreispunkien zwei imaginire Doppelpunkle.

Es sei © eine beliebige Tangente an &y,
und fder Fusspunkl des von [ aus aufl & ge-
fillten Lotes, dann ist f ein Punkt auf Fiv-
Riickt nun | an F heran, so geht I'| in eine
Tangenle des Punktes I an iy ditber; dabei
steht immer Ff senkrecht auf &; demnach
stehen die beiden Tangenten des Doppelpunktes
F senkrecht auf den beiden von F aus an Sn
gezogenen Tangenten; wWenn man nun anf
letzleren Tangenten in F die Senkrechlen er-
richtel. so gehen diese durch die Punkte A,
und A,. Folglich:

Die Tanzenten des reellen Doppelpunk-
tes F der Scheitelpunktkurve der Parabeln,
deren Brennpunkt F ist, und welche die

Strecke A, A, harmonisch feilen, sind die
Geraden F A, und FA,; letzlere lreffen die Scheilelpunktkurve ausser in
F pur noch je in einem Punkte, der auf dem um den Mittelpunkt der
Einhiillenden der Secheiteltangenten durch F beschriebenen Kreise liegt.

Da kein Punkt der beliebigen Tangenle & innerhalb &;; liegt, so kann auch
kein reeller einfacher Punkt von Fpy innerhalb & liegen. Wenn I innerhalb &;; liegt,
so isl F ein isolierter Doppelpunkt von Fiv.

Von F aus kann man bekanntlich vier Normale auf ginen Kegelschnilt & |
tillen, Die Fusspunkte dieser Normalen sind Punkle auf Fiv.
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Die Scheilelpunktkurve §v der Parabeln, deren Brennpunkt F ist, und
die eine Strecke harmonisch teilen, liesl ausserhalb der Einhitllenden By
der Scheitellangenten derselben Parabeln und heriihrt ©;; in zwei, drei oder
vigr reellen Punkien, jenachdem F ausserhalb, auf oder innerhalb der
Evolule von Su liegt. Wenn insbesondére F innerhalb Su liegt, so ist
ein isolierter Doppelpunkt von iy,

2, Entstehung von Frv dureh Ubereinanderrollen von Kegelschnilten, und Ent-

stehung des Kegelschnills &, durch Ubereinanderrollen von Kurven Gy,
I I

s sei P eine beliehige Parabel unseres

J;'/ By Systems, & ihre Scheileltangente, und & der Be-
f I rithrungspunkt von &. Die Spiegelbilder von F und 4
©y in Bezug aul die Tangente & seien F! und & 1. i:c'
| Wenn nun F! mit &;! fest verbunden bleibt, wiih- i
"',\ ,*E rend &1 iiber &, ohne zu gleiten rollt; so bleiben |
o < fortwihrend F! und &' die Spiegelbilder von F
[N : und €;; in Bezug aufl die gemeinsame Tangenle von
g J & und €1, deren Beriihrungspunkt der augen-
blickliche Drehpunkt & ist. Bei der Bewegung be-
| schreibt F! den Orl der Punkte, in welchem die
Axen aller Parabeln P des Syslems die Leitlinien derselben schneiden. Dieser Orl
soll mit Ty bezeichnet werden. F18 ist die Normale von Dy im Punkle F!: diese
Normale hitlll bei der Bewegune die Evolule von Dy ein; zogleich ist aber auch K18
derjenige Strahl, in welchem der Strahl ¥ von der Kurve &;; reflektiert wird; es hiilll
also P13 auch die Brennlinie von &y, ein, deren Pol F ist. Wir sind somil zu [oleen-
dem Salze gelangl:

Wenn man in einem Syslem konfokaler Parabeln in Bezug aufl die
Scheiteltangenle einer beliebigen Parabel des Systems die Spiegelbilder B!
und ;! des gemeinsamen Brennpunktes F und der Einhiillenden &, der
Scheiteltangenten konstroiert, alsdann F'! mit &y, ! fest verbindet und endlich
&y ! iiber &;; ohne Gleilen rollen lisst; so beschreibl F! den Ort Dy der
Punkte, in welchem die Axen der Parabeln des Systems die Leitlinien der-
selben schneiden. Uberdies ist die Evolute von ®yv identiseh mil der Brenn-
linie der Einhiillenden &;; der Scheileltangenten in Bezug auf den Pol F,

A e e

i

Wenn wir in der Begriindung des obigen Satzes an die Stelle von S;; den- i

jenigen Kegelschnitt MMy, setzen, welcher gerade so aus €, entstehl, wie &; (nach § 2) .
aus ¥ enlstanden ist, so gelangen wir zu foleendem Satze: "I
Wenn man einen beliebigen Punkt 8 der Einhiillenden &y der Scheilel- ]

tangenten derjenigen Parabeln, deren Brennpunkl F ist, und die eine Sirecke
harmonisch teilen, mit F verbindet, so ist der Orl des Miltelpunkts in der T

Slrecke 8 ein dem &; iihnlicher Kegelschnitl Diy,. Sind nun F! und P!
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die Spiegelbilder von F und 2 in Bezug auf eine beliebige Tangenle an
Wy, und rollt My, ! dber My, so beschreibt der mit ;! festverbundene
Punkt F1 die Scheitelpunktkurve §y der Parabeln desselben Systems. Und
die Brennlinie von 2, in Bezug auf [ als Pol ist die Evolute von Fiv.

Auch ergiebt sich ohne weileres folgender Salz:

Ist @ eine beliebige Tangente der Einhilllenden Eyy derjenigen Parabeln,
deren Brennpunkt F ist, und die eine Sirecke harmonisch teilen; sind ferner F!
und Eyi! die Spiegelbilder von B und Evi in Bezug aufl & und rolll Ey;!
iiher @y;, so beschreibt der mit Elyy festverbundene Punkt F! die Ein-
hiillende €5 der Leitlinien derselben Parabeln, und die Brennlinie von &y
in Bezug auf § als Pol ist die Evolule des Kegelschnitts ¥y;.

Bei dem Ubereinanderrollen kongruenter Kerelschnitte in symetrischer Anfangs-
lage beschreiben die Brennpunkle des beweglichen Keselschnitls die beiden Kreise,
deren Mittelpunkte die Brennpunkle des ruhenden Kegelschnitts, und deren Halbmesser
die grossen Axen der Iegelschnilte sind,*) Die Beachtung dieses Umstandes und der
vorstehenden Siitze gestatiet mit Hillfe des Bobillier'schen Salzes eine leichte Kon-
steuklion beliebiger Punkte und Tangenten der Leitlinien von Gy und &,,, sowie der
Evoluten von &p und Frv.

Besondere Fiille:

1. Das auf A gegebene Punkisystem sei hyperbolisch.

a) F liege ausserhalb des um A; A, als Durchmesser beschriebenen Kreises;
©,; ist eine Ellipse, deren Hauptaxe mit B zusammenfiilll; F liegt aul dem um die
Hauptaxe von &; als Durchmesser beschrichenen Kreise. Die Tangenten FA; und
I* A, sind reell, F ist ein Knotenpunkl ; v bildet in F zwel Schleifen, welche ganz im
Endlichen liegen. Ziehl man durch F eine beliebige Gerade &, so schneidel dieselbe
Fiv auvsser in I noch in zwei reellen Punkien, weil 8 zu zwei reellen®Tangenten von
©,; senkrecht steht; daher liegl eine der heiden Schleifen ganz innerhalb der andern.
Die Gestalt von v iindert sich mit der verdnderlen Lage des F auf dem iiber der
Hauptaxe beschriebenen Kreise, aber der vom Veklor durchlanfende Flichenraum von

Qo
Sy ist immer derselbe, nimlich gleich a® = + h__, " wo a die grisssere und b die kleinere
Halbaxe von &, ist.**) Wenn insbesondere F' auf % und daher in einem der Scheitel
von Sy liegt, so ist Fry symetrisch zu . Die von I” aus auf &, gezogenen Normalen
fallen in 9; daher berithrt v die Ellipse in den beiden auf 9 liegenden Scheiteln.
Die Tangenten FA; und FA; fallen in 9 zusainmen;: daher schrumpft eine der

*) Kliigel's Wirterbuch, Epicycloide. Sind die Kegelschnitte kongruente Parabeln, so ist
piner der Kreise die Leitlinie der ruhenden Parabel; der andere Kreis ist die unendlich entfernte
Gerade.

##) Die [nhaltsangaben sind den von J. Steiner (Ges. Werke, Bd. 1L 8. 63 u. f.) anf geome-
trischem und von R. Wolff (Crelle’s Journal Bd. XX. 8. 88 u. f)) auf analytischem Wege gefundenen
Formeln entnommen.
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Schleifen in einen Punkt ein, F wird eine Spilze, und die Klasse von F1v erniedrigt
sich um Eins.®)

3 b) F liege innerhalb des um A; A, beschriebenen
/ Kreises. &, ist eine Hyperbel, und F liegt anf dem um
ihre Hauplaxe beschriebenen Kreise. Eine durch F gezogene
Gerade & schoeidet vy ausser F in zwei reellen oder
imaginiren Punkten, je nachdem die Neigung von & zu U
geringer oder grésser ist, als die Neigung der Asymploten
3 von & zu A. Daher liegt eine der Schleifen, die v in F
ol bildet, ganz ausserhalb der andern. Der Inhall der wvom
Vektor durchlaufenen Fliiche ist nicht unabhiingiz von der
Lage des I aul dem um die Hauplaxe von &;; beschriebenen Kreise, Im f{ibrigen gilt
auch hier das unter a) iiber Fiv Gesagte.

¢) F liege auf dem um A, A; beschrichenen Kreise, & artet in ihre Brenn-
punkte B; und B; aus; F liegt auf dem um B; B, beschriebenen Kreise. iy artet in
die beiden um F B; und F B, beschriebenen Kreise aus, welche sich in F und in dem
Fusspunkte des von F auf B, By gefillllen Lotes rechtwinklich schneiden, v hat also
in diesem Falle 2 reelle und 2 imaginiire Doppelpunkte. Der Inhalt heider Kreise zu-
sammen, die gemeinsame Fliche doppelt gerechnet, ist gleich a?z. Wenn insbesondere
F aufl % liegl, so ist Fy der um B; B, beschricbene Kreis.

2. Das auf % gegebene Punklsyslem sei gleichseitiz hyperbolisch,

©y; ist eine Parabel, und F liegt auf der Scheiteltangente
derselben. Die oo entfernte Grade oo ist eine Tangente an S
der Pol von oo in Bezug auf einen beliebigen um F beschriebe-
nen Kreis $§in ist der Punkt F; daher geht die reziproke Polare
von & durch F, und die Inverse einer beliebigen Geraden & der
Ebene schneidet die reziproke Polare ausser F nur noch in 3 Punk-
ten; folglich ist die Inverse der reziproken Polare von &;; und
somit auch vy in diesem Fall dritter Ordnung. Von den
Tangenten des Doppelpunktes F geht eine durch den Brennpunkt B, der Parabel,
die andere ist parallel zu A. Unsere Kurve 3% Ordnung hat demnaeh einen ge-
withnlichen Doppelpunkl; sie ist daher 4%r Klasse**) v bildet in F eine Schleife,
welche &;; in einem reellen Punkte beriihrt, weil man von F aus eine und nur eine
reelle Normale auf die Parabel ziehen kann. Von F aus sendet vy zwel Aste aus,
welche die Leitlinie der Parabel im Unendlichen beriihren.

Wenn F in ¥ liegt, so schrumpft die Schleife von §y in einen Punkt zusammen,
F wird eine Spitze, und die Klasse von §ry vermindert sich um Eins. Diese Kurve

#) In diesem Falle ist die reziproke Polare von & in Bezug auf einen um F beschriebenen
Kreis cine Parabel, daher erniedrigt sich die Klasse der Inversen um Eins.

#%) Dass die Klasse der Scheitelpunktkurve sich um zwei vermindert, folgt auch unmittelbar
aus dem Umstande, dass die rez. Polare von & durch F geht.

e
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gter Opdnung und 39 Klasse v wird von dem Scheitel einer Parabel MYy beschrieben
(Seite XIV), die fiber eine ihr kongruenle Parabel MMy in der Weise rollt, dass fort-
withrend die eine das Spiegelbild der anderen in Bezug auf die gemeinsame Tangente
des augenblicklichen Beriithrungspunktes ist. In derselben Weise entsteht bekanntlich
die Cissoide; v ist demnach die Cissoide, deren Spitze der Scheitel, und deren
Asymptote die Leitlinie der Parabel & ist. Der zwischen v und ihrer Asymptofe
liegende Flichenraum ist gleich §a?z; wo a die Strecke vom Brennpunkt bis zum
Scheitel der Parabel & ist.

Wenn insbesondere F in der in A; auf 9% errichteten Senkrechten liegt, so
artel & in die Punkte B, und den ooentfernten Punkt auf ¥ aus. v artet in den
um B beschriebenen Kreis und in die Gerade F B, aus. Auf dem Kreise liegen die
Scheitelpunkte derjenigen Parabeln unseres Sysiems, welche die Gerade ¥ in imaginiiren
Punkten schneiden; ausgenommen sind jedoch die Punkte zwischen F und U,

3. Das auf A gegebene Punkisystem sei parabolisch.

B ist der um By F beschriebene Kreis. Bezeichnet man den Mitlelpunkt von
©&;; mit N; beschreibt man um F N den Kreis I, und lisst man das Spiegelbild von
My, in Bezug auf die in F auf FN errichtete Senkrechte ttber @y, rollen, so beschreibt
(Seite XIV) der Punkt I die Scheitelpunktkurve . Aunf dieselbe Weise entsteht bekannt-
lich eine Kardioide. v isl demnach eine Kardioide, deren erzeugende Kreise die

F Ay
i

Durchmesser haben,

4, Das auf U gegebene Punkisystem sei elliptisch,

a) F liege nicht in M. &, ist eine Ellipse, und F liegt
auf dem um die Nebenaxe beschrichenen Kreise. Die Tan-
senlen des Punktes F sind imaginiir; F  ist ein isolierter
Doppelpunkt und liegt innerhalb &,;. Fv bildet keine Schieife.
Der Inhalt von Fiv ist unabhiingiz von ihrer Gestalt, gleich
a3
alx : : o : : :
~ + b2z, Liegt insbesondere F in %, so fallen die beiden

L -~ -

Tangenten des Punktes F in W zusammen; F ist eine Spitze,
und die Klasse von fv erniedrigt sich um Eins. iy beriihrt

o .

&u in den auf U liegenden Scheiteln von &p;.

BT . — M3 - e . s
b) F liege in M. &;; artet in ihre reellen, im Abstande ;- von M auf ¥ liegenden

Brennpunkte aus. Sy artet in die beiden Kreise aus, welche 9 in M beriihren, und deren
8

Durchmesser— ist.
9
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Nihere Bestimmung der Einhiillenden der Parabeln des Systems.
T Beschreibt man um einen Punkl e der Ein-
___.,]{i:,-:_h. hiilllenden &y; der Parabeln des Systems mil ¢ P
s L den Kreis, so berithrt dieser die Einhiillende £,

der Leitlinien in einem Punkte [; wenn nun & der
zu [ homologe Punkt aul &;; ist, so beriihrt die Ge-
rade ¢ & die Einhiillende @y; im Punkte ¢. Beschreibl
man nun durch F einen Kreis, der £; in zwei
Punkten [, und [, berithrl, so ist der Mittelpunki
¢;2 dieses Kreises ein Doppelpunkl mit den Tangen-
ten ;s 8 und ey 8;. Nun kann man durch 3 Punkte,

also auch durch F und die beiden un-

endlich entfernten Kreispunkte J; und J,
e vier Kegelschnitte legen, welehe einen he-
liehigen Kegelschnitt der Ebene doppell
berithren.*) Folglich halt €y
4 Knotenpunkte, Um die Lage
derselben  aunfzusuchen, be-
zeichne man die Scheitel von

1\ <) | .-': -~ £, die auf ¥ liegen, mit [,
N = Lk und L., diejenigen auf 9! mit LY und L1, sowie
C et A die homologen Scheitel auf &;; mit S;, S;, S und
l W Si,, Errichtet man auf F LY und F LY die Mittel-

N u 7 senkrechten, so schneiden letztere die Axe ! in
'_"""-7‘-=-—-"{,;' zwei verschiedenen Punkten; diese Schnittpunkte

sind einfache Punkte auf @y;: denn beschreibt man

um dieselben die Kreise durch F, so beriihren diese
Kreise &, je in einem einzigen Bunkt LY, beziehlich L.1,. Diese einfachen Punkte von
Evi, deren Tangenten durch SY und S gehen, sind reell oder imaginir, jenachdem £,
eine Ellipse oder Hyperbel jst; Ist £;; eine Parabel, so liegen sie auf @ >, Jeder andere
Kreis, dessen Mittelpunkt auf 9! tiegt, der durch F geht und &, in einem Punkte 1; beriihrt,
berithrt £, auch in dem zu l; in Bezug auf 9! symeltrisch liegenden Punkte 1, Da nun
Eyr von ¥, in 6 Punkien geschnitten wird, so folgt, dass @Gy; zwei einfache und
zwei Doppelpunkte auf %! hal, und da die Tangenten jedes dieser Doppelpunkte nicht zu-
sammen fallen, so schneidel sich Gy in ! zwei mal selbst, und die Doppelpunkte sind
Knotenpunkte. Errichtet man nun auch auf F1, und F L, die Mittelsenkrechten, so

schneiden lelzlere die Axe 2 in M. Es [allen also die beiden einfachen Punkte von &y auf

¥ in M zusammen, so dass also auf ¥ drei Knotenpunkte liegen, von denen im allgemeinen
nur M, welcher zugleich aul ' liegt, reell ist. Ey; wird demnach im allgemeinen

¥ H. Schriter, Theorie der Kegelschnitte. Leipzig, 1867, Seite 360,
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ausser in M in keinem reellen Punkte mehr geschnitten. Die Tangenten des Knoten-
punktes M gehen durch 5; und S,; und da M auf dem um 5; S, beschriebenen Kreise
lieet, so stehen die beiden Tangenten in M unter allen Umstinden senkrecht auf-
cinander; inshesondere auch dann, wenn F auf ¥ liegt. &y schneidet sich also alle-
mal selbst rechtwinklich in M.

Spitzen: Ein beliebiger, durch I gehender Kreis, dessen Mittelpunkt E sei,
schneide €, in den 4 Punkten l;, l;, l; und lj; riicken drei dieser Punkte, etwa l;, l,
und I, in einen Punkt l;; zusammen, so wird der Kreis um E ein Oskulationskreis,
dessen Mitlelpunkt E auf der Evolute von &;; liegl. Die beiden Tangenten des Punkles E,
nimlich die Geraden E &, und E &, fallen in eine Gerade K 85, zusammen; folglich
ist E eine Spilze. Es hal also &y so viele Spitzen als Oskulationskreise von £, darch

11
I sehen: dass deren 6 vorhanden sind, ergiebt sich jetzl auns der Pliicker'schen
nm—1)—y—24, : : y : o
Formel ¢ = 5 " worin o die Zahl der Spitzen, n die Ordnung, v die Klasse
I und & die Zahl der Knotenpunkie bedeunlel. Es ergiebt sich s = h'”_':["_"‘: '.'}‘::5,
l Alle 6 Spitzen von Eyy liegen auf der Evolute von £, !
Punkte auf @ oo, Die beiden von F aus an 2, gezogenen Tangenten,

kann man als Kreise ansehen, welche durch F gehen und %, berithren; ihre Mittel-
punkte liegen in der Richtung Ay F und Ay F' im Unend-
lichen und sind Punkte der Einhiillenden &y;. Diese beiden
Punkte sind reell oder imaginiir, jenachdem die harmo-
nisch zu teilende Strecke A; A, reell oder imaginir ist.
\ Wenn A; in Ay oder F in ¥ fillt, so fallen beide oo
i \ entfernte Punkte von &y in die Gerade A; F. Es sollen
: nun die oo entfernten Punkie von &;; mit §o0o, und
30w, bezeichnel werden; dann siteht die oo entfernte
I Gerade @ oo in 8 oo und
\\}— 27'! 8 o, senkrecht auf den (Ge-
o e raden F§ oo, und F§,; daraus
A > ; o T
L) ke folgt (nach Seite XI), dass Gy,
von @ oo in zwel Punkien
heriithel wird; die beiden Be-
rithrungspunkte liegen in den
zuden Asymtoten von & senk-
rechten Richtungen und sind

reell und imaginiir, jenach-

dem &;; eine Hyperbel oder
{ Ellipse ist.

Berithrungspunkte von Sy, giv und Gy

{ Errichtet man in einem Punkte 8 von & auf §F die

7 Senkrechte und in dem zu 8 homologen Punkte [ die

Normale zu £, so schneidet letztere die in 8 auf 8 F errichtete Senkrechte in einem

L




—

XX
Punkte ¢ der Einhiillenden Gyr. Ist nun &, ein Punkt, dessen Normale aul & durch
F geht, so geht auch die Normale des homologen Punktes [ auf %y durch F, und
& ist ein Punkt auf Gy;. Rickt nun 8 an & heran, so geht ¢ ¢ in eine Tangente an
Gy, und zugleich in die in 8 auf & F errichtete Senkrechte {iber; da auch Fv (§ 4)
in demselben Punkte von & berithrt wird; so ergibt sich, dass die drei Kurven &y,
Fiv und Gyy sich in denjenigen Punkten von &;; beriihren, deren Normalen durch F
gehen; es sind 2, 3 oder 4 solche Berithrungspunkte reell, jenachdem F ausserhalb,

auf oder innerhalb der Evolute von Sy liegl.
Anzahl der reellen Parabeln, weleche durch einen Punkt gehen.
Von den vier Parabeln, welche durch jeden Punkt der Ebene gehen, kinnen
9 oder 4 imaginir sein, und 2, 3 oder 4 konnen in eine Parabel zusammenfallen.
Die Einhiillende Gy; teilt nun die Ebene in dreierlei Felder, die mit (0), (2) oder (4)
bezeichnet werden sollen, jenachdem keine, 2 oder 4 reelle Parabeln des Syslems
durch jeden Punkt des Feldes gehen. Durch jeden Punkt, welcher auf Gy liegt, geht
eine als doppelt zu denkende reelle und 2 imaginére Parabeln, oder eine als doppell

..\.}'-\'
N
zu denkende und 2 reelle Parabeln, jenachdem der Punkt auf der Grenze zwischen
den Feldern (0) und (2), oder (2) und (4) liegl. Die Felder (0) und (4) slossen nur in
Knotenpunkten von Ey; zusammen; durch diese und die Spitzen von Ey; gehen 2 als
doppelt zu denkende reelle Parabeln des Systems.

Besondere Fiille: Die Untersuchung der Abiinderungen, welche Gy je
nach der Beschaffenheit des auf A gegebenen Punktsystems und der Lage von I er-
leidet, bietet keine Schwierigkeiten mehr; es sollen hier nur folgende Einzelfialle kurz
erbriert werden: 1) F liege auf . £ ist ein heliehiger Kegelschnitt, und F liegl
auf einem Scheitel desselben. Die Klasse der Inversen von Ly bezogen auf emen
um F beschrichenen Kreis erniedrigt sich um Zwei, ihre Ordnung um Eins; daher er-
niedrigt sich auch die Ordnung der reziproken Polare der Inversen, d. i. der Ein-
hilllenden der Parabeln des Systems, um Zwei, und ihre Klasse um Eins. Die Ein-
hilllende der Parabeln artet in eing Kurve 4!* Ordnung und 3%* Klasse und in die
Gerade 9 aus. Da nun Gy vom Geschlechte Null ist, so sind drei Doppelpunkte vor-
handen, und dies konnen nach der oben angegebenen Formel nur Spitzen sein. Eine
der Spitzen fillt mit derjenigen der Evolute von £;; zusammen, welche auf ¥ und dem

la-..

.




=2 L P

XXI

Scheitel F am niichsten oder am entferntesten liegt, jenachdem das auf ¥ gegebene
Punktsystem hyperbolisch oder elliptisch ist. Die {ibrigen beiden Spilzen liegen syme-
trisch zu U auf der Evolute von 2. Ist € eine Hyperbel, so liegen sie in den zu
den f\s}mlnic:t senkrechten Richtungen im Unendlichen. Ist 2, eine Ellipse, so bildet
die ausgeartete Kurve 4'r Ordnung Gy ein krummliniges Dreieck,
zwel der Seiten liegen symetrisch zu ¥ und stossen in der er-
wiihnten Evolutenspitze zusammen; die dritte Seite schneidet 9 recht-
winklich in M. Dieses krummlinige Dreieck wird von den Miltel-
senkrechten derjenigen Sehnen umbhiillt, die man von F aus in £;; ziehen
kann. Das Spiegelbild @'}y liegt deckend auf Gy, doch so, dass jedem

\f Punkie auf €y ein zu U symetrisch liegender Punkl auf GLy ent-
spricht. Rollt €'y iiber Gy, so heschreibt F den Kegelschnitt €,;. Durch die Spitze
von &y, welche mit einer Evolutenspitze zusammenfillt, geht nur eine einzige Parabel,
da niimlich der um diese Spilze durch F beschriebene Kreis mit 2; eine 4 punktige
jeriihrung eingeht, so fallen alle vier durch den Punkt gehende Parabeln in eine zu-
sammen. Duarch die beiden {ibrigen Spitzen, sowie durch M gehen zwei reelle, aber
keine imagindre Parabeln. Durch jeden iibrigen Punkt auf den Seiten des Dreiecks
oder auf der Strecke von M bis zu der auf A liegenden Spitze gehen drei reelle
Parabeln: durch jeden andern Punki aof ¥ geht eine reelle und zwei imaginiive, durch

jeden Punkt innerhalb des Dreiecks gehen vier reelle, und durch jeden andorn Punkt

der Ebene gehen zwei reelle und zwei imaginiire Parabeln unseres Systems. [Es gibt
also in diesem Falle keinen Punkt der Ebene, durch den nicht wenigstens eine reelle
Parabel des Systems hindurchgeht. Ist £ eine Parabel, so riickt eine Seite des krumm-
linigen Dreiecks ins Unendliche, und die Einhiillende Gy ist 3% Ordnung und 3% Klasse,
Ist 8y ein Kreis, so artet die Einhiillende Ey; in den Mittelpunkt M des Kreises und
in die Gerade M F aus.

2) 8, arte in zwei Punkte aus. Dieser Fall tritt ein, wenn das auf U ge-
gebene Punkisystem hyperbolisch ist, und F aof dem iiber A, As beschriebenen Kreise
liegt, Gyp artet in die auf F A, und F A, errichteten Mittelsenkrechten aus. Durch

jeden Punkt derselben gehen drei reelle, durch den Schnittpunkt M derselben gehen

zwei reelle als doppelt zu denkende Parabeln; die beiden Mittelsenkrechten teilen die
Ebene in vier Felder, durch jeden Punkt des Feldes, in welchem F liegt, gehen vier
reelle, durch jeden Punkt der beiden Nachbarfelder gehen zwei reelle und zwei ima-
vinfire, und durch jeden Punkt des ibrigen Feldes gehen vier imaginiire Parabeln des
Systems. £, arlet ferner in zwei Punkte aus, die in der Entfernung e von M aul !
liegen, wenn das auf 9 gegebene Punklsystem elliptisch ist, und F in M Iic-,;{!.‘l Eyy
arlet in die beiden zu ¥ parallel gezogenen Geraden aus, welche den Abstand 5 von
9 haben. Durch jeden Punkt der Parallelen gehen drei, durch jeden Punkt, der zwi-
schen denselben liegt, gehen vier reeclle und durch jeden andern Punkt der Ebene zwei
reelle und zwei imaginiire Parabeln unseres Systems.

Aachen, im Mirz 1892 Joseph Peveling.
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