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Anallagmatische Flichen.

Um einen festen Punkt ¢ des Banmes sei mi der Liangeneinheit als Radins eine
Kugelfliche beschrieben. Jedem Punkte P des Ranmes wird dann ein und nur ein Punkt
P' entsprechen, welcher anf dem von ¢ nach P gezogenen Strahle liegt und die Bedin-
ennge erfiillt

“
gl

RO E—1]

Die Punkte P und P heissen zugeordnete, reziproke oder inverse Punkte in Bezug auf
die mit der Lingeneinheit als Radius um 0 geschlagene Kugelffiche; letztere wird Trans-
formationskugel und Punkt O Transformationscentrum genannt.

tickt Punkt P auf einer durch O gehenden Geraden aus unendlicher Ferne aut die
ngesetzter Richtong von O

Transformationskugel zu, so bhewegt sich Ponkt P in entgege

pach der Transformationskugel hin; hier treffen beide Punkte zusammen, und withrend

von da ab P den kleinen Weg von der Kugel nach O zuriicklegt. eilt P von der Kugel
ins Unendliche.

[st nun irgend eine Fliche gegeben, so kann man von O nach jedem Punkte P der
Fliiche einen Strahl ziehen und auf jedem dieser Strahlen einen Punkt P derart bestim-
men, dass

(EPLO P =]

wird. Die Gesamtheit dieser Punkte P stellt dann eine neue Fliche dar; sie wird das
Bild der eraten Fliche, der Originalfiiche, genannt.
Fiir Original- und Bildfliche lassen sich anf elementarem Wege folzende Eigen-
sehaften nachweisen:
Sind P und @ zwei Punkte der Originalfiiche und P* und ¢’ die entsprechenden
Punkte der Bildfliiche, so ist (s. Fig. 1) AOPY~AOQ' P, mithin PG : P@' = OF: 0@ =
1

OF;:-—. als
OF: 00" also

20

Py = ity
PG OF. 00




Liegt nun @ unendlich nahe an P, so wird

Py
3 i :
I !’t? = 0P

Nimmt man noch einen zweiten, P unendlich benachbarten Punkt S und nennt den Bild-

punkt S, so wird

=2
P 0P
; S
und D= ap-
Mithin ist P PS50 = PG PS5,

d. b. AP'Q'S'~AP@S. Wir haben es also mit einer Abbildung zu thun, welche Ahu-
lichkeit in den kleinsten Teilen hervorbringt. :

Sind wieder P und @ zwei Punkte der Original- und P und @' die entsprechenden
Punkte der Bildfliche, so bestimmen die Punkte P, ¢, @, P* ein Sehnenviereck, also ist
X 0PQ+X P@Q=2R. Rickt nun @ anf P zu, so wird beim Aufeinanderfallen beider
Punkte die Sehne PQ zur Tangente PT und die Sehne P*Q’ zur Tangente TP und
wir erhalten <£OPT+<c T P*P=2R oder

X OPT+ < OP'T"=2R,
Schneiden sich die Tangenten P77 und P'7* in R, so ist APRP ein gleichschenkliges.

Zieht man OU-LPT und O L PT sa ist AOPU~AOQP T, also ist

ou: ot =0P: 0F,

Hierans ereeben sich folzende Siize:

Legt man dureh OP einen beliehigen ebenen Schnitt, so bildet OF mit den Tan-
centen der Schnittkurven in den Punkien P und P supplementive Winkel, oder der
Sl'h]!iiﬂrll!lkf dieser rl‘;n];;'t.‘llsl.'n liegt in der anf der Strecke PF' in ihrer Mitte errichteten
Senkrechten.

Die von O auof diese Tangenten gefillien Lote verhalten sich zu einander wie OoF
zu OP:. 1

Die zu den Punkten P und P’ gehirigen Tangentialebenen schneiden sich in einer
Geraden, welche anf der in der Mitte der Strecke PP’ zu dieser senkrecht gezogenen
Ebene liegt, und die zugehirigen Normalen schueiden sich in derselben Ebene und bilden
mit OF supplementiire Winkel.

Die von O auf die Tangentialebenen gefiillten Lote verhalten sich zn einander wie
OP zn OF.

Im allzemeinen wird nun die Bildfliche eine andere Gestalt haben als die Original-
fliche. Die unmittelbare Anschanung lehrt aber schon, dass es Fliichen giebt, welche bei

unserer Abhildungsweise sich wieder selbst erzeugen, in sich selbst tibergelien; man denke
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an eine dureh O gehende Ebene oder an einen Kegel, dessen Spitze in O liegt. Solehe
Flichen hat man anallagmatische *) genannt ( 2. Teil, Seite L).
Fiir diese tritt noeh eine besondere Eigenschaft ein: Eine anallagmatische Fliche

Salmon-Fiedler, 3. Aufl,,

sehneide die Transformationskugel. Legt man dann durelh O einen ebenen Schnitf nnd
zieht von 0 einen Radins nach der Stelle. wo die Schnittkurve der anallagmatischen
|

lagmatischen Fliiche in zwei zugammenfallenden Punkten, d. h. der Rading ist eine Tan-

iehe den Kreisschnitt der Trapsformationskugel trifft, so begegnet man hier der anal-

gente der anallazmatischen Fliiche. Also fiillt an jedem Schnittpunkte der anallagmatischen
Fliche mit der Transformationskueel die Normale der anallagmatischen Fliche in die
Tangentialebene der Transformationskogel, d. h.: Schneidet eine anallagmatische Fliche
die Transformationskugel, so schneidet sie dieselbe rechtwinkelig

Wir wollen die anallagmatischen Fliichen ermitteln.

Durch O sei ein rechtwinkeliges Koordinatensystem gelegt, so dass die Gleichung
der Transformationskugel

28 e =11
wird. Die allgzemeine Gleichung einer algebraischen Fliche ist dann
h’IJ

— dolf = g2

Dieselbe setzt sich znsammen aus ganzen, rationalen, homogenen Funktionen in z, y, 2
vom 0.1, 2. ... Geade.

Fithren wir Polarkoordinaten ein, indem wir setzen

£ reosd
Yy == rsind cos
£ ¥ sind sing,
go geht die Gleichung fiber in
y

+ ¥ (ay cos b -+ as sind cosg - ay sind sing)

-+ #2(ayy 0823 + oo 8INZH OS2 - agy Sin 2 8in g - Zagg Sind cosg sind sing +
+ 2agy sind sing cosd 4 2a;, cosd sind cosq)
=0
ader in
1ol ) il @) + P ) e =0,

1) ellerro verindern, vertauschen und ey =« privativam.




worin [y @) eine Konstante hezeichuet und fi( 3, ), fal3, o), ganze, rationale, ho-

mogene Funktionen des 1., 2., . . . Grades in cos & sind cosq, sin sing aunsdriicken.
Das Charakteristische dieser Funktionen (%, ¢v) besteht nun darin, dass fu(d, ¢) nicht

notwendiz vom 2. Grade zu sein braucht, sondern siech unter Umstiinden auf den n—2,

#—d., ... Grad reduziert, nie aber anf den n—1,, n—3,, ... Grad. Sp geht beispielsweise

fuld, ) = ayq cos2Y 4 ates 8N COSFp - Agy SN 8N 4~ 2oy SinF COS (P gind sing

- 2a,, gin sing cosd + Za;s cosd sind cosg

fiir ayy = og = gy = g und asy = gy = g = 0 in ay fiber, wird also zu fo(4 p).

Diese Eigenschaft der Funktionen f(i, ) giebt uns die Liisung unseres Problems.

Unsere alleemeine Flichengleichung hat unter Weglassung der Argumente &, g die
(Gestalt

-"NF-.;. -+ "u_!',lllln—*. = "'Il_unr-.rl—'_-_ : ORI IR RIS e, phsp R RN D PR IR e J"'I'Jll:_-" '1’ "'-llflg :Ilfu = ().
Die hierdurch bestimmte Fliiche soll nun nach unserem Abbildungsprinzip in sich selbst
tibergehen. Das ist der Fall, wenn die Wurzeln » dieser Gleichung sich paarweise so
anordnen lassen, dass je zwei zusammengeordnete reziprok sind. Dazu ist aber nofwendig

und hinreichend, dass » gerade und dass
fi o (s ot R A e

gei. Der Gleichung kann man dann die Gestalt geben

(1D (2 D - Ot D ca s we .|_I rif, =0
Verschwindet das mittelste Glied, ist f. =0, so darf anch
fam—Tor Timi—rtfin i i o
gsein. Die darans sich ergebende Gleichung
”_“_l_”[l 4 (™ __L-""_Jfl .i.“.u '_l]JIfd+ e : Ir‘,._.__lh._ J..__I ; = ()

liefert aber nichts Neues; denn die Gleichung ist durch #*—1 teilbar, ynd -man erhiit
nach Ausfiibrung der Division eine Gleichung. in welcher auf der linken Seite die gleich-
weit von beiden Enden abstehenden Koeffizienten einander gleich sind, also eine Gleichung
der vorher betrachteten Form. Die erste Gleichung giebt also eine Fliche der vorigen
Art und dazu die Transformationskugel.
Ist 5 =0, so muss auch f; = 0 sein, und die Bedingnng wird

fo=flay fa1=Fs -+ - - [ . = fu

Ua. B W, !

Siimtliche anallagmatische Flichen sind demnach gegeben durch
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Wir gehen dazu itber, die Gestalt der einfacheren unter diesen Flichen zn ermitteln.
Dabei kehren wir von den Polarkoordinaten wieder zn den rechiwinkeligen Koordinaten

zuriick.

liefert die Fliche

@ gl —+
algo eine durch 0 gehende Ebene, deren Normale mit den Koordinatenaxen Winkel bildet,

welehe bestimmt sind durch

tlq % Qg L
CORE = 5 v COBR = ) COBY S S
r Y ! 1 4 4 2
1“% L at-lgr ] .'.'?—-. 3 -I-n“5 ] ”f"‘-'!:_:‘ ""?-

ungswinkel der Ebene mit der ye-, se-, ay-Ebene;

Diese Winkel sind zngleich die Ne
g=0, ayw-tasy =10 geschnitten.

letztere werden in den Geraden aoy-dsz =Y, ;
Ist einer der Koeffizienten a Null, so steht die Ebene auf einer der Koordinaten-
ebenen senkrecht, welt also durch eine der Axen: sind zwei derselben Null, so fillt die
Ebene in eine der Kpordinatenebenen.
Schliigt man in der Ebene mit dem Radius r=1 um 0 einen Kreis, so ist das inner-
halb des Kreises liegende begrenzie Stiick der Ebene das Bild des ausserhall liegenden
unendlichen Stiickes und nmgekehrt; jeder Punkt des Kreises ist sein eigenes Bild.

liefert




Flache 1

(w2d-y2 -t 52+ 1ag + @t dalf iy = 1)

] e
UHRET

Wil == = = ol
24, 2ay’

ist eine Kugelfliche, die mit dem Radios Ja*+07+c*—1 nm den ausserhalb der Trans-

tormationskugel liegenden Punkt z=a, y=0h, s=¢ geschlagen ist.
a2 = I__ng'—' R R S |

lehrt, dass die Kuogel die Transformationskngel rechtwinkelig sehneidet.

Die innerhalb der Transformationskngzel liegende Kugelkappe ist das Bild der ausser-
halb liegenden und umgekehrt. Der Sehnittkreis beider Kugeln hildet sich Puukt fiir
Pnnkt selbst ab.

JFiir a®+bP4-e® =1 degeneriert die Kugel in den Punkt z=a, y=b, z=¢, der, weil

o

+ 1 -E*

— 1 geniiet, auf der Transformationskugel liegt, sich daher

er der Gleichung

selbst abbildet.
Ist einer der Koeffizienten ay, as, wy gleich Null, so liegt das Centrum der Kugel

in einer der Koordinatenehbenen, sind zwei derselben Null, so liegt es aut einer der Axen,

und sind endlich alle drei Null, so hat die Fliche keine geometrische Bedentung.

Fliche 2)

g+ 2ag 65+ 205y = 0

b5 doalf? - tgq 2™ 2t

enthiilt zuniichst den Punkt 0. Lezt man durch irgend einen Punkt wy, yg; 2 der Fliche
und durch 0 die Gerade

r—=@gls Y =1ty B=85l;

wo ¢ von — oo his oo geht, so liegt jeder Punkt dieser Geraden in der Fliche, d. h.
L= 1 o & ?

die Fliche ist ein Kegel, der seine Spitze in (1 hat.

Die zy-Ebene schneidet denselben in der Kurve

2ayamy = (L

(g 1 =1 Aaplf
Dieser Sehnitt kann aber nur gerade Linien hervorbringen, da die linke Seite der Glei-
chung in zwei lineare Faktoren zerleghar ist. Soll nun der Kegel durch die z- und y-Axe
gohen, filr welehe ¥ = 0 und @ = 0 ist, so geht diese Gleichung iiber in
oY = 0,
also ist ay, — (g == U,
Analog findet man, wenn der Kegel durch die #- und #Axe gehen soll, a;3=uy=0,

so dass




Qoglié - gy 53 + Y —

den durch die Axen gehenden Kegel ausdriiekt,

Der Kegel beriibrt die Koordinatenebenen, wenn die Schnitfkurven

=1} 2120 0e =1

0%+ daaty®+2agaiy = 0, aggy* -0ty

rade iihergehen. Das ist aber der Fall fiir

in je eine Doppels

gy = == [ty )4 -

e = = fyy tasy oy =

Da nun s, dsy, @y reell bleiben miissen, so miissen ayy, s, g, dasselbe Vorzeichen haben;

wir nehmen das positive,

22— 2V thog tlag 012 — 2 045 613 22— 2V 03y ey = 1)

i

1y I_f'—' = tlon

sieht dann einen die Koordinatenebenen beriihrenden Kegel, wihrend

2Y oo Gag 2 -+ 2 agg gy 72+ 2 gy agp vy = 0

oder

(Yay# + Vawy + Vaue g

einen in zwei zusammenfallende, durch 0 gehende Ebenen degenerierten Kegel darstellt.

In ziwei sich schneidende Ebenen artet der Kegel aus, wenn sich seine Gleichung
in die Form brinzen lisst

(axr< J.'..llr c8) (a2 -+ |"J|_.',I-E- gg)= L
: 2 i, AL o : :

Diese Gleichung enthdlt nur 4 Konstanten —» ——» .rll' r':l- withrend die urspriingliche
GHeichung deren 5 enthiilt; es muss also unter diesen eine Bedingungsgleichung bestehen,
Dieselbe ergieht sich folgendermassen:

Wir haben

iy = iy, by, — flga, Cf =y
by b = 204, ae;t-o = 2ag, oy lye = 2aay.

Aus der 4. und 5. Gleichung folgt

(il !'.’.-."':I —--.||.|r"3 - ﬂl'.r_.fl.\l"r—--frt._. ¢)

ty(be; —bye) = 2 (agee; — gy )
und darans

awy (be;— 'LE"" =4y b—ast) (a2 ¢ — 03 ]

nder

1y, 2, thy

= | oy s ooy Moy | = .

1, go erhiilt man




14

| thyy & ("H: + Yt — 1t ”22_} ¥+ [:”1:"i_1:“:;:_”11 I3y

]
1=0.

—_— ; = e
b W e (”1:_ l”%'z ”IE”':""-_};"’.;_ t.”"‘_‘.r 3_“|l”33_}"

Fiir das Ebenenpaar haben wir also die fernere Bedingnng

"‘ffz —yy Oy =0 ]
fry Xy, Ayy L)
und, da ans 4=0 folgt
I'r’EfE — 84 ﬂ‘:!} Irr;;'}—-:-'ﬁ.. ) — LG U s 0y Gy ) s
auch
by — g gy L}

Ist nun ¢ der Winkel, welehen die beiden Ebenen mit einander bilden, =0 ist be-
kanntlich
i V(ab, —ayb)>+-(ae; —ae)* -,[.Jf']ﬁbkf:_!'_"’
HPE .rml—'- hh["i"'ﬁ

Setzen wir die gefundenen Werte ein und beachten, dass aus =0 auch folgt

(af,—yy gy (a2 — g, Ggg) = Ay Bya— g Byy)?
g0 erhalten wir

'-3].“?2 LITRLY i} ”?J Ay ”:I:I-!-Hgﬁ- (yy flgy

fgm =

i i
Py ol P

Die Ebenen stehen senkrecht anf einander, wenn ¢=90% also ig p=0o oder
(P ol S ol R
wird. Sie fallen zusammen, wenn =0, also {g =0, oder

. v
(fy =gy Ayt Oy — Qg Oay— gy (3 = 1)
oder

(12 - u‘“a.!g,,;rrf_i o, r!_,_...(ig

12 2 1148

_”f'_-‘ r;s_‘ e

]
ist. Die doppelt zu ziihlende Ebene hut daun die Gleichung
Ay T4y i85 =0,

oder, um sie anf die vorhin schon gefundene Gestalt zu hringen,

ot o
] Qg By 7 ] @y Aya Y -1 J Gy tlgy @ = U oder

t':ﬂ” &~ I'.'r{n U= Jaga & = 0.

Um nun die Gestalt des durch die allgemeine Gleichung gegebenen Kegels zu finden,
nehmen wir eine Drehung des Koordinatensystems um O vor und kinnen dadurch bekannt-

lich die Gleichung aunf die Form bringen '




2 2 |
o -
=T .i. R ]

@ 0 .

2 i

Liegt ein Punkt xy, #y, %0 ant der Fliche, so befinden sich anch die 7 anderen durch
=Eag, Ly, £ gecebenen Punkte auf ihr. Der Kegel liegt also symmetrisch zu den
Koordinatenebenen.

Die xz- und ye-Ebene liefern als Sehnittlkurven die doreh € gehenden Geradenpaare
b

e z —owmd L FE= 0, welche mit der 2- Axe die durch tggy=-= t{ und tggp =+
1 H [ T

i L 5 ] i
| bestimmten Winkel ¢ und ¢ bilden.
Die zy-Ebene schneidet den Kegel nur im Punkte ©.

Jede mit der zy-Ebene parallele Ebene z= liefert als Schnittkurve eine Ellipse

e iy S s . P v P
L2 e 1, die bei sowohl ins Positive als aunch ins Negative wachsendem [

Tla\e ' [~
)
immer grisser wird.
hin ins Unendliche aus.

Der Kegel dehnt sich also nach der positiven und negativen s-Axe

A f { . ol L et y= .
Charakteristisch ist der Sechnitt z=e¢, da er die Schnittkurve pr -+ ';:2 =1, also die

Bedentung der Koeffizienten a, b, ¢ giebt.
Sind 4 und B die Halbaxen der Ellipsen, so ist

A: B:l=a:b:c.

Jede der wz-Ebene parallele Ebene y=m liefert als Schnittkurve eine Hyperbel

-2
"-u:r"'- —1, deren reelle Axe parallel der z-Axe ist. Sind C und A die Halbaxen,
(%)
g0 ist C:A:m=c:a:b.

Die mit der ys-Ebene parallelen Schnitte x=n geben ebenfalls Hyperbeln, deren
reelle Axe parallel der s-Axe ist. Sind (¢ und A die Halbaxen, so ist
g:Bin=c:b:a.

Legen wir jetzt durch den Punkt =0, y=0, s=p eine Ebene parallel zur z-Axe
und machen den Schnitt dieser Ebene mit der zz-Ebene zur z;-Axe und den Sechnitt mit
der yz-Ebene zur y;-Axe und setzen X (yy,4)=*4, so ist diese Ebene bestimmt durch

Z=ay,y =1 8ink,s=p-+y cosl
Sie schneidet daher den Kegel in der Kurve

af _|:g_;lsinlj=

(pty eosh)®
] ﬂ)“i

a?

a*

oder mnter Einfubrung des Winkels ¢, den die s-Axe mit der Schnittlinie des Kegels
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i . : b 3 ; L
der yz-Ebene bildet und, wie vorhin gezeigt, durch fg¢p = - bestimmt ist, in der Kurve
e28in®p a2 -a®(sin® 4 cos? g — cos* Asin® ) yt — 2p a®sinpeosiy, — patsinfg = 0.

Wird A=q, so reduciert sich die Gleichung auf

a 2 G 5 b
t" =) ._;m____(u. i (5‘}1'5' i }

% Zeosyg,

i

\ :

n—: wird, anf
Zoos g

oder, wenn man das Koordinatensystem so verschiebt, dass a,=5, y,=

2patcosg
o U

e o 7.
a 2 2 gy
; ; 2ualeose L.l o ; y
Das ist eine Parabel mit dem Parameter f g y die sich nach der z-Axe hin erstreckt.

Ist p=0, so wird £&=0 fiir jeden Wert von 7, d. b. die Parabel geht in eine
Doppelgerade fiber.
Ist A=q, so verschiehen wir das Koordinatensystem so, dass zy=z', yy=y'+I wird.

Dann fhllt fiir

p sin®q cos A

sin®4 cos?p — cos* A sin® g

das Glied mit y; weg, und die Gleichung wird mit Weglassung der Indices zu

o ]

i : iy
p% a? cos® ¢ sin® A p* 8in® g cos® g sin® 4
c?sin (A ) sin (A— o) [sin(2-Fg)sin(A—g)]?

Der Koeffizient von ¢* ist nun stets positiv, der von z* aber nur fiir 4>,
A<Zq liefert also Hyperbeln, deren Nebenaxe parallel der urspriinglichen a-Axe ist,
A== liefert Ellipsen.
Letztere zehen in Kreise (iber, wenn die Koeffizienten von #* und »* einander gleich
werden, also fiir

a= ; sin®g
¢ sin(A-+g)sin(l—gq)
b ,
oder, da tggp = ~ ist, fiir
2 ' g®
tegp = + .
BRI 3
b

Da nun p jeden beliebigen Wert annehmen kann, so erhalten wir unter der Voranssetznng,
dass a™>b ist, zwei Systeme von Kreisschnitten parallel zor a-Axe. a<Th liefert zwei
Systeme voun Kreisschnitten parallel der y-Axe

Fiir a =0 wird fgp =20, also ¢ =00° d. h. alle Schnitte parallel der zy-Ebene
gind Kreisschnitte; der Kegel ist dann ein Rotationskegel.




liefert
1) (r2-1)rfi 4 rife =0

2) i, =0

Fliche 1)

ist die doreh O gehende Fliche

—r———

a

{22+ 42+ 224 1) (ay o4 agy—+ag2)+ tyg T2+ tap Y2+ ays 222 dlog Y212 gy 2242ty 2y =0,

Wir nehmen eine soleche Drehung des Koordinatensystems um O vor, dass
T Ol g8 = £
wird, dass also die z-Axe mit den alten Koordinatenaxen Winkel bildet, die dureh

il (4 (L
COB-0r — 1 y cos (f = & ARRY COS ¥ = L

T - - ? ) 1 3
i el i s Yaiaital Vat+ai+-al

bestimmt sind. Dann wird #*+y*+2'=2

d+y24-2? und die homogene Funktion 2. Grades
geht wieder in eine homogene Funktion 2. Grades iiber. Wir erhalten also

[“:f'-_.’lr?"":f_{_1}2|'_;"u3{'—3_-""::2."}'-13 i gIJ:::! ‘TT i 2bﬁ:ly1z1+:'1"'ru!':-\!"l-1_i—-2I‘:I'.‘J::HI.Z:”'

I Geben wir nun der z,y,-Ebene um die z,-Axe eine Drehung nm den Winkel ¢, setzen also

O =1 08 i '.'j' sin if
| th=a' 8in -+’ cosp
el
g0 verschwindet flir
21
tg2om— L2
ik ’IJ]I — Doy
das Glied mit @, und die Gleichung wird mit Weglassung der Indices zu
(222422 4-1) s+-hat Lyt a2 b2 cay=0.
Setzen wir nun e=#, wo & alle moglichen Werte durchlaufen soll, so sind alle miiglichen
gur zy-Ebene parallelen Schnittkurven der Fliche gegeben durch
(L +h) 22l 20k 242 chy -1+ el h=0.

Dies ist die Gleichung eines Kegelschnittes. Die Diskriminante ist
L+h, o, bk

o, l+h, ch = h[(5+0) (k) (R 4ak -+ 1) — (1 1) e h— (L) b2h].
bl el , W3-ahk®4-
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Deren Verschwinden zeigt an, dass der betreffende Kegelsehnitt in zwei gerade Linien
oder einen Punkt ausartet. Fir beliebhize Werte von I, I, @, b, ¢ ist der eine Faktor
rechts vom 4. Grade, Flir b=¢=0 verschwindet die Diskriminante fiir die Werte 0, —1,

& /a? 4 . . 3
~lg und — - + ]f i -1 von &, von denen die zweil letzten imaginiir werden, wenn absolut

genommen a-<_32 ist.
Die Art des Kegelschnittes hiingt weiter ab von der Determinante

h+h, o0 | :
; = |i|~a .
5 IB—|-1J, I'I|l|_|‘li:fw] { _.+||r¢‘J

'
Dieselbe ist fiir hinreichend grosses +4%& notwendig positiv, zeigt also eine Ellipse an.
Diese zieht sich bei wachsendem A& auf einen Punkt zunsammen und wird dann imaginir.
Die Determinante verschwindet fiir A=—1; und A= —1ly; diese Schnitte geben also
Parabeln.

Man kann nubeschadet der Allgemeinheit annebmen I, ™=, da man dies durch Um-
kehrung der s-Axe stets erreichen kann; es sei ferner [, >10,. Es gieht dann, wenn &
eine sehr kleine Griisse hezeichnet, der Schnitt
-+ oo eine imaginiire Ellipse,

ls-+= eine Ellipse, die sich bei wachsendem % in einen Punkt zusammenzieht,
— I, eine Parabel, deren Axe parallel der y-Axe ist,
— ls—e eine Hyperbel, deren reelle Axe parallel der y-Axe ist,
h= — I+« eine Hyperbel, deren reelle Axe parallel der x-Axe ist,
— I, eine Parabel, deren Axe parallel der a-Axe ist,
— 1, —e¢ eine Ellipse, die sich bei wachsendem % in einen Punkt zusammenzieht,

— oo eine imaginiire Ellipse.

Ist ,=1,=1, so wird die Fliiche von den Parallelebenen nur in Kreisen geschnitten,
deren Centren die Koordinaten

1/ ol

e o et

haben nnd deren Radius

=1 .1— Iff/f’.'be-lﬂf.'“'.lfﬂ - (h34ah-+h) (I-+h)

ist. Der Radikand lehrt, dass die Schnitte nur zwischen hestimmten Grenzen reell sind.
Fiir A=—1 geht der Kreis in die Gerade

2bz42cy+P—al+-1=10
iiber.
Fiir b=¢=0 werden die Schnittkurven

£ he-al*+h
s [ e
] +h




ib

d. h. Kreise, die ihr Centrum in der #z-Axe haben. Die Fliiche ist dann eine Rotations-
fliche. Fig. 2 stellt einen durch die Rotationsaxe gelegten ebenen Schnitt derselben fiir
die Werte a=3, 1=2 dar.

Filr =2 und =1 nimmt dieselbe die Form an

(2122 41) e+ +y?+2:2 =0 oder
|22 +y2+e+42 -1 (1) =0,

artet also in eine Kugel mit dem Radius 4 und dem Centrum z=0, y=0, ¢=—1%, d.h.
eine durch 0 gehende und die Transformationskugel von innen berithrende Kugel, und in
gine diese Kugel und die Transformationskugel heriibrende Ebene aus.

Dies ist ein spezieller Fall einer allgemeineren in der urspriinglichen Gleichung ent-
haltenen Fliche, die wir erhalten, wenn wir

SEtZen.
Die Fliehe ist niimlich daun
2t vfy F2rfi—rt 4fi—r* =10 oder
(r*—2#f,) (1—2¢f,) =0 oder
(it —2a2—2ay—20a.8) (1—2a,2—2a,y—2a.) =0 oder
[(z—a, )+ (y—a,)*+(e—a,)—(ai+ai+ad)] . [a,2+ay+ae—4] =0,
d. h. eine durch © gehende Kugelfliche mit dem Centrum z=a,, y=a,, 2=a, und dem

i I e . . . . " : 1
Radius ¢ = Jai+a2+a? nebst einer Ebene, die von € die Entfernung 01’:._,” hat.

0, P und das Centrum der Kugel liegen in derselben Geraden. OFP trifft die Kugel in
dem dureh (OP'=2p bestimmten Punkte P‘. Mithin ist OF.O0P'=1, d. h. P und P’ sind
zugeordnete Punkte, oder die Ebene ist die Polare zum Pol P, Ist o<T%, so liegt die
Ebene ansserhalb der Transformationskugel, ist o=+, so ist die Ebene Tangentialebene
an die beiden sich von innen berithrenden Kugeln, und ist g%, so schneidet sie die
Transformationskugel. In diesem Falle liegt die Schnittlinie der Kugel mit der Trans-
formationskogel in der zur Kugel gehtirigen Ebene.

Die Kugel ist-das Bild der Ebene und umgekebrt; dies ergiebt sich schon aus der
sleichung

(r2—2¢f,) (1291, ) =0,
. " 1 ; !
die durch Einsetzung von —- statt » iibergeht in

(1—22f,) (12—21f,) =0.
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Fliche 2)

Py =0

ist ein Kegel 3. Grades, der seine Spitze in O hat,

n=4
zieht
1) (H+ Do+ efi 3 =10
2) (P12 fatrif =0

3) rif =0,

Wir betrachten nur einen speziellen Fall der Fliche 1). Es sei

-

fi=l

Aot

[1
(fo+1)
Die Fliche hat daon die Gleichung

o e O e (B S e
et o B e f+1 3500 (fot+

w T rifi=0 oder

{"!'i' J,Jf.j; =t fw) s ‘(’_f:_11 (’It'i' f‘:ll;l Tt I'.uJ nlRifs (\"'L:_ I,ll,‘l_!irjl _.IIrLr] =10 oder

Diese Flitiche besteht aus zwei Teilen, und zwar ist der eine das Bild des andern;

das ergiebt sich darans, dass bei der Einsetzung von = statt # die Gleichung in
i AR TESIY ST Sy e AT
1+ fir il ref {‘,-__:_ SR =)
( '(:1_:1 : Ilir] \ fort 1 qu
iibergeht.
Der eine Teil der Fliche ist

ik ”1"‘??1:—.“7_”3:

R TE R L —— g =4
- ! .- 1 o
oder, wenn wir setzen
f!1 g P l’!= ! 4 f!-.’ ot
(@, +1) ! Bl 11 g+ 1)

{2~ 1”2:” _J_a‘,"l'.‘_i_('_;-_ -Sit=p - q _ll'l‘lz_aﬂ:!

also eine Kugelfliche mit dem Centrum z=p, y=¢, 2=s und dem Badius o=}p*-+4*+s'—a,.
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Die Kugel schneidet fiir a,=1 die Transformationskugel rechtwinkelig; das Centrum

1, i, a
y = — —=23 2= —
i’ ¥ 7

T s =5
i und der Radius — Va2 +ai+a2—16.

18t dann z= -
1 1
Der zweite Teil der Fliche ist

a a4,

I+ - - + (- +2fa, =0 . oder
i a1 il ¢ z
; P\ PRL o\ A
(1 ] 4 (y— 12 E: = — (PP -g* 5 —ay)
\ @y J a, ) LY. L
= 2 A ! f) { 8 : 1
also eine Kugel mit dem Centrum z = e, Y= L, 2= — und dem Radius — .
[/ y, gy Gy =

Dicse Kugel schneidet filr a,=1 die Transformationskugel ebenfalls rechtwinkelig
nnd zwar wird sie zur nimlichen Kungel, in welche die erste tibergeht. Dies ersicht man
aneh auns der urspriinglichen Gleiehung, die fir f,=a,=1 in

libergeht, also zwei zusammenfallende Kugeln darstellt.
- - = i f
Da das Centrum der ersten Kugel 2=p, y=q, #=s und das der zweiten = 2 e
! : . i =

p= ist, so geht die Centrale durech 0. Schneidet diese die erste Kngel in den Punkten
J"II ]

F und @ und die zweite in den Punkten P‘ und @', so ist
OP=YVp*+q*+s*—¢
f.‘f;) = |.l|i_12--:—|'j""--|-_--"‘e !-._")

Also ist OF.0Q'=0¢ .0FP'=1, d. h. P und ¢, und ¢ ond P sind zugeordnete Punkte.

Fliche 3)
riy=0

stellt einen Kegel 4. Grades dar, der seine Spitze in ) hat.
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Auf den Kegel 3. Grades und die Flichen 4. Grades werde ich in einem der

tolgenden Programme nither eingehen,

Aachen, im Mirz 1888.

Joseph Meder,

Gymmnasgiallehrer.
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