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Daf der Unterricht ver Viathematit in der Prima dev Realichule fidh auch ither die weneve
(junthetijdbe, projeftivijche) ®eometrie ju evjtreden Habe, ijt wohl eine ausgemadte Sadie. In fo fern
per Untervicgt in Prima bie Bovbereitung filv bie Hihevn Lehranftalten ind Auge fajfen muf, barj er
pen genannten Fweig ver Wiathematil un jo weniger unbeviidfidtiat laffen, o8 er nidt Glod ein felb:
jtinbiges Ganges biloet, jondern audh feine Lefren wnd Methoven in bem itbrigen Sweigen vielfadh zur
Gieltung fommmen,  Audy abgejehen hiervon biloen pie Wiethoven unp Anjchanumaen ber newern Geometrie
sugleidh einen wiirbigen ©cdyluf bef mathematijchen Untervichtd und ein audgeieichneted Mittel jur Gnt:
widefung ded mathematijhen Denfens,  IWeil aber biejed Denfen jdon eine gewifie Schulung erfafren
faben muf, bBevor man ovem Schitler bad vollftinoige LVerftdnbnif ber nemern Geometrie jumuthen
batf, jo bitvfte e jich micht empjehlen, ven Untervicht ber memern Geomretvie in einer frithern fiajje alé
ver Prima ju beginnen. Da inbef viejer Uutervidit evft jeit verhaltnifmakig fuvger Beit in bie Real:
jchule eingefitbrt und meined Wijfend faum ein paffenber Leitfaven fiiv Schitler herausaegeben worden ijt,
jo exjdeint eé jehr witnjdhendwerth, wenn bie Lehrer ver Mathematif fidy gegenjeitig ihre Anfjiditen und
Erjabrungen mittheilen, bamit die Grenien allmiblidy feftaejtellt werben, innevhalb beven fich der Unter
vicdht auf ver Mealidule zu Gewegen Gat, und fich jo ecine Uusdwabl von Siken wnd Entwidelungen
crgebe, welde fich filr ben Biwed eiguen. I glaube bafer feine iiberfliiffine rbeit ju unternehmen,
wenn id), wie ef auch jden von eimigen Kollegen gejcheben ift, ald Brogranm-Abhandlung eine Turge
Ueberficht bev Aufinge ver neuwern Geometvie gebe, wie idh fie jeit einigen Jahren an unjerer Anjtalt
gelebrt habe. DBiel Meues evwvarte man nidyt anf ben nachjolgenven Blittern; meite Abjidht war, dad
Borhanvene zu jichten unb zu orbnen, um ed pem Bwede bienlich ju machen. Un einzelnen Stellen
Babe idh s LVervelljtinbigung une Verbinbung Gigened Dhingugefiiat, im Uebrigen aber Bauptjidlid)
folgenbe Lerfe benukt:

Steiner, Spjtematijhe Entwidelung ber Abhangigleit geometrijcher Gejtalten wvon cinander,
Berlin 1832,

Sdriter, Die Theorie ber Kegeljdnitte (nach Steiner). Leipsig 1867.

®eijer, Die Theorie dev SNegeljchuitte in elementaver Davfiellung (nach Steiner). Leipjig 1867.

®eijer, Ginlettung in bie jyuthetijhe Geometrie, Leipzig 1869.

dienler, Darfiellende Geometrie, Yeipsig 1871,

Blumberger, Grunvsiige einiger Theorien aud ber neuern Geometrie. Halle 1858.

Webungdaufgaben jur Anmwenpung des Gelernten habe idh) mur wenige eingeftrent, ba bie geringe
Beit, welde auf bie hiuslichen Avbeiten verwendet werven fann, hinlinglidy burd) bie volljtinbige Aus-
avbeitung ber nur angeveuteten Veweije in Anfpruc) genommen toird.  Cine grifere Anjahl von Lehr
jiten ohue Beweije umd Aufgaben ofme Ljungen, aber mit Hinveichenben Anbentungen enthilt ber
II. Theil ver Sammiung von Lebnfigen wnd Anfgaben aus ber Planimetrie von Gandtner und
Funghans § 11—28; audy Fiedler's darjtell. Geom. 14—22; 24—36; Steiner, Gutivide
fung 21. &. ferner Stoll, Anfangsqriinve bex nenern Geometrie. Bendheim 1872

Die Henutnifje, welde ber Unterricht vovausjekt, find die filv bie Aufuabme in pie Prima etner
preufiijden Realjdhule 1. Ovonung vorgejdhrichenen. €8 gebdrt dagn unter Anverm aud) pie Befanntjdajt
mit ber Beveutung der Bovjeichen und vesd Unendlicdhen in ber Geometrie. Alle im Folgendven aufgefteliten
Siite burdyzunehnren, bagu wivd fich wohl jelten hinveichenve Ieit finven: e8 muf jebem SKellegen fiber-
lafjen bleiben, fe nad) Umijtinben eine geeignete Audwahl ju treffen.

Wenn idh, entgegen ver Anficht Fievler's uuv YUnbever, nicht vom Ptaume audgehe, jonvern wnab-
hingig bavon mit ben ebemen Gebilven beginne, fo gejchiebt ed, weil id) nicht einjehe, warum ie
projeftivifchen Eigenjchaften in der Gbene nidht eine felbitiinvige Vehandlung erfahren follen. Der Bu:
fammenbang biejer Yehren mit ber riumlichen Hnjchamnmg wird iibrigens am unjever Unjtalt babuvd)
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gewabrt, vaf fie in vemfelben Jabhre in Prima vorformmen, fiix weldhes pie Beenvigung ber Stereometrie
jowie im Seichemumterrichte bie Perjpeftive vovgejdhrieben jinb,

Sum Sdhlufje mége mir noch eine Bemerhung gejtattet fein, obwobl fie eigentlich nicht BHievher
gebit.  Wenn bieje Ubhandlung, entgegen bem bei wiffenjdaftlichen Bervifentliddungen inmer mehy fidh
verbreitenden Gebraudye, nicht mit lateinijdhen Budyjtaben gevruct erjbeint, fo liegt ber Grumb darvin,
baf ic) o6 eines Dentihen unwinvig finde, auch mur ben feinften Theil beutidhen Wejens, peutjdher
Gigenthitmlichleit preis su geben, Die Griiude, weldhe man fiir bie Abjchaffung ber veutihen Scprift
ind Felo fiihrt, Wnnen mich nicht dibevjengen. Die Miidficht auf vas Ausla nd, weldes, jo lge
vev bentjhe Mame in ber Gejdhichte genamnt wird, unjerm BVatevlande nidjts weniger ald3 Wohlwollen
bewiefent at, barj uns nicht beftimmen, felbjt wemn man nidt sugeben mitfite, baf wer bdie Schwieriq-
feiten ber peutjdhen Spradhe iibevwunden bhat, wabrlich nicht vor ber gany unbebeutenven Sdywievigfeit
ver Sdrijt juviidjdreden wird : id) erinneve an ben bie ariechijdie Spradie beginnenden Quartaner bed
@ymuajiums.  Den hiftorijchen Grinven gegeniiber barf man wobl die Frage aufwerfen, was b
bev Welt benn eigentlich bie Berechtigung jeiner Eriften; nadgewiefen hat, wenn man der bentjdben
Sdhrift nad) mefr als breifunvertjabrigem Bejtehen pliglich oie Eriftengbevechtigung abftveiten will. TWie
wenig iibrigend bie BVertreter ber hiftovijchen Griinbe von ber Bebeutung vevielben {iberzengt find, beweifen
fle felbjt babuvch, baf fie su pleicher Zeit in ber Ovthographie ven bijtorijchen Voven gamlich 3u ver
lafjen voxfblagen und fidh allein auf ben Deutigen Stand per Ausfpradbe bevufen. Su ver Behauptung
bie wifjenjdhaftlichen Werfe miifiten mit bem fdplecpten Beijpiele ver Beradptung bev beutjichen Sdhrift:
seidbenr vovgeben, fdnnte man wobl vexjudpt fein, ein guies Stitd Autoren-Gitelfeit it verntuthen, welde
einerjeits nad) ber befannten Bovliche pos Dentjhen fitv bad Fremde i et jremben Meiaube ber
[ateinijden Buchftaben cinen Ansdrud proferer Gelefrjambeit evblidt, anverfeits fich mit der DHojfumg
jchmeichelt, baff auch ber eime ober anbere Auslinver tas gevrudte Wer eines geneigten Blides witr-
bigen biirjte.

LWie wenig endlich Grund vorhanven ijt, ven Drudern b Berlegern gu licbe bie lateinijehe
Seyift jur alleinigen Herrjchaft ju bringew, beweift unter Yuberm bie Bereitwilligleit, mit welcher dev
Drucer biefer Abbanbhing meinen Wiinjchen entgegengefommen ft.

L. Gefldrungen.

Die geometrijchen Grunvgebilbe (einfadien Shijteme) find bie Punfrveibe uud bdas
Stvahlenbiijchel.

Unter Punttreihe vevjtebt man bie getrennten pper ftetig auj einanver folgenven Punfte einer
gevaven Linie, weldhe per Trdger ber Deilfie Deift.

Unter bem Stralhlenbiifchel vetelt man bie jimmilidhen burch efnen Bunft eiver Ebene
gehenven und in der Ehene liegenven unbegrenjten gevaben Lniew. Der gemeinfame Punkt Deifit Mittel-
puntt pes Biijdels.

Die eingelnen Punfte und Strablen Geifien die Elemente ber Gebilve.

Unharmonijdes Be rhaltnif (Doppelidhnittsverhiltni, Doppelverhiltuii) von vier
Punften, A, B, C, D, ciner Puntveibe ift ber Werth bes Quotienten, ven man exhilt, wenn man
va8 Berhiltnif ver Abftiude sweier bey Punfte von einem britten burch bas Berhiltuif ver Abjtinde
verjelben beiven Punfte von bem vierten vivivirt, ftetd unter Beviidfichtigung ves Bovzeidens, bad ven
bex Rid)ytung abhingt, in weldier per Abftand gemejjen wirb. Da bie vier Puntte i verjbiebener
LWeife sujammengeftellt werben Eormen, fo licfern biejelben vier Puntte cbenio viele verfhievene Doppel-
verbiltnifie.  Gined verjelben ijt

AC AD
BC*® BD ¥
weldpes man audy fury dburdy (ABCD) bejeidymet.

In biefem Falle fid A unp B, ¢benjo C unb D, jugeorduete Puntte.

Dad anbarmonijde Ber Haltnif von vier Strablen a, b, ¢, d, eies Strahlenbiijchels
erhilt man, wenn man bdie Abftinde von ie jwei Puniten durd) vie Sinud ber bon je awei Strablen




eingejdloffenen Winfel evjett, unter Bevlidfidtigung ber von ber Drebungériditung abhingiaen Borzeidhen
per Winfel imd benmach audy ver Sinug, aljp ;. B

s_in (ac) : “E.(.E_"']} 18

sin (be) * sin (bd)

2, Bevjdiebene Werthe ved Doppelverhalinijjesd von vier Punlten

a) Sinb bie vier Punfte gegeben, fo lafjen fie fidh auf 24 verjdievene Weifen ju einem Doppel:
verhiltnifie verbinben. Da aber viefe Berhiltniffe ju je vieven venjelben Werth haben, fo aibt e8 im
Glangen nur 6 verjdbiepene Werthe. *) Bejeidhynet man einen viejer Werthe mit k, o find die anbern
L, 1._]&’ . l]_, E—1

-
man bavaud alle itbrigen exbaltem..

Aufp. 1. Die 24 Aujommenftellungen ju bilven.

2. Bu beweifen, baf
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).
3. Den Werth irgend eined per Doppelverhiltuifje aud bem eined anbern abjuleiten.

b) &inb pie Punfte vevdanverlicdh, jo benfen wir und jwet bavem, A, B, fejt uub einen britten
D beweglich. Dann nimmt bad Berhiltnif AD : BD alle miglichen negativen Werthe von O b — o an,
wabhrend D jich von Almd;ABl[}c:urﬂl. Gieht D von B aus in berfelben Midhung weiter bis ind Unendlide, jo

: : 3
wite AD:BD = 1 BT
Unenolichen fommend, auf ber auvevn Seite bem A, jo finb jomohl A D ald BD negativ; ihr Der:
hiltnify Bleibt pofitiv und nimmt weiter ab von 1 bid 0. Wakhrend aljo D bie gamze gevave Linie
purchliut, nimmt pad Verbiltnif AD:BD ber Heibe wach alle midgliche Werthe von — oo big
~- oo an, aber jepen Werth nur einmal.**) Bei vier Puntten venft man fidh bret fejt, ndmlich
A, B, C; pamn erjidheint ba8 anbarmonijde BVerhiltnif alé bad Provutt bed fejten Berhiltuifjed
AC )

];:j, mit bem verdanoerliden [ 15 };:j) Dieraus gebt Hervor, baff man audy Hier buvdy Bewegung bes
piertenr Punlted D fiir bad aubavmonijde Berhiiltnif alle Werthe von — oo b8 -+ oo erhilt, aber
jepen nuv einmal, waé ben in ber Folge jebr widitigen Saks liefert;

Au dbrei Puntien ciner Punftreihe [dfL fidh tmmer ein vievier, aber nux
eimer finben, ber mit ben gegebenmen cin beftimmied anbarmonijdes Berhiltnif
bilbet.

Wufg. 1. Higebraijcher Beweid bes Sabied, nbent mian ben Abftand bed vievten Punkted von
einem ber gegebenen ald Unbefanute anjielt.

2. Den vievten Punft buvdh Ronjivuftion ju finven, wenn ber Werth bed anbarmoni:
jeben LVerbiltnifjies ald Verhiltnif yweier Strecfen gegeben ijt.

Ustter ben Bejonvern Werthen, welde basd anharmonijde Verhidltnif ounehmen fanm, find bie
Werthe — 1 und -~ 1 herborzubeben. &Soll (ABCD) = — 1, jo ijt AC:BC = — (AD:BD); bie
Heihenfolge ber Punfte muf baber entiweber ACBD over ADBC fein: pie vier Punfte (ebenjo bdie
vier Straflen) feifien Havmonijde.

T Jit alje per Werth eined per méglidhen Berhiliniffe Lefannt, jo fann
. X

unb basd Verhiltnif nimmt ab von-- oo bid 1; ndbert jich bann D, aud bem

*) Sdybter 5. 6. i
) &5 ift Gier woll ter Ovt, ven Schitler davanf aufmertfam ju madien, vafi of auf einer Beraden pur einen uNends

lichy fernen Puntt gidt und Daf + o0 — — oo, Die leitere Behauptung fomme jdhon in ver Trigonometrie vor, infofern
far ; — oo, (Fine Wrt von Borfiellung liefert bie Betraditung eines Hreifes, beffen Madius ind Unenclide widit

wibrend fein DMittelpuntt ing Unenblidge widt. £dRt man aber den Mittelpuntt unverintert, fo gewinnt man bie Bora
fiellung bavon, bafi afle unendlid entfernten Punlie ver Ghene auf eimer Gecaven (iegen, eine Vefauptung, welde iibrigens
it Caufe ved Unterviditd mebefady bewiefen wixd, Jndefien ift aud) wiedberbolt au betonen, baff mandie Vegriffe, (wie
{magintive Puntte und Cinien) feiner Anjdauung fibig find und baber einfod) ald Ergebnifje und Ausdriide der analytifden
Hehandlung betvadtet mwerden milfjen.

pE




|

Der Bevingung (ABCD) = - 1 vagegen faun nur baburdy Geniige geleiftet werven, baf
entiveper D auf C ober B auf A fallt, baf aljo jwei jugeoronete Punkte anf einanber fallen,

3. Berbindet man vier Bunfte einer Bunktveihe mit cinem auferhalb liegenben
Punfte, jo ijt bad anharmonijde Verhdltuif bver vier entitandbenen Strafhlen
aleid) bem ber vier Punkte; ober: Wird ein Strafhlenbiijdhel von einer Trand:
berfalen gejdunitten, fo ift bas anharmonijde Berhiltnif von vier Durdhjdhnitis:
punften gleid) bem dev entjpredienben Strablen.

Beweis entwever burdy Konjtenttion der Sinus, imvem man wven A uwndp B Senfeechte auf
¢ unp d fillt; eber mit Hiilfe ber Siipe iiber dbas Verbiiltnif ver Inbalte jweier Dreiede.

Diefer Safs geftattet alle Yehren iiber Punftreifen auf bdie Stvaflenbiijdel zu iibertragen,
ohne befonvere VBeweife, mwelde fonjt dadurd) umijtindlich witvben, baf sin (= - B) nidt gleich
sin @ -+ sin g ijt.

4. Unter ber Bervwandtjdiaft gweier volltinbigen Syjteme von Punkten und Gevaven (o3
im Maume nody die Ehemen Fommen) verficht mam eine jolche Abhingigheit bed einen Shitems von bem
anbern, bag jebem Glentente bes einen Shitems ein over mebreve beftimmie Glemente ved anbern umd
ebenjo jebemn Glemente bes jweiten Shitems ein over mehrere Glemente ved evjten entipredhen. Wenn
im Bejonbern pad Entjpredien einbeutig ift, bas Heift, wem jepem Glemente mur ein Element ent:
jpricht, fo Beifen bie Syjteme projeftiviid. Die Berwandtichaft ber Brofeftivitit fan eine wiefade
fein, infofern entweber pem Punkte ein Punft und bver Geraven ecime Gerade opbder bem Puntte eine
Gerade unb ber Glevaben ein Punft entjpricht. Sm erjten Falle wird bie Vevwanbdtjchaft mit bem
Mamen Sollineation, im jweiten mit Reciprocitit begeidnet.

5. Yebrjats. Wenn jebem Punlie bes eriten Syjtems ein Puult besd jweiten
nb jebem Punfie bes yweiten Shjtems eiw Punft ved eriten entiprechen foll, jo
muf aud jedber Geradben in bem einen der beidben Shiteme einme beftimmte Gerabve
imanbern entipreden, :

Beweis. Bewegt jih ver Punft A des Syjtems I ftetig, b. b, befchreibt er eine Yinie a,
o muf audy ber entjprechenbe Punkt A’ bie entiprechende Yinie a‘ befhreiben; ven beiben Geraven a, b
bes ©hjtems [ entiprechen bie Yinien a’, b Da per Durchichnittepunit von a und b der ben beiven
Gevaben gemeinjchaftliche Punit ift, fo muf ihm ein Punit entjprechen, ber jugleich a’ und b angebisut,
t. b. ibr Divdjdmittspuntt,. Da aber dem eingigen Durdhjchnittdpuntt von a und b mur ein Punit
entfprechen baxf, o biivfen fich audh a/ b’ mur in einem Punfte jhmeiven, b. h. fie miijfjen ebenfalld
gevabe fetn. Diefer Beweid lehrt ugleich, daf allgemein bei jwei follineaven Gebilben vex Berbinbungslinie
sweier Punite bie Verbindungslinie ver entjprechenven Bunfte und dem Duvchjchnittdpuntt sweicr Gevaben
ber Duvchicmittepuntt der entiprechenven Geraven entipricht,

Gbenjo 103t fich beweifen, baf wenn jebem Punkt bed etmen beyr beiben Shyiteme eime
Gerabe ped andbern euntfprechen joll, umgetehrt aud jeber Gervaben ein Punkt
entipridpt. Bejchreibt nimlich ein Punft A frgend eine Linie cuvd) jetige Vewequng, fo beivegt fid
audy bie entjprechenve Gerabe a’ ftetig, . b. fie vreft fich entweber um einen Puuft over wmbiillt eine
Stuvve, weldhe jie in jeber ihrev Lagen Geriifrt. Dem Durdhichnittépuntte gweier Geraden entjpricit baher
bie gemeinjaftliche Tangente ver beiven Fven. Da aber awel Surven mehr ald eine gemeinjehaftliche
ZTangente haben, fo fann bev Bedingung, baf vem Durchichnittspuntte mur eine Gierabe entiprechen barf,
nur bann Seniige gejchefien, twenn bie jebe ber beiven Surven in ciuen Punkt ujommenjcyrumpit,.  Es
mnf aljo jeber ver beiven Geraven ein Punkt entiprechen.  Hievaus folat gang allgemein, baf bem Ditrd)s
jenittSpuntt sweier Geraven die BVerbinbungslinie der entjprechenden Punfte, unb umgekelhrt, entjpricht.

Die Berwandtjdaft ver Rollineation dient dazu, um Sitie, weldpe- fiiv efnen beftimmten Fall
bewiefert find, anf anvere Fille augzuvehuen; mit Hitlfe der Reciprocitit bagegen bilvet man aus
jebem Sage, bev fich bazu eignet, einen jeiten, inbem man Gevabe an bie Stelle ber Punfte undp
Bunite an vie Stelle ver Gevaben fest. Um bdieje Bervielfitigung ver Siie ausfithren ju Mmnen, muf
man bie Gigenjdhaften fennen, welche fiberty agbav find, vad beift, weldhe, wenn fie fitv ein Syitem
bewiefen finv, audh fiir vie vevwanvten Shjteme gelten. Nad) vem eben’ Gefagten find e8 folgenve:




5]

Liegen in cinem Syjteme mehreve Punfie in efner Gevaden, jo liegen in ben follineaven Shitemen
bie entfprechenben Puntte ebenfalls in einer Gevaben, und im veciprofen Syfteme jdhneiven fid) die ent:
forechenven Seraben in einem Punkte.

Sdineiben fich in einem Shjteme mehreve Gevave in einem Punft, jo thun bad audy bie ent:
jpredienten Glevaben per follineaven Shfteme; bie entjprechenven Punfie bed veciprofen Shitems liegen auf
einer Geraben.

Sind swei Shiteme einem britten projeftivijdy, o find fie andy unter fich projeftivijch. Denn
pem Glemente A’ bed erften Shitems entjpricht bas Glement A bes britten nnd bdiefemn bad Element A"
ped jtoeiten, aljo entfprechen fich euch AS unb A”,

Berjchiedene Falle!

Bon anvern Gigenjdhaften mufi bie Uebertragbarfeit erjt unteviucht werben. Dazu gehirt

6. Dad anharmonijde Berhialtnif.

Solfen bie Punfte einer Punftveibe bden Tunften einer aupern Punfrveibe einbeutig entjpredien,

jo muf ju jevem Punite ver entjprechende fich fonftruiven laffen. Die Lagen ber beiven Punfte miijjen
aljo von einanber abhingia fein, over mit andern MWorten, e8 muf fidy cine Gleidhung aufjtellen lajjen
iwifdhen bem Abftanve bes Bunfted A vou eimem fejten Punfte M ber Punfiveihe I und dem Ubftanbe
e Bunftes A’ von einem fejten Punfte M‘ ber Punftveife [ Beseichnet man bie beiven Abjtinve
mit x unb x’ unb bevenft man, baf wegen ber Bedingung bed einveutigen Gntjprediend die Hihern
Potenzen von x und x’ nidht vorformmen bilvfew, jo ift bie allgemeinfie Form bev Gleichung, welde bie
geaenjeitine Abhanaigfeit er beiben Abjtdnbe ausbriidt, ax x* ++ bx 4 ex! - d = o.
Dier fiub pie Grifen a, b, ¢, d entwever fonjtant over mitfjen ven x unp x' abbaugig fei.
Sn legtevem Falle mitfjen fie jolche Funftionen von x unb x* fein, baf badurd) feine hiihern Rotengen
piefer Geiven Buchjtaben in bie Gleidung gelangen, fo baf aljo audy nady Grjelung ver Roefitsienten
purch bie FunFtionen von x und x* bie Gleichung ihre Fovm befalt. Wir piirfen alfo ftetd vie Koefjizienten
a, b, ¢, d alé Ronjtante betradten.

RNimmt man 4 Baave entjpredyenver Punite mit ven Abjtinben x, x5 X2, X5 Xa, xa3
X4, X4/, o qilt bie obige ®Mleichung unmverdubert fiir jeves *Baar. Subtrahivt man bie Gleichungen
pagviveije von einanber und bebenft, bafl
X X3'—x, X' = %' (5—=x1) + %1 (xa'—%,) fo prfiilt man Gileidungen von ber Form

X3 —X3 SNy s . =X
Lt (axyg' + b) 4 ax; ¢ =0
Duvdh weiteve geeignete Vehanvhing erhiilt mon jdlieflich:
Rl kel U Exgtes ) ' —x'
R LAy — xR e

b. b. baé anharmonijde Berhiltnif von irgend vier Punften ber einen Punft
veihe ift gleid) bem dbevy vier entjpredhenden Puniie ber andern Reihe.

it Hitlfe ver Siige ver §§. 3 und 5 folpt hievans vev allgemeinere ehrink:

Sinb jwei Grunbaebilbe projeftivijd, fo ijt bad anbarmonijde Ber:
DaEltnif von ivgend vier Glementen ped cinen Gebilvesd gleich bem bexr vier ent:
jpredenben bed anbern.

Da ferner jufolge bed §. 2 ju brei Glementen bad vierte einbeutiy gefunden toird, wenn basd
anbarmonijche BVevbiltnii qeqeben ift, fo faun biefer Lehriak jett auch als Definition fitr pie projet:
tivijche Begiehung aufaejtellt werben. Ferner: Wenn bdbrei Paave entjpredender Elemente
(ovei Glemente bed einen Shjtems unb bie brei ifwen entjprechenden bed anbern) gegeben jind, fjo
ift bavurd bie Art ves Entfpredens (vie Abhingipkeit ver beiven Shiteme vou einanber) volls
jtdndig beftimme; venn man fann jebes Paav entjprechenver Glemente ald bte ju ben bret feften
gehirigen vierten betrachten.

Wenn audy jett jhon Hievans ein Mittel abgeleitet wevven Faun, 3u febem Clemente bed einen
Syijtems bad entfprechenve ded anbern gu finven, jo foll vieje Unfaabe vod) nod perjdoben wexben, bié
ung bequemeve SNittel ju Giebote jtefu.
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us vem Gejagten folgt weiter:

Wenn bei dbrei Paar gegebenen Puntten jwei Abjtinde ber einen Reihe
in bemfelben BVerhaltnijfe fjtehen, wie die entip vedhenven Abjtinbe ber anbern NReibhe
jo ift bad Berhaltnif von je jwei entiprvedenden Streden fonftant: bdie beiven
Heiben fine dhulid.

@inp hierbei jwei Stvecten gleidh ben ihnen entjprechenven, fo finb fammdtliche entjprechenpe
Streden gleidh: — gleide ovber fongruente Reibhen,

Sdliefien brei Straflen eines Strahlenbiijehel viefelben Winkel ein, wie die entiprechonden
Strahlen ves projeftivijden Strahlenbiijdels, jo find fimmtliche entiprechenve Winkel gleich: — gleidhe,
fongruente Straflenbiijdyel.

7. Bejonbere Elemente. Der unendlich entfernte Punlt und vad Paar vehtwintliy auf
cinanber ftehenver Strahlen.

Den unendlich entjernten Puuft bev cxjten Punktveihe beseichnen wiv mit () und den ber puveiten
nit RY,  Diefe beibenr Punfte founen ficdh nur vann entfpredien, wenn die Spiteme dhnulid find, b b
wern AC: BO = A'C': B*C. 3n allen anbern Fdllen fine Q' und R bie ben beiven unenblich
entfernten Punften entjprechenven Punlte; fie werven Gegenpunfte genanut.

Mit Riidficht auf (2) ift vann

AQ) AR
Ba RR 1, mworaus fjolgt
AR.A'Q' = BR.B‘QY mithin, ba A und B unabhiingig von cinanver find, alfgemein:
AR.AQ) = const.

Dicfes Fonjtante Prodult vev Abjtdnbe jweicr entiprechenven Punkte von
pent Gegenpuntten Beifit vie Poten; ber projeftivifden Begiehung und bietet ein
bequemes Mittel, alle Paave entfprechenver Punfie su fonftruiven, wenn ftatt irgend brei Paar entfpre
chenver Puntte ein Punttepaar A, A} und vie Leiven Geaenpuntie gegeben fiub; benm in ber That That
o oud) hier 3 Paar entjprecienve Punfte. Durd) die Puntte Q, B nud Q7 B! wivd jeve Punttveibe
i gwei Theile getbeilt, die fidh gegenjeitig entfprechen, mimlich B o0 = oo Q' md = R = Q' o.
Mehuen wiv bie beiven Punftepaave A, A und B,BY bingu, jo find bie Beiven burdy bie Fig. 1 ange-
veuteten Fhlle ju unterjdeiven.

L R liegt gwijchen A und B; bann fiegt Q' ywijchen B¢ und A%

IT. B liegt auperhalb ver Strede A B, banu liegt auch Q auferhald A‘B‘ und 3war nadh
entgegengefeliter Seite bin. ES [ft fich bas leidyt jeigen, wenn man bie beiven Punftreihen, von A und
A beginnend in ber Nidhung nady recdts onrdhlduft und mit einanver veraleidit.

TBahIt man ben unendlich entfernten Puntt Q sumt britten Punlie einer Peibe von vier Punkten,
jo Bat man fiiv vad anbarmenije Berhilinif

BD

(A’‘B'Q'D) = (ABQD) = —,
AD

wedivd) aljo bad Doppelverhiltnifi (A*B*Q'DY) auf ein einfoches BD: A D auviidgefiihrt wirb.

Die ©telle der unendlih entfexnten Punfte und ver Gegenpunfte nehmen bei projeftivijden
Strahlenbiljdeln bie Schenfel entipredhender vedyten Winkel cin. Daf ed8 immer ein Paar,
aber nur ein Paaxr, entjprecdiender rechten Winkel gibt, joll fpiter (10, 11) geseigt werven. Beseidimen
wir ihve Schenfel mit s, t und s t, jo ijt ju bemeijen, vaf

1
tang (a ) tang (a’ t')

Man  unterjuche dle beiven Straflenbitjchel in Bejug anf vie Lage von s, t chenjo wie bie
Bunttreiben.
ek 8. Die Paarve entipredenver gleider Stveden und entipredender pleider

infel,

Die Frage nach veven Gijteny wire am einfachjten mit Hitlfe ver Gegenpunfte und der Recht-
winfelpaare beantwortet. Selit man die Vedingung AB = A ‘B’ in vie Gleichung

tang (a t) . tang (a‘ 5) = const. —




AR.AQ' = BR.B'Q’

e, fo evhilt man

RB =@Q'A4: RA —Q/B’
fiiv beibe Hille ber Fig 1.

Sind bemnady pie Gegenpuntte und vie Punfte A AY alé bdie Anfanadpuntte aleider Streden
gegeben, o exhilt man (Fig. 2) bie Streden felbjt, invenr man BB, = RB = Q/A mb Q'B’/ =
Q'By = RA madt. Unter Beriidjidtigung ver Bemerfung in (7) fink bann bie gleichen Siveden
AB, = A'B mnb AB = A’B’. G3 ijt jur Grfldvung ver Figur zu bemerfen, dbaf Hier bie Reiben-
folge ey Puntte ber beiven Heilen entgegenpejetste Richtung hat.

&3 ijt aljo bewiejen, bafi jever Punft ber cinen Punffeeihe und fein entjpredhenver Punft ber
anbern Reihe jweimal ald Anfongépuntt gleider entjpredienven Siveden aufiveten, baf ed mithin jwei-
mal unenblich viele Paave jolcher Streden gibt. Die Paave gleidier Streden gerfallen in el Gruppen
per rt, baf bie beiven fich entjprecienven Paave ber evjten Gruppe bie Gegenpuntte R, Q° enthalten,
wilvent bel ber jmeiten Gruppe die Giegenpunite auferhalb ver beiven jich entjprechenven Stvecten [iegen.
Diejes Ergebnif jcheint im IWiverfprud) mit vem frither (6. Eude) iiber fowgruente Punktveiben Fejagten
s ftefen. Dev Wiberfprudy vevjchwindet aber, wenn man bebenft, baf bdie die Gepenpuntte einjdliefen
pen Streden mur jcheinbar gleidh uud entjprechenn jino; gleich jind nur bie Abjtinde threr Gndpuntte,
wibrend in Wirllichleit von ben entfprecdhenden Streden bie eine endlich und die anbeve unendvlich ijt.

Uehnliches gilt fitv bie Stvahlenbiijdyel.

0, Peripeltivijde Lage.

Grildrungen. Gine Punfiveihe und ein Steaflenbifjdel befinven fidh in pevipeftivijdey
Yage, wenn bie Straflen buvd) bdie ifuen entjprechenven Puntte gehnm und umgefehrt vie Puntte auf
pen entjprechenven Stvaflen liegen.

Awet Punttreihen jino in perjpeftivijder Yage, wenn fie ju demjelben Strahlenbiijdel
pevipeftiviid Legen, wenu aljo jammtliche Lerbinoungslinien vou je ywei entjprechendven Buntten buvd
cinen und denfelben Punft (WMittelpuntt bes Styvalhlenbiijdels, Projeftiondpunkt) gehu.

Awei Strahlenbiifdel find in perfpeltivijber Yage, wenn jie su vevjelben Punkiveihe per:
jpeftivijch Legen, wenn aljo die Durdyidmittdpuntte von je zwei entjprechenven Steablep fich in einer
Geraben befinben.

Jepe anvere Yage der Sebilve heift {diefe Yage.

Beveutung viejer Bejeichmmy, von ver perjpeitivijhen Abbilowng hergenommen ?

tolgerungen une Aufgaben:

I. € cin Strablenbitjchel unb etne Punfiveibe projeftiviid, jo (afjen jie fich in perjpebtivijde
Yage Bringen. Bevenlt man ndmlich, baf bdie gegenjeitige Abhangigleit vuvch 3 Paare entjprechenver
Glemente volljtindig Bejtimmt ift (6), jo evaeben fich jwei ¥djungen:

u) Wan fonjiruivt einen Punit O jo, vaf die von hm nach den dvet Puntten A, B, C gejogenen
Strahlen Winkel einjchlicgen, welde ven Winteln (ab), (be) bed gegebenen Steahlenbiijdeld gleidy find,
baf alje bad Stvablenbiijchel (0. A BC) pem gegebenen (abe) fongruent ift. Berbinvet man beun
O mit ivgend einem Punfte D ver Punftveibe, jo ijt

(0. ABCD) = (ABCD);
aber nacdh bey Boraudjelung (abed) = (ABCD);
alje audy (0. ABCD) = (abed).
Davand folgt, baf wenn man bad gegebene Stvablenbitidhel mit ven Strahlen a, b, ¢ auf bad fenjivuirte
leat, aud) vie Strahlen d und O D fich beden, b. h. bap bie beiven Strahlenbiijdyel fongruent find.

b) 9n dbhnlicher Weije Fanu man bie Punftreihe auf vad Strahlenbiijchel legen. — Sonfjivuttion ?

Dieje LWiungen enthalten ven Safs:

L, Fallfen prei Punlte einer Buntveihe aufbie ibuen entiprechenven Punkte eined projettivijden
Sivablenbiijdels, jo befiuben fich bie beiven Gruupgebiloe i perjpetivijcher Yage.

[1I. Bmwei projeftivijche Punttveihen befinven fich in peripeltivijher Yage, wenn die Verbinbungs:
finfen von brei Paar entjprechenven Punften jich in einem Puntte jdneiven. Heifit ndmlich ver Punlt




O und verbinbet man benfelben mit einem viecten Punfte D ver evjten Jeibe, o jchneivet bieje Bey:
binbungslinic ben Triiger ber anvern Heibe in eimem Punfte D’ bamn ijt
(ABCD) = (0. ABCD) — (A'B“C* DY),

Within entjpridht D’ dem Punite D, und ba e8 nur eimen vierten Punft D’ ju pem gegebenen
Berhiltnif (ABCD) gibt, fo pebt alfo bie Berbiubuugslinie DD buedy O,

IV. Da bei brei Paar Punften guoeier Neihen die angegebene Bebingung ftets erfiilit wird,
et frgend jwei entjprechenve Puntte, 3. B. A, A auf einanber fallen, fo folgt, baf man el projef
tivijhe Puntiveihen in perjpettivijhe Lage bringen fanm, inbem man fie jo legt, baf in bem Durch-
jnittdpuntte ihrer Triger jmet entfprechende Puntte auf einanver liegen. Der Dittelpuntt ves gemein-
jdajtlichen Strablenbitjchels ijt ver Schnittpunft von BB’ mit C 0~

V. Gbenjo liegen wei projeftiviihe Strahlenbitjdel peripettiviid, wenn bie Duvichnittspuntte
vont 8 Paar entjpredienven Straflen in einer Gevaben liegen; jever Bunft diefer Gevaven, weldhe barnm
oer peripeftivijde Durdyjduitt ber beiben Bitjchel Beift, ift ber Sdhnittpuntt von jwei entjpredyenven
Strablen.

VI Bwet Strallenbiijchel befinven fich bemmadh in peripeltiviicher Lage, wemn ivgend jwei ent-
jprechenve Stvablen auf cinanverfallen, aljo wenn in per Berbinbungslinie ber beiven Mittelpunfte rei
entjprechenve Strahlen vereinigt finp. m vaber gwei projeftivijhe Biijchel in peripettivijche  Yage 3u
bringen, braudt man nuv vas jweite wn jetnen Mittelpuntt um ben Winkel aut brefem, ben bevjenige Sirahl
ves erjten, welder burd) ven Mittelpuntt bes proeiten gebt, mit dem ihm entipredienven Strable bilvet.

VIL Bihrend bei jwei projeltivijchen Punttreiben die Ricdbtung ber HReibenfolae feien Untor
idbied ausmadbt, ba man bie eine ber Beiben Gevaben nur um 180° su bvehen braudpt; it bei pen
Strablenbitjdeln bie Ridhtung ber Drehung (ufeinanberfolge ber Stralilen) wobl 3 beadpten. it
uimlich die Drefmgdrichtung bei beiven Bifjcheln diejelbe (gletdlaufenbe Strahlenbiijdel), fo liegen
bei ber perpeftivijchen Lage bie beiven Wittelpuntte anf verjelben Seite bes perfpeftivijchen Durchijcbnites ;
bei ungleidhlaufenven Bitjcbeln aber auf verjdievenen Seiten.  Wenn man invef nur 3 Straflen-
paare betvachtet. jo dnbert fich bie Drefungsridhtung, wenn man jtatt eines ber Strahlen jeine LBey-
Limgerung nimmt.

10. Betrachtet man jroei projeftivijche Girunbdgebiloe in per pevipettiviidien Tage, fo faun man
bie frither (7. 8.) Bejprochemnen Gigenjdhaften auf einfacheve Weife beweifen,

L. Bei gwei projeftivijchen Punttveien evbilt man bie Gegenpuntte R und Q7 als Durchidynitts-
puntte jebes der beiven Trdger mit bem ju bem anvern pavallelen Strahle ves gemeinjamen Strahlenbiijhels,

[L Bei jwei projeltivijden Strahlenbiljdeln ijt bie gegenjeitige  Abhingigleit vollfommen
bejtimmt vuvdy bie Beiven Wittelpuntte O, 0’ unp bie als pevjpeltivijher Durdjchnitt pienenve Glevabe .
Bejdreibt man einen Sreid per burch O und O geht und befjen Mittelpuntt auf g legt, jo fchliefen
vie nad) feinen Durchichnittapuniten 5, T mit der Gevapen g gesogenen Strablen s, t wnmd g, -
vechte Winfel ein. Diefe Strahlen finb aljo bie Schenfel vev entjprechenven vechten Wintel; es qibt
mithin immer ein Paar, aber nuy ein Paar, jolder entjpredienden rechten Winfel,

1L Aufgabe. it Diilfe diejer Konjtruftionen bie Siige iibev diefe bejondern Puulte wnp
Stvablen, jowie itber bie entiprechenven gleichen Stveden an ber Figur zu beweijen,

IV. Uufgabe. Ronjtruftion von Paaven entiprechenver aleichen TWinfel entiweber mit Hiilfe ber
entjprechenden vechten Winfel ober mit Diilfe von belicbigen durdy O wnp O gebenven Rreffen unb bes
Sakes von ber Gleidhheit bes Peripheriemvintel.*)  Man exhilt andh hier ywei Shiteme gleidher Winfel,
tenn man ben Rebenwinfel ju Hitlfe nimmt unp fatt bes einen Mittelpuntted ven Puntt benupt, welcher
gu ihm fymmetrijh legt in Besug au ven perpettivijchen Duvjchnitt,

11. Anwenbungen.

L Bu brei Puntten A, B, C, bie in gerader Qinie liegen, einen vievten D 3u fonjtruiven, bex
mit ihnen ein burd s Berhiltnif 3weier Streden A B’ - BCY  bejtimmtes Doppelverhiltnif
bilbet.**) Die Fig. 3 gibt bie Yjung an.

") Sdyebler, §. 18 Enoe.
**) Fievler & 16, 4,

e —
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I, @egen (Fig. 4) swei Dreiede ABC, A'B/C jo, paf bie Vevbinbungslinien A A’ BB,
GO ihrer Gden burd benfelben Punft gefen, jo liegen bie Schnittpunfie ber entjprechenven Seiten, A B
mit A’BY, BC mit B'C/, CA mit €' A auf einer Geraben, und umgetehrt.

Beweid. *) Die Figur ergibt

(»BAD) = (yB'A‘D")
Danum find audy bie Strahlenbitchel, welche durdh diefe Punfte gehu umd C unb — €' gu Mitkel-
punften Haben, projeftivijh, unb zwar in perjpeftivijcher 2age, weil bdie Strahlen CD und €' D
snjammenfalien. Dann liegen aber bie Durdjdinittépuntte ver entjprechenven Straflen in ciner Gevaden.
Nmtebrung?

Anberer Beweis:*®) BVerbindet man o, 8, y nody mit O, jo fiub bieje brei Tunlte bie
Mittelpuntte von Strahlenbitjdheln, welde je zwei ber buvch O gebenven Geraden projeftivijd machen.
Die Strahlenbiijhel fino aber in perfpeftivijher Yage, mithin fallen in den Verbinvungslinien der WMittel:
puntte je jwei entjpredhenbe Strablen jujammen u. f. w.

12. Anfgabe. Wenn bie projettivijhe Besichung stweier Punttreiben bivd) brei Paar entjpres
denbe Punfte gegeben i, fo follen alle fibvigen Paave entjprechenver Punfte bduvdh Konjivuttion
gejunben IDEXDEN.

Am cinfachjten und bequemften fithrt man bie Mufgabe wohl in ber Weije aus, baf man bie
fetoen Punftreifen nady (9, IV) in perjpeftivijhe ¥age bringt, b. b baf man burdy einen ber brei
Punfte der evjten Punfiveibe, etiva A, eine beliebige Gerabe zieht, auf derjelben bie Stveden A'BS
B’ ¢! abtedat u. §. w. Damn muf man bie erhaltemen Punkte bex evaben mieber auf bem urfpriings
fichenr Triiger ber pweiten Punttreife abivagen. Um bied ju vevmeiben, wenvet man folgende Sonjivuttion
an, welde obhne Hiilje ved Bivfels blos mitteld ved Yineald audgefiifrt wird:

Sinp vie Punfte A, B, C umb A’ B!, ¢ gegebew, jo nimmt man (Hig. 5) auf ver Berbin-
bungdlinie A A’ jwei Tunfte 0,07 ald Mittelpunite jweier Straflenbitjdel an, veven Strahlen burd
bie gegebenen Puntte gefhen. Dieje Stvablenbitjchel find projeftivijh in perjpeftivijdier Lage. Ihre entjpre
chenben Straflen jdneiven fid aljo auf einer Gevaben «gy. Um paber ju bem PBuntte D pen
entfprechenben D’ zu beftinmen, verbinvet man O mit D und den Durdhjchnitt ver Verbindungdlinie mit
A mit O° Die leste Berbinoungslinte jdhneivet ven Triger ber zweiten Punttveihe in bdent Punkte D,
weldier D entjpricht.

Gine britte Lojung qefchieht mittels jweier fonguuenten Stvahlenbitjbel, jo baf bie Strahlen
cined jeven von ibuen buvd) bie Punfte eimer per Punfiveihen gebu.

Qeqt man bei ver jmweiten LWjung vie Mittelpuntte O, O' auf vie Puntte A, A’ jo erbhult man
bie ®ig. 6, in weldher auch die Gegenpuntte fonjteuivt find. In vem Duvdpjdmittdpunite F find jwei
Punfte M, N* vereinigt, bie fidh nicht entjprechen. Shre entjprechenden find der RKonjtruftion gemdf bie
Punfte MY, N, in beien bie betben gegebenen Trdger der Tumftveifen von bem perjpeftivijden Durchs
jbuitte By gefchuitten werven. Da die Punfte M’, N, aljo aud) bie Gerabe By, ven ber fage bex
Dittelpuntte ver Straflenbitichel unabbingia finv, fo folgt, baf audy der Duvchichnittépuntt « vor BL’ nit
B'C auf B4 liegen muf, woraud ein Yehrjaf folgt, ber fdheinbar ofne Vegiehung jur urfpriinalicien
Nufgabe jteht. Weldyer?#**) — Konjtruttion entjprechenver gleicdher Streden! Konftvuftion vev Gegenpuntte!

13. ®any in gleidber Weife und mit venjelben Folgevungen wive vie Aujgabe geldjt, jmei pros
jettivijche Strablenbiijchel su fonftruiven, wenn trei Paar entjprechenve Strablen gegeben jinb. (Bal. 5.)
Den Punften A, A’ der vovigen Hufgabe entjprecien die Strablen a, a’ (Fig. 7), vem perjpeltivijdyen
Durchichnitt By entipricht jest ber Punft P, in weldhem die Berbinvungslinie ver Duvdyfdhuittspuntte
(ab?) mb (a’b) die Berbinbunpslinie ver Punfte (ac) nnd (a’c) jdneivet. Duvd) diefen Duvch-
jdbnittspuntt gebt audy oie Gevade (be’, b'e.)

Um aber audh die ven Gegenpunften entjprechenven Rechtwinfelpaave 3u fiuven, muf wman die
Strablenbitchel dbuvd) Drehuny bes einen von ifnen evft in perfpeftivijhe Lage bringem, ***%)

¥ Sdyiter, §. 11,

* Stemer, jpfiemat. Enfw. 21.

[
*4%) criebler §. 17. Steiner, jyftent. Entw, 24,
*eEE) STienler, §. 18,
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14, Havimonifde Cigenjdhajten.

Da biejelben in ben gewdhuliden Lelrbiidern ver Planimetrie eine Stelle gejunden faben, fo
exjcheint e iiberfliifjig, jle in ber vorliegenben Sammbumg von Sigen eingelt aufyufitbren. AE bdie in
per Folge jur Berwenvung fommenben jollen BHier nmur gemannt wevben:

1) Der Sas von vem Punfte weldher ven Abjtand jweier ugeorbmeten Punbte Halbivt.

2) Wenn ein Strabl eined Harmonijden Biljheld ben Winfel zweier anvern Stvahlen Halbivt,
jo bilbet ber erfte mit feinem jugeorbmetem einen vedyten Winfel, wnb nmgelehrt.

3) Bieht man purch pie Ede eined Dreieds eine Gevave nadh ber Mitte ber gegeniiberliegenden
Seite und eine Parallele ju bevjelben, jo bilven bieje beiven Geraben mit ben Beiven in der Gde jujam-
menfiofenden Seiten ein havmenijhes Biifchel.

4) Die hormenijhe Beyiehung wicd buvd) bdie Projeftion nidt verdinbert, b. . find vier Ele-
mente eined Gebilbed Harmonijhe, o fjind bdie vier entjprechenven Elemente ves projeftivijden Gebilbed
ebenfalld Harmonijch. (2. 6.)

Die Beweije aller Sibe werben gany bebeutend veveinfadht, wemn man fie auf bie Lehre
pomt anbavmonifhen Bevhiltniffe aviinvet. Al Beijpiel fierfiiv mige ver Veweid ju bem obigen jweiten
Sate angefitbrt werben:

Befanutlich bilven bie zwei Seiten eined Dreiedd, und vie Halbivungslinien bed von ihuen
eingejdloffenen Wintels unp feined Nebemwinfeld ein Havmonijhed Steahlenbitjdel; ober: Wenn ein
Strahl ¢ eined Biijchel8 ven von den Strahlen a und b eingejdiofjenen Winfel Halbivt nudb ber vierte
Strabl d auf c jenfredt fteht, jo find bie bier Strahlen harmenifdhe. Da nun bei Havmenijhen Gebiloen
bad anbarmonijhe BVerhiltnif ven Dejtimmten Wevth (—1) Hat und bei gegebenem Werthe bed anbar:
monijdyen Bevhiltnifjed u brei gegebenen Elementen nuv ein vievted gehirt, jo folyt: Stehu bie Strahlen
b und d auf einanver fenfrecht und ieht man den beliebigen Steahl a, jo geniigt ber Forverung bey
Strabl ¢, wenn Wintel (be) = (ab); alje muf b ven Wintel (ac) Halbiven, wenn bie vier Strahlen
barmonijdhe jein follen.

15. Aufeinanber [iegenbe Gebilve; Doppelpuntte.

fegt man zwei projeftivijhe Punftveihen auf einanver, jo témen jwei verjdhievene Fiille ein
teeten, je nachbem bie Punftveifen in biejer Yage gleicdhlanfent ober ungleidhlanfens finb.

&3 fjoll unterjucht werven, ob e8 Doppelpunite gibt, b. h. ob e8 vorfommt, dbaf irgend wei
entjprechenve Puntte auj einanber fallen.

Die Fig. 8. I zeigt den Fall, wo bie Punlte in den beiven Reiben in entgegengefester Ridtung
auf einanver folgen. 3In der obern Meibe Dewege fich ber Punft X pon [infé nad vedts, wilbrend
in ber untern bev entipredienve Punft X' fich von vedtd unach fuls bewegt. Hiegt X im Unenblichen,
jo fitllt X‘ quj Q. Wihrend X’ jich nad) (infs bis ind Unendliche fortbeweat, bejdhreibt X die Strede
aund pem Wnenvlichen bis R, wobei bie Puntte fid) einmal begegnen miiffen. Sommt bann X* aud vem
Inendlicdhen von vedhtd ber wieber juviid bis ), wihrend X pen Weg von B ind Unenvliche madht, jo
muf eine jweite Begeguung ftatt fiuden. Bei ungleidlanfender Yage gibt e8 aljo immer el
Deppelpuntte, jo vaB bie Strede Q'R zwijden ibuen liegt.

Levfihet man ebenfo in bemt Falle, wo dbie Punite X und X' fich (Fig. 8, 1I) tn berfelben
Ridtung bewegen, jo erfennt man jofort, baf ed anferhalb ber Stvede 'R feine Doppelpuntte geben
faum. Bewegt fich alje X’ von Q' an jo rajh, daf ed von X nicht ywijchen Qund R eingebolt wird,
jo pibt ed dibexhaupt feinen Doppelpunit. TWird e8 abev einmal eingeholt, jo bleibt ¢8 aljo augenblidlich
gegen: X juriid; pamit bann aber X‘ ind Unenblidie gelange, wibrend X erjt auf B fillt, mug X
wieber von N {iberfolt yoerben: e8 gibt mithin nody einen jweiten Doppelpuntt jwijdhen (' unb K. &3
faun aber auch wvorfommen, baf jdon von bdev exjten BVegegnung an vie Bewegquug von X langjamer und
bie vou X' vajdjer wird, baf aljo pie beiven Doppelpuntte aujeinanver fallen. Bei gleidlanjenden
Punbtreihen gibt ed aljo feine ober jwei getrennte ober ywei jujammenfallende (b. §.
cinenr) Doppelpuntt.

Mehr als ywei Doppelpuntte fann e itberhaupt nicht geben, weil fonft die Meiben fongruent
wiven unb alle Punfte anf ihre entjpredhenven fielen.
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Wufgabe.®) Genaunere Unterjuchung ver méglichen Fille mit Hiilfe ber Gleidhmg
RX. )X’ = const.
Die Unterjuchung fann endlidy auch auf algebraijdhem Tege gefiifrt werden.  Bejeichnet man
wimlid) mit x, x* vie Abjtdnbe ber (betvelichen) entjprechenven Puntte X, X’ oon ivgend einem Puutie M
(in welchem aljo zwei nicht entjprechenve Punfte jujammienfallen) bex ®eraven, auf ber bie beiben Punlt:
veiben liegen, fo ift (6):

[ axx’ -+ bx 4+ ex! 4+ d = 0.
Damit vie Punite auf einanver jallen, muf x* = x, mithin
ax? - (b4 c) x4 d = o,
L sxudi Imis e DITER
X =5 l_— (b4 ¢) + Vib+ e — 4ad],
fo baf bie Grifteny ber Doppelpunfte von bem Werthe von (b 4+ ¢)? — 4 ad abhingt. Diefer Aus:

prud Rt fid audy jdreiben:
% ! ; w = (b—¢)? 4+ 4 (be—ad).

Um auberjeitd vie gleicdhe ooer entgegengejete Midtung ber Wufeinanverfolge ver Puulte ausd-
pupriiden, benfen wiv uns ven Panft X um vie Heine Grdfe h fortbewegt, wihrend X! bie Strede L'
Bejbreibt. &8 muf} bann alje aud) jein:

alx -+ W4 bx4+h) e x4+ h) + d = o,
Darais
L’ h’
— - a x* .1 y —— = 0.
A D T 2
| Qift man Bievin bag hY, alje audy tad h, jid) ber Rulf ndbern, jo verjdivindet bad exjte
®lich, unb ed wire an ser Gremje:

h'! ax’ -+ b be — ad

R S B
Da nun bdie beiven Lagen vavuvd) darafterifivt fiud, daf h unb b entweber verjdyicbene ober
gleiche Borseichen haben, fo find die Punftreihen ungleichlaufend ober gleichlaufend, je nachbent

T
a0y
wad, mit vem Werthe von w verglidhen, ju bem rrither  gejunbenen Grgebniffe fithet. Die beiven
Doppelpunite fallen Fujanmen, wenn

al -} ax

he

(b 4 ¢ =4 ad
Bu bemerfen ijt nod), daR dbie Dijferen; he—ad mie Null fein fanm, demn fonjt jerfiele bie
evite Seite cer Gleichung jwifehen x umb x' in swei lineare Fattoren, jo baf man filt x unp x* Ny
ie einen beftimmten Werth erhielte.

16. Soujtruftion ver Doppelpuntie P, P*) &8 jeien (Fig. 9) AA5 B BS
¢, 0 orei Paave entiprechenver Punite vou jwei auj einancer liegenben projefiivijden Punttreihen.
QPerbinbet man damn pieje Punfte mit vem Deliebigen Punkte M irgend eined in ber Gbenme liegenben
Streifes umb verlingert bie Berbinbungdlinie bis ju ben Durchjcdniti@puniten «, f, 7, o, Byt mit ber
Peripherie, fo erhilt man el projeftivijche Strahlenbitjchel, Dieje find aber nad) ben Sigen ilber bie
Pevipheriewintel (ndthigenfalld wunter Beriidfichtigung vev Nebentoinfel) Fongruent ben Stvahlenbiifdely,
welche man erhitlt, wenn man cinerjeits 4’ mit «, 5, ¥ und auperfeitd 8 mit «!, B, 7’ perbinpet.
Die beiven nenen Strablenbifjchel mit ven Mittelpuniten 8, £ find pemuach ebenfall§ projeftivijcy und
swar in perjpeltivijcher age wegen bex sufammrenfallenven Strahlen § o une gia. Die LVexbinbuigs-
linie per ‘Duvchichuittepuntte B und F, b . (8=, faf) uud (87, 874 ift mithin der pexfpeltivijde
Durchichnitt, welcher vaber audy, dhnlich wie in (12), bagu biepen fami, um ju jepert Puntte D ben
entipredhenten DY u Tonfjtruiven. 3u bem Enbe sieht man DM &, verbinbet 4 mit 8 und ben Durdy

* Sduiter, § 14
*\ Sdrdter, §. 15
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jpunittspuntt von 80 unb EF mif 8, verlingert bieje Bevbinbungslinie bis zur Pevipherie in & uub
jicht M D,  Sollen bie beiben entjprechenven Punkte DunbD! auf einauder fallen, jo mmfi audy 8¢
auf d au legen fommen, wa$ nur in ben Durvd)fchnittdpuntten von EF mit ber Peripherie ftattfinvet.
Bepenft man, baf bie beiven Strahlenbitjhel 5 umb § jugleich mit dem Punfiveihen ungleidilaufend
oper gleidhlaufent finb, unb beadytet man baé friiher Giejagte itber bie Tage bed perjpeftivijden Duvch-
jdnifté in Bejug auf bie Wittelpuntte ver Strahlenbitjchel, fo liefert bie Honjteuftion bie Bejtitigung
ber frither erbaltenen Graebniffe iiber die Grijteny der Doppelpunite.

17. Anwendbungen ber vorhergehenven Honftruftion.

L. Nimmt man jtatt 4 und g bdie Punfte &' und « u WMittelpuntten ber Strablenditichel, fo
ird ber perjpeftivijhe Duvdyjdmitt bejtimmt burd) vie Puntte B und G, b O (o8, 89 wb (a'y,
wy'). Da aber die ywei Doppelpuntte.diejelben bleiben miljfen, o aebt die Gerade BEG durch bie-
felben beiven Punfle ber Peripherie wie EF, b. b bie brei Punfte B, F, G liegen anf einer
Geraven. Diejer Sab ift nichts Anveved ald bder unter vem Namen Pasdcal'jded Sedsed
befannte Lelrjak.™)

IT. Die Konjtrubtion ved vorigen §. bietet cin Mittel bie jdhone Aujgabe ju [Hjen; Bu wei
Bieleden von gleidher Seitenall ecin britted von ebenfo vielen Seiten ju fonftvuiven, dejjen Gden auf
ben Seiten (ober ibven Berlimaerungen) bed einen ber gegebenen Vielede und vefjen Seiten (ober beven
Berlingerungen) vurdy bie Eden bed anbern gehen.

Gegeben (Fig. 10.) bie Bievede A BCD unb A’B'C'DY; bdie Gden bed britten Bieveds
AyB G Dy follen auf vew Seiten von ABCD [liegen, unb bie Seiten bted britten BVieveds {jollen
pnrd) A’ B, CLDY gedn.

Aufldjung.®*) Berbinbet man beliebige Punfte M, N,, P, ver Seite BC mit vem Punfte
B’ unb verlingert bie Levbinbungslinien bid ju ihven Sdnittpunften M, Ny, P, mit CD jo exhalt
man jwei projefitvijdbe Bunktreiben in perjpeftivijder Yage. Vevbinbet man bie brei evhaltenen Punfte
mit C uub verfibrt in dulicher Weije weiter unter Benupung ber Edenn DY und A’ ol Dittelpuntte von
Strahlenbitfdieln, fo exbdlt man jdlieRlich auf ber Seite BC bvie Punftveihe M, N;, P, welde mit
pen juerft angenommenen Bunften anf verfelben Seite bes Liereds ABOD projeftivijdy ift, fo baf aljo
piefe Seite ber gemteinjome Txdger jweier auf eimanber liegenmben projeftivijben Punbtveihen wirb. Die
aejuchte Ecde B, ijt offenbar nidté Andered ald einer ber Doppelpunfte diejer Reiben, weil nuy dann
pad Bieved gejdlofien ijt. Die Aufgabe hat demnach feine, eine ober jwei Ljungen.

18. Aufeinanberlicagendbe Strafhlenbiijdel; Doppeljtrahlen

Yeat man jwei Stvahlenbifjchel jo aufeinanver, vafi die beiven Mittelpuntte jujammenialien, fo
finben gang biejelben Beziehungen fatt wie bel zwel auf einauber [egenven Punbiveiben. Die llnter:
juchung Fanr entweder in berfelben Weife, wie in ben vovigen §§. pefilfrt wevben, ober, wad einfadber
ijt, man jdneivet bie beiven Steahlenbiijdhel burdy eine Gerabe, welde ald jwei jujammenfallenbe Gerabe
crjcheint, woburd) nady §. 3 bie Sike fiber vie Strablenbiifchel unmittelbar ausd venen iiber bie Punfi:
reiben abpelefen werden fdnuen.

19. Aufeinandber liegenbe Gebilbe; Involution *#¥)

&8 fidnnen awei projeftivijhe Punftveifen in  bejonbern Fallen jo aufeinanber legen, baf bvon
pen unenblich) vielen Paaven entjprechenver gleichen Stveden ein Paar AB, A'B’ verfebhrt anf
cinanber fallt (Fig. 11), jo baf aljo A* auf B; B’ auf A ju legen fommt. Demt Puufte C ber exften
Punftveihe entfpricht per Puntt C, welder mit einem vievten Punfte D ber erjten Reibe sujammenjallt.
Den entiprechenven Puntt D’ finvet man dbann burd) die Gleihung (A‘B D) = (ABCD).

*) Sdpriiter, & 15.
* Steiner, Snfiem. Entw. § 25,
 Dex]. Konfirultionen ©. 1.
) Sdriter; 8. 16.
Anm, Dbgleid) fich beim Untervichte dpoerlich dbie Heit finben bitvfte su einer ex{dbipfenven Debandlung

ber Jnvolution, fo mufie fie dody vex Vollftindigleit wegen mit aufgenommen mwerben, aud) wegen ihrer Vebeutung fil
die Theovie ber fturoen,

t
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: ArGT ANTY AC AD
or B B C' BD — BC' BD
Die Figur exqibt abex
AD B
BE At
alje it AD BC
BB AC
Da aud bie Borjeiden iibeveinjtimmen, jo lehrt bieje Gleihung, vaf D’ auf C falit. Da fernex
per Punft C gamy willfiiclich ift, jo Baben wir pen Sap: Wenn bei jwei aufeinander
liegenpen Punbiveihen ivgend jwei eutipredenbe gleide Streden veviehrt auf
einanber Licgen, jo fallen alle entjpredenden gleidhen Stredeu verfehrt auf ein-
anber, Hieraud folgt, vaf, ba die unendlihen Streden gleich find, indbejondeve @ auj B fallen muf,
toie iibrigend audy bie Gleichung
(A‘B'Q'R) = (ABQR)
verfangt. Bwei projeftivijche Punttveifen wevven dafer in bie bejeiduete Yage gebracht, inbem uran bie
Triger jo auf einauver legt, daf bie Gegenpuntte Q und R auf einanver fallem. \
Da jammtliche aleide Streden vevfehrt auf einanber liegem, o find in biefer Yage bie
beiben Punttveiben eigentlich immer ungleidblaufend. Se el entjprechenve Punkte ltegen bann
fmmer entiweder beive jwvijchen ben Puuften A und B cber beive aufevhald ver Strede A B. Der Punlt
(RQY,) liegt aufierhalb jebes Baaved sujanumenfallenver Streden. Griveitert man aber nacdh ver Bemertung
am Enve von (8) ben Begrifi ber gleichen Streden bafin, baf nur die Abjtdnbe ihrer Eubpunite pleidy
su fein Braudyen, wihrend tie eine Stvede endlich, die anbere umendlid) ift, fo finmen aud bie beiven
Reiben gleichlaufend jein, wie Fig. 12 jeigt. n biefem Falle nmf daher der Punft (R Q) jtetd
swifchen fe jwei entjprechenven Puntten fiegen, und von wei entjprechenden Punkten fallt immer ber eme
swifden A und B, ver andeve aufierhald AB. E8 entjpricht Hier ARB nicht A’ B! jonbern A’ oo B
Die Reihenfolge ift ADRBCoo unb A'D'eo B C' Q) 5
Gin joldhes Paar aufeinamver [liegenver Punftveifen wird Punttinitem (tnvolutorijde
Bunbtreihe) genaunt; vie Punfte A B’ und B A’ heifien jugeorduete Puntte, ver Punft M ober
Q'R Mittelpuntt ves Shjtems. Wenn ver Mittelpuntt zwijchen gwei jugeordneten Puniten liegt
(gleichlaufenbe Heife) wird das Syjtem el liptijch im entgegengejekten Falle hY perbolijd, genannt.
Wenn die projeftivijche Begiehung swijdhen den beiben Punttveiben nidyt anbermeitiy gegeben
ijt, fo wird bas Punttivjtem volljtindig bejtimme duved jwei Paave jugeordneter Punulte, denn jeved heue
Puntipagr B F gt fih betvachten ald8 E F/ unp E'F.
Im Folgenven jollen bdie Paave jugeoroneter Punfte mit A und A5 B owmd By w f
beseidiet werben, fo baf afjo A mit AY wnb A, mit A’ sufammenjallt.
20. Ronjtruction bed Punkifyjtems. 7 :
Sinb jwei Paave jugeovoneter Puntte A und A, B und By gegeben, fo ijt sunidijt pex Mittel:
puntt M ju beftimmen.
Die Gleichung
MA. MA, = MB. MB,,
liejext
MA,:MB = A,Bj:AB,
wonach M leicht gefunven wirb. Hat man M, jo fonjtvuivt man bie iibvigen Paare gugcorbueler Puntte
mitteld beé Sehuen- oder Sefantenfoked. . e
Gine anvere Yijung ber Aufgabe™) evhilt maw, inbem man burd ‘l. uno A, eien bcltchmr_u
Streis legt, ebenjo burcdy B und B, welder pen erfien in N unp N* jdneibet; i'ate E_be1'btl|b1:ufiqﬁ}tqle
NN’ trifit bie Punftreibe in M. Sever aubere Rreig, bev buvd) N unp N gelt, jehneivet ben Trdper
bed Punlifpjtems in el jugeorbneten Punkten. Die Yage ver Puntte B und B’ in Bejug anj A und A,

¥ &ddter, §. 16.
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entfcbeivet, welcher ber beiben fn (19) untericbiebenen Fale eintvitt. Dieje Konfivuftion [apt fidy
aucy al8 Yebring ausdfjpreden: Die Hreije, welde dbuvdy jwei fejte Punfte gehn, bejtimmen
auf jeber beliebigen Transdverjalen cine tuvolutovifdhe Punftreibhe.

21. Eigenjdaften ber tuvolutovijden Punttveihe

I. Stellt mon bie Puntte eined Puntijvfiemd bevart ju 3wei Reiben jujorunen, daf von je
awei gugeovbmeten Punbten jeber eimer anvern Meihe angehivt, jo jinb nady ber Grffarung bie beiven
Punttveifen projeftivijch. Dabei foumen wieder je jwei gugeoronete Punfte mit einauver vertanjdht
werben; benn betradvtet man bad Punftepaar CC,, jo fann man eé ebenjoqut ald8 CC‘ wie ald €4 C
anffaffen: tm exjten Falle gebdrt C jur evften und €, juv jweiten, im andbern Falle C qur woeiten und
Cy gur erjten Reibe,

IT. Jeve Punktveibe, welche mit eivem Punftjpjtem projeftivijeh ift, ift jelbjt wicver ein Punkt:
fpitem.  Denn bie beiben Punftveihen, aud venen dad erjte Punltipjtemn befteht, bleiben auch nady bvex
Projeftion unter eimanber in ber projeftivijhen Veziehung (5, legter Abjak), wndb ba aufervem je wei
sufammenfallenbe Punfte ebenfalld wicver aufeinanter 3 legen Formmen, jo bleibt die Grundeigenjdaft
ped Punftibftemsd beftebm.

22, 3nvolution von jeds Punften. Da ein Puuttipjtem burd) awei Paave jugeorbmeter
Punfte vollftdubig beftimmt ijt und man mitteld biejer Vejtimmung ju jevem Fiinjlen Punlte ben ihm
sugeovbueten auf einbeutige Weife finvet, jo folgt, vaf ywijden je jedid Punften, welde brei Paave jus
geordmeter bavjtellen jollew, eine Abbingialeit ftatt finven mmf. Wdan fpridt baber wvon fedhd Punften
in Jnvelution eber eimer Involution von jeds Puniten

Die cine biejer Wbhdnginfeilen ift burd) bie Gigenjdhaft bed Mittelpuntted begriinbet; man
jagt baber:

Sedd Punite A vub Ay, B unt B, C unp ¢ bilben eine Involutior, menn
fidy ein Punft M fo findbeun [ifit, vaf

MA,. MA, = MB;. MB, = MC,. MG,

Der jweite usvrud ver Abhangiateit beruht auf ber Gleidhheit bes anbarmonijden Lerhilt:
niffed jweier projettivijden Punfiveifen. Betrachtet man ndmlih AA, BC alé bie vier Punlte einer
Puntiveibe, jo find nady ber wejprimglidhen Definition A; AB, €, vie ifuen entfpredhenben ber projefti-
vijdben Jteibe; babher

[1\ J\.j H i_‘-') = Lallll .'*l !;1{11 .|‘.

worand folgt

AB. ABj + AG AC =A{B. A;B; = A; 0 A Gy

Ebenjo ift
(ABB,C) = (A,B;BC); (ABCC,) = (A;B,G(),

movaud man bie weitern jwei Gleichungen ableitet

BA. BA, : BC. B(, = B,A. B.A, : B,G. B¢

CA. CA, : CB. CB, = GA. GiA, : (B. G;B,
Jebe biefer leichungen bient ebenfallé al8 Definition ver Invelution.

Dureh anvere Sujommenitellung ver anhormenijcdhen Lerhaltnifie, jo dbaf eine Strede auf beiven
Seiten an derfelben Stelle vorfommt und man alje buwvrch biejelbe bivibiven fann, exBilt man ein
oritted Shitem von Gleidimgen.

Aus per Gleidhung 3. V.

(AB CA,) = (A, B, C A)
folgt (wewn man von den Bovieichen abjieht)
AB. B,C. CAy = A By. BC. GA.

Da m nach bem frither Gejanten in ver Gleidimg swijden jwel anbavmontjchen Berhiltnijjen
je gwei gugeorbiete Punfte mit elwanber vertaujdt twerben Tounen, fo fann bad aud) in bev [ektern
®leichung gejcheber. Man exhilt bavand nodh folgende brei Gleidumgen

AB . BiC . CA; = ABy . B(, . Ca,
. AB, {1 BC, . CA = A;B .BC. GAy
AB . B;C;. CA = AB; . BC . CA,.




15

Um ju zeigen, bafi umgefefrt bie Begiehung zwijchen jechs Puntien, welde dburdy eine ber ent:
widelten ®leichungen ausgevriict wivd, nichte Anveres enthiilt, ald wad die uripriingliche Definition ved
Punttipitems audjaat; ijt aunddjt su bemerfen, bafi, jowie die Gleidhungen aus ber Gleichjtellung Fweier
anharmenijhen  Bevbiltnifje abgeleitet worben, wmgelehrt aus jever ber Gileicdhungen iwiebernm eine
@leihung von ber Form

(AA,BC) = (A{AB )
fergeleitet wird, jo baf wir wur ben Bujammenhang biejer Gleichung mit ber urjprituglichen Definition
s unterjuchen faben. Diefe Gleidhung jaat aber aus, baf vie fechd Punfte jwet projeftivijhe Punit-
veifen bifven, in bemen gwet gleiche entjprechenbe Stveden A A; verfefrt anf einanber fallew, waS bie
Definition bed Punitipitems ijt.

Um inbef bie Griften bed Punltipitems nody fivenger nachzmweijen, muf geseipt twerden, dap
auch B umb By (ebenfo wie C uub O;) bie Enbpunite auf einanver fallenber entiprechenten Streden
finp.  Bu vem Gnoe fann man bie gegebene projeftivijhe Besiehung ber vier Paar Punite purdy Dbie
Gleidpung andbriiden

(ABA,C) = (A;BJAC).
Scyreibt man vie Gleichung volljtinbiy hin, bivivivt duvd) AA, und multiplizict mit BB:, fo erhalt
man nady einiger informung:

{ABB,C) = (A, B,BCy).
Die in biejer Gleichung vorfonmmenven Punftreihen find mit bew vorigen identijch geblicben, weil fie mit
benjelben die Glemente ABC und A,B,C, gemein baben; aufervem aber gibt bie Gleidhung bie juge-
oroneten Punlie BB, als bie Gnbpunite eutiprechenver gleichen Stveden ju evlenuen.

23, Strablenjyiteme, (involutorijhe Strablenbitjdel) lafien fidh wie die Punktiyijieme
behanveln over auf diefelben juviidflifren. Zu bemerfen ift hier, baf bdie Schentel ver entjprechenven
vechten Winfel verfefirt auf eimanber fallen. '

24. Bolljtandvige gerablinige Gebilbe.

Awei projeftivijche Gebilve, aud Punfren und Gevaven ufammengejelt, Wunen befauntlid in
ber Bermwandtjchaft dex Kollineation ober ber Yteciprocitit jtelhu.

Bur Fejtjtellung bes Enfjprechens veichen jept nicht mehr dret Paave entjprechenber Elemente
fin, fonbern e$ find bazu vier Paave erjorverlich, wnd jwav bitvfen babei weber vrei Puntte in einer
®evaven liegen, noch brei Gevade burdy eimen Punft gebn. G8 tritt daher bas Bieved gewifjermagen
ald Gurunbfigur anf., Dan unterjdheivet bad volljtinvige Bierjeit und bad pollftinpige Biered,
weldye gegen einanver al8 reciprofe Figuren angefefen werven fHunen.

Ein volljtindiges Vierfeit (Fig. 13) entjtebt,
mwentt vier in ber Ebene [iegenve Gdevave-a, b, ¢, d,
Bi® au ihren gegenfeitigen Durdydnittdpuniten ver-
lingert werben. Dad volljtinvige Bierjeit hat bem:
nadh brei Paar gegeniiberliegenve Gden, ndmbid)
bie Durdhjchnittspuntte ab und ed, ac und bd, ad
unb be, Die brei Geraven, welde je yivei Gegeneden
verbinben, find bie Diagonalen. Dad volljtindige
Bierfeit wmjaft brei einjache Bievede, namlich cin
gemibuliches, eined mit einfpringenver Gde unb ein
iiberjdhlagenes (3wei Sdyeiteloreiecte.)

Ein volljianbiges Bieved (Fig. 14) entjtehl
wenn vier in eimer Gbheme liegenbe Punfte A, B,
C,D 3u fe zweien burcdh gevave Yinien vevbunben
werven.  Dad polljtindige Bieved Hat bemnady drei
Baare vor Gegenfeiten, nimilidh AB und CD, AC
up BD, AD unb BC.

Die prei Durchihuitidpunite ver Gegenjeiten
heifen Diagonalpunite. E8 gerfdllt in drei
einfache Vievede, nidmlich ein gewdhulidhed und
wei iberjdhlngene.

25, Eigenjdyaften ved volljtindigen Bierjeitd und ved pollftinbigen Biereds.
S ber Fig. 15, welde man jowohl als volljtinviges Bievjeit, wie ald volljiindiges Bieved

anfeben barf, je nacdbem man von ben Seiten AB, BC, CD, DA, ober von ben Gden A, B, CD
ausgeht, tann man die ®evaben BE und AT betvaditen ecinmal al8 gejdimitten von den Sirahlen ped
Strablenbiijhels, vefjen Mittelpuntt E ijt, und dad andvemal ald gejchnitten wvow dem Straflenbiljdyel
mit bem Mittelpuntte P.  Daber hat man bdie beiven Gleichungen

(ADNF) = (BCMF)

(ADNF) = (CBMTF).
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Btithin (BOMTF) = (CBMF) = ___ 1
(BCMF)
Alje (BCMF) = 1.
Da nady (2) bad obeve Aeichen nicht ftattfinven foun, jo gilt bas unteve,
aljo (BCMF) = — 1,
b. . bie Punite B,M,CF find harmonifde, mithin aud bdie vier Strafhlen turdy E, undb bie
Pamtte APCP. Wir haben alje die Sike:
3m volljtanbigen Bierjeit wird jebe Jm vollftdndigen Bieved bilben in
Diagonale durdy ihre beiben Gubpunfte und  jevem Diagonalpunite die beiven Seiten
pie beiben anbern DWiagonalen harmenijd unbd die Berbinbungslinien mit ben beiven
aetheilf. anbern Diagenalpuntten ein harmonijdes
Strablenbitidel

Solgerungen: Dev Sap bietet betauntlich ein bequemes Miittel 3u drei Puntten ober Strahlen
pen vievten Havmonijchen ju fonjiruirven.

Da EN ber eingige vierte barmenifhe Strafl ju EA, ED,EF ift, fo folat, baf wemn man
pont einem Deliebigen Puntt F von EF je jwei Gevave FA, FB zieht und bie Duvchichnittspuntte
perfelben mit ben wei fejten @eraven KA ED Frengwoeife verbinvet, bdie Duvdfdimittspunite P biejer
Berbindungslinien fimmilich in einer Gevaben liegen, die dburdy B gebt.

Dies bietet ein Wiitel jur Léjung der Anjgabe: Ginen Punft (P) mit vem Durchichuittspuntt
(E) gweier Geraven su verbiuben, obne diefen Durchichnittspuntt su benuben. ¥)

Aufgabe 1. Wenn brei Glevabe und ein Punft (brei Puntle juup eine Gerave) gegeben find,
buvd) biejen Punft eine Gevabe jo ju giehen (auf ver Gevaven einen Punit jo ju bejtimmen), vaf ver
Buntt und die Durdjjcynittspuntte ver Geraven mit den drei gegebenen Gevaven vier hHarmonijde Punkte
bilven (— wvier havmonijde Strahlen —). :

IT. Ciegen zwei vollftdudige Bierjeite jo, bafi fiinf Eden bes eimen mit fiinf Eeen bes anvern
au je jweien auf fiinf bwech einen Punft gehenven Gevaven liegen, jo gebt bie Berbinbungdlinie ver e
jechiten Eden buvch benfelben Puntt und bie Duvchichuittdpuntte von je zwei entjprechenven Seiten liegen
auf einer Serabven. — Beweid burd) weimalige Anwenbung vou. (11, IL)

26. Involution beim vollftinbdigen Bieved und Bierfeit.

Die fechs Seiten eined volljtindigen Bieveds A BOCD (Fig. 16) fdhueiven bie Trausdverjale
MP in ven Punfen M, M N, N,, P, P,. Betvachtet man pann A une B als WMittelpuntte von Steablen-
bitjchelnr, beven Strablen burch die jechd Punfre gebn und vou ben Geraben M P, und ED gejdinitten
mwerven, jo bat man

(MM, PN) = (EM, CD),
(M, M P, N,) = (M, EDO).
Do aber, wie leidt exfanut wird,
(EM;CD) = M;EDC,
jo ijt alfe aud) (MM, PN) = (M, MP, N,);
bad Deift (22. Enve): Die fed)s Seiten eines volljtinbigen Bieveds jdueiden jebe Trans -
perfale in jedh® Punften, welde eine Fuvolution bilven.

Ebenjo gilt ber veciprofe Sal: Die Gevaben, welde vie fedhd GEden eined vollftindigen
Lierjeits mit etnem beliebigen Puntte ver Ebheme verbinben, bilven eine Juvelution vou
fechd Sirahlen.

Dieje beive Sike geben ein einfaches Mittel, wm 3u fiinf Elementen einer Involution bas jedjte
au finben.  Senfteultion?

27. Berwanbifdajt ber volljtinbigen Syfteme.

G8 ijt fdhon bemerlt worben (24), baf bie Avt ves Gnifprechens swijehen wei Gebilven buveh
vicr Paave entjprechenber Elemente bejtimmt wird. G8 treten Gier folgenve Fille auf;

) Steiner, Syftemat. Entw. 20.




: I Ehiten: 1. Syitem:
a) bier Puntte; vier Puntte ober vier Gerave;
b) brei Puntte und eine Gerabe; prei Punfte und eine Gevade
(brei Gerabe uno ein Punkt);
c¢) jwei Puntte und zwei Gevabe; 2 Punfte unb 2 Gerade

(2 Gevabe und 2 Punite).

Die feblenben ioei Fiille bilben unr ecine BVertaujdhung der beiben Spjteme. BVon ben brei
Sillen ift junadit e, audjujdliefen, benn bderjelbe ift jugleich wunzuveichend und einen Wiverjprudy: ent-
hattenv. Verlangeet man ndmlich bie Berbinbungslinie bver beiven Punfte A, B bid ju ben Durch-
jebnitten C unb D mit ben Geraben ¢ unb d, jo erhilt man 4 Punfte in gevaber Linie, bdemen bie
ebenfo exbaltenen Punfte A4 B! 0L D, bed jweiten Shjtems entjprechen mitffen.  Bei ver gang willliihr:
lichen ¥nmafme ber Elementenbaave, werben aber bie anbavmonijhen BVerhiltniffe ber 3wei Syjteme
vori 4 Puntten in ber Repel nidt gleich fein. Ehenjo erhilt man burdy Berbinoung ver Puntte A, B
mit pem Durchichnittopintt von ¢ und d vier Strahlen, veven anharmonijdes Berhiltnif im WAllge-
meinen micht pem der entfprechendven Strablen ober Puntte gleich fein wivd. Unberjeits reidhen bie
gegebenen Elemente nidht bin, um ju jebem Glemente bes einen Gebilves bad entjprechenbe bes anbern
u finben.

Der Fall b) it iventijch mit a) veun nicht muv Hefert bie erade d mit ben brei Geraven,
weldye bie Puntie ABC unter cinanver verbinben, ein aud vier Gevaden bejtehenves Gebilbe, jondbern
man ethilt audy eine Bujammenitellung von 4 Punften, von vemen nicht drei in ciner Geraven [liegen,
wenn mat bie Puntte A, B und die Durdjdnittdpunite von d mit AC und BC Hevaudnimmt,

&8 bleibt biernady nur ber Fall bejtehn, baf bie Eden eined Bievedd ben Geen eined anbern
Bieredd over bew Seiten eined Bievjeits entfpredien jollen. Die Bevbinoungslinien ber gegebenen Punite
unb bie Durdhjchnittdpuntte ber Gevadben, bamm bie Durdyjdmittépuntte der newen Glevaben und die Ver-
binbungdlinien ber neuen Punkte w. j. w. lefern inuner wieber Paare vou entiprechenven Elementen.

Um aber ju irgend einem Elemente bas entfprechenve ju fonftvuiven, bemerfen wiv junddit, vaf
auf jeber ber gegebenen Gevaden durch bie Durddfdhnitte mit ben anbern brei Puntte und ebemjo durd
jepen Puntt drei Straflen bejtimmt find, denen brei bejtimmte Glemente bed anbern Gebilbed entipredhen,
jo baf man nady ivgend einer ber friihern Methoven®) zu jebem mewen Pumfte einer ber gegebernen
Geraben ober ju jebem Strafle ber burdh einen ber Puntte gebt, bad entjprechenve Element ald bievted
im projeftivijden Grunbgebilve erbalten fann. Betvadytet man mm jebe Gerade ald bejtimmt burd
swei ‘Buntte, welche auf jwet ber gegebenen evaben legen, und jeven Punkt aold Durdpjdnitt weier
Straflen, welde vurdh jwei der gegebenen Punfte gehn, fo ift leidht eimzufebn, wie man bie Aufgabe
praftijd) (Ofen fann. — Daf die Wiung in eingelnen Fiillen beventende BVeveinfachung evfahren Famn,
liegt auf ber Hanb. —

28, Gentrale Lage yweier follineaven Gebifoe. Jubem wiv und vorlinfig auf die Bex:
wanbtjchajt per Kollineation bejdbviinfen und vorliufiy bie Beantwortung bder Frage verjchieben, ob jich
irgend jwei gegebene follineare ®ebilbe inumer in bie bejonbere Yage ju einander brinaen lajjen, betvadhien
wir jwei follineare Shiteme, welde o liegew, baf bie Verbindbungdlinien ven je jwei entjpredienden
Puntten alle dburdy benjelben Punft (Ko llineationscentrum) gehn.

Dad Kollineationdcentrum O (Fig. 17) ift ein fidh elbjt entjprechenver Bunkt, venn wive ex basd
nidht, jo milfite ihm auj jebem burch O gehenven Strafle (projicivenvem Strahle) ein anberer Punkt
ettfprechen, wad gegen bie Vebingung ber Projeftivitdc ift. Hievans folat, daff bie projicivenben Straklen
cbenfalld jidy jelbjt entiprechen, weil die Gevave, welde burdy O und A beftummt ift, mit ber Geraben
purd) O wnb A’ jufammenfillt; ferner baf anfer vem Punite O mur nodh drei Paave entjprechenver
Punfte A A, BB, CC, weldhe auf brei Stvahlen liegen, willfithrlich gegeben fein biivfen.

Da die Gerabe AB ber Gevaben A'B’ entjpricht, fo entjprecien fich auch bie Pumfte M M/,
in venen diefe Gevaben von bemjelben Strahle tuveh O gejhnitten werben; mithin {ft ver Duvchjdpnittss

= ¥} Am einfadbfternr wobl, inbem man bie cine Vunftreibe in perfpeltivijde ¥age mit ber ihr entjpredienven
tgt. (9, VI)
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punft von A B, A’B, iibexhaupt vou je swei entfprechenben Gevaven, ein fich felbjt entjprechertver Punit.
Daraus folgt weiter, daf bdie Gerabe, welhe bie Durchjduittdpunite 5,4, b §. (AB, A'B) und
(BC, B'CY) verbinbet, fidh felbjt entfpricht, unb zwar fo, baf jeber ihver Punfte ein fich jelbjt ent
jprechenber ift, weil fie von jevem Stvafle burdy O muv in einem Punfte getvoffen wire. Auper bem
Punfte O und bven Punften ber Geraben «y aibt 3 ieiter feine jih {elbjt enfjprechenben Punite ;
benn gibe e8 etnen jolden Punft P, jo wive audy jebe BVerbindbungslinie von P mit einem Punfte von
ay eine Gevabe, auj welder jeber Punft fich felbit entipriiche, jo Do alfo jeber Punft bev Ebene ein
jich felbit entjprechenver Punft wiivbe, mithin bie beiven Shiteme fongruent jein mitfen.

Wir haben Hiermit nicht blod einen neuen Veweid fiiv ben Sak (11, II) gefunbven, jonbern
fonnen jeft audy ben Saff aufjtellen:

Wenn jwet follineare Shjteme fo liegen, paf bie Berbinvungslinie von je jwei
entjprechenden Punftendvurd denjelben Puntt gehn, jo liegen vie Durdjdnitts punite von
je siwei entjpredenven Gevaben jammilich anf verfelben Geraben. Dieje Gerave heift bie
Sollineationdare, und die bejonbere Yage feift follineave ober centrale Rage.

Berlingert man vie Gevaven BC B C bis ju ihren Durchjhnittspuntten C;, C,* mit O A’ A
jo Bat man auf diejem Strafle brei Paare entjprechember Punfte, ndmlich A A4 C, C4 und O (fike
009, Man fann  mithin auf diejem Steable ju jebem Punfte jeinen entjprechenden, indbejonvere alfo
auch vie Gegenpunfte R,Q’ finven. Ginfacher gejdhieht das durdy Benugung der Kollineationsare s.
Um nimlich alfgemein ju ivgenb einem Puntte P ben entjprechenven P! ju finven, verbinvet man P mit
einem ber gegebenen Punfte A, ben Duvchichnittépuntt P ver Berbinbungslinie mit s mit A’ unb
jhneivet bie Werbindbungslinie burdy OP. Hievaud erfieht man, vaf vie Vevivanbtjhaff volljifindiy be-
jtimmt ijt dburd) baé Cemtvum O, die YUres (weldhe filr zwei Paar entfprechenve Puulte gilt) und ein
Paar entipredhenve Punfte A A"

Wenvet man diefe Konjtvuttion juv Aujfinoung ved Puntted Q' aw, fo fonfrvuivt man, wenn O, s
unb A A’ gegeben finb, zuerjt zwet entiprechenve Puntte B, B’ (Fig. 19), inbem mon A’ unv A mit
einem Punfte von s verbinbet unb einen Strahl O, zieht. Hievauf zieht man BE || OA, verbinbet
B mit B. Gbenjo echilt man R wenn man B B || O A’ sieht und E mit B vevbinbet.

Ausd ver Vetvacdhtung dbev eniftauvenen dfunlidhen Dreiede finbet man leidht

OB _ OB B . 0G _ OB BS
(63 S N VY i U T RE TR T
Da bie Punfie B und B’ fitr die Gegenpuntte auf jEmmtliden Straflen bdienen [nnen, fo lehren
OR 0qQ
und biefe Gileidhungen, baff bie BVerhilinifje 08, unb 08, fiiv alle Straflen biefelben finb, bap
et | 1

mithin alle Gegenpuntte ber beiven Syjteme auj awet Pavallen jur Hollineationsaye liegen. Diefe
Parallelen hetfen Gegenaren und jollen mit g’ unb r bejeidhnet werben, Fevner finbet man leicht, daf
OR 4 0Q' = 08, ober OR = 8, Q' unb 0Q’ = S$'R; b. h. von ben beiben Gegenagen
ijt jeve ebenjo weit vom follineationdcentrum, wie bie anbere von ber Hollineationss
are entfernt,

Dafy vie Gegenpunfte auj ywei Pavallelen jur Kollineationdare liegen mitfjen, Lk fich andh
jolgenbermagen beweijen: Wire bie Verbiubungdlinie RR, jweier Gegenpuntte nidt pavallel s, fo
jebuitte fie biejelbe in einem Puntte T, purcd) weldien bie ber R R, entfprecdienben Gevabe R'RYy gelen
mitfite, wad unmdglich ijt, da R und R4, aljo auch B/RY, im Unendlichen liegen; cbenjo it RR, ||=
w0, Hievmit Bingt aufammen, baf alle unenclich entferuten Punfte ber Eheme in der einjigen
unenolidy entfernten Gevaben fliegen. Dan exfennt jeht, baff bie Abhingigleit ber beiven Shiteme von
einanver wolljtindig beftimmt ijt burch dad Sollineationscentvium, die Kollineationdare unb eine ber beiven
(egenaren, ferner baf bie beiven Gegenaren entmever jwijhen O unb s legew ober durdy O unb s
gefrennt werben.  3m evften Falle liegen fe swei entjprechenve Punfte ju beiven Seiten von s, im
aweiten Falle anf pexfelben Seite, ober fic wevben durd) s und O gefvennt.

29, Aufg. 1. Bu jevem Punite ven entjprechenven ju finven mit Hiilfe von O, 5, "




I1. mwenbung ber Lehre von ben Doppelpuntten auf den Punft O und bie Punkte auf =

[11. 3u beweijen, bak (Hig. 18) (08, AA) = (08,DD,9), = (08,BB), wein DIV
mit A A’ auf vemfelben Stealhle legen. Das Doppelverhiltnif O S, A A’, Bleibt alje bafjelbe, weun
man auch bie Punftepaare over den Strabl dubert. E$ it vas darafteriftije Doppelver-
Baltnif A& ber Kolfineation, burch weldes pie Abhingigleit gegeben wird.*)

IV. Bu beweijen, baff & = OR _ 89

: 5R O

V. Wenn & = — 1, fo ijt (OSAA) = OBA‘A; alfo Invelution.

VI. 2as vou ben beiden in jebem projecivenven Strvahle auf einauver liegenven Puntireihen
gejagt worben, gilt audh von je jwe entjprechenden Straflenbiticheln, welche ibren gemeinjchaftlichen
Mittelpuntt auf = haben.

VII. Anwencung auf bie Perjpeftive

Pon ven beiven follincarliegenven Syftemen (Rt fich jebed ald vad perjpeftivijche Abbilo des
anbern betvadhten. Ru vem Guve denft man fich die Ebene, in weldper die perfpeltivijd abzubilbenve
Figur liegt, wm ihve Durchjchnittdlinie mit ver Biloebene jo lange gebreht, bid fie mit ihr jujammen:
jalit.  Ymperfeité lept man burch bas uge eine Ehene pavallel berjelben Figurebene und breht aud
biefe in perjelben Midptung bid fie in bie Bilbfliiche fillt; pann bleibt bad Yuge tmmer in dev Verbin-
pungslinie jeves Punftes mit feinem Bilve. Nady ver Umlegung ijt O vad Yuge, s bie Durchidinitts:
finie ber Bilcfldche mit der gegebenen Ebene. E8 barf nidst unerwifut bleiben, baf vie Perjpettive nur
cinen befouvern Fall ver allgemeinen Central-Projeftion bilvet, injofern bei der perfpeftivijchen Ab:
biloung bie Bilvfliiche fich fretd jwijden pem Auge und bem abjubilvenden (egenftanve befinbet. Daf bie
follineave Sage cine joldye Bejchrinfung nicht exheifdht und baher mit ver Gentralprojeftion im allgemeinjten
Sinne bes Worted sujommenfallt, ift einlendytend.

VIIL. nwenbung auf bie Beichnung ber Durchichnittsfigur einer Pyvamive mit cinex GEbene.

30. Bejonvere Falle ver tollincaren Bermanbtidaft,

I. Filt O ind Unendliche, jo liegen anch q und r im Unendlichen; die projicirenden Straflen
jitd pavaliel. Die Bevwandtjhafi heift damn Affinitdt; bie beiven Shiteme jup afjin.  Diefex
Fall tritt cin bei per Pavallelprojefiion und bei ben ebenen Sehnitten eined Pridmas.

I1. Die Kolfineationsaye liegt im Unendlidhen; bie entfprechenden Gevaven twevden pavallel. Die
Shjteme find abhnlich und dhnlid [iegend.

I, Wenn O wnd s im Unendlichen liegen, fino bie Syjteme fongruent.

81. Anfgabe: Bweifollinearve Syjteme in centrale Lage zu bringen®¥)

Die beien Spjteme find burdy vier Paare entjprechenver Punfte AAY BB, co, DD’
gegeben (Fig. 19); vann verlangt vie Aufgabe, jwei Punite O 0, su finben, jo baf bie Verbinbungs:
finien vow O mit A, B, C, D bicjelben Winfel unter einanver bilven iie bie Strablen van 0 nad
A4 B €, DL Bu pem Gnbe betvaditet man AB uno A’B’ al8 smei projeftivijche Gevave in jdhiefer
Qage und fonjtenirt (12. 27, nm.) auf A B ven Gegenpunit B unb anf A'BY ten Gegenpuntt QF
cbenjo anjf BC und B/(¥ vie Punfte R, und @’ bamn find RE; wmd Q (), bie beiven Gegenagen.
Betradhtet man ferner, baf man bei ver follineaven Yage bad ju einer Geraben AB gefhirige Q' evbilt
al8 Durdidnittdpuntt von qf mit einem Strahle burd) O parallel ju AB, fo folgt, bafi umgefehret O
auf ber @evaven [liegt, weldhe burc) Q' gesegen wird uud mit g° venjelben Winfel bifvet wie AB mit
q' (cber r). Wan erhilt alfo in dem gweiten Syjteme ben Punft O ald Durchjdnittépunft ber beiven
Seraven, weldhe in den auf A‘BY, B/C’ fiegenben Punften Q,Q° mit ber befannten Seraven o bies
jelben Wintel bifven, wie A B, BC im evjten Shjteme mit r, Ghenjo finvet man im exften Epjteme O
mit Hiilfe ver Geiben auf AB uno BO liegenven Bunlkte R,B;. Wm aljo pie beiven Syfteme in bie bers
langte Page gu bringen, leat man bad evjte Shjtem fo auf dad sweite, baf O auf O fillt b r || g’
iirp, b. b man zicht O‘ N || B'AYL O' Ry || B C' und madyt O' N gleich O R, affe ®NRy || q"

*) Fievler 20.
**) Siepler 22, — WMagnud, Sammiung von Hujgaben und Lehridten aus oee analyt. @eom. & 15.
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Dovauf jieht man burdd R unb K, bie Gevaben RNB, M, B, jo vaf fie mit RN, biejelben IBintel
bilven wie BA unb BC mit RR, u. f. w.

Diermit ift indeR nur geseigt, welde Bevingungen erfitllt wevben wiifjen, wenn bie durd) die
Bierede beftimmien Syjteme in die follineare Lage gelangen jolfen. Daf bad aber wicklich erveicht
with, muf noch bewiejen werben. Sunichit folgt ausd ver Konjtruftion, vaf 0N, BNR =~ OR, BR,
0,Q4B,Q ~ BN ONR,, woraud man leidt ableitet, daf O'B' B cine Gevave ift und daf RY —
RB. Dievaus folgt, baf BN unb B'Q’ jid) in pevjpeltivijder Yage befinben, baf aljo wenn A
ben  Durchjchnitt von BR mit O°A’ Dbegeidmet, NY QA = RB. ¢'B. &8 {jt aber R im
gegebenen exjten Wiered jo Fonftruirt worben, daf RB. Q'B' = RA. Q'A% mithin ift jest RA =
RA ober AB = AB. Gbenjo Lifit fich beweijen, vaf BE = BE, wem € der Durchjchnitt von
BR mit O'E ift; fermer BE = BC, BF = BF. Dy aufferdem = EBA = C BA nadh
ber Sonftvuttion, fo fann man afjo bie Bierede ABCD undb ABCD fo aufeinauder [egen, daf bie
Tunfte AU, BB, CE, EC, EF sujammenfallen, dad Geift, daf fiinf Ecden ves evften vollftinbigen
Biexfeits auf die von O’ nach den entjprechenven Punkten bes weiten Bierjeits geoqenen Strahlen s
liegen fommen; banm liegt nach (25, Aufg. 1L) audy D auf O/ D w §. w. Hievmit ift aljo audp bie
MioglichEeit ber follinenven Lage allgemein betviejen. *)

Diefe Aufgabe geftattet vier verjchievene Lagen, je nach ver Seite von q’, nad) weldper hin man
bie Wintel und bas r abtwigt. Sie it niht ju vermwedfeln mit ber Aufgabe, ven Punft O’ fo ju fon:
jruivet, baf nur bie vier Gden ABCD auf vie Stvahlen von O nach A’B'C'D’ fallen; denn
biefe Aufgabe [liefevt fiir O’ alé geometrijchen Dvt eine Kurve.

Um Jevthiimer ju vevmeiven, ijt ausbrii€lich ju bemerfen, vaf jwei Bierede jtetd ald Follineare
digquren betvachtet werben fdunen, jo baf alle gleichliegenve Puntte i entjprechen, baf eé aber juv
follineaven €age nicht Dinveicht, wenn die 4 Eden ves eimen Bieveds mit ben 4 Eden bed ambern auf
vier burch einen Punbt gebenden Strafhlen legen. Will man baber zu dem Bieved ABCD! ein
beliebige® anbeved in follineaver Yage jeichmem, jo barf man nur orei Gden, etwa A BE auf bden
Steablen 0AY, OB, OC willtihrlich aunchmen. Bur Kouftruftion ver vierten Gde D bejtimmt
mant ben Durd)jchnitiSpuatt B von A‘B unb D', jiebt O'E! umd fudt ben Duvdfchnittepuntt
G von O'E’ mit AB; bie Verbinbungslinie EE bejtimmi dann auf O’ D’ bie gejudpte Edfe. Wenn
man Gievauf nicht achtet, befinben fich nur die 4 Paar Eden, nicht aber die volljtindigen Sniteme in
cenfraler Yage.

Nufgabe: An dber Figur die Dualitit ju evbrtern.

32. MNeciprofe Shfteme. Anch wenn jwei allgemeine Gebiloe in ver Verwanbtidajt ber
HReciprocitat ftehn, laffen fie ficdh in cine bejonbere Yage ju eimander bringen; bdoch gehivt bieje Unters
judumg nicdht mebr Bievher, ba fie mit ber Yehre von bden Segeljchnitten zujammenbingt.

83. Rrummlinige follincare Syjfieme. Beweat jich in bem eiwen von jroei follinearen
Shjtemen ein Punft jo, baf er jugleich ven Ort nnb bie Richtung ber Bewegung dnvert, jo Gejehreidt
e eine Sturve; bann bejehreibt jein entiprechenver Puntt tm anvern Syjteme ebenfalls ecine Suvve, it
bie erfte Surbe von ber nien Ovbuung, b. h. wird fie vou jeber Geraven in n Punften acichnitten, jo
wird bie jieite furve ebenfalls von jeper Glevaben in n Punften gefdinitten, ift aljo audy von ber nfen
Orbrung. Cinem Regelichnitte (furve jweiter Orbuung) entipridyt vemnady ein Kegelichmitt,  Fallen die
swei Durchichnittépuntte bev evjten Surve mit einer Gevaden auf einanber, fo fallen audy die entfprechendven
Durchjchmittepuntte ujammen, b. §. ber Tangente entipricht eine Tomgente u. §. w. Fiegen in bem
cinen &yjteme orei Punfte in gevaver Uinie, jo liegen die entiprechenven Punfte cbenfalls in einex
Seraben 2c.

&¢ [Gpt jidy beweijen, bafi fidh irgend awel Segelidnitte al8 Follineave unbd follineavliegende
siguren Detvadpten fafjen, daf aljo im Vejondern jever Kegeljchuitt jebem Sveife follimear wvevwanbdt it
Da invep ber Veweis ves allgemeinen Safes bie Yehre von ben Kegelichnitten einfebliefit, jo mége biev

*) & anberer Beweid fiie vie Mglichleit viefer Ausfiibrung ift angedCutet (mit Hiilfe ver analytifhen Geometrie)
in Magnns, Sammlung von Nufgaben . aus ver amalntijhen Geometrie, 85 11—I18, Stammier, Yelhrbudy ber
analitpfhen Geometvie 152 flgoe,
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ber elementare Beweid fite bie Bertoandbtjdajt bes Kreijes mit jeder der befamuten Wrten von Keqelidhnitten
angebentet werber.®) Wird ein gevaber Kegel von einer Ebene gejchnitten, jo fann man bem Segel
stei Sugeln einbejdveiben, welde jugleid) bie Ehene beviifren. Berbinbet man die beiven Beriihrungs:
puntte mit {rgend einem Punfte der Duvchjchuititsfurve, jo (At fich aud ver Eigenjdaft bes gevaven
Stegeld leicht ableiten, bafi bie Summe over Diffeveny ber beiven Berbindungslinien fonjtant ijt. Um
eine Pavabel 3u evbalten, muf bie fdeivende Gbene einer Tanmgentralebene ved fegeld pavallel fein
w . . Die Berbiuvungdlinie ver beiven Beritbrungspuntte (Brennpuntte) ijt bemnady bie Are bes
Steqelichnittd.  Diernad) liegen bie Are bed Segeljchnitts unb bie Aye bed Kegeld iw einer Ebene, welde
auf ber Gbene bed Segeljdhnitts jentrecht fteht.

Benukt man die lepte Gigenjdaft und bie Definition der Kegeljchnitte durcy bie Cipenjdhaften
ifrer Brenupuntte, jo faun man wmgefehrt beweifen, baf fid) itber jevem Segeljchnitte umendlidhy viele
aevabe Stegel Fonjtvuiven laffen unb baf ver geometrijche Oxt fiir bie Spikien eine Sturve ijt in einer
&bene jenfredit sur Ghene bed Segelichnitts, vefjen Axe vie Durdhjdnittslinie ber beiben Ghenen bilbet.
Dic Surve ift Ellipje, Bavabel cver Hhperbel, jenacdivent ver gegebene Kegeljchnitt eine Doperbel, Pavabel
ober Ellipje war. Nod (29, VII) ijt hievnady jever Kegelidnitt mit einem Streife follinear vermandt
und T4Rt fidy betvaditen ald mit ihm in follineaver (perfpeftivijder, centraler) Yage befinblid).

Yus biefer BVemerhung folgt, vaf alle itberivagbaven Eigenjdhafjten bved freijes ofne weitern
Wetoei8 auch von allen Kepelfhnitten gelfen. Untev biefe Eigenjdhaften gehiven aud) die von Pol
unb Polare.

84. Pol und Polave. Bicht man durd) cimen Punft P in ber Ehene eines freijes
beliebige ©efanten umb beftimmt anf fever von ifnen ben viecten favmonijchen Punit ju P und ben
beiben Durchjdhnittspuntten ver Sefante mit dem Sveife, jo baB er bem Punfte P zugeorbmet ift, jo
mennt man ben geometrijchen Ort ber fo bejtimmten Puntte bie Polare von P in Bezug auf
pen Hreis ™

Um bdiejen geometvijchen Ovt femmen ju levnen, **) Dejtimnten wiv (Fig. 20) auf vev purd) ben
Mittelpuntt bed Kreifes aehenven Sefante ben vierten havmonijhen Punft P,, cbenjo auf bev beliebigen
Sefante PB A ben Tunft E und vecbinven E mit Py, fermer A mit ben Enopunften ped Durd-
nefjers und P, mit A und B. Daun bilven die Verbinoungslinien von A mit P, G, Py, H ein BHar-
monijches Biijchel, in weldhem A G unb A H fenfredht auf einanver ftehen, mithin =< BAG=P Al
jolglich Bogen GB = GL up == BP;G = LP, G

Da aber bie Strahlen (P;. P B E A) harmenijce jinb, jo muf P, E auf P, M jenfvecht ftehn.
Dievausd (Gft fidh unmittelbar exfermen, dafi bie Polare von P eine @erabe i, welde im Punfte P
auf pem burch P gehenben Turchmejjer fenfrecht jtept.

Die Stonftuftion ver Polave gibt bdie Fig. 21 am, in iwelder N K ober p bie Polare ijt,
bentt bie Gevaven NC, CK, KD, DN bifven ein volljtindiges Bierjeit, in weldem CD, BA, KN
pie brei Diagonalen jinb.

Ius viefen Gntwidelungen [affen fich bie befannten Gigenjchaften der Polaven beguem nbleifen.
Sonfjtenivt man ju ben verjdicvenen Puntien von P bie Polaten, fo miifjen dieje jammtlich ben Pol I
enthalten, weil ex ju jebem Punfte von p ber vieve Gavmenijdye Pumtt ijt, . §. bejdrveibt ein Punit
cine Gerabe, fo breht fich jeine Polare um ben Pol ber Geraden, und umgefehrt.

85. Seciprofe frummlinige Gebilve

Sebild L Gebilo (L
Der Punft A bewegt jid), invem ev Drt wnd Die entjprechenve Gerave af bewegt fidy in
Bewequnpgdrichtung dnvert; per Gbene fort unter gleidizeitiger Drefhungs
per Punft A bejchreibt mithin eine Surve; pie Glerape o' umbiillt bei ifrer Bewegung

glie Suyve.

#) @eifer, Seqelfdmitte §. 24. 1 A AT :
*) Diefe Definition ift Gier gewabil worben, weil fie die allgemeinfie ift 1nd it per Defimition per Polaven bei
Surven Giberer Orbnung iiberemitimmi.
= Weifer, Seqelfdmitt, 5. 6.




Gebilb L
Giner furve al8 ergeugt burdy fietige Bewegung
eimed Punfted entipricht

Jdevem Punfte A ber Hurve entfpridyt

Liegen n Punlte in einer Gevaden (Furve nter
Drbnung),

Durchjchunittepuntt ber Kurve mit einer Ge-
raven a (Punft anf ver Kurve und ber Geraven.)

Gebild IL
cine Surve, welde von ber evaben in ihren vers
jcbiebenen Lagen beriihrt wird,

eine Tangente a’ ber furve.
fo fdmneiven fidd n Tangenten in ecinem Puntle
(Sturve nfer Rlafje).
Tangente von beimr Punfte A’ an bie Mirve
(Bevabe, weldpe jugleich Tongente ber Kurve it und

pent Puntt A’ enthalt).

Beweat fich ein Punft auf einer Tangente,
bi8 eine gweite von ibm an vie Kurve gelegte Tan:
gente mit ver erjten jujammenfillt, o erhalt man
ben Beviihrumadpuntt,
ber 5611iljumg,ﬁplmlr A auf al.

Shjtem I gamy in perjelben Be-

Dreht fid eine Sefante um einen Duvchs
jdbnittépuntt, bid ein jweiter Durcdhjhnittépuntt auf
ben erjten fillt, jo wird fie jur Tangente.

Der Tangente a im Punft A entjprich

Dievaud evhellt, vaf auch in Bejug anf feumme Linien bdas
sichung sum Syjtem 11 ftebt, wie Shjtem 1 ju L

Da jever fegeljchuitt von jeber Glevaden in gwei Punften gejcbnitten wivd und fidh anberfeits
an benjelben von  jevem Punfte ywei Tangenten legen lafjen, jo ijt 3u vevmuthen, daf fe swel RKegels
jmitte nicht blog follineare foubern audy veciprofe Figuren finb. *)

36, Weciprocitat beim Rreife

Da ju jebemt Pele eine l'efiilmnic Polare unb ju jever Polave ein bejtimmber Pol gebirt, fo
fIEpr*u bie Tiguren, welde einerfeits von eimem Punfte unb anverfeit von feinen Poloven erengt werben,
in ver Bevwandtichaft ber Deciprocitit.

Bejdyreibt ber Punlt eimen Kveid, jo fann die Polave nur einen Hegelidimitt umbiillen, und wm-
gefebrt: Bewegt jid) eine Gerave jo, baf jie einen Hreid mit vem Mittelpunfte K fortwdbhrend Deviihut,
jo bejdpreibt ihr Pol in Bejug auf ven fejten Hreis mit dsem Mittelpunfte M einen Kegeljdmitt. Be-
nut man bie Gigenjchaft per Hegeljchnitte, paf bie Fufpuntte ver Perpenbifel, welde von einem Bremn-
punfte auf feine Tangenten gefallt werben, ein Sveid ift, ferner bie aud ven harmenijhen Eigenjdhaften
folgenbe Gileidung MP. Mp = % jo finvet man, baf M ein Brewnpuntt bed Regeljdmitted ijt und
MK auf feine ye fallt,

Wmgefehet [ERt fidh auf bdemfjelben Wege beweifen, daf wemn man wm einen Brennpuntt M
eined R;ge!gdnuite@ einen Stveid bejchreilt, bie Bolariigur bped .Eh,]dgrh:uttc.s in Bequg auf biejen Hreid
wieper ein Hveid ijt. &8 LRt fid) alfo ju jevem hhgelpd;mlt ein ihm veciprofer Rreid finven; unb ba
audy jeber S?cgehd;m!t mit einem Kreife follinear veviwandt ijt, fo To!qt Dieraud ber am Gnbe bed vovigen
§. audgejprodhene Sak.**)

a7. Lrgcnguug ber Regeljdnitte.

Die elementaven Cigenjdaften ped Hveijed und die Cigenjdaften ber Gegenpunite veicdhen bin,
um folgenbe beiben &iige ju beweijen: ***)

L. Die Durdidmittdpunfte jweier feften Tanpenten eined Kveifed mit den iibrigen Tangenten
beffelben Hreifed Dilven jwel projeftivijhe Tuntiveipen. Jn bem Durchjdnittspuntte ber feften Tans
genten fallen bie fich nidyt entjprecienven Guopunfte jweier gleichen Streden auf einanber, beren
anbere  Enbpunfte  ble  Vevfihrungspuntie find; e8  find  btad jwei Punfie, iweldhe bvon Dden
Gegenpunften  gleiche  Abfifinde haben; ba endlih Q'R burdy ven Mittelpuntt geht, fo ift

(Q;‘R)ﬂ = AR. AQ"

*) Betfer, RKegeljdmitie 8. 23,
**) Ten vom Hreife unabhingigen Beweid qibt Sdrbter 8
¥%) Sdndter §. 24, Fiedler 24,

.23, Am cinfachftent fiefert wbn bie analytifde Geometrie,




II. Die ®evabven, weldhe jiwei fejte Punlte auf ver Periphervie bes Sreijed mit ben dibrigen
Bunften ber Periphevie vevbinden, bilben wei vrojeftivijdhe gleihe und gleidlaufenve Straflenbiijdyel.

Umbehrung. Die Gevaben, welde bie entfprechenden Punite zweier projeftivijden Bunltveifen
verbinben, wmhitllen bemmach einen Streis, weldyer bie beiven Trdger beriihrt, wenn 1) in bem Durchidnittdpuntte
ber beiben Trdger 3wei (Jicdh nidt entjprechenve) Puntte vereinigt find, welde gleidhe Abjtdnbe vou ben
Gegenpuntten habew, und 2) vie beiven Triiger fo gegen einauder gemeigt finb, baf bad Twabrat bed
halben Ubjtanved ver Gegenpunfte gleid) ber Poteny bev projettivijdhen Beziehung ift.*)

Die Durdyjhnitidpuntie ber entjpredienven Strahlen bei ywei projeftivijdy aleidhen und gleidh-
[aufenben Straflenbifjdeln legen auf einem Kreife, ver burd) die Whittelpunite geht.

Sonjtruivt man iiber bem Kreife einen Regel und jdneivet ihn durdy Ebeven, jo famm man biefe
Sitge nady Anleitung ver friibeven §§. fiiv bie KRegelidnitte eviveifern und exhalt baburd bie Kegeljdnitte
in boppelter Erzenguugdmweife, ndmlich eimmal ald umbitllt von ven Gevaben, welde die entjpredyenven Puntte
von jwei beliebigen projectivijhen Pumttveiben verbinben, — uud baun ald Ort per Durdjchnittdpuntte
ber entfprechenben Straflen bei ywei beliebigen projeftivijdien Strahlenbiijcdheln. E8 geht bied audy audé
felgenver Betvadptung hevvor: Da nidyt mehr als 3wel Paar entjprechenve Strahlen fich auf einer
Gerapen jdueiven fonnen, wenn bie Strahlenbiijdel in jdiefer Yage jind, jo wird bie erjeugte Kurve von
jeber Geraben nur in jwet Punften gefhmitten. Wmgefehrt, joll eine Surce, welde von jever Gleraben
mur in jwei Puntten gejcdmitten wivd, al® Ort ver Duvchjdhnittdpunite entiprechenver Strahlen erjdheinen,
jo barf jebem Strahle bed einen Strablenbiijdeld nuv ein Steafl ped anvern Biijdel entjprechen u. §. w.

Die ausfiihrliche Behanblung biefes Gegenjtanved, ber fier nidit wetter verfolat werven fanm,
finbet man bei S ridter §. 20 flabe. lmd Fievler 24—36.

" &dichiter 8 24,
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