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Ueber ein mechanisches Problem Joh. Bernoullis,

Gl']l‘;,{l.:lll.“t!l wurde meine Aufmerksamkeit anf ein Problem gelenkt, das Joh.Bernoulli aufzestellt
hat. Es findet sich in seinen gesammelten Werken* Tom. IV. pag. 248 und lautet: Determinare curvam,
quam describit corpus inclusum in tubo, qui in plano horizontaliter uniformiter movetur cirea aliquem

axem in ipso tubo sumptum. Supponitur corpus moveri posse sine ulla frictione. Interessant erschien
mir dieses Problem zuniichst wegen der Art und Weise, auf welche B. zu seiner Losung gelangt; dann
aber auch wegen des Charakters der sich ergebenden Bahnlinie und ihrer in die Augen springenden
Beziehungen zur logarithmischen Spirale, Die Liisung, welche B. mit den damaligen Hiilfsmitteln der
Infinitesimalrechnung und der analytischen Mechanik giebt, beruht auf einer Reihe geistreicher Combina-
tionen und scharfsinniger Schliisse und fusst insbesondere anf einem eigens zu diesem Zwecke aufzestellten
Lemma, das indess kaum von allgemeinerem Interesse ist. Er findet die Polargleichung der Trajectorie,

wie folgt:

Diese Gleichung ist bezogen auf den Drehpunkt der Réhre als Pol und auf die Anfangslage
derselben als Fundamentallinie; x bezeichnet den Radiusvector; a ist der willkiirliche Radius eines um
den Pol beschriehenen Kreises, und die Variabele z giebt den auf der Peripherie dieses Kreises genom-
menen Bogen an, welcher dem Winkel entspricht, den die veriinderliche Lage der Rithre mit der Funda-

mentallinie bildet; ist also das Mass dieses Winkels. Die Substitution von z = 0, welche dem Beginne

&
der Bewegung entspricht, liefert fiir den Radiusvector den Werth 1, und in der That wird von B. vor-
ausgesetzt, dass die anfiingliche Entfernung des bewegten Korpers vom Drehpunkte gleich der Einheit sei,
Fiir den Fall, dass diese Entfernung = b genommen wird, findet sich bei B. die Gleichung:

1 : —
x=—Y16e*+ b?e )

welche aber fiir z—=0 den Werth x = - (1 + b*) liefert, also offenbar unrichtig ist. Der Fehler ist eine

Folge der Vernachliissicung der Integrationsconstanten.

Die von B. gestellte Aufzabe erhilt eine wesentliche Verallgemeinerung, wenn man annimmt,
dass die Drehung der Réhre nicht in der Horizontalebene, sondern in der Weise Statt findet, dass sie um
eine senkrechte Axe einen geraden Kegel beschreibt; obige Aufgabe ist dann der besondere Fall, wo der
Winkel, den die Réhre mit jener senkrechten Axe bildet, einem Rechten gleich ist. Um die Aufgabe in
der allgemeinsten Form hinzustellen, kénnte man dann noch eine Anfangsgeschwindigkeit des bewegten
Kirpers voraussetzen, die z. B. durch ein vorangegangenes Herabfallen desselben in der Rijhre entstanden
wiire, Bei dem jetzigen Standpunkte der rationellen Mechanik, welche hinreichende Hiilfsmittel zur syste-
matischen Lisung dynamischer Aufgaben bietet, ist es leicht, B.’s Problem auch in jemer allgemeinern
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Form zu losen. Der Umstand, dass die Linie doppelter Kriimmung, die sich in der verallgemeinerten
Aufgabe als Bahn des Beweglichen ergiebt, in nicht minder inniger Beziehung zur logarithmischen Spirale
steht, sowie die Einfachheit des Gesetzes, welches fiir die Geschwindigkeit des bewegten Kirpers in seiner
Bahn aufgestellt werden kann, liessen es mir nicht unpassend erscheinen, die angestellten Berechnungen an
dieser Stelle mitzutheilen,

Erweiterung des Problems und Losung desselben.

Will man, von den oben angedeuteten Gesichtspunkten ausgehend, dem Probleme B.’s eine
allgemeinere Fassung geben, so diirfte sich dasselbe zweckmiissig, wie folgt, aussprechen lassen :

oEine der Schwerkraft unterworfene Kugel von unendlich kleinem Durchmesser befindet sich in
einer eylindrischen Rihre von demselben Durchmesser. Welche Bahn beschreibt die Kugel und nach
welchen Gesetzen erfolgt ihre Bewegung, wenn die Axe des Cylinders einen geraden Kegel um eine loth-
rechte Linie beschreibt, wenn ferner fiir die Kugel die Anfangsgeschwindig
Cylinderaxe und fiiv ihren Mittelpunkt die Entfernuug R, von der Spitze des Kegels vorausgesetzt und
endlich von der Reibung zwischen der Kugel und der Rihre abgesehn wird.®

keit v, in der Richtung der

Wenden wir uns zur Lisung dieser Aufgabe, so ist zuniichst klar, dass wir die Kugel, da ihr
Durchmesser unendlich klein ist, als einen materiellen Punkt betrachten kimnen, der in seiner Bewegung
in der Weise beschriinkt wird, dass er gezwungen ist, auf der Axe der Rihre zu bleiben, withrend diese
den Kegel beschreibt. Die Lage des Punktes kann also von den ihn etwa angreifenden Kriiften nur insofern ver-
indert werden, als sie ihn in der Richtung der Cylinderaxe fortzubewegen streben. Aus dieser Betrachtung
folgt, dass die Bahnlinie, welche der bewegte Punkt beschreibt, ecine Spirale ist, welche in dem Mantel
des von der Riohrenaxe erzeugten geraden Kegels liegt, Die Bestimmung dieser viiumlichen Curve
erfordert 2 Gleichungen, von denen des obigen Umstandes halber die eine durch die Gleichung des
Kegels repriisentirt werden kann. Als zweite Gleichung lisst sich dann am zweckmiissigsten die Gleichung
fir die Projection der Curve doppelier Kriimmung auf eine durch die Spitze des Kegels gelegte Horizon-
talebene bestimmen. Setat man die Gesdchwindigkeit, mit der die Rihre gedreht wird, als bekannt voraus.
s0 lisst sich die Lage der Rohrenaxe fiir jede beliebige Zeit t sofort finden, und zur Bestimmung der
Lage des bewegten Punktes wiirde es also geniigen, seine Eutfernung R von der Spitze des Kegels als
Function der Zeit auszudriicken. Die erwiihnte Projection der Trajectorie ist ihrerseits auch eine Spirale,
deren Gleichung wir deshalb auf Polarcoordinaten beziehn werden: es ist dann klar, dass der Radius-
vector r dieser Curve die Projection von R ist. Die Bestimmung von R als Function der Zeit wird uns
also auch zur Aufstelhmg jener Gleichung fiihren kinnen. Die Entfernune des Beweglichen von der Spitze
des Kegels ist nun aber lediglich durch diejenigen Kriifte bedingt, deren Richtung in die Cylinderaxe
fillt, withrend alle Kriifte, deren Richtung senkrecht darauf ist, durch den Widerstand der Winde der
Rihre vernichtet werden. Wir werden also alle an dem materiellen Punkte wirkenden Kriifte nach den
angegebenen Richtungen in Seitenkriifte zerlegen und haben dann nur diejenigen Componenten in Rech-
mmg zu ]ll‘i:l'll'r':'a_‘]l, welche in die l_l"'.'“:]LI'“lL‘l':IKL' fallen. Der Aufrabe gemiiss ist die bewegte Kugel der
Schwerkraft unterworfen, als deren Mass g =9,81™ gelten soll: sei nun « der constante Winkel, welchen
die Erzeugungslinie mit der Axe des geraden Kegels bildet, so ist ersichtlich, dass die in der Richtung
der Cylinderaxe genommene Componente der Schwerkrafi = g. cos e ist. Weiter ist nun in Betracht zu
ziechn, in wiefern die Circulation des Cylinders sich an der Bewegung des Punktes in der Richtung der
Rihrenaxe betheiligt. In Folge jener Bewegung des Cylinders wird aber der Punkt in jeder seiner Lawen
mit gleichfirmiger Geschwindigkeit Kreise zu beschreiben suchen, deren Radien die auf die Kegelaxe
g{;ﬁﬂ][(:n Pl’.l‘pijni]iiiiil, und deren Mittu]lnml{tu die Fusspunkte der letztern sind. Allgemein werden die
Radien dieser Kreise durchR sin « ausgedriickt. Die gleichfirmige Bewegung der Cylinderaxe kimnen wir
nun so auffassen, dass wir sagen, die durch jene und die feste senkrechte Axe gelegte Ebene drehe sich
mit gleichfrmiger Geschwindigkeit um, die letztere. Bezeichnen wir dann den Neigungswinkel des in der
Einheit der Zeit beschrichenen Raumwinkels, also die Winkelgeschwindigkeit, mit w, so ergiebt sich fiir
die Geschwindigkeit, mit der der bewegte Punkt die betrachteten Kreise beschreibt der Ausdruck: v =




w.R.sine; denn offenbar verhalten sich diese Geschwindigkeiten, da die ganzen Kreise in gleichen
Zeiten beschrieben werden, wie die Radien, und fiir den Kreis, dessen Radius = 1, l‘st V=W, In Folge
dieser Kreisbewegungen nun wird der Punkt das Bestreben haben, mit einer der Centrifugalkraft ent-
sprechenden lrt.-:t.h“mf.]lg]u.'lt sich von der Kegelaxe zu entfernen. Als Mass fiir diese beschleunigende
Kraft gilt bekanntlich das Quadrat der Geschwindigkeit in der Bahn dividirt durch den Radius derselben,
hier also w* R.sin «. Eine einfache Betrachtung zeigt, dass wir diesen Ausdruck mit sin o multipliciren
miissen, um die hier in Rechnung zu bringende Componente der Centrifugalkraft zu erhalten. Da nun
die Schwere und die Centrifugalkraft die einzigen Kriifte sind, welche den Voraussetzungen gemiiss den
Kérper sollicitiven konnen, so ergiebt sich zur Bestimmung von R sofort die folzende Gleichung :

d2RR P

Jg — B .cos & + w?sin«®. b,

Die Integration dieser Differenzi: algleichung liefert :

|i Il. ¢ o 5 »
( T ) =2 pcsa R 4+ wigin 2 R® + C
{

S : . . o EK d R Sl e
Die Constante C bestimmt sich hier durch die Erwiigcung, dass = d. i. die Geschwindigkeit in
(L
der Richtung der Rohrenaxe fir R = R, der Anfangsgeschwindigkeit v, gleich werden muss. Dem-
nach ist
UC=vw*—2gcosa.R, — wisn?a J;.Jj

Die obige Gleichung gewinnt daher folgende Gestalt:

R~ 2 ol E
(:it ) = wign 2a (R* — R,3 + 2 geoza (R — R + v,?

woraus nach Trennung der Veriinderlichen tolgt:

o —

1 M
W sin 'r'f l:, R: _ R.3
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w* sin 2 @ w: sin ? &

Die lltfl"';_"l':l!ir.ll‘- dieses Integrals von der Form:

L] |1 X
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hefert aber:

: W ne iy T ATy Yo
W ElD o Y wiEm? o % w? sin? «
iy goosa | o~
w?snfe | g
1 i - Va5 o T T 0 D ] ] ek
: liw sin o wiein *a (R®* — Ry%) + 2 g cos o (R — Ry) + Yo
W Sin o | :
wisin *e R + geos e | 4+ O
Da aber R = R, der Anfangslage entspricht, also fiir diesen Werth von R die Zeit t ver-
schwinden muss, so hat man:
g 1 N e : {
U = — - fywism *a Ry + gcose + wsnav
W oSin @ e \
Daher:
1 + waine Vwisin 2a (R — E{“a‘. =5 g cos a (R — |‘|',|- v, wisin 2R 4 £ Cos
T wsine wisin 2o l{ - "'kU“- o 4+ WSl . v o
Gemiiss der Bedeutung von log. nat, folgt hieraus die Gleichung :
Wommieet) s e . : ok R
8 (W= Bl & l‘n - g .c05 e+ wen oo, Yo! — (W BN * @ Iv + & ., CO8 &) =

+ wsin e Vwian ? « (R? —_'l'm'u_‘-'} +2¢g cos « (R — Ry)) + v,°
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Qnadrirt man beide Seiten dieser Gleichung, so findet man nach gehériger Reduction und
zweckmiissiger Umformung R als Function der Zeit, wie folgt:
1§ wshnat r CO8 o v — W sin « t
R=— j (Jiu g6 ok + ~* —) + e
W Bln « “

? w sin? o

-

r | COB & v oL 08 o 1 : r ., COS @& ( r
(Hu = h. s el . —) = B = oy 3 (I{g 1> L T L 4
w2 sin * « W SIn o w2 gin ® o« 2 w2 sin ? @ . \

wsinat — wsinat Yo W sin et — W osin @ ty ¢ &, CO8 o
e + e +F ——|e — 8 i AT 17
WosIn \ W =181 (22 !

Es wiire nun zuniichst zu untersuchen, ob in diesemn Ausdruck das obere oder untere Zeichen
zu nehmen ist. Da man aber « immer < 0% ferner v, positiv, d. h. in der Richtung der Cylinderaxe
von derSpitze des Kegels aus genommen, voraussetzen darf, so ist klar, dass die Entfernung des Punktes
von der Spitze des Kegels immer wachsen muss. Die rechte Seite in (1) muss also unter den angewre-
benen Beschriinkungen fiir alle Werthe der Constanten Ry, v, und w einen Ausdruck ergeben, der - R,
ist. Bestimmt man nun aber diese Constanten so, dass

piel Yo g, C08 o
g = T =i o e e
W . SN m We ., an fa

so reducirt sich die Gleichung (1) auf die folgende:

s 1 Vo W osin e t — wenat £  wWenet = — wsin et
= : : @ - @ + & F e
& W sIn «
SRR e
4 w sin @«

Je nachdem die oberen oder unteren Vorzeichen genommen werden, erhiilt man hieraus:

Ro= R Vo Ay IS 1} und
) w sin & t

v " — wosin @t
R R b ha T ( 2 1) ;
W osin e t
: : LR . ! W sin « t :
Da aber w , sin « und t immer positiv zu nehmen sind, so ist e 1, dahingegen
— W sin &t ; , : = N :
e 1. Nur das obere Vorzeichen liefert also fiir B einen Werth, der R, ist, und es

sind also in (1) die oberen Vorzeichen zu nehmen., Nunmehr ist es leicht, mit Hiilfe von (1) die gesuchte
Gleichung fiir die Projection der Bahnlinie auf eine durch die Spitze des Kegels gelegte Horizontalebene
zu bestimmen, Die Polarcoordinaten dieser ebenen Curve seien r und $; als Pol werde der Drehpunkt
und als Fundamentallinie die Projection der Anfangslage der Cylinderaxe genommen. Dann ist ersichtlich,
dass
: =
B e iR o
Bl & BN o
Die Substitution dieser Werthe in (1) fiihrt sogleich zu der Gleichung (2), welche r als Function
der Zeit ansdriickt:

1) wsnhet g cof a Vo — W sin et \
oy e Tg) S : L pE L . '

we
, B.COL & Vo } ) g .cot
Tl Z ookt SR etk L
W w / w*
/

. cot o W sin « t — W sin &« t Jce
Ty = T e -+ & ) \

Vs W sin « t - W osin @ t ! g.cot «
(e e ) - B
Um nun noch $ als Function von t zu erhalten, darf man nur noch erwiigen, dass der Leit-
strahl r, als Projection der Cylinderaxe, sich ehenfalls mit gleichfirmiger Bewegung und mit derselben
Winkelgeschwindigkeit w um den Pol dreht; dann ist einleuchtend, dass
= W TR i o et e e L T Rt L FLs e 2 et el P )
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Qnadrirt man beide Seiten dieser Gleichung, so findet maniSSSSSs
zwpckmiissiger Umformung R als Funection der Zeit, wie folgt:

RRE 3 5 W sln @ T (J{ﬂ L {__I;_ L'l.l-‘l. & 1 x‘” ) ) e W sin
! 2 wisin® e — w sIn
8 o o, COS @ 1 7

(hu , goomE )t_ ALl 3(1{" ts
w? gln * « W Sl & W= Bl * e 2 W
W sin @t — W BN ety | 7 o W sin ot — W sin @

¢ + e + e =6

W sl @

Es wiire nun zuniichst zu untersuchen, ob in diesem Ausdrug
zu nehmen ist. Da man aber « immer < 90% ferner v, positiv, d. h.
von der Spitze des Kegels aus genommen, voraussetzen darf, so ist klar, (
von der Spitze des Kegels immer wachsen muss. Die rechte Seite in

| benen Beschriinkungen fiir alle Werthe der Constanten Ry, v, und w ein
ist, DBestimmt man nun aber diese Constanten so, dass
s Vo ol 3 _?.': « CO8 o
il e = e
W . 8in o w? | sin ¥ o
so reducirt sich die Gleichung (1) auf die folgende:
: 1 Vo w sin e t — w sin o t W si
R = o - - e -+ .8 o =
2" w sin w
=
i Ry — —=
4 W osin &
Je nachdem die oberen oder unteren Vorzeichen genommen wel
F : A
- V W sln @ €
TR VNI 1 (e — 1) ¢
1 W Sl e ©
' v T — wosin «t 1
R=R + —2— (e =
wosin e t ]
Da aber w , sin « und t immer positiv zu nehmen sind, so ist @
! . )
— W sin « i ’ AT s e
e 1. Nur das obere Vorzeichen liefert also fiir R einen

sind also in (1) die oberen Vorzeichen zu nehmen, Nunmehr ist es leicht,
Gleichung fiir die Projection der Bahnlinie auf eine durch die Spitze des
zu bestimmen, Dlie Polarcoordinaten dieser ebenen Curve seien r und 2
und als Fundamentallinie die Projection der Anfangslage der Cylinderaxe g
dass

R = r AR Ya

W = = 1 W) s
SN @ BN @

Die Substitution dieser Werthe in (1) fiihrt sogleich zu der Gleichung (2), welche r als Function
der Zeit ausdriickt :

1| weinet r ot o Yo — w sin i t
a A L] J L@ _

w? w

( g.cot @ ,,) g .cot ¢
wi / we
) 3 (-JI
) ( .ot o ( W sin @ t i W osin o« t { oSG e S R
/ w* ' J \

Vo ( W sin & - W osIn o [) | g.cot e
e - &

w we

r_-T.IL

feee ]
T

Um nun noch € als Function von t zu erhalten, darf man nur noch erwiigen, dass der Leit-
strahl r, als Projection der Cylinderaxe, sich ebenfalls mit gleichférmiger Bewegung und mit derselben
'l"l"'lll]i(:J;-_;L‘-iich\v]inii;,;]-;e'it w um den Pol fhvht, dann ist einleuchtend, dass

R ] i N B R e A T S A R S 22 s L {:'J_.: |




ch jetzt t eliminiren, und so gelangt man zu der nachstehenden Gleichung,
Hlimimlr. anf l’uLur_mnqhu.m.n bezogen, darstellt :

tu‘ ~,u1 a .9 —sn o .3
T8 ]
\\"’ J
sin o, .00l @
—h £
[‘ we
- . # )
g . cot o Vo — 8 e . 3 f (4
Ip =t : ] ==} e L |
w* W
& . COL o Vo X | g .cot o
W w S\ W= /

1 einer Erirterung dieser Gleichnng und der Construction der durch sie
gur vollstindigen Lisung der Aufgabe nur noch iibrig, einen allzemeinen
f zu gewinnen, mit welcher der materielle Punkt seine Bahn beschreibt.
80 kann man v als Funktion von R, r, % oder t ausdriicken. Am ein-
wir v als Funktion von r auffassen; derselbe ist deshalb um so eher aus-
n Gleichungen leicht ist, durch passende Elimination von r die Jeziehungen
Verdinderlichen zu ermitteln. Betrachtet man den Punkt in irgend einer
deschwindigkeit: die eine = % in der Richtung der Cylinderaxe, die
tder Tangente des durch seine Lage gehenden, zur Axe senkrechten

inren stehen mithin auf einander senkrecht und es ist daher:

v (i-“ )J W L
\ d t )

W*sin *a (R* — Ry + 2 g . cosa (R — Ry + v,2
dass
r = R son&a
f— ¥ zg.cobm (b —r1,) + w2 3 )
g . = Z2g . cot e ve "
ﬁ R Yy ] (¥ — TIyg) [ & - It']"
W w e

--———--—.n und Untersuchung der Bahncurve.

Behufs Untersuchung der Bahnlinie, deren Gleichung wir im vorigen Abschnitte gefunden haben,
erscheint es zweckmiissiz, vom Besondern zum Allgemeinen fortzuse Ellt‘ltL’n, also zuniichst gewisse ausge-
zeichnete Fille und dann erst die Gleichung in ihrer allgemeinsten Form zu betrachten, Am niichsten
|ir'g_5_1 der Gedanke, die (..I'lt'it'hu]l_‘_:‘ aut den Fall E'tuzu‘i‘.'l.‘lldl‘.n] welcher der von B. zestellten ;‘Lufgabe ent-
sprechen wiirde. Man hat zu diesem Ende in (4) nur

a = 90 ;v, =0

zn substituiren, wodurch man erhilt:

'y - — 2 !
'=—.r,'—({"t" ).....,.,,r_.:fl

3 —_

oder r — (.. + e B ) , wenn r, = 1 genommen wird.
Die letzte Gleichung entspricht genau der in der Einleitung S. 1 angefiihrten und von B.
gefundenen Gleichung; deun es leuchtet ein, dass $ — ist. Die Gleichung (6) hingegen zeigt uns,

il
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Aus (2) und (3) lidsst sich jetzt t eliminiven, und so gelangt man zu der nachstehenden Gleichung,
welche die Horizontalprojection der Bahnlinie, auf Polarcoordinaten bezogen, darstellt :

B g, ocot o sin @, S —sn a . ‘b\ \

&
r = . I, s
2 i Vsl w
Yy tI.L‘:in @ . s sin « , :‘:\I.’I g.
W \

\ sin @ ik - COG v — gin & . S
B 0

‘e I'y L ! -+ e

[ W

tis8l
2 w*

(I‘ g .cot « \'U) f g.cot o
fris W e A —_

\ W= W \ W< £ J

Sieht man vorliufig von einer Erorterung dieser Gleichung und der Construction der durch sie
dargestellten Curve ab, so bleibt zur vollstindigen Lisung der Aufzabe nur noch iibrig, einen allzemeinen
Ausdruck fiir die Geschwindigkeit zu gewinnen, mit welcher der materielle Punkt seine Bahn beschreibt.
Bezeichnen wir dieselbe mit v, 50 kann man v als Funktion von R, r, $ oder t ausdriicken. Am ein-
fachsten wird der Ausdruck, wenn wir v als Funktion von r auffassen; derselbe ist deshalb um so eher aus-
reichend, als es mit Hiilfe der obigen Gleichungen leicht ist, durch passende Elimination von r die Beziehungen
zwischen v und einer der andern Veriinderlichen zu ermitteln. Betrachtet man den Punkt in irgend einer

. { e i e dil . : . ;
Lage, so hat er eine doppelte Geschwindigkeit: die eine — i der Richtung der Cylinderaxe, die
¢ # '
andere w rin der Richtung der Tangente des durch seine Lage gehenden, zur Axe senkrechten
Durchschnittskreises; beide Richtungen stehen mithin auf einander senkrecht und es ist daher:
y d R\* G
Vi= | =— ) b Wi T
d t /‘

Auf 8. 3 fanden wir:

fd R |: R
== = W= BlN = a |
k l“. /'l

Beriicksichtigt man ferner, dass
R . sinea
g0 erhilt man:

. COL @

W E

Construction und Untersuchung der Bahncurve.

Behufs Untersuchung der Bahnlinie, deren Gleichung wir im vorigen Abschnitte gefunden haben,
erscheint es zweckmiissiz, vom Besondern zum Allgemeinen fortzuschreiten, also zuniichst gewisse ausge-
zeichnete Fille und dann erst die Gleichung in ihrer allgemeinsten Form zu betrachten. Am niichsten
liegt der Gedanke, die Gleichung aut den Fall anzuwenden, welcher der von B. gestellten Aufgabe ent-
sprechen wiirde. Man hat zu diesemn Ende in (4) nur

) = N e )
zn substituiren, wodurch man erhiilt:

_b)........,rﬁ}

Lo :
oder r = + 8 ), wenn r, = 1 genommen wird.

Die letzte Gleichung entspricht genan der in der Einleitung S. 1 angefiiliten und von B.

" % & . - . o] - =
gefundenen Gleichung; denn es leuchtet ein, dass & — ist. Die Gleichung (6) hingegen zeigt ums,
= ? a = i
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dass an Stelle der von B. fiir den allgemeinern Fall, dass r, = b ist, gefundenen Gleichung:

» S é (G_‘- -+ hﬂu_zT:J

die folgende zu setzen ist:
- o b
: 2
Diese liefert in der That fiir z = 0 den Werth x = b, was den Voraussetzungen entspricht.
Die Giciuhun},ﬁ (6) enthiilt nicht die Constante der ‘.Vin]{f:igv.-wh\\'imligk(:it-; wig also auch diese sich findert,
die Bahn des Punktes bleibt dieselbe, so lange die Anfangslage nicht veriindert wird. Dieselbe Gleichung
liefert * = O fiir den Fall, dass r, = O genommen wird. Wenn daher der Punkt beim Beginne der
Bewegung sich im Drehpunkte befindet, so reducirt sich die Bahn auf diesen Punkt, d.h, es findet gar keine
Bewegung statt. Dieser Umstand stimmt genau damit iiberein, dass in diesem Falle die Centrifugalkraft
verschwindet und die Wirkung der Schwerkraft durch die horizontale Lage der Riéhre vernichtet wird.
Aus der Gleichung

ist ersichtlich, dass r mit & ins Unendliche wiichst, dass ferner zu jedem reellen Werthe von 9 ein reellér
Werth von r und zwar mur ein einziger existirt; die Curve i demnach eine Spirale, Positive und nega-
tive, wenn nur absolut gleiche Werthe von £ liefern denselben Werth fiir r, woraus folgt, dass die Curve
zwei congruente Aeste hat, wovon der eine den positiven, der andere den ]Il:;-__’;:Ll‘I‘-'I‘.Il Werthen von 9
enr.«prichi-. Der bewegte Kirper beschreibt natiirlich immer nur einen der beiden Aeste, je nachdem die
Drehung in dem einen oder andern Sinne erfolet.

Fiir die Construction der Curve ist der bequemste Weg, den auch B. vorschliigt, durch die
Gleichung selbst gegeben, Construirt man nimlich die Curye, deren Gleichung

2 g
r =T, €& o7 Hroit iyt DS )

ist und sucht die zu demselben, einmal positiv, einmal negativ genommenen, Winkel & gehiivicen Radien-
vectoren, so findet man den Radiusvector der gesuchten Curve zu demselben positiven oder negativen
Werthe von & als das arithmetische Mittel jener beiden Werthe von .

Die Cwrve nun, um deren Uonstruction es sich zuniichst handeln wiirde, ist als logarithmische
Spirale hinlinglich bekannt. Aus Gleichung (6) und (7) erkennt man sofort, dass die beiden Curven den
Punkt gemein haben, welcher der Anfangslage des bewegten Kiirpers entspricht, Aus der Gleichung (7)
ist fermer ersichtlich, dass r mit positivem % ins Unendliche wiichst, mit negativem % hingegen kleiner
wird, um sich fiir 8 = — der Null zu nihern. Die logarithmische Spirale macht also von dem Punkt
s =0 :

Pol, von dem sie sich stets weiter entfernt, wilhrend sie nach der Seite der negativen & in einer ebentalls

r — 1,) aus nach derSeite der positiven & eine unendliche Anzahl von Windungen um den

unendlichen Zahl von Windungen dem Pole fortwithrend <nither kommt, ohne ihn jedoch zu erreichen,
Zu den bekannten Eigenschaften dieser Curve gehort ferner, dass ihre Tangente einen constanten Winkel
mit dem Radiusvector bildet. In unserm Falle ist dieser Winkel = 45°; denn bezeichnet man denselben
mit &, so ist: ,
dr
cot = e g = — g - Ty & 1.
r, €
Bine weitere Figenschaft dieser Spirale ie zugleich fiir die Constructic erselben einen An-
E tere Eigenschaft dieser Spirale, die zugleich fiir die Construction derselbe A
haltspunkt bietet. ist nicht minder bekannt und leicht nachweishar. Wenn niimlich & in arithmetischer
I ?
= o - 5 p - - - b
Progression zunimmt, so wiichst der Radiusvéctor in geometrischer Progression und zwar so, dass e der
Quotient der letztern ist, wiihrend & die Differenz der arithmetischen Reihe darstellt. Setat man also % der
. - a 2 8
Reihe nach = 0, 8,2 6. ..s0 wird r =1, , e , 1, @ Sl
In Fig. 1 stelle nun die Curve CABE die logarithmische Spirale dar, welche der Gleichung (7)
entspricht. C sei der Pol und C X die Fundamentallinie, so dass C A = r, ist. Es ist dann leicht,
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beliebig viele Punkte der Bahnlinic auf dem oben bezeichneten Wege zu finden. Macht man zum Beispiel
4 ACB = < ACB!, verlingert CB um Bm = CB’ und halbirt endlich Cm, so ist M ein Punkt
der Trajectorie; durch Wiederholung der Construction ergeben sich in gleicher Weise die Punkte N und
Q. Die dem negativen Curvenaste ;1|1g:~.hf5r¢l|lfeﬂ:: m1t:-:1n'{‘,::]1:;11t1{?11 Punkte sind M, N,Q', wenn CM’ =
CM, CN' = CNund CQ" = CQ gemacht wird.

Bei A gehn die Curveniiste in einander iiber und haben hier eine gemeinsame Tangente, welche
aut dem Radiusvector senkrecht steht, so dass also <C T A X von tt', der Tangente der logarithmischen
Spirale halbirt wird. Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt aus der Gleichung

y ks wdT
cot m = i

wenn wir darin aus Gleichung (6)

r? I/ S —3 dr I, = —
ro=sle 4 e und ~= = S+ (e” —e \|
2N d= =\ J
substituiren, Es wird dann
- — 5 B
(: e —-— 1
GO0t o = —_:: — 5 -_,.'l Y
AL e s |
Dem Werthe % = 0 entspricht cot @ = 0, also @ = 90% Allgemein wiichst cot & mit
ununterbrochen und nithert sich der Grenze 1, so dass also ‘der Neigungswinkel der Tangente imnerhalb
der Grenzen 2 0 bis & = oo von 90" bis 45° abnimmt, ohne den letztern Werth zu iiberschreiten,
Wenn & = o« genommen wird, so liiuft also die Tangente der Bahnlinie mit derjenigen der logarith-

mischen Spirale parallel, und aus den Gleichungen der beiden Curven ist ersichilich, dass man dapn den
Radiusvector der Trajectorie als die Hiilfte desjenigen der logarithmizchen Spirale ansehn kann, Aus der

20 L)

\\Ll-‘\- /l

Formel filr den Kriitmmungshalbmesser

P - -— e
5 9 ./'ll\f T d* r
I = & Dt
L, d 83
: £, ) - dr d2 r AR FLEL. .
wewinnt man durch Substitution der Werthe von r, 15 und TS aws (0) die Gleichung :
: I 158 f
2r1* — 147"
y P T O,
l: Zi(r* rat)
Dem Werthe r = r, entspricht fiir den Kriimmungshalbmesser der Werth 1 20 . Im Punkte’
A st demnach die Kriimmung der Curve unendlich klein, Der Kriimmungshalbmesser ist ein Minimum,
VA + o L . i dp :
die I\!'Inu]lmll_: also am stiivksten fiir den Werth von r, welcher sich aus der iT]-._‘IL‘.!ll;l.:,' -]—I = u[':_l;iu_-.bt,
dr
Setzt man aber
1 e
dp 12 v (r? ) 2r¥—r?)* — 2 — % 4 0
d 1 4 (r? — r,%* -
so folat:
1"F__In_ll — -—!IJ_-.'II
1 r, ¥2

Die Curvengleichung liefert hierzu:
s=7(1 + V2 ) = 0,8813736.
Dieser ausgezeichnete Punkt der Curve entspricht also den obigen Coordinaten; der Neigungs-

winkel seines Radiusvectors ist demnach wenig grosser, als . Von diesem Punkte an, in welchem der

g
4
Kriimmungshalbmesser den Minimalwerth
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erreicht hat, nimmt p wieder zu und wird die Kriimmung ununterbrochen schwiicher. Diese Bemer-
kungen iiber die durch Gleichung (6) dargestellte Curve mbgen geniigen, Setzt man in (4) nur « — 90°,
ohne v, verschwinden zu lassen, so erhilt man die Gleichung :

g ris A A
rs;])-s,jrﬂ(e =t a )-E—L-_D(u—-—e ):j} it 1h]

Eine SB}II‘ einfache FUT']H nimmt diese Gleiclnm-' an, wenn lﬁl:’. Constanten !']tt‘!]'-:i{}“)l.'].l 80 hs:s-tiuuul:
=) 3
WEI‘(:IEII_, {]:{.‘5@.

Dann erhiilt man nimlich

N PR e
und in diesem Falle ist also die oben besprochene logarithmische Spirale selbst die Bahn des bewegten
Kirpers.

Nimmt man endlich noch an, dass die Kugel beim Beginne der Bewegung im Drehpunkt sich
befinde und die Anfangsgeschwindigkeit v, habe, so hat man in (8) r, = 0 zu setzen und erhiilt:

B s Lo !
""-_J.'-'.-'.'(c iz )I"“'lul

Hier findet also, wie man im Voraus erwarten durfte, im Gegensatz zu dem aut S, 6 betrach-
teten Falle eine Bewegung Statt. Zur Construction der Curve mit obiger Gleichung liisst sich die Spirale
Vo =]
r= — .e@
W
in dhnlicher Weise verwenden, wie oben die Gleichung (7) zur Construction von (6) benutzt wurde. Diese
Spirale geht durch den Pol und hat in diesem Punkte die Fundamentallinie zur Tangente, Denn es ist:
=
; 1 dr e
ot = — . o5 = —
r ds S
e
woraus folgt

coto =w,akoe = 0, wenm & = 0
cot o , also @ = 459 wenn

= 00,
Nunmehr ist sofort ersichtlich, wie man die Curve der allgemeinen Gleichung (8) construiren
kann, nachdem man vorher in der angegebenen Weise die Construction der G leichungen (6) und (9) aus-
gefiihrt hat. Diese neue Spirale durchschneidet, wie die zuerst betrachtete, die Fundamentallinie in der
Entfernung r, vom Pole, ihre Tangente ist aber in diesem Punkte nicht senkrecht zur Fundamentallinie,
sondern bildet mit ihr einen Winkel, der von der Grijsse der Anfangsgeschwindigkeit und von den iibrigen
Jonstanten des Problems abhiingig ist. Man findet néimlich:
Qi o

1
cot @ S

oot @ = — % , wenn §
W T,

In den bisher betrachteten Fiillen war die Bahnlinie selbst eine ebene Curve; jetzt werden
wir solche Fille ins Auge zu fassen haben, in welchen die Drehung der Rihre nicht mehr in der Hori-
zontalebene Statt findet, sondern dieselbe, wie es in der verallzemeinerten Aufzabe vorgesehn, einen
geradeu Kr.‘-g(*.l beschreibt, Diese Ber]in;;ung wird erfiillt, wenn man in (4) a < 90° voraussetzt, Die
Trajectorie ist dann eine riumliche Cuarve, zu deren Construction ihre Projection auf die Horizontalebene
dienen kann, Was den Gang der Untersuchungen betrifft, so erscheint es zweckmiissiz, zuniichst die
Projection der Bahnlinie als ebene Curve in iihnlicher Weise, wie dies oben geschehn, zu construiren und
zu betrachten, und hiernach die Neigungsverhiiltnisse der Tangente an die riumliche Curve selbst zu




erbrtern. Um auch hier wieder von besondern Fillen auszugehn, werde zuniichst vorausgesetzst, dass der
bewegte Kirper keine Anfangsgeschwindigkeit habe. Man erhiilt dann durch Substitution von v, — 0
aus (4) die folgende Gleichung, welche die Projection der Bahnlinie darstellt:

1 o, eot o sin & .9 — 8in % , £ g ot o

5 [(ro + B (o + e NGt 0 nee(0)

Setzt man hierin noch r, = 0, so ist
o ot e 8N o ey — [N & ., 9 r ., COt o
o B Ok (f. o ”) . - ] L)

' =

we

2wt : we P r 5 D ey o

Also anch in dem Falle, dass der bewegte Kirper beim Beginne der Bewegung sich im Dreh-
punkte befindet, erfolgt eine Bewegung desselben, Wenn auch in diesem Punkte die Centrifugalkraft
verschwindet, so gilt dies an dieser Stelle nicht von der Schwere, welche vielmehr den Korper in der
Richtung der Cylinderaxe forttreibt und so gleichsam seine Bewegung einleitet, withrend derselbe im
weiteren Verlaufe seiner Bahn auch den Einwirkungen der Centrifugalkraft unterworfen ist. — Da

% < Y00 gesetzt ist, 50 sind cot « und sin « immer positiv, und es lisst sich also

8. 'H_:L * = u;sine =y

W= ,
setzen, wo w und » positive Grissen sind, Dann gewinnt die Gleichung (11) die einfachere Form

it ]'- = 2 ’
r = 4 (n -+ 8 )—-u SR e ()

Aus dieser Gleichung ist sofort ersichtlich, dass die durch sie dargestellte Curve durch den Pol
geht und wm denselben eine unendliche Anzahl von Windungen macht, indem sie sich gleichzeitip immer
weiter von ihm entfernt. Die Aehnlichkeit dieser Gleichung mit der Gleichung (6) weist daranf hin, die-
selbe in fihnlicher Weise zu behandeln, Demnach haben wir zu ihrer Construction eine Curve zu Hiilfe
zu nehmen, deren Gleichung:

-
r=gu.e
ist. Diese Gleichung stellt aber eine logarithmische Spirale dar von allgemeinerer Form, als die frither
untersuchte, Die oben charakterisirten Eigenschaften gelten auch fiir diese Spirale; nur ist zn bemerken,
dass der constante Winkel, den ihre Tangente mit dem Radiusvector bildet, nicht = 45° ist. Denn

bezeichnet man denselben mit & , so ist

dr

ds

cot @ =

- 1 . - . . .
und da » S o’ wird o zwischen den Grenzen 459 und Y09 liegen.

In Fig, 2 sei QMO M Q' die logarithmische Spirale, welche durch obige Gleichung dargestellt
wird, Dieselbe durchschneidet die Fundamentallinie C X in der Entfernung CO = o vom Pole. Triigt
man nun zu beiden Seiten der CX paarweise gleiche Winkel an und wiederholt dieselbe Construction,
wie oben, so erhiilt man die Punkte m’, n’, q’, welche einer Curve angehiiren, deren Gleichung

it p 2 » 9
. Ll + L]
I 9 i i

sein wiirde. Beschreibt man jetzt noch mit CO einen Kreis um C, welcher die Radienvectoren in den
Punkten h, h', h" schuneidet, und triigt endlich die Strecken m'h , n'h’ , ¢’h” von C aus auf den ent-
sprechenden Leitstrahlen ab, so ist ersichtlich, dass die so erhaltenen Punkte der Gleichung (12) entsprechen,

Auch diese Kurve hat zwei congruente Aeste, deren Verlauf in der Figur angedeutet ist. Ist
q' ein Punkt des positiven Curvenastes, so ist ¢ der entsprechende Punkt des negativen Astes, wenn
Cq" = Cq' gemacht wird.

Zur Erginzung dieser Construction miisste noch gezeigt werden, dass die Punkte m’ , Nt
ausserhalb des mit C O um C beschriebenen Kreises fallen und die zu bildenden Differenzen also positiv
sind. Dies folgt aber aus der schon oben erwiihnten Eigenschaft der logarithmischen Spirale, wonach die
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Radienvectoren i geometrischer Proportion stehn, wenn die Winkel in arithmetischer Proportion wachsen,
Aus diesem Gesetze erceben sich nachstehende Proportionen :
gebe 1

CM:C0O=00:0M

CN:CO=00':r0N

CR:CO0=00.:0Q"

Da nun aber in jeder stetigen Proportion die mittlere Proportionale kleiner ist, als die halbe

Summe der beiden andern Glieder, so ist:

OM + OM
Q0 = L_'_l___)id_ i

CO = Lb‘_i A

CQ < 0 ¥

G0 = L ditL

Fiir den Neigungswinkel der Tangente an die Curve, ergiebt sich aus (12):

o L] —y i-]
1 dr @ — 7 v
cot @ — . T - - :
. — i e e §
1 g 3PS PR

(& +'e — &

. . iz . . ) :
Dieser Ausdruck nimmt zwar fir 2 = 0 die unbestimmte Form an, jedoch erhilt man

= 8

durch Differenziation des Zihlers und Nenners den Quotienten - — - ) , welcher fiir S =0
L"I i~

unendlich wird. Zu dem Werthe & = 0 gehiirt also cot ® — o0 und @ = 0 d. h. die Fundamentallinie
ist Tangente an beide Curveniiste. Im Unendlichen niihert sich cot o der Grenze ». und die Tangente
liuft dann parallel mit derjenigen der logarithmischen Spirale. — Die oben construirte Curve ist die
Projection der Trajectorie in dem Falle, dass der Korper sich beim Beginne der Bewegung in der Spitze
des Kegels befindet. Diese Curve selbst filhrt zur Construction der allgemeineren Gleichung (10), welche
durch obige Abkiirzungen die nachstehende Form erhiilt:

Ty —+ u r D —y 3 2y
TE=N— =l E + @ =G L e i )

In Fig. 2 werde wiederum A C = r, genommen, und die Curve ED A D' B/ stelle die loga-
rithmische Spirale dar, deren Gleichung

ist, Macht man dann Bb CB',Dd = CD’ und Ee = CE und halbirt Cb , Cd und Ce in: den
Punkten b’, d’, €, so ist, wenn man noch die Winkel mCX, nCX, qCX mit 3, , 3,, 9, bezeichnet,

I'y ¥R — ¥ f — P
C—bf =i e g 1) H Cd = - ~ '8 ~2 .

und daher

Ta:. =& oS — '3 . Iy + u v r 3
Qrr il gt Ll 1)_;1;(:.(_; Al L R RS
Q
o !

Ty V. oy —_ 2,
C l{ = _______'} 5 ({‘ 8 (3] ") —— J.'f_

sobald man b'F = hm', d'G = h'n’ und e'H = h"q’ macht. So also sind F, G, H als Punkt der
gesuchten Curve gefunden und ist es leicht, auch den congruenten negativen Curvenast zu construiren .

Um auch fiir diese Curve den Neigungswinkel der Tangente gegen den Radiusvector zu
berechnen, hat man in




ol @ =

folgende Werthe zu substituiren :

Hieraus ergiebt sich:

Setzt man hierin & = 0, s0 wird cot @ = 0 und & = 900,

Im Punkte A steht also die Tangente wiederum senkrecht auf der Fundamentallinie,

Die beiden zuletat gegebenen Constructionen geniigen, um sofort erkennen zu lassen, in welcher
Weise die Gleichung (4) zu behandeln ist. welche die Projection der Bahnlinte im allzemeinsten Falle des
Problems darstellt. Hier miigen deshalb nur wenige kurze Andeutungen Platz finden, Durch Einfiihrung
der Constanten u und » gewinnt die Gleichung (4) die Form:

Iy +— 1 v —_r B v P i :
Pt - = @ T S ek y |",|- — e el e Ll Il":lj
= 2w i

Diese Gleichung kann mit Hiilfe der Curve, welche der Gleichung (12) entspricht, und der
logarithmischen Hflil‘:l[l_'- von der “]!‘il.'h!m"_:
4 Vi
1 e
W
leicht construirt werden. Diese Spirale schneidet die Fundamentallinie in der Entfernung r, vom Pole und
wenn & \\'jl‘lll']'LI]tl li{_‘!l Ni_-i;_;’lL]l;.a\\'i][];|-] |fg-|' 'J.H!I!.'.'l"llti‘ ]n-?,nhi(_-h][l}i: 20 'l.-'l

) S :
ot 0@ = —=, wenn 3 = 0;
LW
cot w L= wenn & = oo,
Durch eine zweckimiissige Bestimmung der Constanten, lisst sich auch der Gleichunz (14) eine
sehr eintache Form I'_:n‘iu_-[:_ Setzt man niimlich

50 erhilt man

Hicuaug folgt und daher wiederum
ot @ = — "0 ; Wwenn & = 0
o
ol o = Y. wenn & = 0.,

Durch die in diesem Abschnitte gegebenen und angedeuteten Constructionen sind alle in der
Gleichung (4) begriffenen Fille erschipft, und es ist damit der Weg gezeigt, wie man in jedem einzelnen
Falle zur graphischen Darstellung der auf die Horizontalebene projicirten Bahnlinie gelanoen kann., Zu
jedem Punkte der Horizontalprojection ergiebt sich auf einfache Weise der entsprechende Punkt der
riiumlichen Trajectorie.

Die folgenden Untersuchungen nun sollen sich auf die Neigungsverhiiltnisse der Tangente an die
ritumliche Curve selbst beziehn und werden also iiber den Verlauf der letstern weitern Aufschluss geben.
Wenn man den geraden Kegel, den die Cylinderaxe erzeugt, auf ein rechtwinkliges Coordinaten-
system bezieht, und zwar so, dass seine Spitze als Ursprung, seine Axe als positive Z - Axe, die Projection
der Anfangslace der Rihre auf die durch die Spitze des Kegels geleste Horizontalebene als X - Axe und
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die in der Horizontalebene darauf errichtete benkwchtc "l]b Y - Axe genommen wird, so ist die Gleichung
des Kegels: y* = a* z*
worin a — taga d. i gleich der trigonome tru:.i.hu] I.qlﬂ”l‘llt( der halben Kegelifinung zu setzen ist. Es
sei nun (Fig. .;] M ein lekt der Curve und CD uwnd CF die (u‘mth'u, in welchen eine durch M und
die Axe CZ gelegte Ebene die Kegeloberfliiche schneidet, Ist dann ferner T'T* die Tangente an die
Bahnlinie im Punkte M, so ist klar, dass dieselbe in der durch M an die Kegeloberfliche gelegten
Tangentialebene liegen muss. Fillt man nun noch von M das Perpendikel M A auf die Axe und errichtet
in der durch M gelegten Herizontalebene die Senkrechte E E* auf M A, so geht die Berithrungsebene der
Kegeloberfliche durch die Gerade EE und die Erzeugungslinie CD; mit diesen beiden Linien liegt
also TT in derselben Ebene.

Die Neigungswinkel der T'T* zu den drei durch C gelegten Coordinatenaxen sollen nun durch
&, , By , 72 bezeichnet werden; dann ist nach bekannten Formeln:

d y d =z
.  x d x

S uas OB Py == ey GUS i3y g

v !

! s d y ] zN\2 : ; ‘o .
wenn wir abkiirzend V = l/ 1 + (d \) S5 (:i f) setzen. Die hier vorkommenden Differenzial-

quotienten sind zu entnehmen aus den beiden Gleichungen der Bahneurve, niimlich aus:
gh=r ot alig® N G s e e (1D)

Iy —+ It y = —— ey Yo p
r = —f——u ,f’e.*. 1 e — -+ i e
2 \ ! 2w
\ ;

Die erste liefert bei der Differenziation nach x:

i)

dy S e dz
x - . = &° I oder —— =
dx i d x a? z

3—1 muss aus der Gleichung (16) gefunden werden; diese Gleichung ist aber auf Polarcoordi-
naten bezogen, und es ist desshalb nithig, mit Hiilfe der Gleichungen
X =T.c83;y=7r,8n%
1
dx
Ende die letzten Gleichungen nach £, so hat man:
d x o d'T O e
dis

= (C08 ~ « BN, ~
thd
mnd hieraus erhilt man durch Division:

durch die Variabeln r, $ und ihre Differenzialquotienten auszudriicken. Differenziirt man zu dem

d S

dx — :
— 1. sm'S

Tn dem Dreiecke A CM st non AM=AC.tage=AC.a. Aus der Figur ist aber klar, dass AM

1 T i dz .
=CM =r und AC=2z ist, woraus r =a.z folgt. Nunmehr erhilt man fir +— folgenden Ausdruck :
ax

: : e el i d 1
r.cos9 (co8® .= —r.snS) +rein® (sind g +r.C8S
dz {
d x .
s [ cos @ r sin :-)
(
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: ; = il d z el :
Die g0 gefundenen Werthe fiir q )‘}: und e substituire man nun in die obigen Formeln, so wird

l'l ((.'Hﬁ % - {-l ‘— = 551’[ 5)” - d- .I . COB 5 2 s ]_' _d r_ >
ekt L € d S a*\ds

cos B

ABIE

d =

- . 1 - =
cos gin & ——— — T HI 5

Die Formeln fiir die Cosinus der Neigungswinkel gestalten sich demnach, wie folgt :

1 cos 2 gn S
dr
ol
CO8 a, - - ————

e

cos S

i
dr
d S

4 \ diris y i
Die Werthe fiir r und ;< sind aus Gleichung (16) zu entnehmen, woraus man berechnet :
a2

dr ] 7o ¥ VS, — 9

Um nun die Winkel zu erhalten, welche die Tangente im Ausgangspunkte der Curve mit den

dr Vy . ¥ 3
r, zu setzen, welchen Werthen i = "w— entspricht, Dann

Axen bildet, hat man nur $ §] =

r
1

ergiebt sich :

Vg « ¥ BN @
CoB oy = —= e = =

= ) R R
" Yo T Ty~ W

CO8 o

e T —— q__'“'
y I W

0
AT

\’0 o

o8 7,

Aus diesen Formeln ist ersichtlich, in welcher Weise die Neigung der Tangente zu den Coordi-
natenaxen durch die Constanten der Aufgabe bedingt ist. Vergleichen wir dieselbe mit der S. 11 gefun-
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denen Formel: cot @ = 0 welche sich auf die Tangente der projicirten Bahnlinie bezieht, so
W
Ty.
ergiebt sich, dass in dem hier betrachteten Punkte der Curve der Verlauf derselben von dem Werthe des

I, W i i : - i : 7 i
Bruches ~° abhiingt. Je grisser dieser letztere ist, desto grisser ist der Winkel, den die Tangente der
- :

projicirten Curve mit dem Radiusvector macht, desto grosser ist ferner der Winkel, den die Tangente an
die Bahnlinie selbst mit der X - Axe und mit derZ - Axe bildet, wiithrend ihre Neigung gegen die Y - Axe
kleiner wird, wenn der Werth jenes Bruches zunimmt. Ausserdem ist natiirlich die Neigung dieser Tan-
gente .noch abhiingig von der Constanten » = sin «, also von der Grisse der Kegeloffnung, Um die-
selben Betrachtungen auf die besondern Fille anzuwenden, auf welche sich die (_:luldulngvn (12) und
(13) beziehen, hat man im letzteren Falle nur v, = O zu setzen, Dann ergiebt sich:
Co8 oy = 0 oo By = 1; o8 3y = 0 oder
a = 'u]v- 8, = 0; 7 = 900,

Die Tangente ist also dann der X Y-Ebene parallel und steht senkrecht zur X -Axe: aie fiillt
demnach zusammen mit der Tangente des durch den Anfangspunkt gehenden horizontalen Durchschnitts-
kreises der Kegeloberfliiche. Diese Bemerkung gilt aber nur so lange, als 1, nicht verschwindet, da in
letsterm Falle, welcher durch Gleichung (12) repriisentirt wird, siimmtliche Werthe jener Cosinus _die

. = (0]
unbestimmte Form 3 annehmen.

Um auch hier die Neigungswinkel zu bestimmen, benutzt man am passendsten die in (17) an
zweiter Stelle gegebenen Umformungen. Es handelt sich dann um die Bestimmung von
r Y e )
T asd 9]— = 5 » Wentl Sxae=a{)
ds e
Durch Differenziation des Ziihlers und des Nenners erhiilt man:
» 2

r e — 8 =
= ai= —— = 0, wenn & = 0,

BT _(T : —v:)
—ﬂ:-%— ¥\e il &
Somit liefern die obigen Formeln:
cos @ = v = sineaj;cos f = 0;c87 = :l = 008 o,
oder &, = 0% — «; Bri= 000 ¥ = @&

In dem Falle dls[:, wo beim Beginne der Ih-\w--'lmﬂ' der materielle Punkt in der Spitze des von
der Cylinderaxe beschrichenen Kegels liegt, wird in diesem Anfangspunkte die Erzeugungslinie Tangente
der Bahncurve sein.

Die Formeln (17) sind nicht geeignet im Allgemeinen Aufschluss iiber die Neigungsverhiiltnisse
der Tangente und dadurch iiber den Verlaut der Curwe zu geben, insbesondere sind sie unbrauchbar fiir
3 — o, weil cos oo und sin oo unbestimmte Ausdriicke sind. Deshalb soll aus obigen Formeln eine
nene entwickelt, nimlich der Winkel berechnet werden, den die Tangente mit der durch ihren Beriihrungs-
punkt gehenden E rzeugungslinie des Kegels bildet. Sind @y, 82, 7y die Neigungswinkel der Erzengungs-
linie zu den Axen und \'{‘I‘nl@ht man unter R das Stiick der evstern, welches zwischen dem betr .u'lm' ten
Punkte und der Kegelspitze liegt, so ist:

x .
C0S &y == —p— j 00 By = —f{— : CO8 Yo

Driickt man nun x, v, z durch r und % aus und beriicksichtiet, dass B = —— , so wird:
y = sin e '

o8 oy = sn & . cos 5 cos B = sin a, §in S coB vy = 08 & . . . . . . (19)
Bezeichnet man noch mit & den Winkel, den die Tangente mit der Erzengungslinie bildet, so

ist bekanntlich:
cos § = C0s &, COB oy + COs B; cos g, -+ cOs 35 COS iy .




15

Setzt man hierin die beziiglichen Werthe aus (17) und (19) ein, so findet man nach gehiriger

Reduetion :
Gin @ o 208G d r 1 J 1
: a ! T y

cos & =

iy .
ey ) g dr
d
Entwickelt man hieraus den Werth von tagd, so erhiilt man den einfachern Ausdruck :

t..'lz_; 43 =

Der Neigungswinkel & ist also abhiingig von dem Werthe des Bruches ] dieser letztere wird
! : =

ds

i : r, . W
aber im allgemeinen Falle des Problems = -2 " und demnach tag & =
Vo ¥
o
gesetzt wird,
, r, w :
Aus .'I-"s?} hat man cos ,_:TI e - - — , Woraus man findet cot By =
Vve? + 1, w? : Yo
ergiinzen sich die Winkel 8, und & zu 909 und in der That muss der Annahme gemiiss die Y - Axe auf
der durch den Anfangspunkt der Curve gezogenen Erzeugungslinie senkrecht stehn. Wendet man die
Formel auf die beiden zuletzt betrachteten besondern Fiille an, so ergiebt sich:
, L=
) Wemn' 8 =.0: v = 1;; v, = 0, 80 ist tag & oo, .8 =900,

2) Wenn 8 = 0;r =1, = 0; v, =0, =0 ist tag & = 0: & =0,

W
; demmach

Beide Resultate stimmen mit den obigen genau iiberein,

Wir haben friiher gefunden, dass die Tangente an die Projection der Bahnlinie sich im Unend-
lichen einer Grenzlage nithert; ein Gleiches liisst sich deshalb auch fiir die Bahnlinie selbst vermuthen.
Setzt man aber © — o, so wird, wenn man, dem allgemeinsten Falle entsprechend, die Werthe fiir
dr
(

15

r und aus (14) entnimmt:

tag b

s o
— .3]'1"'

Durch Division mit e ~und dadurch, dass man e ~ und e als verschwindend klein
betrachtet, was fiir $ 1 gestattet ist, erhilt man: tag § = 1; & = 45°

Bevor man nun schliessen diirfte, dass, wihrend 2 von O bis oo zunimmt, der Winkel § in dem
einen der eben erwithnten besondern Fillle von O bis 450 wiichst, in dem andern aber von 90° bis 45°
abnimmt, wiire die Frage zu entscheiden, ob nicht & innerhalb jenes Intervalles einen ausgezeichneten
Maximal- oder Minimalwerth hat. Um hieriiber Aufschluss zu erhalten, muss der Ausdruck fiir tagd,
nachdem man darin v, = O gesetzt hat, mit Riicksicht auf ein Maximum oder Minimum untersuch
werden, Die erwithnte Substitution fiihrt aber zu folgender Gleichung:

P ¥ 2 u
o . : L

tag d =
woraus man durch Differenziation erhiilt:

d (tag d)
d S
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Diese Gleichung wird befriedigt durch & = oo, dann aber auch durch den Werth von $,
welcher aus der Gleichung:
2 i a3 —p S
Sl et e >_-.t=u

r, +

hervorgeht. Hieraus berechnet man
R S e A (PR D

v i

Wenn r, = 0 gesetzt wird, so reducirt sich diese Gleichnng auf & = 0, In dem oben bezeichneten
Intervalle liegt also nur dann ein ausgezeichneter Werth fiir #, wenn r, nicht verschwindet. Aus dem
Umstande, dass tagd = o, wenn $ == 0, lisst sich schliessen, dass tagd fiir den obigen Werth von 2
ein Minimum wird, und ist es deshalb nicht nithig, den zweiten Differenzialquotienten zu untersuchen,
Es ist nun leicht, die diesem ausgezeichneten Punkte der Curve entsprechenden Werthe von r und & zu
berechnen, und man findet:

"

; tag & Vi + o) — o

I'g T Lt

+ou =V, + w) —p® : : :
SRR . wiichst, nimmt tag & von

sl :
Wiihrend also S von O bis — 7 ™
¥V

i
bis zu einem Minimum ab, welches kleiner als 1 ist. s muss also zwischen jenen Werthen von % ein
anderer liegen, der tag & = 1'macht, Dieser Werth muss sich ergeben aus der Gleichung :

% D —_— S 2
e ." ‘.- — ot - —
Ty
=

e *

-+ I

tag & =

List man diese Gleichung nach £ auf, so erhiilt man:
Fou
[

e s 2 . - P .
mit welchem Werthe r — —%¢ g’u ~ %" correspondirt. Zur bessern Uebersicht folgt hier
sammenstellung der zuletzt gcfundenén Resultate :

LiRallls (v = i, =
tag & = 0; 0, wenn3S = 0,
tag 8 = 1; § = 45°, wenn S w .
1T Fall,  (vy =105 x;:==0)
tag § = oo; g = 909 wemn & = 0.
1 ry

tage 4§ . d = 4H% wenn - {
g 3 ?
¥

1/{1.0 + g —

tag & d < 40% wenn

Iy + o

tag ¢ = 1; d = 45°% wenn & = w.

In dem Falle also, wo die Kugel sich beim Beginne der Bewegung in C (Fig. 3) befindet,
filll in diesem Punkte die Tangente der Bahn mit der Erzeugungslinie des Kegels zusammen; in allen
folgenden Punkten ist die Tangente gegen die Erzeugungslinie geneigt; ihr Neigungswinkel wird immer
grisser und nihert sich im Unendlichen der Grenze 459 so dass hier die Tangente den Winkel CM E
halbirt und mit der Geraden M H zusammenfillt, Diese Verhiilinisse iindern sich wesentlich, wenn die
Anfangslage der Kugel nicht in C, sondern in einen andern Punki der Rihrepaxe fillt. Dann liuft die
Tangente im Anfangspunkte der X Y - Ebene parallel und steht aut CD senkrecht, fillt also mit K E/,
der Tangente des Durchschnittskreises, zusammen; mit wachsendem $ nimmt die Neigung der Tangente
zu der EE zu, sie fillt schliesslich mit M H zusammen und nimmt fiir einen endlichen Werth von & die
Grenzlage MG ein; von diesem Punkte an wird die Neigung zu E E' wieder kleiner, und im Unend-
lichen fiillt die Tangente abermals in die Lage von M H.
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Es liisst sich erwarten, dass fiir die Tangente an die projicirte Bahneurve #ihnliche Verhiltnisse
Statt finden, wie bei der riiumlichen Curve, und dass insbesondere den in ubig{zr Hinsicht ausgezeichineten
Punkten der letztern in gleicher Weise ausgezeichnete Punkte der erstern entsprechen. Diese Voraus-
sotzung wird durch eine einfache Rechnung bestiitigt, und es ergeben sich, wenn r, > 0, folgende zusam-
mengehiirige Werthe :

e

Erorterungen tuber die Geschwindigkeit.

Gemiiss den auf S, D iiber die Bahngeschwindigkeit des Korpers gemachten Bemerkungen ist:

L ( dR 2
= dt

Da aber

80 hat man :
d Rt 1 d

dt g wiad

i

Durch Substitution dieses Werthes folgt :

[ 1 ( d
W

v? \ d
g. 4 miige nun die Ebene der Zeichnune mit der durch den Punkt M gelegten Tangential-
Kegel zusammenfallen, CD Erzengungslinie, EE’ Tangente des Durchschnittskreises, also
Perpendikel auf CD und TT’ Tangente der Bahnlinie sein. Fiillt man dann von der Spitze des Kegels

die Senkrechte CQ aut T'T und verliingert dieselbe bis zum Durchschnitte mit E E/ so wird
CM

T CSM Nun ist aber CM R und sin CSM = cos SMQ sin &, und daher

In Fi

ehene an den
S

Aut 8. 15 fanden wir aber

] |1 I

) ds ; ;
oy oA folgt sin & -
l ar

Beriicksichtigt man nun, dass

r = ».Rund v W l

. : R.woe : :
go erhilt man: sin § = —=— Demgemiiss wird :
=

=
P = — und v =
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Auf Grund dieser Gleichung lidsst sich fiir die Geschwindigkeit, mit der die Kugel die Bahn
durchliuft, folgendes Gesetz aufstellen:

»Die Geschwindigkeiten der Kugel in beliebigen Punkten der Bahn wverhalten sich, wie die
Perpendikel, welche von der Spitze des Kegels auf die Tangenten der Bahnlinie gefillt werden, wenn
man dieselben bis zum Durchschnitte mit denjenigen Geraden verlingert, welche im Beriihrungspunkte
der Tangenten auf der Erzengungslinie senkrecht stehn und mit letztern Linien in einer Ebene liegen,

Dasselbe Gesetz gilt auch fiiv die Geschwindigkeit, mit welcher die Projection des materiellen
Punktes auf die X Y - Ebene die in dieser Ebene liegende Projection der riiumlichen Bahnlinie durchliuft;
inshesondere aber findet es auch Anwendung auf den speciellen Fall, der durch B.s Problem gegehen ist.
Bezeichnet niimlich wieder o den Winkel, den die Tangente mit dem Radiusvector macht, so findet man leicht:

.

[I:

sin @

Da aber cot & = — —— , WOraus sin o - : — folet, so hat man:

Nun ist aber:

e | ¢ L e
s (TIT)
Daher erhiilt man #hnlich, wie oben:
v [ - :
p = = uni v = w ., p .
Schliesslich miigen noch kurz die Bezichungen beriihrt werden, welche zwischen der Geschwin-
digkeit und der Richtung der Tangente bestehn. Es ist friither ervrtert worden, dass die Geschwindigkeit
v in der Richtung der Tangente M T (Fig. 4) sich aus zwei zu einander rechtwinkligen Seitengeschwin-

St dR ] : . : 5 :
digkeiten at und wr zusammensetzt, deren Richtuncen mit den Geraden M E/ und M D zusammen-

d R
dt

dagegen

fallen. Die Tangente T T wird also mit CD den kleinern Winkel bilden, wenn

dR : £ g d R ;
It Ueberdies 1st, wenn M A = und A B wr angenommen wird
at 5

mit £ K/, wenn wr

|
d

* tagd entwickelten Ausdrucke iiberein.




	Abschnitt
	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18


