
Quelques recherchcs relatives ä la theoric
des sections coniques .

i .
Equations des sections coniques .

1 . Sous le nom de sections coniques ou lignes du second
degre , on comprend toutes les courbes ( et tous les systemes
de lignes droites ) repre "sentees par l ' equation generale du
second degre entre les coordonnees x et y ,

ay 7 + 2bxy + ex 2 + 2dy + lex + f = 0 . ( I)
Cette equation contient six constantes independentes ;

mais couime eile n ' est pas changee lorsqu ' on divise toutes
les constantes par une d ' eiles , on voit qu ' en verite eile n ' en
contient que cinq , savoir les quotients de cinq des constantes
par la sixieme . Une courbe du second degre est donc en -
tierement determinee lorsqu ' on connait ces cinq constantes .
Une equation quelconque qui ne contient que ces constantes et
d ' autres grandeuis donnees , determine une des constantes en
fonetion des autres et reduit ainsi a quatre le nombre des
constantes encore a deterniiner . On voit donc que la courbe
est determinee si eile est assujettie ä certaines conditions
qui conduisent ä cinq equations entre les constantes de son
equation . C ' est ainsi que cinq points par lesquelles eile doit
passer sufnsent pour la decrire ; car en prenant un Systeme
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d ' axes coordonnes quelconque et substituant dans l ' equation
( I ) ä la place de x, y , successivement les coordonnees de
ces cinq points prises par rapport ä ces axes , on obtient
les cinq equations entre les cinq constantes et les coor¬
donnees connues des points .

2 . La droite
y = nx + q ,

rencontre la courbe du second degre en general en deux
points , dont les abscisses sont determinees par l ' equation
x 1 ( an 2 + 2bn + c ) + 2x (_anq + bq + dn + e ) + aq 2 + 2dq + f = 0 .
Pour que la droite soit tangente ä la courbe , c ' est ä dire
pour que les deux points d ' intersection coincident , il faut

( anq + bq + dn + e) 2 - { aq 2 + 2dq + f ) ( aw 2 + 2bn + c] = 0 ,
ou
j ' ( J 2— oc) + 2nq {ae - bd) + n \ d i — af ) + 2q { be - cd ) -\- 2n {de— bf )

+ e »- jc/ = 0 . ( II )
Cette equation , exprimant le rapport entre les constantes n , q ,
de chaque droite qui touche la courbe , en fonction des
constantes de la courbe , est l ' equation generale de la tangente
Si l ' on donne ä n et q successivement toutes les valeurs qui
satisfont ä cette equation , on obtient toutes les tangentes
ä la courbe . Donc , en considerant n et q coinnie des va¬
riables , cette equation represente encore la meine courbe
que l ' equation ( 1) , mais cette fois comme courbe enveloppe
de ses tangentes .

3 . L ' equation ( II) contient tous les termes de l 'equation
generale du second degre en n , q . II est donc ä presumer
que l ' equation generale eu n , q , representera encore toutes
les courbes du second degre . Pour leprouver , |soit l ' equation

Aq 2 + 2Bn q + Cn 2 + 2üq + 2En + F - 0 ; ( III )
il s ' agira de voir si l ' on peut toujours , quelques soient les
valeurs des constantes A , B etc ., trouver une courbe du
second degre dont toutes les tangentes soieut contenues
dans l ' equation ( III ) . Or , la courbe est donnee des que les
constantes de l ' equation ( I ) sont connues ; mais ses tangentes
devant satisfaire ä l 'equation ( II ) , il faut que cette equation
devienne identique avec l ' equation ( III ) . Posons donc , apres
avoir divise les deux equations par le coefncient de q 2,
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( IV )

Pour trouver les constantes a , b , c , d, e , f , en fonction
des constantes A , B , C etc . , il est le plus simple de chercher
les valeurs des fractions en A , B etc . qui sont de la menie
forme que les fractions formant les premiers membres des
cinq equations . C 'st ainsi qu ' on trouve :

AE — BD ( E -0 J ? D \ VC B ~\ 2 C ~\ Vde — af
B 2 - AC ~ \ A ~ A ' A ) . \\ A J ' ÄJ ~~ U 2 ~ ac

_ ( ae — bd ) ( be — cd ) - \ ■ rjae — bd) 2 __ d 2— af -\ b
J l ( b 2( b 2 — ac )2 J [_ {b 2 — ac ) 2 b 2 — acj a

De eette maniere on obtient les relations suivantes :
b AE — BD

( V )

a B 2 - AC >
c D 2 — AF
a ~ B 2 — AC '
d
a

_ BE — CD
B 2 — AC '

e DE — BF
a B 2 — AC '
f E 2 — CF
a ~ B 2 — AC

On peut donc toujours trouver une equation du second
degre en x , y , qui represente la meme courbe que l ' equation
donnee en n , q . D ' ailleurs , comme les fractions exprimant
les valeurs chercbees , ne contiennent pas de radicaux , ces
valeurs sont toujours reelles et uniques ; aussi les valeurs
infinies , si elles existent , ne contiennent - elles rien d ' absurde ,
puisqu ' elles indiquent seulement que a est nul . Donc , l ' equa¬
tion generale du second degre en n , q , represente toujours
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une courbe du second degre , parfaitement determinee lorsque
les quotients de cinq des constantes qui entrent dans l ' equa -
tion , par la sixieme , sont donnes .

Si l ' on choisit pour axes coordonnes deux tangentes a
la courbe , il faut qu ' on obtienne ( dans III ) q = 0 , pour
n = 0 et pour 71 = 00 , ce qui exige

F = 0 , C = 0 .
Par consequent , l ' equation plus simple ,

Aq 2 + 2Bnq + 2Dq + 2En = 0 , ( VI )
represente toutes les courbes du second degre rapportees
ä deux tangentes comme axes coordonnes .

4 . Si l ' on represente la ligne droite par l ' equation
pj + qx = pq ,

les equations ( IQ ) et ( VI ) prennent la forme :
ApY — 2Bpq 2 + Cq 2 + 2Dp 2q — 2Epq + Fp * d 0 ( VII )

et
Apq — 2Bq + 2Dp — 2E = 0 . ( VIII )

On voit donc qu 'une equation du second degre en p , q,
qui ne contient pas les quarres des variables , represente une
courbe du second degre rapportee a deux tangentes comme
axes coordonnes . Pour plus de simplicite j ' appellerai ces
tangentes les tangentes fixes .

Les points oü les axes toucbent la courbe , sont
a E a E

Pour les tangentes paralleles aux axes , on a p = cd et
q = oc , ce qui fournit pour les longueurs des Segments in -
terceptes sur les axes , les valeurs

2D 2B
« i = A

Or , l ' equation ( VIII ) peut s ' ecrire
r 2B \ r 2B ^

ou

A

2E
A

4BD
A 2

(3 — 9Ö (P — Pi )
2 (AE - 2BD )
--------A * '

cq qui demontre le tbeoreme de Brianchon : Dans chaque
section conique, le produit des segments interceptes sur deux tan¬
gentes fixes , entre une tangente quelconque et les tangentes
paralleles aux tangentes fixes , est une quantite constante .
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5 . On sait que la courbe est une ellipse , une parabole

ou une hyperbole , suivant que
<

>
b c

ou , en divisant par a 2 et mettant pour - et — leurs valeurs ( V ) ,

suivant que <-
AE (AE - 2BD ) = 0 • ( IX )

>
Pour la parabole il faut donc qu ' une des trois equations

suivantes soit satisfaite :
A = 0 , E = 0 , AE = 2BD .

La seconde de ces equations reduirait la courbe ( VIII )
au Systeme de deux points ,

„ n 25 2D
x = 0 , y = 0 , et a? = -^ -, y = — -^ ;

par la troisieme des equations la courbe deviendrait

c ' est ä dire qu ' elle serait le Systeme des deux droites
2D 2B

i = — J et p = - a '
Donc , pour la parabole , il faut

A = 0 ,
et son equation est

Bq ~ Dp + E = 0 . ( X )
Par consequent l ' equation generale du premier degre entre
p et q represente une parabole .

En divisant la formule ( IX) par A 7E 7, ce qui est per -
mis puisque ce carre est toujours positif , eile devient

i 2BD t ()
>AE

Comme A peut toujours etre cense positif , on en cönclut
que la courbe est toujours une hyperbole lorsque les trois
coefficients B , D, E sont tous negatifs ou que deux sont
positifs et le troisieme negatif . Mais dans les cas contraires
la courbe est une hyperbole ou une ellipse suivant que

BD < 1
AE > 2



6 . Si , dans l' equation de la parabole ,
Bq - Dp + E = 0 ,

on rem place q et p par y et x , on obtient l ' equation de la
ligne droite . Par consequent , si par les points d'une droite
on mene des paralleles ä deux droites fixes , et que Von joigne
les points oü ces droites sont coupees par les paralleles menees
du meme point , par des droites , loutes ces droites enveloppent
une parabole .

La reciproque est vraie .
Si dans l ' equation de l ' ellipse et de l ' hyperbole on rem -

place q et p par y et x , on obtient l ' equation de l ' hyperbole
rapportee a deux droites paralleles aux asymptotes comme
axes coordonnes . Donc , si par les points d 'une kyperbole on
mene des poralleles aux asymptotes et que l 'on joigne les points
d ' intersections de ces paralleles avec deux droites fixes paralleles
aux asymptotes , par des droites , toutes ces droites enveloppent
une ellipse ou une hyperbole . Comme d ' ailleurs on sait que
les asymptotes ont pour equations :

2B 2D
x ^ -j et !/ = - A >

on voit ( 4 .) que la courbe engendree est touchee non seule -
ment par les droites fixes mais aussi par les asymptotes de
l ' hyperbole generatrice .

Si l ' on prend les asymptotes elles - niemes , pour droites
fixes et par consequent pour axes coordonnes , l' equation de
l 'hyperbole est

Axy — E = 0 ,
et celle de la courbe engendree ,

Apq ~ E = 0 ,
une hyperbole ayant les meines asymptotes ; ce dont on peut
s ' assurer en divisant toutes les equations ( V ) par la premiere .
Quant aux axes , il est evident que si d ' un des sommets de
la premiere hyperbole on mene les paralleles aux asymptotes ,
la droite joignant les pieds de ces paralleles , sera bissectrice
du demi - axe reel et tangente au sommet de la seconde hyper¬
bole . Par consequent , si l ' on Joint les pieds des coordonnees
d ' une hyperbole rapportee ä ses asymptotes , par des droites , toutes
ces droites enveloppent une hyperbole qui a les memes asymptotes ,
mais dont les axes sont les moilies des axes de l ' hyperbole donnee .



7 . Construction des sections coniques .
A . Parabole . La construction de la parabole au moyeu

des cordonnees d ' une droite , se deduit immediatement des
developpements precedents . Pour reconnaitre la relation
entre cette droite et le parametre P de la parabole , prenons
pour axes coordonnes les tangentes qui se coupent a angles
droits sur Taxe principal . L ' equation de la courbe est alors

y * — 2xy + x 2 — 2Py ^ J — 2Px ^ J + \ P \
d ' oü l ' on deduit

q + p — P ^ "2 = 0 .
ß . Hyperbole . Si Ton prend pour axes coordonnes les

asymptotes , son equation est
E g 2 h 2

P9j -T cos *--- sin —

oü 2g et 2A sont les axes de l ' hyperbole et o l ' angle des
asymptotes . D ' apres cela il est aise de construire les valeurs
p et q qui appartiennent a la meine tangente . On peut faire
usage , entre autre , de la propriete du cercle , que la tangente
menee d ' un point hors du cercle , est moyenne proportionnelle
entre les segments de la secante .

C . Ellipse . Si 2g et 2A sont les axes de l ' ellipse , son
equation rapportee a deux tangentes aux extremit6s des
axes comme axes coordonnes , sera

pq — 2gq — 2hp + 2gh = 0 .
Cette equation peut s ' ecrire

( p - 2g ) ( q - 2h) = 2gh ,

( XI )

ou

(? - DO - & = l
On peut donc poser

d 'oü
2 — - = cot a ,

9
1 —

2 ^ = tang « ,

p = 2g — g cot a , q = 2 ( A — h tang « ) .
On en deduit la construction suivante : On fait ( fig . I .) les
deux droites OX et OY qui se coupent a angles droits ,
respectivement egales a 2g et 2 /t ; par les extremites X et Y
on mene les perpendiculaires XA et YB egales a g et 2h ,
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I

et de leurs extremites comme centres et d ' un rayon quel -
conque on decrit leg circonferences SR , TU . Si alors on
mene encore AR perpendiculairement ä XA et qu 'on lasse
RC — TD , les ravons AC, BD , couperont les deux droites
fixes aux deux points M, N , qui fournissent la tangente MN .

L equation ( XI ) peut aussi s ' ecrire :

ou

Posons donc
O - DOf - O - 1-

1 — r- = tang a , 2 - cot OL,

d ' oü l ' on tlre

2g
q = h ( 1 — taug a ) ,

- ' O - I + tea ) - ^ - 1* ^ 0 - * ) ) .H I + cot a
ce qui fournit la construction connue .

Si nous rapportons l ' ellipse a ses axes , son equation sera
P Y - gY - hY ^ o ,

OU

1 — ^ 75 î :ZTtp r
et comme toujours p > g, q > h on peut poser

9 *
-* - = cos ctj — = sin a ,
P i '

ou
jj = g sec et , q = h cosec a .

De la resulte la construction suivante : On trace le
rectangle AB CD ( fig . II .) , dont les cotes sont eganx aux
demi - axes de l 'ellipse , et l ' on mene paf le sommet D les
droites quelconques DK ; alors les parties DM , DN , de chaeune
de ces droites , determinees par le point D et les cotes CB, AB ,
ou leurs prolongements , seront les longueurs des coordonnees

p , q , d 'une tangente , que l ' on porte sur les cotes DC, DA .
Uhyperhole , ayant pour equation

pY — gY + A > 2 = 0 ,
fournit

9 7 _ ! , *! •F ~ 1 + ^



— = cosec a , — = cotane ; « ,
p V
p = g sin a , q = . h tang a ;

d ' oü l' on deduit une coast .ruction analogue a celle de l ' ellipse
mais plus compliquee .

II .
Generation des sections coniques par des faisceaux

et par des droites anharmoniques .

A . Faisceaux anharmoniques .
8 . Si a chaque rayon d 'un faisceau rayonnant on fait

correspondre uu rayön d 'un autre faisceau de maniere qu ' apres
avoir deplace les faisceaux et les avoir fait tourner autour
de leurs centres , toutes les intersections de deux rayons
correspondants se trouvent sur la meine droite ; ces deux
faisceaux sont dits anharmoniques ou projeclifs . Lorsque le
lieu des intersections des rayons correspondants est une
droite , les faisceaux se trouvent en position perspective ;
toute autre position des faisceaux est appelee leur position
oblique . °)

Pour rechercher les relations entre les rayons correspon¬
dants , prenons d ' abord les faisceaux dans la position per¬
spective , placons Taxe des x rectangulaires sur la droite qui
Joint les centres des faisceaux , et prenons le preniier des
centres pour origine des coordonnees .

Si x ' est l ' abscisse du second centre , les equations de
deux rayons correspondants seront

y = nx , y = n ' (x — x ' ) .

*) Ces denominations et definitions sont Celles introduites en geometrie
par M . Steiner dans son ouvrage intitule : Systematische Enlwickelung der
Abhängigkeit geometr . Gestalten von einander . On y retrouvera aussi les re -
sultats contenus dans les numeros suivants , mais obtenus par des methodes
toutes dlfferentes .
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Pour que ces rayons se coupent sur une droite ,
a 'y + b 'x + d ' = 0 ,

il faut que cette equation soit satisfaite par les x et y qui
satisfont a la fois aux equations des deux rayons . Par con -
sequent , on obtient la relation desiree entre les coefficients n
et n ' , en eliminant x et y entre les trois equations , ce qui
fournit

a 'x 'nn ' + ( b ' x ' + d ' ) n ' — d 'n = 0 .
Reciproquement , deux faisceaux etant donnes , si l ' on choisit
les axes coordonnes de la maniere indiquee , ces faisceaux
seront projectifs et en position perspective , des que les rayons
correspondants sont lies entre eux par une equation de la
forme

a 'nn ' + ß ' n ' + S ' n = 0 . (XII )
Car , si l ' on substitue dans cette equation les valeurs de n
et « ' tirees des equations

y = nx , y = n ' ( x — x %
on aura

y [ a 'y + ( ß ' + S ' ) x — S ' x 1] = 0 ;
donc les intersections des rayons correspondants se trouvent
sur la droite

a 'y + ( ß < + S ') x — S ' x ' = 0 ,

ce qu 'il fallait prouver . La droite y = 0 , etant la droite qui
Joint les deux centres , ne peut pas entrer dans nos consi -
derations .

9 . Si l ' on fait tourner les deux faisceaux , des angles S
et & ' , et qu ' on pose

tang & = m , tang & ' = m ' ,
il est evident que dans l ' equation ( XU ) , il faudra remplacer n

ce qui fournit
n — m

et
m

et n ' respectivement par -r - ,r v 1 + nm 1 + n ' m!
la relation suivante entre les nouvelles n et

a ' m ' ß ' m 'mnn ' {a ' + § ' m + S ' m ') + n ' (— a 'm + ß ' - Smm ') + n ( -
+ 5 ') + amm ' — ß ' m ' — S ' m = 0 .

En transposant enfin les faisceaux parallelement ä eux -
memes , les directions des rayons et par suite les valeurs de
n et n ' , ne seront pas changees ; donc cette equation subsistera
encore . II s ' ensuit que les rayons correspondants de deux
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faisceaux anharmoniques sont toujours lies entre eux par
une equation de la forme :

ann ' + ßn ' + dn + e = 0 . ( XIII )
10 . Reciproquement , toute equation de cette forme re

presente toujours la relation entre deux rayons correspon -
dants de deux faisceaux projectifs . En effet , les axes coor -
donnes etant donnes , l ' equation n ' est pas changee lorsqu ' on
fait glisser les deux faisceaux jusqu ' a ce que un des centres
coincide avec l' origine des coordonnees et que l ' autre tombe
sur Taxe des x . Si l ' on fait encore tourner les faisceaux

n + m
- nmautour de leurs centres , il faut remplacer n et n ' par r

n ' + m 1
et . ■ _ , — ; l ' equation ( XIII ) deviendra alors

( a — ßm — dm ' + smm ) nn ' + ( am + ß — Sm 'm — em ' ) n ' +
+ (am ' — ßmm ' + 8 — em ) n + amm ' + ßm ' + 8m + e = 0 .

Pour que les faisceaux soient maintenant des faisceaux
anharmoniques en position perspective , il faut et il suffit (8)
que l ' equation prenne la forme ( XII ) . II faut donc poser

amm ' + ßm ' + dm -J - e = 0 . (XIV )
Comme cette equation est a satisfaire d ' une infinite de

manieres , on voit que l ' on peut toujours placer les faisceaux
donnes dans une position teile que les rayons correspondants
se coupent sur une droite ; par consequent les faisceaux
donnes sont des faisceaux anharmoniques .

De plus , l' equation ( XIV ) exprimant entre m et m ' le meme
rapport que celui qui existe entre les n de deux rayons cor¬
respondants ( XIII ) , il s ' en suit que l ' on fait passer deux faisceaux
anharmoniques de la position oblique ä la position per¬
spective en les faisant tourner autour de leurs centres jusqu ' a
ce que deux rayons correspondants coincident avec la droite
qui Joint les centres . Donc , en general , deux faisceaux
anharmoniques sont en position perspective des que deux rayons
correspondants coincident .

L ' equation ( XIII ) nous apprend encore que le Systeme
de deux faisceaux anharmoniques est determine des que
trois couples de rayons correspondants sont donnecs . Car
ces rayons fournissent trois couples de valeurs pour n et n '
qui , Substitutes successivement dans l ' equation ( XIII ) en
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determinent completement les constantes . Et comineles trois
equations de determination sont du premier degre et que
les Solutions infinies ne contiennent rien d ' absurde , on voit
que le probleme est toujours possible , inais n ' admet qu 'une
seule Solution .

11 . Si les coordonnees des centres de deux faisceaux
projectifs sont i; , y et £, ' , i \ ' , on obtient le Heu geometrique
des intersections des rayons correspondants en eliminant n
et ri entre les trois equations

y — r, = n {x - %) , y — y ' = ri (x - V ) , ( XV )
ann ' + ßri + 8n + e = 0 ,

ce qui donne

----i + £ = 0 ,x — s, x — Z ' ^ x — z," x -
une equation du second degre . Done le lieu cherche est une
section conique . Cette equation etant satisfaite en posant
y = 7j, x — %, o \xy = ri ', # = £ ' , on voit que la courbe passe
par les deux centres .

En eliminant y et x entre les deux equations ( XV ) et
1' equation generale du second degre enxety , on obtient une
equation entre n et n ' de la forme (XIII ) . Par consequent ,
toute section conique peut etre engendree par un Systeme de deux
faisceaux projectifs dont les centres se trouvent sur la courbe .
Comme les coordonnees des centres restent indeterminees , il
y a une infinite de systemes qui engendrent la meme courbe .

Les relations entre la courbe et les faisceaux deviennent
plus simples lorsqn ' on place l ' origine des coordonnees sur un
des centres pris arbitrairement sur la courbe , en faisant passer
Taxe des x par l ' autre centre . L ' equation de la courbe est
alors

ay 2 + 2bxy + ex 2 + 2dy + 2ex = 0 ,
et l ' abscisse du second centre ,

2e

Par cette supposition la relation entre n et n 1 deviendra
aenn ' + ( 2be — cd ) n ' + cdn + ce = 0 . ( XVI )

Si l ' on fait n ' = 0 , on a
e

n = ----- 3
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or , ■— - , etant aussi la valeur du coefficient qui indique la

direction de la tangente a l ' origine des coordonnees , on voit
que chaque tangente de la courbe est le rayon correspondant
a la droite qui Joint le point de contact a un autre point
de la courbe pris pour centre du secoud faisceau .

Ce theoreme peut aussi s ' enoncer de la maniere suivante :
Si par deux points pris sur une section conique , on mene des

droites qui se coupent sur la courbe, et que par l ' un des deux
points on mene d ' autres droites qui fassent avec les droites
passant par ce point , des angles egaux ä langte compris entre
la tangente ä lautre point et la droite qui Joint les deux
points ; les dernieres droites couperont les droites passant par
lautre point , sur une droite . — La demonstration repose sur
le theoreme du numero 10 .

12 . Pour reconnaitre la courbe engendree par deux
faisceaux projectifs qu ' on a fait passer de la position per¬
spective a la position oblique en les faisant glisser parallele -
ment ä eux - memes , saus les faire tourner : supposons les axes
coordonnes tels qu ' ils ont ete choisis au numero 8 . ; alors
deux rayons correspondants sont lies entre eux par la
relation

a ' x ' nn ' + ( b ' x ' + d ' ) n ' — d 'n = 0 .

Or , il est evident qu ' on obtient toutes les positions relatives
des faisceaux en n ' en deplacant qu ' un seul . Supposons donc
4 = 0 , »7 = 0 ; l ' equation de la courbe deviendra

a ' x '
X — s, " K J X — %' X

0 ,
ou

I
En
deg
cou

a ' x 'f + b ' x 'xy + ( — a 'x ' n ' + d % ')y — ( b 'x ' + d ' ) r\ 'x = 0 .

En comparant cette equation a l ' equation generale du second
degree , on reconnait que c = 0 , et que par consequent la
courbe n ' est jamais une ellipse Elle est une parabole lors -
que b 2 — ac = 0 , ce qui exige b ' = 0 , ou , en d ' autres termes ,
que la droite fixe qui determine le Systeme des faisceaux ,
soit parallele ä la droite qui Joint leurs centres dans la po¬
sition perspective .
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Mais si b ' n 'est pas nul , la courbe est une hyperbole ,
et l ' on a

V = 2b
a ' a

Or , on sait que les directions v des deux asymptotcs d 'une
hyperbole sont fournies par la formule

av 2 + bv + c = 0 ,

b ± VW ^ ac ) ,
d ' oü

a
et , pour c == 0 .

v = 0 et v = — 25 _ _ V_
a a 1 '

Par consequent , la droite qui Joint les deux centres dans
la position perspective , est parallele a une des asymptotes
et fait avec l ' autre asymptote un angle supplementaire de
celui qu ' elle fait avec la droite fixe .

13 . On peut encore exprimer le rapport entre la courbe
et la position perspective des faisceaux , en supposant que le
premier des faisceaux , ayant son centre a l ' origine des coor -
donnees , reste invariable , tandis que le second seulement
change de position et de direction . Pour plus de simplicite
supposons encore que dans la position perspective , la droite
fixe soit parallele ä Taxe des y . Si alors nous designons
par x \ y ' , les coordonnees du second centre , nous aurons
i ' equation de la droite

x — , , — s ,

les equations des rayons
y = nx , y — y ' = n ' (x — x ') ,

et pour la position oblique des faisceaux , la relation
m ' snn ' — ( s x ' + m 'y ') n ' + sn + m ' ( s — x ' ) — y ' = Q .

En admettant les axes coordonnes comme ä la fin du nu -
mero 11 . , nous pouvons coinparer cette equation a I' equation
( XVI ) , ce qui fournit

# — x ' + m 'y ' _ 2be — cd
m ' s ae

s cd
m 's ~~ ae

m ' ( s — x ') — y ' _ ce .
m ' s ae
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d 'oü
/ ae

s
( a — c ) ae + 2bcd ŷ _ (a — c ) cd — 2abe

a 2e 2 + c 2d 2 a 2e 2 + c 2d 2 e .

Ces resultats nous inontrent que non seulement le probleme
est toujours possible , mnis encore que s reste indetermine ,
de sorte que le probleme admet une infinite de Solutions .

Mais comme le rapport —, est determine , on voit que dans
toutes ces Solutions le centre du second faisceau se trouve
toujours sur la meine droite passant par le premier centre ;
de plus , ladistance des deux centres est toujours divisee dans
le meme rapport par la droite fixe .

x '
En ajoutant au numerateur de — la quantites

on obtient
fi V iV + c 2d 2 - c 2d 2 = 0 ,

= 1 + e \ b 2 - ac ) - {be - cd ) 2
a 2e 2 + c 2d 2

ce qui fait voir que , pour la parabole et l ' ellipse , les centres
des deux faisceaux dans leur position perspective , se trouvent
du meme cöte de la droite fixe , tandis que pour l 'hyperbole
les centres se trouvent du meme cote ou sur les cotes
opposes , suivant que

e \ b 2 — ae) < ( be - cd) \ ]

Si la courbe est un cercle , on a
a = c , b — 0 ,

d ' ou. :
* ' = 0 , y ' = 0 ,

ce qui montre que dans la position perspective les deux
faisceaux coincident .

Pour l ' hyperbole equilatere ( c — — a ) , on trouve
2r___ ae ^ bd ŷ _ _ „ ad + be
s

ae — bd y ^ = _ 2
16 a ( e 2 + d 2) ' * ! a ( e 2 ~ d 2J '

et , en faisant coincider Taxe des x avec Taxe reel ( b = d = 0) ,
x ' = 2s , y = 0 .

Donc la droite fixe est perpendiculaire a la droite qui Joint
les centres , et la divise en deux parties egales , ce qui con -
duit au theoreme suivant :
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Les droites menees d 'un des sommets de l ' hyperbole equila -
tere ä deux points quelconques de la conrbe , comprcnnent le meme
angle que les droites qui joignent les memes points ä l ' aulre
sommet .

Si l ' on designe par g et h les demi - axes d 'une ellipse
et qu ' on fasse coincider Taxe des x avec le grand axe et la
droite fixe avec le petit axe , cm obtient

h 7
- —., y ' = 0 , m ' 00 .

L ' hyperbole fournit sous les meines conditions

s = g , x ' = g + — , y ' = 0 , m ' = oo .y
Pour la parabole , il convient de prendre pour axe des x

la perpendiculaire ä Taxe de la courbe qui passe par le
foyer ; l ' equation de la parabole est alors

# 2 — VV — V x — 0 )
d ' oü l' on tire

m! = 0 , y ' = — s , x = 0 .

14 . Ces developpements conduisent aux constructions
suivantes des sections coniques . Elles reposent sur le prin¬
cipe qu ' au lieu de construire le second faisceau dans sa
position primitive et de le transporter ensuite a la place
qu ' il occupe dans la courbe , on peut evidemment le con¬
struire directement dans la derniere position en tracant la
droite fixe deux fois , chaque fois dans la position quelle
occupe relativement au faisceau ä construire .

A ) Ellipse . Soit JA 1 (fig . III ) le grand et BB ' le petit
axe de l ' ellipse . Si l ' on Joint AB et qu ' au point B on inene

h 2
la perpendiculaire BC a AB , ona OC — — , etCserait le centre

du second faisceau . ün mene AD perpendiculaire ä AA ' ,
on fait AD = ; 0C , et par le point D on mene DE parallele -
ment a AA ' ; si alors sur la droite BB ' on prend un point
quelconque M et qu ' on fasse DM ' = OM, le point d ' inter -
section P des droites AM et AM ' prplongees , sera un point
de la courbe .

B ) L ' hyperbole se construit de la meme maniere , avec Ja
din 'ärence qu ' on prend le point M ' de l ' autre cote du ppint D ,
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C . Parabole . Soit OC (fig . IV ) Taxe de la parabole et 0
le foyer ; par le point 0 on mene AA ' perpendiculairement a
OC et l ' on fait OB = OA — OA ' = \ p . Si alors on prend
sur OC les points quelconques M , N, et qua partir de D on
fasse les distances DM ' , DN ' egales a OM , ON, mais en sens
oppose , les rajons AM, AN seront coupes par les rayons
AM ' , A ' N aux points P , Q , appartenant a la courbe .

3 . Broites anharmonique « .

15 . Deux droites et un faiseeau rayonnant etant donnes
dans le meine plan , chaque rayön coupe les droites en deux
points correspondanls . Cette position des droites est appelee
la position perspective . Apres avoir ete deplacees et tournees
arbitrairement elles se trouvent en position oblique . Mais
en general , si les points d 'une droite correspondent de la
maniere indiquee aux points d ' une autre droite , ces droites
sont dites anharmoniques ou projeclives .

Si nous prenons les deux droites pour axes coordonnes
et que nous designions par x ' , y ' , les coordonnees du centre
du faisceau par rapport ä ces axes , la relation entre les
distances p , q , de deux points correspondants , a l' origine
des coordonnees , sera expriiriee par l ' equation

py ' + qx ' — pq . ( XVII )
Si l ' on fait tourner les deux droites autour de leur point

d ' intersection , les valeurs de p et q ne seront pas changees ;
par consequent nous au rons toujours l ' equation

py ' ± qx ' = pq ,
ce qui nous apprend que toutes les droites joignant deux

i points correspondants , passeront par lern eine point dont les
coordonnees . prises par rapport aux droites fixes dans leur
nouvelle position , sont encore x ', y ' . Donc l 'angle compris
entre les deux droites n ' influe pas sur la relation entre les
points correspondants .

Si l ' on fait encore glisser les deux droites paralleleinent
a elles - memes , des quantites A ' , /» ; ü est evident qu ' on obtiendra
la relation entre les nouvelles distances p , q , des points cor¬
respondants , au point d ' intersection des deux droites , en
remplagant p , q , dans l ' equation ( XVII ) par p + h , q + A \ et
en mettant % + h , v + A ' a la place de x ' , y ' , oü % et v
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designent les coordonnees du centre du faisceau rayonnant ,
par rapport aux deux droites dans la derniere position prises
pour axes coordonnes . Par cela l ' equation (XVII ) deviendra

( P + k) {n + ä ' ) + {q + k ' ) ( $ + ä ) = (p + Ä ) C q + h )
ou

pq - ty - vp — (kk ' + & ' + n k ) ~ 0 . (XVIII )
Cette equation a la meme forme que l ' equation ( VIII )

aux tangentes des sections coniques rapportee ä deux tan -
gentes comme axes coordonnes . Donc , les droites qui joignent
les points correspondants de deux droites anharmoniques , enve -
loppent une courbe du second degre . Cette courbe se reduit
ä un point lorsque

hk ' + & ' + nk = ■0 ,
ou , en retablissant le Systeme primitif des coordonnees , lorsque

kk ' - x ' k ' - y 'k = 0 ,
c ' est ä dire lorsque les points k , k ' , qu ' on a fait coincider ,
sont des points correspondants .

16 . Reciproquement , toute equation de la forme
apq + bq + cp + d = 0 , ( XIX )

indique que les axes coordonnes sont des droites anharmo¬
niques . En effet , si l ' on fait glisser les deux droites paral -
lelement ä elles - memes des quantites — k , — k ' , on obtient

a (p - k ) ( q - k ' ) + b (q ~ k ') + c [p k ) + d = 0 ,
ou
apq + { - ah + b ) q + ( — ak ' + c)p + akk ' — bk ' ck + d = 0 . ( XX )
Pour que les droites se trouvent maintenant dans la position
perspective , il faut que toutes les droites joignant deux
points correspondants , passent par le meme point (x 1, y ) .
11 faut donc que cette equation prenne la forme

pq + x ' q + y 'p = 0 ,
ce qui exige

akk ' bk ' - ck + d = 0 ,
ou

a { — Ä) ( - * ' ) + b { - Ä ') + c ( — Ä) + d = 0 .
Cette equation est toujours ä satisfaire et nous montre que

les points — k , k ' , sont des points correspondants . Donc
deux droites dont les points correspondants sont lies entre
eux par l ' equation ( XIX ) , peuvent etre placees dans une
position teile que les points correspondants deviennent les
points d ' intersection avec les rayons d 'un meme faisceau ,
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ce qu ' il s 'agissait de deinontrer . Ea meme temps on voit
que deux droites anharmoniques sont ramenees dans la position
perspective lorsqu 'on fait coincider deux points correspondants
quelconqucs . On demontre encore , comme au numero 10 , que
Ie Systeme de deux droites projectives est entierement de -
termine lorsque trois couples de points correspondants sont
donnees . Et comme l ' equation (XV ) est l ' equation generale
des sections coniques ( 4 ) , on voit que chaque conique peut etre
consideree comme enveloppee par des droites qui divisent
anharmoniquement deux quelconques de ses tangentes .

17 . En comparant l ' equation generale des courbes du
second degre ( VIII ) ,

Apq — 2Bq + 2Dp — 2E = 0 ,
ä l' equation ( XVIII ) , on trouve

25 2D 2B 2D 2E
* = j ' n € ~ m w + -jk ' - -2 * - ẑ = o - ( xxi)

Donc , deux tangentes d 'une section conique etant donnees ,
on peut les placer dans leur position perspective d 'une in¬
finite de manieres , en leur menant des paralleles par les
deux points oü elles sont coupees par une tangente a la
meme courbe ; mais tous ces systemes de droites perspectives
ont le meme faisceau dont le centre a pour coordonnees

2B 2D
par rapport anx tangentes fixes , les valeurs —r et ------j •

Or , ces valeurs sont les memes que nous avons dejä obte -
nues pour les tangentes paralleles aux axes coordonnees ( 4 ) 5
donc le centre du faisceau est l ' intersection des deux tan¬
gentes paralleles aux tangentes fixes . On en peut deja con -
clure que pour la parabole ce centre est situe ä l ' infini .

Nous savons ( 5 .) que la courbe est une parabole lorsque
i4 = 0 , ce qui fournit encore

n = cc , % = 00 ,
et

Bk ' — Dk — E = 0 .

La couxbe est une ellipse ou une hyperbole suivant que
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a p , , . B D Ebi 1 on met .pour -j , -j , .—r leurs valeurs tirees des

equations ( XXI ) , cette condition se reduit ä
fr <

1 + 0
kk ' + %k ' + rtk > ■

et , si l ' on rapporte le tout aux anciens axes coordonnes ,

______ & ____ < 0

18 . II reste encore ä considerer une position particuliere
des droites projectives qui , jusqu ' a present , n ' a encore pu entrer
dans les calculs , c ' est la position parallele . Or , Jans ce cas
les segments interceptes entre deux rayons , sont proportion -
nels ; donc , si nous changeons la position des droites , nous
aurons

p — h + p ' , q = h ' + *p ,
oü x designe le rapport constant entre deux segments cor -
respondants . En eliminant p ' , on obtient pour l ' equation de
la courbe

q — xp — A 1 + xk — 0 ,
ce qui represente une parabole .

19 . L ' equation de l ' hyperbole rapportee ä ses asym -
ptotes comme axes coordonnes , etant

E
P9 = , .

nous trouvons
4 = 0 , n = 0 ,

ce qui montre que l ' intersection des asymptotes est le centre
du faisceau .

L ' ellipse rapportee a deux tangentes aux extremites des
axes , a pour equation

pq — 2gq — 2hp + 2gh — 0 ,
d ' oü

\ = 2g, v = 2h , kk l + 2g ' k ' + 2hk + 2gh = 0 .
Pour faire usage de ces developpements dans la con -

struction des courbes , il est le plus simple d ' avoir recours
a des considerations analogues ä Celles du nnmero 14 ,
c ' est a dire de considerer le faisceau comme forme de deux
faisceaux coincidents dont cbacun appartient a une des deux
droites projectives . Si alors on deplace les droites paralle -
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lement a elles - memes , les faisceaux se dedoublent de maniere
que les rayons qui coincidaient deviennent paralleles . Ce
qui conduit aux constructions suivantes .

Hyperbole . Soient ( fig . V) OA , OB , les asymptotes ;
si sur la bissectrice de l ' angle AOB , on fait OC egal au
demi - axe reel , et que par le point C cm mene BA perpendi -
culairement ä OC, cette droite sera une tangente de l ' kyper -
bole ; par consequent les paralleles a OA , OB menees par
B , A sont des droites projectives en position perspective , le
centre du faisceau etant en 0 . En faisant maintenant glis -
ser les droites parallelement a elles - memes jusqu 'a ce qu ' elles
coincident avec les asymptotes , les centres du faisceau de -
double viendront se placer en Ä , B , si l 'on fait OA ' — OB '
— OA . Donc , si par A ' , B ' , on mene deux paralleles A ' Q,
B ' P , elles determinent sur les asymptotes les points cor -
respondants Q , P , et la droite PQ sera une tangente de la
courbe . Pour faciliter la construction des paralleles sans
avoir recours a l ' equerre glissant sur une regle , on peut
faire usage de deux cercles du meine rayon dont les centres
sont en A ' , B ' , ou bien on mene une droite parallele a AB '
sur laquelle ä partir de denx paralleles menees par A ' et B ',
on determine des segments egaux .

Les modifications ä apporter a ce procede pour la con¬
struction du cercle et de Yellipse sont aisees a reconnaitre .

On peut cependant aussi employerla construction directe
en construisant par les moyens indiques plus haut , le Systeme
des deux droites en position perspective avec le centre du
faisceau rayonnant , menant les rayons et portant sur les
tangentes fixes , a partir de leur point d ' intersection , les
segments interceptes sur les droites perspectives entre un
rayon et les tangentes fixes .

20 . II est clair que les resultats des numeros 15 et
suiv . peuvent se deduire des resultats relatifs aux faisceaux
projectifs , au moyen de la loi des reciprocites . Les deux
systemes projectifs sont encore lies entre eux par les pro -
prietes suivantes :

A . Les droites qui joignent les points correspondants de
deux droites anharmoniques ä deux points quelconques , forment
un Systeme de deux faisceaux projectifs .
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Pour le prouver prenons les deux droites pour axes
coordonnes ; deux points correspondants seront alors lies
entre eux par la relation

Apq — 2Bq + 2Dp — 2E = 0 .
Si x ' , y ' , et x " , y " , sont les coordonnes des deux centres

des faisceaux , les equations de deux rayons correspondants
seront

y - i
v - r

y - ■y " = - (* - x " ) .
x " — p

L ' elimination de p et q entre ces trois equations donne
lieu a une equation du second degre entre x et y , ce qui
demontre la proposition ( comp . 11 ) .

B. Lorsqu ' on coupe chacun de deux faisceaux projectifs
par une droite , ces deux droiles sont projectives entre elles .

Si Ton prend , en effet , les deux droites pour axes coor¬
donnes , les equations de deux rayons correspondants seront
( 11 ) y — r; = n (x — 4) et y — rj ' = - n ' (x — i; ' ) ; leurs intersections
avec les axes seront donc

y = 0 , x = p = -------— ,

* = 0 , y — q = v ' — n % ' .
Mais n et n! sont lies entre eux par la relation (XIII )

arm! + ßri + Sn + e = 0 .
En eliminant n et n ' entre les dernieres equations , on

obtient
ßpq ~ (ß % + an) q - ( ßn ' + tfäp + '«nk + ß & + ^ + «gg = 0 ,

ce qui demontre que les axes sont des droites anharmo -
niques ( 16 ) .

III .
Construction des sections coniques au moyen

de cinq points ou de cinq tangentes .

A - Cinq points etant donnes dans un plan , construire
la section conique passant par ces points .
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21 . I . Au moyen de Vhexagone inscrit . Les cinq points
R , S, T, U, V, peuvent etre consideres comme cinq sommets
d ' une infinite d 'hexagones inscrits , dont on construit lcs
sixiemes sommets au moyen du theoreme de Pascal . Pour
trouver , par exemple , un point entre R et V, on mene par
R une droite quelconque representant le cote oppose a TU ,
et coupant ce cote en un point M ; on Joint ce point a
i ' intersection N des cotes opposes RS. UV, par une droite
qui coupe ST en P . La droite PV sera alors le sixieme
cote de l ' liexagone , et son intersection W avec RM , le som -
met chercbe et un point de la courbe . En repetant cette
construction dans un autre ordre et en employant les points
construits , on peut trouver autant de points qn ' on veut . Si
RM est menee parallelement a TU , on trouve le diametre
conjugue a la direction de TU , ce qui sert a construire le
centre de la courbe , qui peut etre situe a l ' infini ( parabole ) .
La droite qui Joint le centre a un des points , est la moitie
d ' un diametre , dont on trouve le conjugue en construisant
un cote qui lui soit parallele . Si alors x ' , y ', sont les coor -
donnees d ' un point de la courbe par rapport a ces diametres
et 2a ' , 2b ' les longueurs des diametres , a ' etant connu , on
trouve

a 'y ' „ „ * < _ a 'y 'b ' =
V a <*

ou b ' ■ V ~ n
<

suivant que x ' a ' .

II . Au moyen de la theorie des polaires . En joignant les
4 points R , S, T, U, deux a deux , on obtient six droites qui
se coupent deux adeux en trois points P , P \ P " , dont cbacun
est le pole de la droite passant par les deux autres . 11 s ' en -
suit que si par le point P on mene une droite qui coupe la
courbe supposee construite , en deux points , les deux droites
qui joignent ces points d ' intersections aux deux points R et
S , ou U et T, devront se couper sur la droite P ' P " . Donc ,
pour obtenir un sixieme point W, on Joint le cinquieme
point V aux points P et ß ; la droite VR coupera P ' P " en
0 ; si alors on Joint encore 0 et S, I 'intersection de OS avec
PV sera le point cberche .

III . A Paide du pentagone inscrit . On considere le pen -
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tagone RSTUV comme un hexagone inscrit dont deux som -
mets sont reunis en un seul , par exemple en R , et dont un
cote est par consequent reinplaee par la tangente en R . On
trouve donc cette tangente d ' apres le theoreme de Pascal .
Pour cela on Joint les intersections M , N , des cotes RS , UV,
et RV, TS, par uue droite qui coupe le cinquieme cote TU
en 0 : la droite OR sera la tangente cherchee . En construi -
sant encore les tangentes aux quatre autres points on ramene
le probleme a une des constructions B . Le point d 'inter -
section de deux tangentes etant le pole de la droite qui
Joint leurs points de contact , la droite qui Joint le milieu
de cette droite au point d ' intersection passera par le centre
de la courbe , de sorte que ce centre est facile a construire .
La droite qui Joint le centre a un des points donnes , et la
tangente en ce point fouruissentun Systeme de deux diametres
conjugues , dont un de grandeur .

IV . Au moyen de deux faisceaux projeclif 's . On sait que
chaque courbe du sesond degre est engendree par deux
faisceaux projeetifs dont les centres sont deux points quel -
conques de la courbe ( 11 ) et que , de plus , le Systeme de
deux faisceaux projeetifs est deternüne par trois couples de
rayons correspondants dont les trois points d ' intersection sont
necessairement des points de la courbe . On peut donc
eboisir a volonte deux des cinq points , par exemple R et
U, pour centres des faisceaux et considerer les droites RS
et US, RT et UT , RV et UV, comme des rayons correspon¬
dants . Si maintenant on parvient ä construire d ' autres rayons
correspondants appartenant aux faisceaux ainsi determines ,
leurs intersections seront autant de points de la courbe .
On y arrive par les methodes suivantes :

d) Le faisceau R (fig . VI ) reste invariable , : et l' on con -
struit le faisceau U dans la position perspective . Si l ' on
prend pour la droite fixe qui appartient a cette position
des faisceaux , la droite SV, cette droite -est coupee par les
trois rayons du faisceau R aux points S, M , V, et la posi¬
tion U' du second centre sera determinee par la condition
que , les rayons U ' S, U ' M, UV , formant le meme faisceau
qne les rayons US, UT , UV, les angles compris entre les
rayons du faisceau U' soient egaux aux angles du faisceau U
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compris entre les memes rayons . Mais comme les rayoBS
du faisceau U se suivent necessairement dans le meme
ordre , que ceux du faisceau R , il faut d ' abord examiner si
1'od doit prendre les rayons UT , US , UV, ou leurs prolon -
gements UT ' , US ' , UV . C ' est . ainsi que dans la figure le
rayon UV et les prolongements UT ' , US ' , se suivent dans
le meme ordre que les rayons correspondants du faisceau

R . — On construira donc le point U ' comme intersection de
deux arcs de cercle capables des angles formes par les
rayons du faisceau U ( ou par leurs prolongements ) et ayant
pour cordes les distances Fj .' , MS . Si alors on Joint un
point N de la droite VS aux deux centres R et U' et que
par U on mene la droite UW faisant avec UV un angle
W ' JJV, egal aA 7Z7 ' F, les deux droitesUA 7 etUW seront des
rayons correspondants , et leur intersection W sera un point
de la courbe . Cette construction , le point U une fois de -
termine , est tres - simple a l ' aide de deux cercles du meme
rayon decrits autour de U' et U comme centres ,

b ) En ayant egard aux considerations du numero 14 ,
on peut tracer les rayons du second faisceau directement
dans leur position oblique . 11 s ' agit seulement de trouver
une droite qui tienne pour le faisceau U, la place de la
droite fixe VS de la position perspective , c ' est ä dire une
droite dont les portions interceptees entre les rayons du fais¬
ceau U, soient egales aux portions de FS interceptees entre les
rayons du faisceau R . Pour cela sur le prolongement de US
(fig . VII ) , onfait UG = . VM, Gff ^ MS , on mhnt , HK \\ UV, on Joint
KG , on fait GL = GU — MVt etl ' on mene LP \\HU ; la droite PQ
menee par P parallelement ä KG , sera la droite cherchee .
Si maintenant on Joint le centre R ä un point JV de SV, et
qu ' on fasse PN ' = VN, le rayon Z7 /V prolonge s ' il est ne -
cessaire , coupera le rayon RN en un point W situe sur la
courbe . II est evident que si la droite VS ne fournit pas
des constructions exactes , on peut la remplacer par toute
autre droite et meme par une droite parallele a un des rayons ,
ce qui simplifie encore la construction de la droite PQ .

c ) Construction de M . Steiner . ' ) Elle repose sur les theo -

*) System . Entw . 24 .
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remes ( 20 ) et ( 10 ) qui nous permettent de transformer le
Systeme de deux faisceaux projectifs en un Systeme de deux
droites projectives en position perspective . On mene par le
point V ( fig . VIII ) deux droites quelconques VK, VK , qui sont
coupees par les six rayons aux points V, ff , L et V, ff ' , L ' . Ces
poin tsdivisentanharmoniquementles deux droites , et cornmeles
deux points correspondants Fcoincident , elles sont en position
perspective . L ' intersection P des droites HH ' et LL ' sera donc
le centre dufaisceau qui les rend projetives , et chaque droite
PM menee par P , determine sur VK et VK ' deux points cor¬
respondants M , M ' . Par consequent les droites RM, UM 1 seront
de"s rayons correspondants , et leor intersection Wsern un point
de la courbe . - Cette methode a l ' avantage de nous dis¬
penser de l' emploi du compas , mais les angles souslesquels
les droites se coupent , sont souvent trop aigus .

B . 22 . Cinq tangentes r , s , t, u, v , etant tracees , trouver
la section conique touchee par ces droites .

Les Solutions de ce probleme etant analogues aux Solu¬
tions precedentes , il suffira de les indiquer sans en ajouter
les demonstrations .

I . Hexagone circonscrü ( theoreme de Brianchon ) . —
On Joint un point 5 de la tangente v ä l ' intersection 2 de s
et t ; de meme on Joint les intersections 1 et 4 de r avec *
et de u avec v . Par le point 0 oü ces deux droites se
coupent , et par l 'intersection 3 de t et u on mene une droite
qui coupe la tangente r en 6 ; alors la droite menöe par 5
et 6 , sera une sixieme tangente .

II Theorie des polatres ( quadrilatere circonscrit ) . — Les
4 tangentes r , # , /, u . forment un quadrilatere circonscrit ,
dont une diagonale EF est la polaire de l ' intersection D des
deux autres diagonales . On considere maintenant v comrae
troisieme cote d ' un autre quadrilatere circonscrit dont r et s
sont deux cotes et dont le quatrieme cote w est ä construire .
Pour le trouver , on prolonge v jusqu ' a ce qu ' il rencontre la
diagonale EF en G ; on Joint D a l ' intersection / / des cotes
r et v par une droite qui coupe * enÄ " : alors la droite GK
sera le cote cherche .

III . A l' aide du pentagone circonscrit on trouve les points
de contact des cinq tangentes .
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IV . Droites anharmoniques . — Deux des droites , r et u
par exemple , etant prises pour tangentes fixes , les trois
autres y determinent trois couples de points correspondants
qui suffisent pour determiner Je Systeme .

a ) On construit (fig . IX ) la position perspective des
deux droites k et r ( IC ) en leur menant des paralleles OH,
OD, par les points A , Ä , oü elles sont coupees par la tan -
gente s ; ces paralleles se couperont en 0 ' . En menant par
les points B , C, et B ', C , oü les tangentes u , r, sont coupees

"• par t, v , des paralleles kr et a w , ou en portant sur O ' D et OH ,
les distances O ' b , O ' b ' , O ' c , O ' c ' respectivement egales ä AB , A 'B ' ,
AC , A ' C , et en menant les droites bb ' et c & , on trouve le centre

: M du faisceau rayonnant comme intersection de ces droites .
! Pour tracer une sixieme tangente , on mene par le poiDt M
lun rayon quelconque qui coupe les droites OD , OH en P ' et

JV ' , on fait JP = 0 ' P ' et A ' N = 0 'N ' ; alors NP sera la
[ tangente cherchee .

b ) On construit les deux droites dans leur position
oblique , chacune avec le faisceau generateur . II est a re -
marquer ( voir la fig . IX .) que lorsque les points de l 'une
des droites se suivent dans le meme ordre que ceux de
l ' autre , les segments correspondants interceptes sur les deux
droites sont vus du centre du faisceau sous le meme angle ,
mais lorsque l ' ordre des points est interverti , ils sont vus
sous des angles supplementaire Tun de l ' autre . — On Joint un
point quelconque , par exemple le pointP de la droiteu (fig . XI ) ,
aux trois points A ' , B ' , C de la droite u ) puis au - dessus
de BA on construit un segment de cercle capable de Tangle
A ' PB ' , et au - dessus de ^ C, un autre , capable du Supplement
de A ' PC ; l 'intersection P ' de ces deux cercles sera le centre
du faisceau par rapport a r . Donc , si l' on Joint P a un
point AI ' de u , et qu ' on fasse AP ' M = A ' PM ' , la droite MM '
sera tangente a la courbe .

c ) Construdion de M . Steiner . Sur la tangente v ( fig . XI ) on
choisit arbitrairement deux points P , P ' , que Ton Joint aux
intersections A , B , C et A ' , B ' , C . Ces six rayons forme -
ront un Systeme de deux faisceaux projectifs (20 . ) , et comme
deux rayons correspondants PC , PC , sont reunis en un seul ,
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les faisceaux seront en posifcion perspective . La droite fixe
sera la ' droite KL qui Joint les intersections des rayons cor -
respondants PA , P ' A ' et PB , P ' B ' . Donc , si l ' on mene deux
rayons PN , PN par le meme point N de KL , la droite qui
Joint les intersections M et M ' de ces rayons avec les deux
tangentes s et u , sera tangente ä la courbe .
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