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Die Vorgiinge bei der Rotation der Korper, seit Kepplers
und Huyghens Zeiten, ein Gegenstand der Forschung fiir den
Mathematiker, haben mit den Fortschritten der Astronomie
und der Technik immer mehr an Bedeutsamkeit gewonnen
und fortdauernd Probleme geliefert, welche eben so fruchtbar
fiir diese Gebiete geworden sind, als sie, mit deren Ausbeu-
tung und Erweiterung an Schwierigkeit zunehmend, michtig
auf die Vervollkommnung der mathematischen Hiilfsmittel
zuriick gewirkt haben, welche ihre Losung erfordert. Zu

denjenigen, welche in ihrer ganzen Allgememheit und nach

allen Beziehungen hin noch nicht als vollkommen geldst be-
trachtet werden, so Vieles auch dafiir von Mannern wie Euler,
d’Alembert, Lagrange, Poisson, Airy, Jacobi u. A.
geleistet worden ist¥) geflﬁrt das der Bewegung eines Korpers
um einen festen Punkt, und sowohl seine Bedeutsamkeit an
sich als mehr noch die verwickelten Rechnungen, zu welchen
der Calcul bei seiner Behandlung greifen muss, und die
Schwierigkeit, die Resultate desselben vor die Anschauung
zu bringen, machen es erklarlich, dass Apparate, welche neue
Eigenthiimlichkeiten dieser Bewegung oﬁer auch. bereits be-
kannte nur in verstirktem Masse zu zeigen und die Ergebnisse
der mathematischen Entwickelungen tiber dieselbe zu ver-
sinnlichen besonders geeignet sincT, von Mathematikern, nicht
minder als von Physikern frendig begriisst werden. Der
alteste nichst dem Kreisel, diesem, wie J. Herschel **) mit
Recht ihn nennt, ,,philosophical instrument,* ist das Bohnen-
berger'sche Maschinchen. Kaum beschrieben , ###*) war es

#) St. Guilhem in den Nouvelles Annales des Mathématiques XV, Févr.
1856 ,,Le probléme, qui a pour l'objet la détermination du mouvement d’un
corps de figure invariable autour d’un point fixe, est considéré par les géo-
métres comme un des plus importants et des plus difficiles de la mécanique
rationelle.* Auch spricht dafir die Preisaufgabe der Berliner Academie der
Wissenschaften fiir das Jahr 1858: . die Differentialgleichungen eines um einen
festen Punkt rotivenden Karpers, auf welchen keine anderen beschleunigenden
Krifte als die Schwere wirken, durch regelmissig fortschreitende Reihen zu
integriren, welche alle zur Kenntniss der Bewegung erforderlichen Grossen
explicite durch die Zeit darstellen.”

#*) Treatise on Astronomy by J. Herschel §. 206.

***) Tiibinger Blitter fiir Naturwissenschaft und Arzneikunde , von
v. Autenrieth und von v, Bohnenberger, Bd. 3, H. 1, J. 1817 und Gilberts

Annalen, Bd. 60. S, 60.
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schnell in den physikalischen Kabineten eingebiireert, und
wenn man jetzt auf’ die Aulmerksamkeit zuriickblickt, welche
sich ihm sofort zuwandte, und bedenkt, dass eine gehdrige
Wiirdigung seiner Theorie*) manche Ab#énderungen hitte nahe
legen konnen, so méchte man sich fast wundern, dass mehrere
Jahrzehnte vergingen, ehe eine einzige ans Licht trat. Erst
zufillige Beobachtungen, wie bei dem Fessel'schen®) oder
anderweitioe Untcrsuélumgen, wie die von Foucault iiber das
Pendel und von Magnus iber die Abweichung der Geschosse
gaben in den letzten Jahren den Impuls dazu, und die seit-
dem unter besondern Namen bekannt gewordenen Apparate
fanden eine so willkommene Aufnahme, als stinden sie ge-
wissermassen einzig in ihrer Art dap. ###

Im Folgenden soll nun die auf Veranlassung von Herrn
Professor Pliicker von dem Mechaniker Herrn Fessel zu Coln
ausgefithrte Rotationsmaschine und des Zusammenhanges
wegen, obwohl kiirzer, zugleich das Bohnenberger’sche
Maschinchen und das Polytrop von Magnus, iiberdies ein
Apparat, den ich um ihn als Fessel'schen und Bohnenberger'-
schen und zu weiternVersuchen zu gebrauchen, habe construiren
lassen, in ihrer Einvichtung und den Erscheinungen nach,
welche sie bieten, im Wesentlichen beschrieben, dann eine
elementare Erklirung der letztern gegeben und endlich ma-
thematische Untersuchungen iiber die Abhangigkeit und Mo-
dification dieser Erscheinungen unter verschiedenen, von den
gewohnlichen zum Theil abweichenden Verhiltnissen ange-
schlossen werden, welche zu neuen Abinderungen der Appa-
rate fithren,

‘) Poisson ,,Mémoire sur un eas particulier da mouvement de rotation
des corps pesans. Journal de Pécole polytechnique. Cah. 16. t, 14. p. 247.

*") Poggendorffs Annalen, Bd, 90.”S. 175 und 351 und Bd. 88 S. 18.

A Vergl. den Bericht von Baden-Powell in den Notices of the Meetings

of the Members of the Royal Institution Part, IV. Jul. 1854, p. 393.




. Die Apparate.

§ 2.

Das Bohnenbergersche Maschinchen Fig. 1. besteht in
seiner gewdéhnlichen Emrichtung aus einem Sphiroid, (auch
wohl aus einer messingnen, kreisformigen Scheibe mit auf-
geworfenem Rande oder besser noch aus einem Ringe aus
Schimiedeeisen mit eingetriebener, ditnner Scheibe) welches
um seine Axe ii leicht beweglich und mittelst dreier Ringe
J, M, A so aufgehangen ist, dass die Mittelpunkte der Ringe
und zugleich der Mittelpunkt des Sphiroids genau zusammen
fallen, und der Durchmesser m m, um welchen der die Axe
desselben ii tragende innere Ring J in dem mittlern M drehbar
ist, gegen diese Axe rechtwinklig, und der Durchmesser aa,
um welchen der mittlere Ring M im #ussern A drehbar ist,
ebenfalls rechtwinklig gegen mm ist. Die leichte Beweg-
lichkeit der Ringe um ihre Drehaxen wird durch stiahlerne
Schriubchen bewirkt. Der #ussere Ring ist in der Regel in
einem festen Fuss F eingeschraubt, welcher das Instrument
triigt. In dem innern Ring J lisst sich in der Richtung der
Rotationsaxe ein kleines Gewicht G mit zweien Stiften, welche
in entsprechende Ldcher desselben passen, erforderlichen
Falles aufsetzen. Am Ende der stihlernen Axe des Sphiroids
ist ein kleiner Stift angebracht, in welchen die Schlinge eines
starken Seidenfadens eingehangen werden kann, um ihn auf
die Axe oder eine kleine, auf derselben angebrachte Rolle
aufzuwickeln. Durch einen kriftigen, moglichst gleichmissigen,
gegen das Ende nicht abnehmenden Zug wird er. withrend
man den innern Ring mit der einen Hand in seiner Lage fest-
hilt, mit der andern von der Axe abgewickelt und so das
Sphiroid in eine rasche, eine geraume Zeit andauernde Ro-
tation versetzt.

Eine fiir andere Versuche, als die sind, welche wir hier
betrachten werden, zweckmissige Abinderung ist dem Appa-
rate von Professor Poggendorf®) gegeben worden und besteht
darin, dass der dritte dussere Ring A in einem vierten, mib
ihm in einer Ebene liegenden Ringe sich so befestigen lisst,

*) Poggendorfls Annalen, Bd. X., 8. 351.
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dass die Drehaxe des erstern mit der verticalen Drehaxe des
letztern jeden beliebigen Winkel bilden, die Verlingerung der
letztern Drehaxe aber in eine C entliruﬁalm%c]mlc enwmctzt
werden kann. Es sei hier gelegentlich nur bcmer]\t, dass
wenn man nicht, wie bei dieser Vorrichtung, eine Drehung
des Apparates um eine Verticalaxe will, welche durch den
M:tf(‘]punh t der Ringe geht, sondern um eine, welche dieser
parallel ist, man sich mit Vortheil der stiahlernen Drehaxe
mit der (mb(,l in dem spiter zu beschreibenden Fessel'schen
Apparate bedienen kann, indem man nur durch die kreis-
formige Hiilse derselben eine eiserne Stange zu stecken braucht,
welche an dem einen Arm ein verschiebbares Cr{‘”{‘llﬂl‘\\lt‘lli
am andern eine festschraubbare Zwinge mit einem aus zwel
Bogenstiicken bestehenden Ansatze nach Unten trigt, zwischen
we'lvhe der dritte Ring des Bohnenberger’schen \ldkdmu,hens
nachdem man das ( anze von (lem Fusse '1bf=e*~chmubt
unter jedem Winkel seiner Axe gegen die Verticale fest-
rrest,hmubt werden kann.

2. Bei dem Fessel'schen Apparate ist der Rotations-
kérper gewohnlich eine mcssmgnu runde Scheibe mit starkem
Randc duzch ihre Mitte geht eine stihlerne Axe, welche in
einem messingnen Ringe lcu,llt drehbar ist. Ulsprunﬂ lich
war dieser Rmn unnnttellmr mittelst eines Schar mma, um
welches der ng in vertikaler Xbene drehbar ist, mit einem
Stahlstifte Velblmdm, weldlcl sich mit moﬂmhst geringer
Reibung in einer vertikalen messingnen Siule mlt o ehurm‘ icqtem
eisernem Fusse um die \ulmalc drehen h.mn \Vu‘d ein
kleiner Schieber, der sich zur Seite des Stahlstiftes befindet,
vorgeschoben, so wird die Axe durch denselben getragen und
zu sinken verhindert. Eine spitere, mvm,lunaeugue Einrich-
tung ist die Fig. 2 db”d}lhﬁvtb In jenen Ring R ist eine
lanno runde bhn% S Test eingelassen, weleche sich durch
eine lxleme Hiilse h hindurch stecken und mittelst einer
Schraube in derselben feststellen lasst. Die Hiilse ist zwischen
den Armen einer messingnen Gabel ¢ o, welche am Ausgangs-
punkt der Arme einen Lm%n unten )uyespitztcn Stift J tragt,
m vertikaler Ebene leicht drehbar. Der Stift dreht smh
wieder in der verticalen, messingnen Saule eines eisernen
Standers I mit moglichst geringer Reibnng. Durch Verschie-
bung der Stange in der I[ulqe und (rewmhte welche sich
auf 1111 1n vel%hwdeuen Entfernungen vom Drvhpuuhtc auf-
schrauben lassen, ld‘\"ﬂ' sich thuls auf beiden Seiten das
Gleichgewicht, thellf-, ein Druck auf die Axe hervorbringen,
durch w elvllul die Scheibe gescnhl, oder gehoben wird. [)as
Gegengewicht besteht aus einem soliden, mittelst einer gabel-
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formigen Vorrichtung - anhiingbaren Cylinder Z, zwischen
welcher sich eine in beliebiger Entfernung vom Drehpunkte
auf die Stange aufschraubbare, cylindrische Hiilse befindet;
auf den Cylinder kann man mit einem Einschnitte versehene
Metallscheiben aufschieben.

Eine von Prof. P liicker ebenfalls veranlasste Abinderung
des_letztern Apparates, welche indessen in England einem
Andern zugeschrieben. zu werden scheint,”) besteht darin, dass
durch den Ring mit der Tragstange senkrecht auf der Rich-
tung derselben die Drehaxe eines zweiten innern Ringes geht,
welche zugleich senkrecht auf der Axe des von diesem I?inge

etragenen Rotationskorpers ist. Diese Drehaxe des innern

inges wird nun einerseits bestimmt durch die Spitze eines,
durch den #ussern Ring hindurchgehenden, in den innern
hineinreichenden Schriubchens, andrerseits ebenfalls durch
eine Schraube, welche zwei concentrische Abschnitte von
Kugelschalen gegeneinander presst, von denen der grissere
eine Eintheilung trigt und an dem Ringe befestigt ist, der
andere eine Marke hat, so dass der innere'Ring unter jedem
Winkel gegen den @ussern festgestellt werden kann: nur wenn
dieser Winkel Null ist, fallt die Rotationsaxe der Scheibe in
die Richtung der Tragstange des #ussern Ringes.

3. Kin Apparat, den ich durch H. Fessel grossten Theils
habe ausfiithren lassen, um zugleich als Bolnenberger’scher und
fiir weitere Zwecke zu dienen, ist in Fig. 3 dargestellt.

In den innern Ring J sind diametral gegeniiber zwei
Schraubenmiitterchen von Stahl eincesetzt, in welche sich
zwei stihlerne Schrauben mit Spitzen umdrehen lassen,
deren jede ein in der Nihe ihrer Spitze feststehendes, Ik,
und ein durch Drehung nach der einen oder andern Seite
versetzbares Schraubenképfchen, k', trigt; durch Andrehen
des letzteren an den Ring wird die Schraube, wenn man
sie mehr oder weniger mittelst des festen Schraubenképfchens
in den Ring hineingeschraubt hat, im Ringe festgehalten.
Man kann so mif Leichtigkeit den Schwerpunkt des
Rotationskérpers R, dessen stihlerne Axe von jenem Ringe
getragen wird und den Spitzen der Schrauben entspre-
chende, kleine Vertiefungen hat, genau in den Mittelpunkt
des Ringes einstellen, erforderlichen Falles mit Hiilfe der beiden
Schrauben um mehr als eine Linie weit aus demselben heraus-
riicken, und ihn mit anderen Rotationskérpern bequem ver-
tauschen. Durch den #unssern, mit der Tragstange versehenen
Ring A, geht dieser Stange gegeniiber eine Schraube mit einem

*) Niehe den oben angefithrten Bericht von Baden-Powell,
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festen Képtchen f nach Aussen, deren Spitze sich in die Oeffnung
eines der in den innern Ring eingesetzten Schraubenmiitter-
chen einsenken lasst, damit man den letztern, welcher sich
um die Spitzen zweier Schrauben, d, d', die durch den
aussern Ring in der Richtung eines auf der Stange senk-
rechten Durchmessers hindurchgehen, leicht drehen liisst, in
der Ebene des #ussern Ringes feststellen kann. Zwischen
den parallelen Armen der Gabel G, in welche sich die in die
messingene Siule des Stinders F passende, unten zuge-
spitzte stihlerne Verticalaxe endigt, ist auf den Spitzen zweier,
durch dieselben hindurchgehender Schrauben eine etwa zwei
Linien dicke, messingene Kreisscheibe K um ihren Mittel-
punkt leicht drehbar, welche in der Richtung eines Durch-
messers zur Aufnahme der Tragstange T des aussern Ringes
durchbohrt ist und auf der einen Kreishalfte eine von der
Mitte derselben nach beiden Seiten zu jenem Durchmesser
hin sich erstreckende Theilung von 5 zu 5 bis 90 Grad hat,
auf der andern, unteren, aber entsprechend gezahnt ist.
Bequem ist es, die Theilung auf beiden Seiten der Kreis-
scheibe anbringen zu lassen. Die beiden verticalen Arme
der Gabel tragen nach oben hin Zeiger i. welche wenn der
mit der Durchbohrung der Kreishiilse parallele Durchmesser
horizontal ist, auf den Nullpunkt der Theilung zeigen. In
der Richtung des durch den Nullpunkt gehenden Durch-
~messers dringt in die Kreishiilse eine lange stahlerne Schraube
hinein, um die Stange in derselben festsetzen zu konnen.
Auf ihr befindet sich zunichst der Kreisscheibe, etwa in der
Mitte der ganzen Schraube ein festsitzendes Schraubenkopf-
chen a, und:oben, auf der Verlangerung nach Aussen, eine kleine
messingne Scheibe b, welche in verschiedenen Entfernungen
vom Ende aufschraubbar ist und die Bestimmung hat, durch
ihre Versetzung den Schwerpunkt des beweglichen Theils
des Apparates zu heben oder zu erniedrigen, um ihn méglichst
genau fiir den Fall des Gleichgewichtes in den Drehpunkt
zu bringen. Zwei flache, metallne Bogenstiicke, auf beiden
Seiten auf die Kreishiilse der Schraube gegeniiber aufge-
schraubt, dienen dazu, um den durch die Verzahnung an der
unteren Hilfte hervorgebrachten Gewichtsverlust zu ersetzen
und dem Gewicht der Schraube ber verschiedenen Lagen
gegen die Verticale das Gleichgewicht zu halten. Durch
riciltige Stellung der versetzbaren, kleinen Scheibe erreicht
man es, dass auch bei sehr abweichenden Neigungen der
Stange gegen die Verticale das Gleichgewicht fortdauert.
Als Gegengewicht gegen den Rotationskorper und die Ringe
bediene ich mich eines messingnen in der Richtung seiner
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Axe durchbohrten Cylinders, P, welcher sich auf der runden
Tragstange mittelst eines Schriubchens, — als Gegengewicht
steht ihm ein anderes gegeniiber — in verschiedenen Int-
fernungen vom Drehpunkt feststellen lisst und vor dem
oben beschriebenen den Vorzug hat, dass sein Schwerpunkt
auf der Stange liegt, wihrend durch dieses der Schwerpunkt
des beweglichen Theiles unter die durch den Drehpunkt
gehende Horizontale fallt und bei verschiedenen Neigungen
der Stange bald auf die eine, bald auf die andere Seite der
Verticalen riickt. In einer der Endflichen des Cylinders ist
oegen den Rand hin ein gekriimmter Stift um Metallringe
von kleinerm Durchmesser und sonstige ringformige Ueber-
gewichte bequem einzuhingen.

Zur Hervorbringung eines periodisch verinderlichen Gegen-
druckes dient ein Penael, dessen Pendelstange in einen mes-
singnen Ring eingelassen ist, durch welchen diametral gegen-
ither zwel stihlerne Schraubchen senkrecht zur Richtung der
Stange gehen. KEine auf der Tragstange feststellbare, cylin-
drische Hiilse nimmt in zweien kleinen Vertiefungen die
Spitzen jener Schrauben auf; in der verlaingerten Richtung
der Stange ist im Ringe eine Schraube befestigt, um auf
derselben ein Gegengewicht aufschrauben zu kénnen, dhnlich
wie beidem Metronom. Fig. 4 zeigt das Pendel mit der Hiilse.

In den beiden Armen der Gabel G sind am untern Iinde
zwei mit der Ebene derselben parallele Einschnitte, durch
welche ein messingnes, nach oben zugeschirftes Platrchen ¢
geht, welches an beiden Enden aus der Gabel hervorragt
und sich um ein Stiftchen in dem einen Arm dreht; je nach-
dem man auf das eine oder andere Ende abwirts driickt,
oreift das Plittchen in einen Zahn der Kreishiilse ein, und
fixirt dadurch die Stange in ihrem” Winkel gegen die Verti-
cale, oder fillt aus und lisst ihr wieder freie Beweglichkeit
in der Vertical - Ebene. Um bei starken Erschiifterungen
des Apparats das Ausfallen des Plittchens aus dem Zahne
zu verhindern, hingt man in einen Einschnitt des Plittchens
an dem Ende, wo der Drehstift ist, ein Gewicht ein. — Noch
ist an der Gabel in der Mitte des Zwischenstiickes zwischen
den beiden Armen senkrecht gegen dasselbe ein durch-
gehender horizontaler Stift, z, angebracht, der, wenn die
stahlerne Tragstange der Gabel in der messingnen Saule des
Standers F steht, unmittelbar sich iiber einer auf dem obern
Ende der Siaule angebrachten, ahnlich wie die Kreishiilse,
eingetheilten Metallplatte H als Zeiger bewegt. Iine durch
die Siule hindurchgehende Schraube v dient dazu, die Ver-
ticalaxe der Gabel erforderlichen Falles festzustellen; bel ge-
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loster Schraube kann man durch einen Druck auf das Blatt-
chen in der Gabel die Bewegung um die Verticale beschleu-
nigen oder verlangsamen.

Soll die Ebene des innern Ringes nicht mit der des
jussern zusammenfallen, so lost man die Schraube f. Um
ihn nun unter einem andern Winkel gegen jenen festzustellen,
dient eine kleine messingne, eingetheilte Scheibe p, Fig. b,
welche nach der einen Seite zwel Stahlstifte trigt, die ip
Locher, welche in gleichen Abstinden von d im #ussern
Ringe A sich befinden, passen, nach der andern in ihrer
Mitte eine Schraube hat. Iin schmales Metallplittchen
hat ebenfalls nahe an seinen Enden zwei etwas lingere
Stahlstifte, die in entsprechende Licher des innern Ringes .,
zu beiden Seiten des Drehpunktes d passen, in der Mitte
eine Oeflnung, etwas weiter als den Durchschnitt jener
Schraube, und der. Linge nach gegen beide Enden eine
Durchbrechung. Setzt man die Kreisscheibe mit ihren
Spitzen in die beiden Lécher des dussern Ringes, dreht den
innern Ring um d d' in die Lage, die er erhalten soll und
schiebt das Plattchen mit seiner Oeffnung durch die Schraube
der Scheibe, so dass seine Spitzen in den innern Ring ein-
greifen, so kann man mittelst eines einschraubbaren Schrau-
benkopfes t das Plattechen und dadureh den innern Ring in
seiner Lage festsetzen, und die Durchbrechung des Plitt-
chens gestattet, den Winkel, unter welchem dieser gegen
den iHussern steht, abzulesen. Beim Abziehen der Schnur
muss man den innern Ring allerdings festhalten, dann aber
reicht die obige Vorrichtung hin, ihn in seiner Stellung
gegen den dussern zu erhalten,
~ Der Apparat verwandelt sich sofort in den Bohnenber-
ger'schen, wenn man in die Siule des Stinders I die unten
conisch zugespitzte Tragstange T des #ussern Ringes ein-
setzt, welche ebenfalls genau n die verticale Durchbohrung
der Séule passt. TFigur 6 zeigt den Apparat bei dieser An-
ordnung. ' :

Als Rotationskorper dienen fiir die gewdhnlichen Ver-
suche eine dimne Scheibe mit starkem (wulstigem) Rande
und die spiter in Betracht zu ziehenden Korper. Die
stahlernen Rotationsaxen derselben diirfen nur die eben er-
forderliche Stiarke haben, iiberhaupt sollte das Gewicht des
iibrigen beweglichen Theiles des Apparates ausser dem Ro-
tationskérper maoglichst verringert sein. Es ist zweckmissig,
den Apparat bei den Versuchen auf eine weiche Unterlage,
etwa ein zusammengefaltetes Taschentuch, zu setzen, um den
Einfluss von Stdssen méglichst zu verhindern.
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4. Das von Prof. Magnus construirte und so benannte
Polytrop unterscheidet sich von der Fessel'schen zweiten
Einrichtung im Wesentlichen nur dadurch, dass an beiden
Enden der Tragstange sich ringférmige Biigel mit Scheiben
befinden, deren Rotationsaxen ebenfalls bei beiden in der
Richtung der Stange liegen und mit Stiften versehen sind,
um in dieselben die Schlingen zweier gleichlanger Schniire
einhangen zu konnen, deren andere Enden sich an einem
holzernen Griffe befestigen lassen. Je nachdem die Schniire
beide in demselben oder in entgegengesetztem Sinne aufge-
wickelt sind, kann man die vc;’llliommen gleichen Scheiben
entweder in gleichem oder entgegengesetztem Sinne rotiren
lassen, auch mittelst des Griffes den Zug so emrichten, dass
die Geschwindigkeit beider wenigstens nahezu gleich wird.
An der Hiilse, in welcher die Stange sich verschieben und
festklemmen lédsst, ist unten ein halbkreisférmiges messingnes
Stiick befestigt, gegen welches sich durch eine in die Gabel
eingelassene Schraube ein Messingstiick andriicken lasst, um
die Stange unter jedem Winkel gegen die Verticale erforder-
lichen Falles zu fixiren oder bei Losung derselben ihre Be-
wegung in der Vertical - Ebene frei zu lassen, was indessen
bei den Apparaten, die wir gesehen, sich nicht bewerk-
stelligen liess, ohne der Gabel eine Seitenbewegung zu er-
theilen. ks bildet bei diesem Apparate also der eme Theil
der Tragstange mit seiner Scheibe ein Gegengewicht gegen
den andern, und hilt diesem das Gleichgewicht oder nicht,
f'e nachdem die Stange in ihrer Mitte in der Hiilse einge-
clemmt ist oder nicht; zugleich trigt sie zu beiden Seiten
des Drehpunktes Biigel, in welche sich Gewichte zur Her-
stellung des Gleichgewichtes oder Hervorbringung eines
Uebergewichtes nach einer Seite einhangen lassen, welches
indessen den bei dem Fessel'schen Gegengewichte bereits
bemerkten Uebelstand hat.

S. Poggendorffs Annalen 1854. S. 295.
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II. Die Versuche und ihre elementare
Erklirune,

§ 3.

Iudem wir uns nun zu den Versuchen wenden, welche
sich mit den obigen Apparaten anstellen lassen, betrachten
wir zundchst den unter Nr. 3 des §. 2 beschriebenen, und
zwar, wenn er als Fessel'scher aufgestellt ist Fig. 3. Dabei
(18111\.0]1 wir uns den Beobachter auf der verlingerten Axe
des Rotationskérpers, auf der Seite desselben, wo er die
Scheibe wie den Zeiger einer Uhr von der Linken zur Rechten
rotiren sieht. Die I'Cl‘ht(‘ Seite der Scheibe ist alsdann die,
welche seiner Rechten, die linke die, welche seiner Linken
gegeniiberliegt.

Ist nun das cylinderische Gegengewicht P auf die Trag-
stange so aufgeschoben und 1e<~tnebtvllt dass Gleichgewic Sy’
vorhanden ist, so daunert (Lmsclb(- wie bereits buneﬂ«_t bel
sehr dbwmc‘henden btellungnn der Stange gegen die V mtu' ale
fort und ein #usserst geringer Druck oder Stoss auf die
Stange oder das Pliattchen ¢ an der Gabel reicht hin, um den
bew egllc]wn Theil des Apparates fortzubewegen. Diese leichte
Beweglichkeit aber hort Huior auf, wenn die Scheibe durch
einen kriftigen Zug in Rotation versetzt ist. Man empfindet
alsdann einen st‘nl\en Widerstand und\OLuhemuhcndu selbst
kraftige Stosse versetzen die Stange nur in msche Schwan-
Lunncn um eine mittlere Lage, w Lthe um so W(ﬂ.'"llﬂ‘el‘ von
dc‘i%lbcu abweichen und um so schneller geschehen, je 1a‘-Lil(‘
die Rotation der Scheibe ist. Man kann den Apparat rund
in der Stube berumtragen, ‘die Axe wird immer nach der-
selben Richtung zeigen. Schoner noch zeigt sich dieses Be-
harml:oqwlmooul wenn man den ganzen Apparat auf eine,
ll]lt-lhi‘t.,l‘ elsurnenA\u in eine (,Lntliruo al- Wlabul[unu einschraub-
bare, holzerne Platte bringt, welche n‘u,h Oben theils um die
Whtte herum, theils am 1{'1m10 in angemessenen Entfernungen
Stifte trigt, um den Fuss F des Appcuate:, zwischen bu,h Zu
fassen und diesen dagegen zu schiifzen, dass er bei rascher
Umdrehung der Plotis ek herabg eschleudert werde. Man
kann alsdann in beliebiger Richtung und beliebig rasch drehen,
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den Apparat in die Mitte oder am Rande der Platte aufstellen,
so wird die Stange, vorausgesetzt, dass ihre freie Beweglich-
keit nicht gehemmt ist, fortwihrend nach derselben Rmhtung
zeigen. Wie sich dieses “xperiment @ndert, wenn die Gabel-
axe durch das Schriubchen v 1estgeh]emmt ist, soll spéter
erortert werden. Nimmt man den Apparat wieder von der
Platte, klemmt nun das gedachte Schriubechen fest, oder halt
das Plattchen ¢ fest, so folut die Stange mit derselben Leich-
tigkeit, Stossen von Oben “oder Unten, als wenn die Scheibe
nicht rotirte, und lisst man bei geléstem Schriubchen v das
Plattchen ¢ bloss in einen Zahn dLI‘ Kreisscheibe K eingreifen

und fixirt S0 die Stange in ihrem Winkel gegen die Vertu,ale,
so bringt ein leiser Dru: k auf einen Al'm du‘ (Gabel (- eine
Sezteubb‘.\ egung’ um die Verticale hervor.

Hat man als Gregengewicht die Gabel mit dem tiefen
herabhingenden € 31111{191' so angeschraubt, dass fiir die hori-
zontale L‘u.,e der Stange das (ulelchﬂuncht vorhanden ist,
und zeigt sich bei nicht rotirender Scheibe, auch wenn man
dieselbe hebt oder senkt, keine Tendenz derselben in ihre
frithere Lage zuriick zu kehren. so bemerkt man, wenn sie
rotirt und man nun der Stange eine 'md{'re Laﬂ‘c in ihrer
Vertical-Ebene gibt, dann, nachdem man sie eine Weile in
derselben ruhig thalton, sich selbst iiberlasst, dass allmahlich
eine horizontale Seitenbewegung der Schelbe beginnt, welche
dusserst langsam vor sich goht withrend der Winkel oegen
die Verticale unverindert blelbr und je nachdem m’m che
Stange aufwirts oder abwérts in ihrer Vertikal-Icbene verriickt
hat, cine entgegengesetzte Richtung hat. Bringt man die
Stange vorblchtlg in ihre urspll,umhc:hL Lage A’lllllb]x, 8o hort
Gnlolch “‘edo Seitenbewegung w 1eder auf.

Beachtet man, dass 1m vorigen Experimente, wenn der
durchbohrte Cylinder aufgeschr aubt 1%1 der Schwerpunkt
des 1 JB\VGD‘lIC]l(‘ll Theils (1(*5 Apparats in dvn Drehpunkt, bei
ﬂmoha.uﬂtom Cylinder aber unterhalb desselben fallt, so liegt
dm Vermuthuno nahe, dass die mit der Neigung der St'mffe
sich \’EI‘:‘LH(lCl‘]}dE’}LaQ’G des Schwerpunktes im zweiten Falle der
Grund der Seltuubewen‘ung ist, und man iitberzeugt sich davon
leicht in folgender Weise: IHat man munhch wieder den
durchbohrten Cylinder zum Gleichgewiclite scharf ein restellt
und llculr_gt wihrend die Scheibe rotirt, ein noch so [f-.lemes
Uebergewicht z. B. eine Pappscheibe 111 denselben ein, so
btelIt%wh sofort diese Seitenbewegung ein. Dasselbe > geschieht,
wenn man den durchbohrten Cylmder mit einem vorher zu-
gefiioten Uebergewicht zur Gleichgewichtslage eingestellt hat
and’ dieses walnund der Rotation der bchmbe weg mmmt oder
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den Cylinder etwas miher nun dem Drehpunkle riickt; aber
die Seitenbewegung ist der vorigen jetzt entgegengesetzt.
Man kann daher durch \t-rsdndmn“ des ()lmdm-« oder
Abheben und Zulegen von Loh(-rgu\mhfm die Seitenbewe-
gung sofort uml-.e‘hl'en Bei gleich starker Rotation der
Scheibe wiichst sie oder nimmt_ ab, je nachdem der Druck,
der sie hervorruft, stirker oder schwiicher ist. Ist er sehr
stark, so geht auuh die Seitenbewegung sehr rasch vor sich,
und blmot man gar kein L:L‘ﬂvnﬂe\\ u,ht auf die Tragstange,
so hat man den ub(’n'lschencl(\n Anhlml\, dass nun die mes-
singne Scheibe, als sei sie dem Einf flusse der Schwere ganz
(’Iﬂ'ﬂ)"bll, sich rtaseh um die Verticale herumdreht, Hat man
die 'll'l%izmﬂe selbst bis ans Ende aus der Hiilse heraus-
gezogen und sie dann festgeklemmt, so vermag ein kraftiger
Zua noch die Ersc heinung hervorzurufen, und [5st man gleich
nachdem die Scheibe in Rotation versetzt, die Schraube an
der Hiilse und zieht die Stange heraus, so kann man sie
mittelst einer QOese, die auf dvm dussern Ringe ist, in der
Schlinge einer Kordel aufhiingen und sie eine geraume Zeit
an derselben herumtragen, ehe dw Axe hordhmn]\t Wenn kein
(Gegengewicht aufgesc llo‘mn und besonders wenn die Stange
W ut aus d{,rlluiqvjmn or gezogen ist, zeigtsich das I 10(‘nthum-
liche, dass die Scheibe nun in starken Satzen boiiihn er
Seitenbewegung auf und nieder hiipft, indem sie zu-
gleich weit kiirzere Zeit ihre (mittlere) Lage gegen die Ver-
ticale beibehilt. — Nimmt die Rotation der b(,hube allmiahlich
ab, so nimmt die Seitenbew egung dagegen zu. ILinzelne
Stosse versetzen die Stange eln-nso in Schwankungen, wie
wenn die Seitenbewegung 111L,h., vorhanden ist. Ein Druck
von Oben nach Unten (;dur umgelkehrt bese hloumot die Seiten-
bewegung oder verzogert sie, je Il‘lC]l{lE]ll er in der l\whlunrr des
Uebergewichtes auf dle Schclbt. oder ihr entgegengesetzt W n] t.
Uebt man auf das Metallplattchen ¢ einen “horizontalen
Seitendruck aus und geschieht derselbe im Sinne der bereits
stattfindenden 5(‘11‘0111}(,\\ egung, so senkt sich die Scheibe,
wenn der durch das U(!bergm\ icht auf dieselbe ausgeiibte
Druck bei nicht vorhandener Rotation sie heben wiirde, da-
gegen hebt sie sich im umoehehrten Falle, und ‘-ULlILL der
T)ruul auf das Pliattchen 1111 sich eine der vorhandenen ent-
gegengesetzte Seitenbewegung hervorzubringen, so hebt sie sich
ml clstcrn Falle und senkt sich im letztern. Hilt man die
Gabel mittelst des Plittchens ¢ oder schraubt das Schriub-
chen v gegen ihre Axe, so.dass die Sutoubeweﬁung aufthort,
so stellt sich die Stange sofort vertical. Fixirt man sie, nldem
man das Plattchen in einen Zahn der Kreishiilse Llll”lclfbn
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lisst, unter dem augenblicklich stattfindenden Winkel gegen
die Verticale, so hort die Seitenbewegung sogleich auf, vor-
ausgesetzt, dass die Saule gehorig vertical steht, und nicht
durch eine schiefe Lage derselben eine Tendenz zu einer Be-
wegnng nach der einen oder anderen Seite vorhanden ist; lisst
man sie wieder frei, so beginnt bei Fortdauer der Rotation
der Scheibe auch die Seitenbewegung wieder.

Achtet man auf die Richtung der Seitenbewegung mit
Riicksicht auf die anfangs gedachte Stellung des Beobachters,
so sieht man, dass,” wenn das Uebergewicht auf der Seite
des Drehpunktes ist, wo die Scheibe sich befindet, der rechte
Theil der Scheibe sich von seiner Rechten entfernt, der linke
dagegen sich seiner Linken nihert; ist es auf der andern,
wirkt es also hebend auf die Scheibe, so mihert sich umge-
kehrt der rechte Theil der Scheibe seiner Rechten und der
linke entfernt sich von seiner Linken. Es ist selbstredend,
dass, wenn die Kordel in entgegengesetztem Sinne auf die
Axe aufgewickelt wire, der Beobachter bei unverinderter
Stellung also nun die Scheibe entgegengesetzt mit dem Zeiger
einer Uhr rotiren sihe, die Seitenbewegung in beiden Féllen
die umgekehrte sein wiirde.

Man gewinnt eine klare Uebersicht iiber diese Bewegun-
en, wenn man sich Figur 7, aus dem Drehpunkt O als
Mittelpunkt eine Kugel von sehr grossem Halbmesser be-
schrieben und die durch den Drehpunkt gehende Verticale
OV aufwirts und ebenso die Axe der Scheibe E verlingert
denkt, bis sie, jene in T, diese in P die Kugel treffen. Legt
man dann durch TP einen grossten Kreis TPQ und be-
schreibt mit TP um T als Pol einen Kugelkreis Prl wo r
fir einen Beobachter, der in T nach P sieht, rechts, 1 hnks
liegt, und ist ABC die Richtung, in der sich die Scheibe
dreht, so tritt Folgendes ein: Sucht eine die rotirende Scheibe
I angreifende Kraft den Pol P aufwirts in der Richtung
PT zu treiben, so weicht P nach Pr aus; treibt sie P abwérts
nach P ), so weicht er nach P aus; dringt sie dagegen P
nach P%, so hebt sich P in der Richtung PT und dringt
sie nach Pr, so senkt sich P nach PQ.

Um die oben gedachten, durch Stdsse verursachten
Schwankungen und oft dusserst langsamen Bewegungen des
Mittelpunktes der Scheibe schirfer beobachten und sofort
wahrnehmen zu kénnen, lasse ich auf die blanke Metallscheibe
des Rotationskorpers in einem dunkeln Zimmer mittelst des
Heliostats durch eine grosse Oeffnung, oder auch durch eine
offene Fensterscheibe Sonnenlicht schief auffallen. Das
reflectirte Licht bildet auf der gegeniiberstehenden Wand
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einen kleinen lichten Kreis, in dem emn Paar sehr dunkler,
vom Mittelpunkt aus sich erweiternder Streifen zusammen-
stossen, so dass sich ein Kreuz bildet, welches die leisesten
Bewegungen des Mittelpunktes auf hochst anziehende Weise
in verstarktem Maasse zeigt. Selbst die Rotation der Scheibe,
wenn diese langsamer wird, ldsst sich an demselben voll-
kommen deutlich erkennen, indem in dem Mittelpunkte
des Bildes sich lichte und dunkle diinne Streifen durch-
schneiden, welche zugleich mit der Scheibe, wihrend das
Kreuz an seiner Stelle bleibt, wie die Speichen eines Rades
rotiren. Hat man keinen Heliostat mit Uhrwerk, welcher
das Sonnenlicht immer in gleicher Richtung auf die Scheibe
sendet, so muss man eine Tageszeit wihlen, wo die Sonne
hoch am Himmel steht, indem sonst ihre eigene Bewegung
mit in’s Spiel kommt. Iine voéllige Verdunkelung des Zimmers
ist niecht nothig, auch kann man sich Abends des Lichtes
einer kriftigen T;ampe bedienen, um welche man einen Schirm
so stellt, dass ihr Licht nur auf die Scheibe fallt.

Ist nun Gleichgewicht vorhanden und ist M Figur 8 1
das Bild des Mittelpunktes der nmicht rotirenden Scheibe,
sind ferner MU oder 1, MO oder 2, ML. oder3, MR oder 4
die Richtungen, nach welchen eine die Scheibe angreifende
Kraft dieselbe bewegen wiirde, und nehmen wir zunichst
an, es sei ein andauernder Druck, so sieht man, wenn M’
in Figur 811 das Bild des Mittelpunktes der in der Richtung
O! R* U' rotirenden Scheibe ist, dieses entsprechend der
obigen Ordnung sich nach M' L' oder 1% nach MR' oder 2,
nach M O! oder 3!, endlich nach M! U' oder 4' fortschreiten.
Bei umgekehrter Rotation der Scheibe sind auch alle resul-
tirenden Bewegungen umgekehrt. Ist das Gleichgewicht nicht
vorhanden und findet also eine Seitenbewegung bereits statt,
so treibt ein anhaltender Druck das Bild nach einer Richtung,
welche die Resultante der horizontalen Bewegung und der-
jenigen ist, nach welcher der Druck nach dem Vorigen die
rotirende Scheibe, wenn Gleichgewicht vorhanden ware,
drangen wiirde.

nteressanter sind noch die Erscheinungen, wenn der
Druck nur ein schnell voriibergehender, ein Stoss ist. Je
nachdem er die nicht rotirende Scheibe Fig. 8 1. nach M O,
MU, ML oder MR treiben wiirde, bewirkt er, dass die ro-
tirende die Spiralen A, B, C oder D beschreibt Fig. 9, wo
A, B, C, D den Ort des Bildes auf der Wand im Augenblicke
des Stosses bezeichnen. Je stirker die Rotation, um so
niaher liegen die Indpunkte der Spiralen dem Anfangspunkte,
um so schneller geschieht ihre Beschreibung und um sq
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weniger ist die Richtung im Anfange der Spirale erkennbar,
nach welcher der Stoss die nicht rotirende Scheibe treiben
wiirde. Ist z. B. die Rotation sehr schwach, so bewirkt der
erste Stoss nach MO, dass das Bild die gleich anfangs stark
ansteigende Spirale A' mit wenigen grossen Windungen be-
schreibt.

Findet in Folge eines Uebergewichtes -—— und man wihlt
zu dem Ende ein moglichst schwaches — eine Seitenbewegung
statt, von der wir annehmen wollen, dass sie das Bild von
der Linken zur Rechten, nach M R Iig. 8 I, fortschreiten
lasse, so hat ein Stoss, welcher die nicht rotirende Scheibe
in der Richtung MO, MU, ML oder MR treiben wiirde,
zur Folge, dass die rotirende die Spiralen E, ', G, H beschreibt.
Hat die Rotationsgeschwindigkeit abgenommen, also die Sei-
tenbewegung zugenommen, so riicken die Spiralen weiter
auseinander. - Hat man das Pendel auf die Tragstange aufae-
schoben, so beschreibt das Bild die Spiralen I oder K, je
nachdem das Uebergewicht auf der Seite der Scheibe oder
der andern ist. —

Die Erscheinungen , welcher unser Apparat bietet, wenn
er als Bohnenberger'scher in der gsewdhnlichen Weise gebraucht
wird, also der Rotationskorper eine Scheibe oder ein Sphiroid
ist, deren Schwerpunkt genau im gemeinsamen Mittelpunkt der
Ringe liegt, bediirfen nach dem Vorhergehenden kaum noch
der Erwihnung. Ist kein Uebergewicht in den innern Ring
eingesetzt, so bleibt die Axe in jeder Lage in ihrer Stellung
und folgt auch dem leisesten Drucke, rotirt aber die Scheibe,
so leistet 1thre Axe gegen Stisse, welche sie in eine andere
Lage zu versetzen suchen, einen starken Widerstand, doch
nur so lange, als der Adussere Ring mit der Tragstange nicht
festgehalten wird; wenn dieses aber geschieht, folgt sie ihnen
wieder mit derselben Leichtigkeit. Ein anhaltender Druck
auf den &ussern Ring, der eine Rotation um die Verticale zu
erzielen sucht, bewirkt eine Bewegung der Axe in der Vertical-
Ebene, ein Druck auf den innern Ring zu einer Bewegung der
Axe in der Vertical-Ebene bringt dagegen eine Seitendrehung
um die Vertical-Axe hervor. ~Die Richtung jeder dieser Be-
wegungen so wie die Wirkung eines in den innern Ring ein-
gesetzten Uebergewichtes sind aus dem Obigen und aus Fig.
7. ersichtlich, wenn man beachtet, dass der Drehpunkt O jetzt
in den Mittelpunkt der Scheibe I fillt.

Die besonderen Erscheinungen, welche das Polytrop bietet,
sollen, um Wiederholungen zu vermeiden, spiter erwihnt
werden, ebenso andere Versuche, welche sich mit dem obigen
Apparate unter besondern Verhéltnissen anstellen lassen.




s

|I}

e

ST

W e e LA

g e

o

v
.

17

R

4,

Versuchen wir nun, auf elementare Weise uns von den
obigen Erscheinungen Rechenschaft abzulegen,

“Es_seien Fig. 10. I. ABCD, ECDF zwei sich in CD
schneidendée Ebenen, und ein in der erstern sich bewegender
Korper von der Masse m gelinge in einem Punkte & ihrer
Durchschnittslinie senkrecht auf dieselbe mit-einer Geschwin-
digkeit an, welche ihn als trigen Korper in der Zeiteinheit
von G nach H. briichte, so wird er, wenn er von jenem Au-
genblicke in die Ebene ECD F ibergeht, in Folge der ‘von
ihm erlangten Bewegungsgrisse m. G II, von seinem Gewichte
abgesehen, gegen diese neue Ebene einen Druck ausiiben,
der durch m. Il 1 dargestellt ist, wenn HI die Linge der von
H auf die Ebene geféllten Senkrechten bezeichnet. Die Ge-
schwindigkeit, die er als triger Korper in der Ebene haben
wiirde, . wenn diese fest wire, wiirde G I, also der Verlust
an Geschwindigkeit = GH — G 1 sein. BErrichtet man auf
HG im Punkte H und in der Ebene I G H ecine Senkrechte
KH, soist GK > GH, also GK—G1 oder IK > GH —

n
*.

GI Aber I K i1st = IEH, also GH — GI < K [{ wind
KG K
um so mehr kleiner als %%—, Ist nun der Winkel der Ebenen
i X

I G H unendlich klein, so ist K H ebenfalls unendlich klein,
wihrend H G endlich ist, also ist GH — HI oder der durch
den Uebergang in die neue Ebene bewirkte Verlust an Ge-
schwindigkeit ein Unendlich kleines der zweiten Ordmmg,
welches unendlich mal wiederholt noch eine unendlich kleine
Grisse sein wiirde, und wire die Ebene ECDF nur zum
Theil fest, so wiirde dieser Verlust noch geringer sein.

Wire G H nicht senkrecht gegen die Durchschnittslinie
CD, sondern schief, Fig. 10 II, so konnte man statt G H eine
mit CD parallele Geschwindigkeit HH' und eine auf D C
senkrechte G I1* setzen, von denen H IT', da sie den Kdorper
parallel CD fortschieben wiirde, auf den Druck der in
Folge seines Ueberganges als bewegende Kraft auf die
zweite Ebene gewissermassen frei wird, keinen Einfluss fussern
konnte, und es tritt also hier G H' an die Stelle von G H im
Vorigen.

Denkt man sich nun, wihrend alle Punkte einer mate-
riellen Ebene nach Richtungen, welche alle der Ebene ange-
horen, in Bewegung sind, drehe sich dieselbe durch eine
dussere Kraft um eine Linie in ihr oder eine ihr parallele

2
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Linie um einen unendlich kleinen Winkel, so wird je nach
der Richtung und Grisse der im Augenblicke der Drehung
bereits stattindenden (nicht durch dieselbe hervorgebrachten)
Greschwindigkeit jeder einzelne Massenpunkt auf die IEbene
in ihrer nichstfolgenden Lage senkrecht gegen dieselbe einen
Druck dussern, welcher sich fiir denselben nach dem Vorigen
beurtheilen lisst und je nach der Art seiner Verbindung mit
den fiibrigen auf diese zuriickwirken und mit den von ihnen
herrithrenden Impulsen sich zu einer (resammtwirkung auf.
_die ganze Ebene in der neuen Lage zusammensetzen wird.

/oA Z1st die Ebene eine kreisférmige Scheibe,Fig. 11, welche
gich um ihren Mittelpunkt M nach der Richtung ACBD
dreht, und denkt man sich die Drehkrifte p q, P19y P29
Ps s, welche auf die einzelnen Massenpunkte p, pi, P2s P3, tan-
gential gegen die Halbmesser Mp, Mpy, Mps, Mp; wirken,
nach zweien auf einander senkrechten Durchmessern A B, CD
zerlegt, so sind die A B parallelen Seitenkrifte pr, pi Iy der
Punkte im obern Theile A CB der Scheibe unter sich gleich-
gerichtet, ebenso die A B parallelen p,r;, p;r; im untern
‘heile, diese aber jenen entgegengesetzt, und beide setzen
sich zu einem Kraftepaar P R, P! RY zusammen. In gleicher
Weise geben die CD parallelen Seitenkréfte ps, p; S anf
der linken und p, s, p.s, auf der rechten Seite von CD das
Kraftepaar PSS, P'SY und es hat wegen der Gestalt und
Gleichartigkeit ‘der Scheibe das erstere Kriftepaar mit dem
andern ganz gleiche Wirkung.

Nehmen wir an, der Durchmesser A B sei horizontal,
Fig. 12, und es gelange die Scheibe, deren Axe M O Fig. 12
ist, durch Drehung um den festen Punkt O aus der Lage I
indem sie sich senkt, in die benachbarte Lage I, so werden,
wenn man in dieser die Linien P S, P! St den gleichbenannten
Kriften in der vorigen parallel und gleich macht, und nun
P S, P'S* nach dem Obigen in die Seitenkriafte P G, P H und
P! !, P' H! zerlegt, die auf der Scheibe senkrechten, also mit
M O parallen P G, P'G' ein Kriftepaar bilden, welches den
Druck angibt, der in Folge des Uebergangs aus der einen
Lace in die andere auf die IEbene ausgeiitbt wird, withrend
P I, P* H' zugleich mit dem Kréftepaar PR, P*R' die Dre-
hung um die Axe O M fortsetzen wird und zwar die Stetig-
keit der Lageverinderung vorausgesetzt, mit un-
verinderter Stirke. Durch diesen Druck wird der Punkt
M gedringt. sich in der horizontalen P P' und zwar in der

e : : -
Richtung von M nach P, also zur Linken des Beobachters,

zu bewegen ; wie man noch deutlicher sieht, wenn man das
Kriftepaar durch ein anderes in derselben Ebene liegendes,
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und ihm ganz gleiches T U, T'U!, welches O M unmittelbar
anoreift, ersetzt, da letzteres riicksichtlich b(’illt}l ])rehlq"]ft um
den festen Punkt O die W irkungsfihigkeit einer einzigen nach
M P gerichteten Kraft M X hat, “deren Moment O M. '\l X dem
Uutma( hiede der Momente O T.* T'U! und OT. T U oleich
ist. Die Folee der ersten Wirkung der Kraft K uml_ der
Rotation der Scheibe ist also ein Autrm]) zu elner Rotation
der Scheibe um die Vertical-Axe O V. Wird dieser Antrieh
dadurch, dass man die Horizontal-Axe der (iabel gleich
anfangs festhilt, itberhaupt die Axe O M verhindert, aus ihrer
\Tertmalehmm herauszutreten oder durch die l{mbuuﬂ und
andere Widerstande giinzlich vernichtet, so verhilt sich der
Apparat fiir eine fernere Wirkung der K.l'lft K und der Ro-
tation wie zuvor und es behalt lolqhbh auch die Axe O M so
lange ihre leichte Beweglichkeit in dieser [Ebene. Findet
(1l(“bt‘ aber nicht statt, so wiachst mit den aufeinander fol-
genden Antrieben zur l)rLimnn um die Vertical-Axe die Kraft
um diese Widerstinde zu bew altigen, und von -dem Augen-
blicke an, wo dieses geschieht, wiehen die DMassentheilechen
unter dem Einflusse zweier hohtmnvn deren eine die Ro-
tationsaxe unter unverianderlichem Winkel um die Verticale
treibt, so dass sie fiir den auf der titber O hinaus verlingerten
Rotationsaxe stehenden Beobachter, welcher die bchmbc in
der Richtung der Zeiger einer Uhr sich drehen sieht, von oben
herab ﬁesehcn in entgegengesetzter Richtung fortschreitet,
wdhronfl die andere dlB Dtehunq der Massentheilchen der
Scheibe um die Rotationsaxe ]JB\'\[I]LBt{JH]qt Beide vereinigen
sich zu einer Rotation um eine Axe, deren Lage man lerl’Lt
wenn man von dem Scheidepunkst (.) aus auf Tm dann statt-
findenden Lage der Axe O M und ebenso auf OV Linien
O D, OJ abtriagt, welche den Winl wl%&.ch\\mdiﬂ‘]\mtmt das
llms%t den Cf(‘&sdl\\»llldl“‘]-.(’ltml vvlc‘hc ein leh In einer
‘11’11{01'1mnn gleich der Lmhcli‘ um diese Axen annehmen
wiirde, 1}1‘{31)01%1011;11 sind und nach den Seiten dieser Axen
von () aus sich erstrecken, nmach welchen die Rotationen fiir
ein in O befindliches Aurru als gleichgerichtet z. B. in der
tchtung der Zeiger einer Y Uhr vor sich gehend, erscheinen
W urdvn, und alsdann die Diagonale O F des durch OJ und
O E bestimmten ]Jal'lllvlonr'mmh EOJF zieht, indem durch
diese Diagonale nicht bloss die Lage der augenblickiichen
Ul‘Ll]Z‘l\L" ‘sondern auch die Vv111Lelfresulm’1ud1ﬂ I\ut um dieselbe
in dem gegebenen Augenblicke bestimmt ist. Der Punkt resp.
die ]unktb n w clc‘hen sie die Scheibe trifft, sind wihrend
desselben in Ruhe, sie bildet die L-nvemndellmhhen der Ro-
tation vorausgesetzt, fortwihrend mit der Verticalaxe und
2%
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der Rotationsaxe dieselben Winkel, trifft aber, indem sie sich
mit der Letztern um jene gleichsam bewegt, die Scheibe von
einem Augenblicke zum andern stets in andern Punkten. Sie
bildet mithin die gemeinschaftliche Beriihrende zweier geraden
Kegel, von denen der eine die Verticale zur Axe hat, der
andere die Rotationsaxe, der erstere im Raume fest ist und
der letztere auf jemem sich abrollt. Da die augenblickliche
Drehaxe von der im Korper festen Rotationsaxe, welche bel
unserer Annahme eine freie Axe ist, abweicht, so halten sich
die Schwungkrifte um dieselbe nicht mehr im Gleichgewicht;
sie bedingen im Vereine mit dem aus der beschleunigenden
Kraft I hervorgehenden Kriftepaar die Verlegung der augen-
blicklichen Drehaxe und zugleich fiir die im Korper feste
Drehaxe kegelformige Drehungen oder Schwankungen, welche
um so kleiner sind, je geringer jene Abweichung ist, oder je
grosser die Rotationsgeschwindigkeit der Scheibe im Ver-
gleiche zu der Geschwindigkeit ist, welche die Rotationsaxe
und mit ihr die Scheibe durch die Kraft K in einem unendlich
kleinen Zeittheilchen erlangt haben wiirde, also mit der
Grosse der Kraft K und der Entfernung ihres Angriffspunktes
auf der Rotationsaxe zunehmen; desshalb hiipit auch die
Scheibe im Fessel'schen Apparate sehr stark, wenn man die
Stange weit herauszieht und kein Gegengewicht angebracht
ist. Will man den vorhergehenden Satz iiber die Zusammen-
setzung der Drehungen ) nicht als bekannt voraussetzen, so
darf man nur beachten, dass, sobald die Drehung um die
Verticalaxe beginnt, die Scheibe gegen ihren in der Vertical-
ebene liegenden Durchmesser C D eine andere Lage einnimmt,
welche iu Fig. 13 mit 1L bezeichnet ist. und dass wenn wieder
ek e das aus der Zerlegung der Rotationskrifte hervor-
gehende gegen diesen Durchmesser senkrechte Kriftepaar in
der Lage 1. darstellt, durch den Uebergang in die Lage 11,
ahnlich wie vorhin, aus demselben zwei gegen die neue lLage
senkrechte, entgegengesetzt geriehtete Druckkrifte P U, P* U*
entstehen, welche wieder O M, welches der zweiten Lage an-
gehort, parallel sind und den Mittelpunkt M und die Axe
OM in der Verticalebene heben, also der fernern Drehung
der Axe durch die Kraft K nach entgegengesetzter Richtung

#) Ueber das Princip der Zusammensetzung der Drehungen, ‘welches von
Frisi ums Jahr 1750 entdeckt worden. (Frisius de Rotatione Op. 11. 134,157
und Cosmographia I, 24) siehe Poinsot’s Neue Theorie der Drehung, deutsch
von Schellbach, Berlin 1851 ; auch in Obm’s NMechanik IIl. Th. §. 65 und in
Duhamels analyt. Mechanik, iibersetzt von Eggers, Leipzig 1853 1, S. 20 findet
sich dasselbe erdrtert,
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entecegenwirken. Ist dieses Gleichgewicht vorhanden, so
wird durch eine Hemmung oder Forderung der Drehung um die
Verticale diese Gegenwirkung gegen die Kraft K geschwacht
oder gestarkt, die Axe senkt sich oder steigt. Uebrigens
darf man nicht unbeachtet lassen, dass durch die, wenn auch
schwache Rotationsgeschwindigkeit um die Verticalaxe die
Theilchen der Scheibe ein Bestreben erhalten, sich mm hori-
zontaler Richtung zu entfernen, welches fiir die der Axe
niher liegenden Punkte z. B.: C schwicher, fiir die fernern
z. B.: D stirker ist, als dasjenige, welches der Mittelpunkt
der Scheibe durch diese Rotation erhilt, und dessen Ge-
sammtwirkung bei einer einzelnen Scheibe, je nachdem der
Winkel VO M ein stumpfer ist, wie in der Figur, oder e
spitzer, die Wirkung der Kraft I zum Senken der Axe ent-
weder verstirken oder sie schwiichen wird. Will man sich
experimental davon iiberzeugen, so darf man nur der Tragstange
im Fessel’schen Apparate, ohne das die Scheibe rotirt, eine
Drehung um die Verticale geben: sie senkt sich alsdann so-
fort mit Heftigkeit im erstern Falle, im letztern dauert diese
Drehung eine Weile fort. Noch belehrender und zugleich
ein Beleg fiir die obige Erklirungsweise ist folgender Ver-
such. Man setzt namlich auf die frither gedachte Platte der
Centrifugal - Maschine unsern Apparat zwischen den Stiften
fest, fixirt die Axe der Gabel mittelst des Schriaubchens v
und setzt, wihrend das Uebergewicht z. B.: bei der Scheibe
ist, diese in Rotation. Gibt man alsdann mittelst der Kurbel
der Centrifugalmaschine der Platte eine Umdrehung in der
Richtung, in welcher bei Nichtfixirung der Gabelaxe die Um-
drehung um die Verticale erfolgen wiirde, so kann man bei
einiger Vorsicht eine Geschwindigkeit der Platte erzielen,
welche derjenigen, die in jenem Falle stattfinde, moglichst
gleich ist; alsdann verharrt die Axe der Scheibe in ihrem
Winkel gegen die Verticale, dreht man stirker, so hebt sie
sich, dreht man langsamer, so senkt siesich und fillt sofort,
wenn die Drehung aufhort.

Die Betrachtungsweise im vorigen § kam im Grunde
darauf hinaus, das System wihrend einer unendlich kleinen
Zeit , zunachst unter dem Einflusse der beschleunigenden
Kraft anzunebmen und dann den Einfluss der rotatorischen
Krifte in anfanglicher Richtung und Stirke auf den Korper
in der neuen Lage zu untersuchen. Wollte man umgekehrs
verfahren, oder auch sofort die gleichzeitige Wirkung beider
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Einflitsse auf die Scheibe ermitteln, so wiirde man die Wir-
kung der Kraft K zur Drehung von O M in der Verticalebene
durch ein System von parallelen und unter sich gleichen, die
einzelnen Massentheilehen der Scheibe angreifenden Kriften,
von denen m Iig. 14 die in dem {iber dem horizontalen
Durchmesser A B liegenden Theile A CB angebrachten in der
Richtung O M, die in dem untern Theile A D B angebrachten
in der ﬁic]ltung M O wirken, ersetzen kénnen.

Betrachten wir hier nur die gleichzeitige Wirkung und
sind p,p,, p.ps vier symetrisch gelegene Punkte, pt, p; ti,
P2 t2, paty Tangentialkrifte, pk, p'k', p, k,, p; k; die paral-
lelen, die Kraft K riicksichtlich ihres drehenden Eini‘lusses
ersetzenden Krifte, und zwar die erstere p, k;, p,k, in der
Richtung O M, die letztern ‘p, k,, p;k; in der Richtung M O
wirkend, endlich p m, p, m;, p,m,. p; m; die in den einzelnen
Massenpunkten sich ergebenden Mittelkrifte, so wird eine
durch A B gelegte Horizontalebene von pm nicht, wie von
b t, in einem Punkte der verlingerten A B, sondern in einem

unkte e, der von N aus gesehen zur Linken von A M liegt,
getroffen, von p'm' in einem Punkte e!, der zur Linken von
MB liegt, von p,m, in einem Punkte e, der ebenfalls zur
Linken von M B, dagegen von p; m; wieder in einem Punkte
ey, der zur Linken von M A liegt, getroffen.

Die vereinigte Wirkung der Krifte pm, p,my, p,m,, p;
m; geht also djlin, ‘die, von O aus betrachtet, zur Linken
liegende Hilfte der Scheibe gegen die Linke des Beobachters
zu riicken, die zur Rechten liegende von der Rechten zu ent-
fernen, was riicksichtlich der Axe O ein Streben zur Folge
hat, diese in derselben Hohe in entgegengesetzter Richtung
mit der Bewegung eines Uhrzeigers um die Verticale zu fithren;
allein sie ist darauf nicht beschrankt. Denn wiren die Massen-
punkte frei, so dass sie den gedachten Mittelkriften folgen
konnten und pm, p,m,, p,m,, p.my; die 1m ersten Augen-
blicke zuriickgelegten Wege, so wiirde, wenn man sich M mit
m, m,, m, mj;verbunden dichte, von diesen Linien die beiden
erstern Mm, Mm, mit O M grossere, die letztern Mm,, Mm,
kleinere Winkel als Mp, Mp,, Mp, M p;, bilden, es resultirt
hieraus fiir die Scheibe ein Streben, d[en Winkel CMO zu
vergrossern, dagegen O MD zu verkleinern, welches eine wenn
auch #dusserst kleine Senkung von AB und der Scheibe iiber-
haupt nothwendig zur Folge hat. Sobald jene Rotation um
die Verticale beginnt, tritt dieselbe, wie oben gezeigt worden,
der fernen Wirksamkeit der Kraft K zur Senkung der Scheibe
entgegen. Je grosser die Rotation der Scheibe gegen die

~

o0 " . r r e . 1 . Sa [
Wirksamkeit der Kraft K ist, also die Tangentialkrafte pt,
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pit!, pt? p*t® gegen die horizontal gerichteten pk, p, ki, P2k,
p3 iz, um so naher liegen die resultirenden pm, p'm', p,m,,
., m; den Richtungen der erstern, um so niher also auch die
&’unkte e, e, €, e, dem Durchmesser A B, und folglich wird
um so geringer die Rotation um die Vertikale und zugleich
die anfingliche Senkung der Scheibe sein.’) '

Kirzer, obwohl vielleicht nicht anschaulicher, wiirde man
zu dem vorigen Ergebniss gelangen, wenn man sich die Massen
des obern und untern Theiles der Scheibe in den Punkten
P, P! der Symmetrie-Axe CD vereinigt, alle auf der Scheibe
senkrechten k im obern Theile durch die Kraft P L, im untern
durch P'L!' und die die Scheibe rotirenden Krifte durch ein
einziges Kriftepaar in der Ilbene derselben PR, P'R! parallel
AB ersetzt diichte und nun in Betracht zdge, dass das resul-
tirende Kriftepaar PJ, P'J' auf die Scheibe den Einfluss
aussert, 1. den Winkel AMO zu verklemern, mithin O MB
zu vergrossern, 9 den Winkel CM O zu verkleinern, dagegen
OMD zu vergrossern, und der Apparat beiden Wirkungen
im ersten Augenblicke nur durch eine Bewegung seiner Axe
OM von der Rechten zur Linken unter gleichzeitiger kleiner
Senkung Folge leisten kann., Wird daher die Axe aleich
anfangs oder im Laufe der Bewegung in ihrem Winkel gegen
die Verticale fixirt, so kann die Seitenbewegung nicht ein-
treten oder hatte sie bereits statt, so muss dieselbe sofort
aufhoren; es wird der drehende Finfluss der Kraft K um
die Horizontalaxe, welcher im Vereine mit der Rotations-
geschwindigkeit die Seitenbewegung einleitet und unterhdlt,
dadurch aufgehoben. — Man kénnte aueh von M aus auf
der Axe MO und der Horizontalen MB Stitcke MX, MY
diesen Kriftepaaren proportional abtragen; die Resultirende
M7 wirde alsdann die Richtung der Axe des resultirenden
Kraftepaares haben und zugleich dessen (Grosse propor-
tional sein. Nimmt MX in Folge der Widerstande, welche
die Reibung und der Widerstand der Luft entgegensetzen,
allmihlich ab, wiahrend MY dasselbe ist, so liegt MZ niher
bei MY und die Drehung der Scheibe um die Verticale muss
starker werden. Iis darf {ibrigens bei der ganzen obigen
Betrachtung nicht iibersehen werden, dass wenn I nicht
oin_sehr bedeutendes Gewicht oder ein starker Stoss ist. die
Krifte pk gegen die Krifte pt, wenn die Scheibe schnell
rotirt, ausserst klein sind,

#) Wir haben uns absichtlich bei der obigen DBetrachtungsweise linger
verweilt, weil sich in dhnlicher Weise wvon den Stérungen cine allgemeine
Vorstellung gewinnen lisst, welche aunf die Balin eines um einen Centralkérper
M sich bewegenden Korpers p die Anziehungskraft eines dritten Kdrpers ibt,
der }a1d auf der einen, bald auf der andern Seite dieser Bahn steht.
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. 6.

Im Vorigen vertritt die Kraft K das Gewicht der Scheibe,
wenn das Gewicht des Dreharms sammt dem des Ringes
durch ein Gegengewicht aufgehoben ist, und, ist das Gewicht
beider durch ein Gegengewicht oder die Art der Aufhingung,
wie im Bohnenberger'schen Apparate aufgehoben, die Wir-
kung eines Uebergewichtes, oder eines bestindigen, sich
gleichbleibenden Druckes, welcher den Dreharm zu senken
sucht. Wirkte K in entgegengesetzter Richtung also zur
Hebung der Scheibe, oder rotirte sie bei derselben Richtung
von K in entgegengesetztem Sinne, so muss die Rotation
um die Verticale offenbar eine der betrachteten entgegen-
gesetzte sein. Ueberhaupt wird man nach dem Gesagten
sich von den Figur 8 II dargestellten, aus einem anhaltenden
Drucke resultirenden Bewegungen leicht Rechenschaft geben
konnen. Indem diese Bewegungen selbst (regenwirkungen
zur I'olge haben, erkliren sich nun auch ohne Schwierigkeit
die Spiralen, welche durch einzelne Stosse hervorgebracht
werden. Betrachten wir einen, welcher die Spirale A erzeugt,
also die nicht rotirende Scheibe nach MO, Figur 8 I, treiben
wiirde, so weicht die rotirende Figur 8 II nach M'R!' aus.
wird sich aber zugleich je nachdem der Stoss im Vergleich
zur Rotation der Scheibe stirker oder schwicher 1st, etwas
tiber der Horizontalen erheben und unter dem Einflusse
beider Bewegungen zunichst den Bogen ab beschreiben, in
b wird die mit der Bewegung MR auftretende senkende
Gegenwirkung in der Richtung MUY, TFigur 8 II, vor-
herrschend und fithrt mit der in der Richtung MR noch
fortdauernden Seitenbewegung den Mittelpunkt der Scheibe
abwiirts durch den Bogen be, in ¢ ist die Bewegung in der
Richtung M'R* durch die in Folge der Senkung eintretende
Gegenwirkung in der Richtung M!L! vernichtet, und diese
letztere fithrt, wihrend die Senkung fortdauert, die Scheibe
durch den Bogen c¢d, in d ist nun auch die senkende Be-
wegung durch die in Folge der Seitenbewegung in der Rich-
tung ML stattfindende (regenwirkung aufwirts nach M'O*
vernichtet, die Bewegung in der Richtunge ML, dauert fort
und treibt mit der Gegenwirkung in der T{iclltung‘ MO den
Mittelpunkt aufwirts durch den Bogen de w. s. w. bis die
Scheibe zur Ruhe kommt. Ist die rotirende Scheibe nicht
balancirt, sondern schreitet sie um die Verticale z. B. in der
Richtung M'R', Eigur 8 II, fort, so machen einzelne Win-
dungen, welche ein Stoss erzeugt, die allgemein fortschrei-
tende Bewegung des Centrums mit und riicken folglich aus-
einander, daher die Figuren E, F, G, .
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Der Grund, wesshalb die rotirende Scheibe sowohl wenn
eine Seifenbewegung stattfindet als nicht, gegén ;vnlulu-
Stosse ein um so grosseres Beharrungsvermogen besitzt, je
starker die Rotation, ergibt sich aus der I\{ttm der d'\(lmch
bewirkten, s lmﬂimnnﬂvn Bewegungen von selbst.

Ist der die Scheibe tr 10011[10 innere Ring mittelst der
Scheibe p und des Plittchens q senkrecht cegen den dussern,
den wir in der Verticalebene annehmen, “["-l(‘l“’ so kann ihr
Gcewicht, iiberhaupt eine in der Verticalebene der Tragstange
“1111011[1(1 Kraft keine Seitenbewegung mit der Rotation der
Scheibe veranlassen, weil sie mit (lwwr in derselben IChene
liegt oder doch ihr parallel ist; es wird die Scheibe der
Kraft ebenso folgen als wenn sie nicht rotirte. Steht der
ionere Ring unter einem andern Winkel gegen den #ussern,
so kann man die alsdann stattfindende I\o"r'ltiunw{wcllwin-
digkeit der Scheibe, indem man sie durch die Iua.nnv einer
auf ihrer Axe vom -\rllll(]l}llll]xt der Scheibe aus aufge-
tragenen Linie darstellt, nach einer auf dem #ussern Iun“v
senkrechten, also horizontalen und nach einer in rkswn
Ebene fallenden, auf dieser senkrechten Richtung zerlegen:
alsdann trigt nach dem Gesagten die erstere Componente
nichts zu emer Seitenbewegung bei, die letztere aber, mit
unserm Normalfalle iibereinstimmende, ist nothwendig kleiner
als die, aus deren Zerlegung sie hervorgeg gangen ist. Man
begreift daher, wie die nlnnun ]A‘-Lll("lllllll“t‘il je nach dem
Winkel der beiden Ringe sich findern miissen.

Auch die Iursohununnm, welche, das Polytrop zeigt,
lassen sich nach dem (}hwvn leicht vorhersehen. Da dm‘
Dmhpuuhr zwischen den beiden Scheiben liegt, so wird vln
Druck in der Vertical: Ebene der Axe, der die eine Scheibe,
wenn sie nicht rotirte, senkte oder Figur 8 I in der Richtung
MU triebe, die andere heben oder in der Richtung M O be-
wegen. Rotiren also Lhc Scheiben vom Dreh )1.1111& aus ge
sehen nach derselben Richtung, z. B. wie Figur 8 unter-
stellt, so wiirde fiir die erstere eine Sellem[mhunn. Fig. 8 Il
nach M'L', fiur die andere eine entgegengesetzte nfmh M! R!
daraus hervorgehen; ist also Gleichgewicht vorhanden und
rotiren die gleich schweren bdlul}on oleich stark, so tritt
keine Seitenbewegung ein und der Druck oder Stoss behil
seine volle Wirksamkeit; das System zeigt keine Festigkeit.
Sind die Entfernungen vom Drehpunkte llllf‘I(‘th so ist das
Drehmoment des Gewichtes des Theils nat.h der einen Seite
desselben erdsser als das des Theils nach der andern, also
wird, wenn beide Scheiben wieder gleich stark rotiren, eine
Seitendrehung eintreten, deren Grosse und Richtung durch
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den Unterschied der Dreharme bedingt ist. Der Apparat
wird aber wieder leicht beweglich sein und Stéssen leicht
folgen, weil diese die Mittelpunkte der Scheiben zur Be-
schreibung von Spiralen nach entgegengesetzten Seiten ver-
anlassen wiirden. Hierin hat es auch seinen Grund, dass
wenn man den kleinern Dreharm durch Gewichte so belastet,
dass das Gleichgewicht hergestellt ist, durch das kleinste
Uebergewicht das Gleichgewicht trotz der Rotation der
Scheiben gestért wird, und diirfte sich daraus der Schluss
nicht ziehen lassen, als »sei die Entfernung, in welcher die
rotirende DMasse sich von der Vertical -Axe befindet, von
keinem oder von einem ausserordentlich geringen Einfluss
auf die Drehung des Apparates« (Poggend. XCI S.209.) —
Rotiren die Scheiben vom Drehpunkte aus geselien nach
verschiedener (von einem Punkte auf der verlangerten Axe
nach derselben) Richtung, also wie eine einzige Masse und
ist Gleichgewicht vorhanden, so wiirde der vorige Stoss,
wenn er die Scheibe, welche wie Tig. 8 II rotirt, zu senken
suchte, fiir Dbeide  Scheiben sich zu einer Richtung nach
M'L!, verbinden, also der Apparat um so weniger der urspriing-

lichen Richtung desselben folgen, und nur eine spiralférmige

Bewegung der Axe daraus hervorgehen. Andere Versuche,

welche mit  diesem Apparate wie mit dem Fessel'schen sich
anstellen lassen, und oben erwéhnt sind, iibergehen wir.

ST

Es ist oben der Centrifugalkrifte, welche bei diesen
Rotations - Erscheinungen mitwirken, gelegentlich gedacht;
allein sie verdienen eine nahere Beachtung und man kann
eine allgemeine Einsicht in ihre Wirksamkeit selbst ohne
mathematische Kenntnisse gewinnen.

Wie aus dem Obigen erhellet, ist namlich die Seiten-
bewegung abhingig von der Grosse und Richtung der Ro-
tations - Geschwindigkeit und der Grésse und Richtung des
Drehmomentes der Kraft K, das letztere aber hingt ab von
der Entfernung ihres Angriffspunktes vom Drehpunkte, oder,
wenn nur das Gewicht des Rotationskorpers die beschleu-
nigende Kraft bildet, von der Entfernung des Schwerpunktes
vom Drehpunkte, und seiner Entfernung von der durch
letztern gehenden Verticalen. Wenn also unter {iibrigens
gleichen Umstinden die Winkel des Dreharms mit der
Verticalen sich zu 180° erginzen, so werden die letztern
Entfernungen, also die Drehmomente, gleich sen, mithin

= - R .5 : : :
miissten auch die Seitenbewegungen gleich sein. Allein wie
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bereits angedeutet worden, wirkt, je 11'1{:]1(10111 der Winkel
der Axe mit der Pluhhmn der H(Jh\\ ere ein stumpfer oder
gpitzer ist, die aus der Hmlenhv\\'OMUW hervorgehende Centri-
iurralhlait ebenfalls m der luuhtilnﬂ dvr lctz:tf.,r der Kraft
K, oder 11:1‘ entgecengesetzt. Mithin hat auch (he Seiten-
bewegung 1n diesen Fillen Jmthucndln zwel verschiedene
\Vuthc und nur wenn der Winkel emn rechter ist Einen.
Fixirt man daher den Dreharm der Scheibe am Fesselschen
Apparate zunichst unter einem stumpfen Winkel gegen die
]ut,htunn der Schwere und setzt, \\'i’l‘n‘ond bei der Scheibe
ein sehr kleines Uebergewicht un'hanth‘u 1st, dieselbe 1n
Rotation, lasst ihre Axe dann frei und senkt, nachdem man
die Grosse der Geschwindigkeit der Seitendrehung an der
Bewegung des hmlmutahn /vmtr eben erkannt hat, die
"'\Ch(‘l])(‘ so dass ihre Axe nun einen spifzen Winkel bildet,
der jenen, bei welchem der Beharrungszustand eingetreten
ist, zu 180° erginzt, so zeigt sich der Winkel mit der Ver-
ticalml wieder einc geraume Zeif constant, aber die Seiten-
drehung ist nun eine merklich verchiedene. War das Ueber-
ﬂ{‘\\lf_,ht béi der Scheibe, so ist bei einem stumpfen Winkel
die Bew egung rascher, weil die Centrifugalkraft jetzt eben-
falls senkend wirkt, bei dem mﬂanzendou spitzen dagegen,
kleiner weil sie jetzt dem luvlnmxwht cntn(-nmmnhl
Indem man das Experiment w iederholt und die A\v zuerst
unter einem spitzen, dann unter dem Ergénzungswinkel gegen
die Richtung der Schwere stellt, lll)vrz,umt man *:l(,h. dass
nicht Abnahmo der Rotations - (r(‘btll\nndlg]wIt der Scheibe
der Grund ist. Ein anderer belehrender Versuch ist folgender:
Man bringt den Apparat anf die Platte der hnlmunﬂ-
maschine, und indem man durch Verschicbung das qlm—
drische Gegengewicht zum Gleichgewicht scharf eingestellt
hat, versichert man sich an der Jhcllung der verticalen
Kreishiilse, dass wenigstens 20° beiderseits der Verticalen.
das (rimdlnm\u ht iorfdau(‘r sobald man die Stange nach
der cmvn oder andern Seite llLlﬂt dann stellt man sie nahe
der einen Grenzlage, bel w elcher sie einen stumpfen Winkel
mit der Verticalen hllde und, nachdem man die Gabelaxe
durch das %L,hmubu]]ml v iv%tucstellt hat, setzt man die
Scheibe in Rotation. Withrend man nun {1(,11 Ring, der sie
trigt, einen Augenblick leise hilt, setzt man dw Pl dlt{‘ durch
. die Kurbel dcr Centrifugal - Maschine langsam in eine soleche
Bewegung, dass die Platte, von Oben fec.oheu, sich entgegen-
oesetzt mit einem lluzmne dreht. Man kann es dann bei
\0131(]1’(12,1‘[ Fiithrung der Kurbel leicht er eichen, dass die
Axe der Scheibe ihren Winkel gegen die Verticale nicht




28

andert: dreht man nun aber nur ein wenig stirker, so steigt
die Scheibe, dreht man noch so leise umgekehrt, so senkt
sie sich, und, geht iiber die Lage, in der ihre Axe horizontal
ist hinaus, bis ihr Winkel mut der Verticalen die andere
Grenzlage oder eine Grosse erreicht hat, der jenen zu 180°
erginzt; hat man fortdauvernd mit derselben (sehr geringen)
Geschwindigkeit gedreht, so verharrt jetzt die Axe wieder
in ihrem Winkel gegen die Verticale. — Hier wirkt also die
durch die Rotation der Platte bewirkte Centrifugalkraft
allein und gerade so wie ein Uebergewicht, das im_ ersten
Falle senkend, im andern hebend auf die Scheibe wirkt.

Hat man Rotationskérper verschiedener Gestalt oder von
derselben Grundform, in denen aber das Verhiltniss der
D]llwlhlmwu ein verschiedenes ist, so werden hierdurch die
Erscheinungen ebenfalls wesentlich abgeindert und der Grund
heﬂt \\mdu' in dem Einflusse, wele lwu die Centrifugalkraft
alsdann sussert.

Ist z. B. der Rotationskérper ein Cylinder das eine Mal
von sehr geringer Héhe gegen den Durchmesser der Basis,
oder eine Scheibe, das andere Mal von grosser Lange, und
setzt man sie nach einander in den I\.mn‘ unseres Apparats,
so dass ihre Schwerpunkte genau in den Mittelpunkt des-
selben fallen, steckt die lr‘ma\e des #ussern in die verticale
Saule und  fixart sie durch das Schriaubchen v, so hewirkt,
wenn man nun den 4\]11)(1];1# auf die Platte der Centrifugal-
Maschine setzt, wie Fig. 15, und die Axen der Cylinder gegen
die Verticale nelgt, eine Rotation der Platte. gleic llVl(‘l
nach welcher Seite sie geschieht, wenn die Cylinder selbst
nicht rotiren, dass die Axe der Scheibe sich vertical, dagegen
die Axe des langen Cylinders sich horizontal stellet.  Die
Centrifugalkraft sucht also bei der Scheibe den nach Oben
gerie hieten Theil ihrer Axe MP zu heben oder den Pol P
(lcm Pol T, der auf der nach oben verlingerten, durch den
Mittelpunkt der Scheibe gehenden Lothlinie liegt, zu nihern
dagegen bei dem langen L}lm(lm davon zu entfernen. Hiernach
liisst chhvorlwrseh{*n was erfolgt, wenn die Cylinder in Rotation
versetzt werden. \chmux wir an, die Rotation geschehe bei
beiden so, dabs sie [ur ein ~mﬂle 111 P entgegengesetzt mit
der Richtung emes Ulrzeigers von sich geht, und es stehe
der ‘&pparat zuniichst mit der Scheibe auf der Platte. Dreht
man nun die Plafte der (entniugalma%hlne so, dass sie von
Oben gesehen in. der Richtung eines Ulll‘d&l“bl% fortschreitet,
so erkonnt man aus dem oben §. 3 mit Riicksicht auf Fig. 7.
Erorterten, dass hieraus und der Rotation der Scheibe eine
Kraft entsteht, welche sich einer fernern Anniherung von P
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an T entgegensetzt, und bei einiger Behutsamkeit in der
Drehung der Platte bleibt wirklich, der Winkel der Axe mit
der \trhcaivn constant, ndhnn(l die geringste entgegen-
gesetzte Drehung ein Aufrichten der \\(- Zur ]‘chnv hat.
W llnﬁ:ci]{‘ll‘s\\tlt]l fiir diesen Versuch ist es, dass das er\u ht
der Scheibe im Vergleich zu dem Gewichte des  dieselbe
tragenden Ringes und_ ihrer Axe moglichst gross sei, da die
Lultuinuall\r'llle fiir diese eine mlrnvnvunmot.&tu \\ irkung
mit dmwn der Scheibe haben, dahm_ “die Wirkung dieser
schwiichen. Eine Scheibe, wie die IEngl and( I sie constrmun
aus starkem schmiedeisernem Ringe mit in denselben einge-
triebener Scheibe ist desshalb mnpiohlensm erth. — Stellt man
den vorigen Versuch ddgeﬂvu mit dem langen Cylinder an,
SO Mmuss 1n<m der Platte eine umgekehrte I)l{'hunn nobvn,
damit die Neigung der Axe gegen die Verticale sich nicht
dndert. Man begreift Ium'n'lth 'ml:h dass es ein gewisses
Verhiltniss zwischen den Dimensionen des L\lllltleu geben
muss, bei welchem der Winkel mit der Verticale n sich auch
bei der leisesten Rotation der Platte, geschehe sie nach der
einen oder andern Richtung, #ndern muss; es wird ein
solches sein, bei dem die Centrifugalkrifte fir sich bel
nicht stattfindender Achsendrehung des Cylinders keine
Lageveranderung hervorbriugen konnen. Wire z. B. der
Rotationskorper eine Kugel, so vermdgen sie es offenbar nicht,
und rotirt sie daher um eine Axe, tllc nicht mit der Verti-
calen zusammenfillt, so muss sie bei der geringsten Drehung
um letztere ihren Winkel mit derselben ver L]l(l(‘l‘ll Wele shes
aber das Verhiltniss der Dimensionen bei dem C 31111{1(‘1 und
andern Korpern ist, lisst sich ohne Mathematik nicht darthun,
wesshalb hieriitber das Nihere in den foleenden mathematischen
Entwickelungen, welche mit den vwrlwwvlundvn Schliissen
und Versuce h(]l in vollkommener Lebelulmllmmunn stehen.

S58)

Ehe wir diese elementaren Betrachtungen schliessen,
mogen einige Worte iiber den obigen Appamt als ein Ver-
%mtlhdnmfmmlﬂt‘l fiir die Bewegung ‘der Exde beigefiigt werden.

Die Verwhlcdmlhelt der Jahreszeiten rithrt bekanntlich
daher, dass die Axe der Irde auf der Bahn, welche sie um
die Sonne beschreibt, der Ekliptik, nicht senkrecht steht,
sondern mit einer auf der letztern senkrechten Linie, der
Axe der Ekliptik, einen Winkel von nahe 23°% 28! hildet und
bei dem Umlauf der Erde um die Sonne sich nahezu stets
parallel bleibt. Dieses Beharren der Erdaxe in ihrer Rich-
tung versinnlicht unserApparat, wenn er alsBohnenberger'scher,
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wie oben §. 3. erwihnt, auf die Platte der Centrifrugalmaschine
in der Nihe des Randes gestellt und diese in Rotation ver-
setzt wird: und die Spiralen, deren wir dort gedacht, zeigen,
was die Wirkung stirkerer Stisse sein wiirde, welche die
Erde von Aussen erhielte.. Vollkommen bliebe die Axe der
Erde sich parallel, wenn sie eine Kugel und nicht unter den
Polen abgeplattet, ein Sphiroid wire, und die Anziehungs-
kriifte der Sonne und des Mondes auf das Sphéroid nicht
eine Verinderung in der Lage seiner Drehaxe zu bewirken
suchten. Stellt Fig. 16 E den Mittelpnnkt der Erde, als I{u;l_{el
gedacht, pp' ihre Axe und zwar p den Nordpol, AA' den
Aeqnator der Erde, S die Sonne dar, so ist die Ekliptik eine
durch SE auf die Ebene pliS senkrecht stehende Iibene.
Wiire die IErde nun eine vollkommne Kugel, so wiirde jedem
Massenpunkt Q derselben auf der einen Seite dieser IKbene
ein symmetrisch gelegener auf der andern Q' entsprechen,
den man findet, wenn man sich von () eine Senkrechte auf
die Ebene gefillt und sie um ein gleiches Stiick nach der
andern Seite verlingert denkt. Da die Intfernungen SQ,
S Q' gleich sind, so ist die Anziehungskraft der Sonne fiir
beide gleich, daher hat der eine kein grisseres Bestreben sich
der Ebene der Ekliptik zu ndhern als der andere, und es re-
sultirt aus der Anziehung der Sonne nur ein Bestreben, den
Mittelpunkt der Erde ihr zu nihern, aber keine Lageverin-
derung ihrer Axe gegen die Ebene der Ekliptik. Denkt man
sich nun aber um den Aequator der Irde einen ringformigen
Whulst mit der \-'orhingehachten Kugel fest verbunden, so
dass ihre Gestalt nun die eines Sphiroids wird und ist,
Fig. 171 die Stellung der Erde zur Zeit der Sommer-Sonnen-
wende, dagegen II ihre Stellung zur Zeit der Winter-Sonnen-
wende, so ist klar, dass in I die Massenpunkte des Wulstes
A' unterhalb der Ekliptik niher an S liegen, also stirker als
die oberhalb gelegenen, angezogen werden, in Il aber diese
die niaher liegenden sind, also stirker als jene angezogen
werden. Is wird also aus beiden Wirkungen in bheiden
Stellungen ein Bestreben des Wulstes hervorgehen, die Erd-
axe auizurichten und zwar den Punkt P, in welchem der
verlingerte nordliche Theil der Erdaxe das Himmelsgewélbe
treffen wiirde (den nordlichen Himmelspol des Aequators)
dem Punkte T, in dem eine auf der Nordseite der Ikliptik
ervichtete Senkrechte E T dasselbe treflen wiirde, (dem nord-
lichen Himmelspole der Ekliptik) zu nihern, also jenen in
der Richtung P T zu bewegen. Stinde die Erde der Sonne
so gegeniiber, dass diese sich in der Ebene des Aequators
befinde, also zur Zeit der Frithlings oder Herbstes Tag
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und Nachtgleiche, so wiirde die Anziehung der Sonne auf
die oberhalb und unterhalb der E kliptik 1100011-:14:‘11 Masse n-
punkte des Wulstes offen] )ar oleich sein, andies Rantiteans
ihr keine Einwirkung auf eine Lagever uu?emn;z‘ des Wulstes
also auch nicht der Axe herv Gl'gvhen. In allen andern Stel-
lungen muss sie vorhanden sein, obwohl kleiner als in den
beiden oben gedachten. Bei der geringen. Abplattung der
Erde Am;mltmmlh‘lllmm%cr 860 Meilen, Polarhalbmesser
nahe 857 deutsche Meilen), wird man sich diesen Wulst
sehr ditnn vorstellen miissen, und die Einwirkdng, welche er
in Folge der Anziehungskraft der Sonne auf die' mit ihm
verblmdone iibrige Erdmasse zur hlfrlchtunﬁ ihrer Axe aus-
iibt, kann daher nur sehr gering sein. Da Terner die Anzie-
hungskraft im umgekehrten Verhiltnisce dr*s Onadrates
der Entfernung steht, so begreift man, dass je grésser die
Entfernung SL ist, um so kleiner “Il{l die Verschiedenheit
der Einwirkung auf die beiden Hilften des Wulstes sein.
Daher sind bei der Sonne, ungeachtet ihrer grossen Masse,
die die IXrdaxe aufrichtenden Krifte nur sehr kleme Girossen,
aus welchen indessen eine mittlere Wirkung resultirt, welclie
schon nach Verlauf eines Jahres merkbar ist. Denken wir
uns statt jener mit der Stellung der IErde zur Sonne verin-
(]("I‘l][.]l(‘ll ‘Krifte diese mittlere fortwihrend wirksam, so wird
sie in Veremnigung mit der Rotation der Erde, welche um p p,
111 der beip (hu'un einen Pfeil bezeichneten R mlltuug geschieht,
eine Bewegung des nérdlichen Himmelspols des Erd-Aequators
P Senl\rc(,Tlt zu der Verbindungslinie T P desselben mit dem
Pol der Ekliptik T hervor rofen und: zwar so, dass, von T
aus gesehen, P von der Linken zur Rechten wie der Pfeil
auf dem Bogen Pr angibt, fortschreitet und sich I’ in einem
Kreise um den Pol der Ekliptik T bewegt. Der Wulst wird
jetzt grade so auf die Erde wirken, wie ein auf dem innern
Ring “des Bohnenberger'schen Appamtcs in der Niahe des
untern Theils der Axe eingesetztes (dusserst kleines) Ueber-
Gu\mhl auf die rotirende Sbhml)c desselben, und es ist in
3 mit Riicksicht auf Fig, 7, in der eine {ibereinstimmende
Be/cwhmmn gewdhlt ist, dargethan. wie diese Bewegung
alsdann Crtolﬂ Bringt man (lcl“(‘ﬂf‘rl in dem Apparate Nr. !_,
Seite 9, die 10t11'c'11de Scheibe: theils in:die . verticale Lage
des dussern Ringes, theils unter verschiedenen Winkeln nmmu
denselben, so erhilt man gemiss dem §. 25 E 1{:1t01'tcn eine
\01s’relluntr davon, wie die Anziehungskraft der Sonne beil
ihren vm%hwdeneuStellmlgvn cegen die Ebene des Aequators
in Verbindung mit der Rotation 'ﬂeu. Wulstes auf die Seiten-
bewegung des Pols bald schwicher bald stiarker wirkt




Dem Monde wird der geringe Einfluss, den seine Masse im
Vergleich zu der Masse der Sonne auf den Aequatorwulst
dussern kann, durch seine grosse Nihe reichlich ersetzt, so
dass er jenen selbst bedeutend iibertrifft, ungefihr im Ver-
hialtniss 5 : 2; auch er sucht die Axe senkrecht auf die
Ebene seiner Bahn zu stellen, welche indessen mit der
Ekliptik nicht zusammentillt, sondern bestindig einen Winkel
von 9", 8%, 48% macht. '

Nehmen wir fiir einen Augenblick an, die Linie, in welcher
seine Bahn um die Erde die Ekliptik durchschneidet, die
Knotenlinie, falle stets mit der Durchschnittslinie des Erd-
aquators und der Ekliptik zusammen, und bezeichnet Fig. 181 E
wieder den Mittelpunkt der Erde zur Zeit des Sommer-Sol-
stitiums, wie in Fig. 171, AA' die Lage des Erdiquators, P
dessen nordlichen Himmelspol, also EP die Richtung der
Erdaxe, ET eine Senkrechte auf der Ekliptik und T ihren
nordlichen Himmelspol, ferner M M' ein auf der Knotenlinie
senkrechter Durchmesser der Mondsbahn, E L eine Senkrechte
auf der Mondsbahn und zwar L den nérdlichen Himmelspol
derselben, so wiirde die mittlere aufrichtende Kraft, welche
der Mond bei seinem Umlauf um die Erde auf den Aequator-
wulst dussert, offenbar den Himmelspol des Erdiquators P
mm derselben Richtung Pr um L treiben, wie dieses eben von
der Sonne mit Bezug auf T gezeigt worden; es wiirden sich
also beide Wirkungen mit einander verbinden. — Allein wih-
rend der Winkel der Mondsbahn gegen die Ekliptik derselben
bleibt, bleibt sich die Durchschnittslinie dieser Ebenen nicht
parallel, sie hat vielmehr eine sehr schnelle riickliufige Be-
wegung, oder der Ilimmelspol der Mondsbhahn I. bewegt sich
selbst in einem Kreise in der Richtung L L, L, I; um den Pol
der Ekliptik und kémmt erst nach einer Periode von ungefihr
18/, Jahren (genauer 679,334 mittleren Sonnentagen) an
seinen frithern Ort zuriick, so dass, wenn heute die oben
angenommene Lage statt hat, nach der Halfte dieser Periode
ungefihr 9'/, Jahren, die in Fig. 181l dargestellte Lage statt
findet. Auchin dieser erkennt man, dass der Mond den Himmels-
pol des Aequators in demselben Sinne Pr wie vorhin zu
drehen suchen wiirde, aber der Neigungswinkel der Mondsbahn
gegen den Aequator M'EA oder, was dasselbe ist, der Winkel
‘}Q\LQ EP ist jetzt grosser = TEP 4+ TEL, oder = 28° 37!,
wihrend™m der vorigen Lage = MEA = LEP = TEP
— TEL oder 18% 19" war, nnd es werden daher auch die
Entfernungen des Mondes von den beiden Theilen des Aequa-
tor-Wulstes A,A' jetzt von einander weniger verschieden
sein als in der vorigen Lage. Der Mittelwerth der aufrich-
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tenden Krifte, welche der Mond bei den emzelnen Umliufen
um die Erde auf ihre Axe iibt, veriindert sich demnach zugleich
mit dem Fortschreiten des H]mmelspules seiner Bahn auf
dem Kreise L1, L,, er ist einmal am geringsten in L, einmal
am grossten in L und zweimal in Lli1 hat er einen mittlern
Werth. Dabei ist aber zu beachten, dass in der Lage II
die anzichenden Krifte eine mehr senkrechte Richtung gegen
die Ebene des Aequators haben als in der Lage I, also auch
die aus ihnen und der Rotation des Wulstes hen orgehende
Seitenbewegung des Pols dort eine stiirkere sein wird, wie
eben bereits riicksichtlich der Sonne mittelst des Appamtcs
Nr. 3 erliutert worden ist. — Es geht hieraus ein
Schwanken des Poles P (Nutation) hervor, in Folge dessen
er bei seiner langsamen Rundbewegung um den Pol
T sich demselben bald nahert, bald '\\ltd(‘-l‘ davon ent-
fernt und eine wellenformige Linie um denselben be-
schreibt. Stellt Fig. 19 T den Pol der Ikliptik vor und
sind um T auf der Himmelskugel zwei Kreise beschrieben,
der eine 1 mit einem II&llJnun.c.u = 23°% 28!, der andere ganz
ausgezogene I, mit einem Halbmesser = ‘)0 8!, 48%, so wird
auf dem Kreise IT der Himmelspol der Mondsbahn L fort-
schreiten, dagegen der Kreis I der mittlere Ort fir den Him-
melspol des 1{'(111'1‘(013 sein. KEs seien nun L, L,, I,, I; die
verschiedenen Stellungen des erstern, und der letztere befinde
sich auf dem Kreise I in P,;, wenn jener in L, oder seine
Entfernung von P; die mittlere ist. Die Bewegung, welche
B, alsdann erhilt, ist nach dem oben Erorterten senkrecht
auf L; P, und zwar, von L, aus gesehen, von (].Bl'LlI'l]Le]l Zur
Rechten Uelwlltut und wihrend L, sich auf seinem Wege
Tl Ly Lj, 1B dem ausserst langsam fortschreitenden Pole
P zunichst von I,; bis L nihert, “dann von L nach L, und
von I, nach L., davon entfernt, endlich von L, nach L; und
L, nach L wieder nihert und dmnﬂcmaas seine LnnvuLunn*
auf P, sich andert, wird dieser nachl BarBontl. 8w, t"mfuhrt
Durch die glclchze]tlge Wirkung der Sonne wird diese epicy-
cloidale Curve in der Richtung P; P, verlangert, ohne dass
indessen die periodischen \ erinderungen in den Entfer-
nungen des Himmelspols des Aequators vom Pol der Ekliptik
sich_dadurch verinderten; die oscillatorische Bewegung hat
genau dieselbe Dauer mit der Umdrehung des Pols der Monds-
bd,lm um den Pol der E]\llptllm, neradu so als wenn das
durch die Sonne veranlasste F Urtsulueltl.‘n do&.seUJen um diesen
Pol nicht vorhanden wire. Es ist dieses ein specieller Fall
von einem fiir die Himmels-Mechanik hochst wichtigen, all-
gemeinen Principe, und, was oben von den Curven erdrtert

3
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worden ist, welches das Bild der rotirenden Scheibe des
Fessel'schen Apparates, wenn sie bereits in einer Seiten-
bewegung begriffen 1st, unter der Einwirkung einzelner Stosse
oder der Schwingungen des angehéingten Pendels beschreibt
— denen selbstredend kegelformige Bewegungen der Axe
entsprechen — bringt dieses ﬁrincip zu einer klaren Vorstellung.

Es ist hier nicht der Ort, auf die Erscheinungen alle ein-

zugehen, welche die wellenformige Bewegung des Himmels-

ols des Aequators um den Pol der Ekliptik verursacht; wir

emerken nur, dass die Durchschnittslinie beider Ebenen, die
Linie der Tag- und Nachtgleichen. offenbar in Folge derselben
eine riickliufige Bewegung, von Osten nach Westen, annehmen
muss, welche jahrlich 50%1 betrigt (Pricession), und sie ihren
Kreislauf in 256868 Jahren vollendet.
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Il Mathematische Entwickelungen.

g. 9.

“Tir nehmen den Drehpunkt 0 (Fig. 20.) als den Anfangs-
punkt dreier rechtwinkliger, im Raume fester Coordinaten-
Axen 0X, 0Y, 0Z, von denen die positive 0Z sich ver-
tical in der Richtung der Schwere erstreckt; ferner sei 0
der Anfangspunkt eines zweiten, mit dem Rotationskorper
fest verbundenen, mit ihm also zugleich sich rund drehenden,
rechtwinkligen Coordinaten-Systems, dessen eine Axe 0Oz mit
der Drehaxe des Rotationskorpers stets zusammenfillt, withrend
die Ebene der beiden andern Axen Oz, Oy die Horizontalebene
der festen Axen OX, OY in einem bestimmten Augenblick in
einer Geraden NON' schneiden mag. Die Lage der beweg-
lichen Axen gegen die festen ist alsdann bekanntlich durch
die Winkel Z0z = 9, XON = ¢ und NOr = ¢ vollkommen
bestimmt, wenn vorher die Art, wie diese Winkel gerechnet
werden sollen, festgesetzt ist. Wir nehmen an, der Winkel
S werde von der positiven Axe 0Z zu der positiven Oz ge-
rechnet und bleibe in den Grenzen 0 und 180° der Winkel
XON = ¢ werde stets von der positiven 0X aus zu der
negativen 0Y rund herum, wie der Pfeil vor ¢ angibt, ge-
rechnet, so dass sein zweiter Schenkel fiir ¢ =90 mit— 0,
fir ¢ = 180° mit — 0X, fiir ¥ = 270° mit 4 OY u. s. w.
zusammenfillt, endlich werde der Winkel ¢ (wenn ¢ positiv
ist) von der jedesmaligen Lage von ON auf der Ebene der
Oz, Oy, der Aequatorialebene, in aufwirtsgehender Richtung
(iber der Horizontalebene), wie ebenfalls durch den Pfeil
neben ¢ bezeichnet ist, rund herum bis 360° gerechnet.®) Ist
demnach $ ein spitzer Winkel wie in Fig. 20. und dreht sich
eine Linie um O in der Horizontalebene in der Richtung des
Pfeils oder der positiven ¢, so wird ihre Projection auf
die Aequatorialebene in entgegengesetzter Richtung mit der
vorausgesetzten Rotation derselben oder derjenigen, nach
welcher + ¢ gerechnet wird, fortschreiten; 1st dagegen &
stumpf, so wird unter denselben Umstinden (s. Fig. a21.) die

*) Wir haben die obige, von der frithern abweichende Richtung der
Drehung gewihlt, um Lekannte, im Folgenden . erforderliche Formeln hier
nicht zu entwickeln, und uns auf Poisson’s Lehrbuch der Mechanik beziehen
zu konnen,

3*
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Drehung der Projection in iibereinstimmendem Sinne statt-
e . 1 s . ™ .
haben. Die Cosinus der Winkel der festen Axen mit den

beweglichen, namlich

cos X0r = a, cos X0y = b, cos X0z = ¢

cos YOz = a', cos YOy = b, cos Y0z = ¢

cos Z0x = a',cos Z0y = b, cos 205 = c"
kénnen durch trigonometrische Functionen von 8, ¢, ¢ aus-
gedriickt werden, welche auf analytischem Wege*) oder
mittelst sphirischer Trigonometrie **) leicht erhalten werden.
Von den 9 Gleichungen sind diejenigen, welche fur a, 4", ¢
unter den obigen Voraussetzungen stattfinden :

a' — sin Q. sin @,

b" — sin 9. cos @, (1)
(4 cos 9. .

Bezeichnen ferner p, ¢, r die Zerlegungen der Drehungs-
geschwindigkeit um die augenblickliche Drehaxe, so ist
dS

o |
p = sin B sin §. 57 — Ccos ¢. -

: A dy . ds
sin Q. s @. by 4 sin @, T 2.)

r—d—qj——cos"-ﬁl
Sd ! it

Die allgemeinen (Euler'schen) Gleichungen der Drehungs-
bewegung sind nun
dr
C - = (4—B) pq + R
d
B =(—aym+ 0
di
dp
d_i = (A—C) qi + 7
in welchen C, B, A die Haupt-Triigheitsmomente des bewegten
Korpers gegen die Axen Her 0z, Oy, Oz wnd R, O, P die

#) Lagrange mec. anal. f, II. sect. 9. § 7. — Duhamel mee. anal,
Deutsch von Eggers. 1 Thl S. 17. — Eine besonders elegante Entwickelung
gibt Hansen Theorie der Pendelbewegung. Danzig 1853. S. 20.

##)  Poisson mec. II, ed. §. 377. Minding, Theoretische Mechanik. §. 33,
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Projectionen der #ussern, auf den Kérper einwirkenden, be-
schieunigenden Krifte auf die Ebenen 20y, 20%, yOs bezeichnen,
oder nach Poinsot (Theorie der Drehungen) die Glieder auf
der linken Seite die allgemeinen Ausdriicke eines be-
schleunigenden Kriftepaares, geschitzt nach den beweglichen
Axen 0z, Oy, Oz sind, welches erforderlich wire, um die
Axen und Grossen der den Kérmer in dem Augenblicke an-
greifenden Kriftepaare der Fortdauer der Bewegung gemiss
zu andern, und die auf der rechten Seite eben diese aus der
Schwungkraft und den #dussern Kraften entstehenden, be-
schleunigenden Kriftepaare, geschitzt nach denselben Axen,
ausdriicken. In unserm Falle ist die Schwere die einzige
beschleunigende Kraft, ihr Maass sei mit g bezeichnet. Man
kann nun entweder den in der Wirklichkeit nur anniherungs-
weise darstellbaren, speziellen IFall in Betracht ziehen, wo
bloss das Gewicht des Rotationskorpers mg diese beschleu-
nigende Kraft bildet, oder den allgemeinern, wo ein Gewicht
Mg iiberhaupt, in irgend einem Punkte der Rotationsaxe Oz
als solche wirkt. Wir fassen zunichst den letztern ins Auge
und haben, wenn 4 7 die Entfernung des gedachten Punktes
(des Schwerpunktes des beweglichen Theiles des Apparates)
von O bezeichnet, wie leicht ersichtlich ist, Mgy sin S fiir
den allcemeinen Ausdruck des Momentes dieser Kraft. Da
seine Ebene senkrecht auf der Ebene x Oy ist, so ist seine
Projection auf letztere B = 0, und da der Bau der Maschine
voraussetzt, dass 4 = B ist, so wird die erste der Euler’schen
Gleichungen |

dr
C’ﬂ:ﬂ

oder r — constans.

Dieses Resultat, einzig aus den Gleichungen B = 0 und
A = B hergeleitet, zeigt, aass, welches auch die ‘Werthe von
S, ¢, ¢ in irgend einem Augenblicke sein mdgen, die Zer-
legung r der Drehgeschwindigkeit um die augenblickliche
Drehaxe nach der Rotationsaxe Oz wihrend der ganzen Dauer
der Drehung unveriinderlich bleibt.

Indem wir nun zunichst die Erscheinungen in Betracht

ziehen, bei welchen der Winkel S sich als constant zeigt,
werden die obigen Gleichungen (2):
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= sin 9. sin Q.

sin 9. cos @.

de dy
r = ﬂ — CO0S . ﬂ
Die ersteren lassen sich den Gleichungen (1) gemiiss auch
so schreiben:
_dy

Sl JOE -”
PRyl

_d.‘;, i
—q = t'b

und zeigen, dass — p, — ¢ in diesem Falle die Zer-

legungen einer Drehung % um die Vertical-Axe
0Z, nach den Axen Oz und Oy ist, deren Zerlegung
dq’ dq} i

di: °°s SR Feie darge-

stellt ist. Bezeichnen wir durch ¢ den Werth der Rota-

nach der Axe 0z durch

: S e :
tionsgeschwindigkeit, c-l’_q; in diesem Augenblicke und nehmen
ihn als denjenigen, in welchem die Axe Or mit OX zusammen
fallt, so wird, wenn wir von ihm die Zeit ¢ anrcchnen, unter
der Voraussetzung, dass im Zustande der Bewegung sich

nichts dndert, nach Verlauf dieser Zeit (6] -c_p_ {, und wenn
¥ den $ und ¢ zugehorigen Werth der Winkelgeschwindig-

keit 7 die Vertical-Axe bezeichnet, ¥ = . ¢ sein. Fiir

die Projection @ des Momentes M g v sin & auf die Coor-
dinaten-Ebene # 0z hat man, da der Neigungswinkel desselben
(der Ebene £ 0Z) gegen letztere gleich dem Winkel NOy der
auf diesen Ebenen Senkrechten NO und 0Oy oder gleich

90 4 @. £ ist, 0— Mgysin$ cos (90 + ¢. ) = — Mgy sin 9 sin ¢ £.
Ebenso findet man fiir P, die Projection desselben Mo-
mentes auf die Ebene y 0z, da 0Ox senkrecht auf y Oz

mithin NOz oder ¢ . ¢ der Neigungswinkel dieser Ebenen ist:
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P = Mg y sin R. cos @ t.

Setzt man nun diese Werthe von Q und P, ferner den
Werth R = 0 und zugleich die Werthe, welche sich aus den
Gleichungen

— 1. sin £ sin ¢ ¢

. sln . cos gt

' — — ¢. V. sin 9 sin @t

dp
dt s
in die Euler'schen Gleichungen, so erhalt man unter Beach-
tung, dass B = A4 ist, fiir die erste, wie vorauszusehen war
0F=350

und die beiden andern geben, indem man A statt B setzt,
und den allen Gliedern gemeinschaftlichen Factor sin & her-
ausschreibt, nach einer leichten Reduction iibereinstimmend :

5. E s 9. cosg 4

sin 9 [Mg v + (C—A4) cos 32 — C. ¢. _x-I;J = (.

Geniigen &, ¢, w dieser Gleichung, so werden es zusammen-
gehirige Werthe von der oesuchten Beschaffenheit sein, fiir
Welche also der Zustand der Beweguiig, abgesehen von dem
Widerstande der Luft und der Reibung unverinderlich bleibt.

7Zu dem Ende muss entweder

e I et T

g Q=0

T

(C—A) cos 9. 92 — C ¢. w = — Myy
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§. 10.

In den Gleichungen I, und IL ist die Losung der Auf-
gabe, die wir uns zunachst gestellt, die Abhingigkeit zwischen
den beiden Drehungen um die Rotations- und die Vertical-
Axe aufzufinden, wenn ithr Winkel sich als ein unverinder-
licher zeigt, enthalten. Bevor wir sie indessen niher erértern,
wollen wir die Aufoabe noch auf eine andere, directe Art
angreifen.

Es sei wieder Fig, 22. der Drehpunkt O der Anfangspunkt
dreier rechtwinkliger, im Raume fester Coordinaten-Axen 0X,
0Y, 0Z, von denen 0Z sich in der Kichtung der Schwere
erstrecket, und zugleich der Anfangspunkt dreier rechtwink-
liger, mif dem rotirenden Korper fest verbundener Axen Ou,
Oy, Oz, von welchen Oz mit der Rotationsaxe desselben zu-
sammen falle. In dem Augenblicke, von welchem wir die
Zeit ¢ zihlen, falle die Axe Oz mit OX zusammen oder nach
Oz,, die beiden andern beweglichen Axen 0y, 0z, welche
sich alsdann in der Ebene ¥0Z befinden, mégen Oy,. 0z, und
der Winkel der letzteren mit der Vertical-Axe 3,07 — S
sein. Hat nun der Korper in diesem Augenblicke eine Winkel-

geschwindigkeit ¢ um seine Rotationsaxe und zugleich eine

andere, noch zu bestimmende Winkelgeschwindigkeit ¢ um
die Vertical-Axe der Art, dass bei Unverinderlichkeit beider
der Winkel S constant bleibt, so ist die Lage, in welche in
Folge beider das System der heweglichen Axen nach der
Zeit ¢ gelangt, bekanntlich dieselbe, als wenn diese Drehungen
nacheinander jede eine Zeit ¢ hindurch stattgefunden hitten,
Nehmen wir an, die letztere um die Vertical- Axe geschehe
zuerst und zwar wieder in der Richtung der positiven 0X zu
den negativen 0Y, so dass die beweglichen Axen nun 0z,

Or,, Oy, sind und Oz, (ON) mit 0 X den Winkel o OX =nl
bildet, so ist, weil die WinIcelgesclm-'incligkeit; dieselbe
bleibt, = ¥. ¢ Dreht sich alsdann das System um 0z,

(02) mit der Winkelgeschwindigkeit ¢ eine Zeit ¢ hindurch
aufwirts bis die Axen Oz,, Oy, die Lage Ox, Oy annehmen,

——

und der Winkel #, Oz — ¢ ist, so hat man ¢ = o. £

Denkt man sich nun von 0 aus eine Kugel beschrieben, welche

von 0Z, 0z, Oy, Oy,, Oz, Ox, in den Punkten Z, s,, y, #a

@, ¥,, geschnitten werden mag, so ist g, der Pol des Bogens

Yy, ax,, daher sind die sphérischen Dreiecke Zy, y und Zy,
eide ber y, rechtwinklig, mithin
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cos Zz = cos mzy,. cos Zy,, cos Zy — COS yy,. COS 2y,
Oder, da cos Zy, = cos (90 + &) = — sin 3

und cos y,o = cos (90 — ¢ . = sin ¢ ¢, ferner

COS Yy = COS &Tx¥, = COS P . ! 1st,
cos Zy — — sin 9. sin ¢ f, cos Zy = — sin . coS ¢!
Bezeichnen nun p, ¢, » wieder die Zerlegungen der augen-

blicklichen Drehgeschwindigkeit nach den Axen Oz, Oy, 0,
so bestehen dieselben aus den Zerlegungen der Winkelge-

schwindigkeit @ um die Rotationsaxe 0z weniger derten der

Winkelgeschwindigkeit ¢ um die Vertical - Axe, indem die
letztere bei unserer Voraussetzung von der Linken zur Rechten,
die erstere von der Rechten zur Linken geschieht. Die Zer-

legungen von @ nach den Axen Ox, Oy sind, da Oz senk-
recht auf denselben steht, beide Null. Demnach ist

0 — (-- U .sin $. sin ¢ g) —  sin®. sin ¢ ¢

By (_ Y sin 9. cos @ t) Y sin 9, sin c_]3_£

u———rp—EcosE.

Die Werthe von R, Q, P ergeben sich wie oben, und man
gelangt demnach auch mittelst ihrer und der eben fiir p, ¢, r
gefundenen, welche dieselben sind, als die §. 9 aufgestellten,
fiir die Bestimmung der Werthe von ¥, bei welchen die Fort-

o

dauer der Unverianderlichkeit von & und ¢ moglich ist, zu
denselben beiden Bedingungsgleichungen I. und IL

Skl

Untersuchen wir nun diese Gleichungen niaher. Die erste
sin © = 0 wird erfilllt, wenn & = 0 oder 180°, also die
Rotations-Axe senkrecht ist. In diesem Falle sind die Winkel-

geschwindigkeiten ¢, ¢ und ebenso das Gewicht Mg beliebig.
Um die zweite richtig zu deuten, ist zunéchst zu be-
achten, dass von den Gleichungen, aus denen sie hergeleitet

ist, nur die Gleichung

?':?p—n_;z_.cos%
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den cosinus des Winkels S enthilt. Nimmt man also die

Drehung ¢ stets als positiv oder in der Richtung von der
Rechten zur Linken um 4 0z an, so zeigt fiir einen spitzen
Winkel & in der obigen Gleichung ein positiver Werth von
¥. cos = eine Bewegung der Durchschnittslinie der Aequa-
torialebene mit der Horizontalebene auf dieser letztern von
der Linken zur Rechten um -+ 0 Z (Fig. 20), ein negativer
aber eine Drehung von der Rechten zur Linken, oder eine
mit ¢ gleichgerichtete an, dagegen bedingt fiir _einen stumpfen
Winkel & (Fig. 21) ein negativer Werth von ¥ cos 9 eine
Drehung derselben Linie auf der Horizontalebene von der
Limken zur Rechten, ein positiver von der Rechten zur Linken.

Die Gleichung IL gibt nun im Allgemeinen, so lange iiber
A — B, v, 9, keine besonderen Bastimmumgcn getroffen wer-

den, fiir ¢ zwei (reelle, oder imaginire) Werthe, nimlich

1 ot =
=03 iﬂ/%a’- ¢?— Mgy (C— 4) cos S.

(C — A4) cos S.
Ein einziger Werth hat statt

s

1. wenn S

2. wenn A

3. wenn 7y
1st.

Ist erstens & — 90°, so liegen der Schwerpunkt der be-
wegten Masse und die Rotations-Axe in der durch den Dreh-
punkt gehenden Horizontalebene. Dieser spezielle Fall ist
gemiiss dem Berichte »iiber die Preisfragen der Universitit
Bonn vom Jahre 1855 —56« von Herrn Stud. Albert
Schmitz in einer Preisschrift behandelt worden.

Ist zweitens 4 = €, so ist das Central - Ellipsoid oder
dasjenige Ellipsoid, dessen drei Hauptdurchmesser in die
durch den festen Drehpunkt gehenden Hauptdrebhaxen fallen
und der Linge nach den Quadratwurzeln aus den Haupt-

') Die merkwiirdigen Bezichungen des Central - Ellipsoids zu den roti-
renden Karpern, auf welche keine beschleunigenden Krifte wirken, finden sich
in Ohms Mechanik, §.II1. Thl. S. 223 u, f, Duhamels Lehrbuch der Mechanil,
Thl. IL §§. 82, 121 u, £ und besonders in der Schrift von Poinsot: Neu-
Theorie der Drehungen, iibersetzt von Schellbach Seite 27 u. f, erirtert.
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trigheitsmomenten 4, B, ¢ (4 = B) der bewegten Masse
proportional sein wiirde, eine Kugel.
In beiden Fillen reducirt sich die Gleichung IL auf
C¢. y=DMgy
Mgy

Der Werthy = C 3 welchen sie liefert, ergibt sich

aus demjenigen der beiden obigen Wurzelwerthe der urspriing-
lich quadratischen Gleichung, in welchem die Wurzelgrésse
das negative Zeichen hat, wenn C — A4 oder cos & = 0

. 0
gesetzt wird, und welcher alsdann unter der Form spers

scheint; der andere Wurzelwerth wird in diesen Fallen = gp.

Man sieht sofort aus dem Werthe von ¥, dass in beiden

Fallen ¥ um so kleiner ist, je grosser ¢ oder auch 4 gegen
M, und je kleiner y oder die Entfernung des Schwerpunktes
vom Drehpunkte ist, und dass die Drehung ¢ sich in eine
entgegengesetzte verwandelt, wenn y sein Zeichen andert,

Sl

Im dritten Falle wenn y = 0 ist, der Schwerpunkt also
im Unterstittzungspunkt liegt, wird unsere Hauptgleichung IL.

E((C_A) cos 9. ¥ — 4 qT) — 10

und befriedigt, wenn ¥ = 0,
."1- -(_;[-:)-

oder *ﬁ: cosS = -

ist.

Es findet also entweder gar keine Drehung ¢ statt, oder
wenn eine erfolgt, muss sie, wenn S ein spitzer Winkel 1st,
nach der einen oder andern Richtung geschehen, je nachdem

e
C < A 1st.

Ist © > 90° und € < 4, so ist die Drehung ¢ mit der
erstern im vorigen Falle iibereinstimmend; ist €' << 4 mit
der letztern.
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8.113.

Die allgemeinen Wurzelwerthe

Jiiei o it

E_Tg- C o £ i/_fl- *er— (C-4) Mgy. cos &
ZE (C = 4) cos 9

sind reell, einander gleich oder imaginir, je nachdem

1 Or_p e > .
7 P Z (C— A4) Mgy. cos % ist.

" Der erste Fall tritt stets ein, wenn von den drei Grossen
C — A, y und cos $ eine negativ und die beiden andern
positiv oder alle drei negativ sind. Is ist alsdann die mit
dem Wurzelzeichen behaftete Grosse grosser als das erste
Glied, mithin sind die in diesen Fillen méglichen Drehungen

w einander entgegengesetzt.
Der zweite Fall kann unter den eben gemachten Voraus-
: : 1 Qi St
setzungen nicht emtreten, da s C* ¢ positiv ist, sondern
nur wenn zwel der Grossen € — 4, y, cos & negativ und
die dritte positiv oder alle drei positiv sind. Ist unter den

letzt gemachten Voraussetzungen die Bedingungsgleichung
der Realitat

C: 9 >> (C — 4) Mgy cos 9

=
4

erfillt, so ist der Wurzelausdruck kleiner als é C Eund fiir

=

einen spitzen Winkel & sind die beiden méglichen Drehungen

w unter sich gleich gerichtet, sowohl wenn ¢ — 4 > 0 und
7 positiv, als wenn € — 4 <C 0 und y negativ ist; aber die
beiden erstern sind den beiden leztern entgegengesetzt. Das-
selbe gilt, wenn S stumpf und zugleich entweder ¢ — 4 > 0
und 7 negativ oder € — 4 < 0 und y positiv ist.

§. 14.
Da die Hauptgleichung II. die Drehungen 4 iiberhaupt

bestimmt, welche der bewegliche Korper um die vertikale
Axe ‘entweder bereits haben oder aber durch eine Hussere
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-

Kraft erhalten miisste, damit der Winkel & seiner Haupt-
(Rotations-) Axe mit der letztern constant bleibe, so wird
sie auch gelten, wenn der Korper um diese Axe nicht rotirt

oder ¢ — 0 ist, also fiir _%edes Centrifugal-Pendel,
in welchem eine Hauptaxe durch den festen Drohyuukt aeht

und die Trigheitsmomente ritcksichtlich der heiden andern
Hauptaxen einander gleich sind. Man erhilt alsdann

5o — Mgy
gL

— A) cos B

Die Deutung der Fille, in denen dem C{mtrifugal—l’vndc.‘l_
eine Drehung von der verlangten Beschaffenheit gegeben
werden kann oder nicht, ergibt sich aus dem Obigen leicht.

§. 15.

Nehmen wir jetzt an, dass bloss das Gewicht des Ro-
tationskorpers als beschleunigende Kraft wirkt, welches bel
der Bohnenbergischen Aufhingung und auch im Fesselschen
Apparate dann stattfindet, wenn man, ehe der Rotationskorper
mit seiner Axe in den Ring eingesetzt wird, den iibrigen
beweclichen Theil desselben durch ein Gegengewicht 1n's
G-lcicﬁge\\-'icht bringt, alsdann tritt m an die Stelle von M
und 3 oder die Entfernung seines Schwerpunktes vom Drel-
Junkte an die Stelle von y. Die Gleichung II. bietet alsdann,
je nach der Gestalt des Rotationskorpers verschiedene Eigen-
thiimlichkeiten.

Bezeichnen A’, B!, ¢' die Tragheitsmomente ritcksichtlich
seines Schwerpunktes, 4, B, C wie vorhin die Trigheits-
momente in Bezug auf den festen Drehpunkt, so hat man

1. fiir eimn Rotation s-Ellipsoid, welches 2a zur Ro-
tationsaxe und 26 zur Aquatorialaxe hat, die Gleichungen

( 2 2 [ { 1 2 2
¢ = Z mb* A =B = _m(a*+ b?)
5 b

folglich (Siehe Poisson mec. t. II. §. 344)
5 :
C:'E'm&’, A=—‘=B-——‘m< (a? 3)-!—3‘2)

mithin C——A:m[l. b2 — a?) = 9

9. fiur die Kugel, da fir sie b = a 1st,
C— A= —mat
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L]

3. fiir einen Rotations-Cylinder, dessen Halbmesser
der Basis = R und dessen Hohe — / ist,

C' = _ m R?, A’—B‘—m[__'H

)

t_\:>| —

1 R? H?
a]so 0:0:.._. RZ,AI_B: [_ e s 5'?
2m m 1 + 3 + < :I

folglich € — 4 = [ {;_ = 32]
R* _ H 0 e
Ist T oder Ti i i/% = eIns 6]
1st also /A die halbe Hohe eines gleichseitigen Dreiecks,
dessen Seite = 2 R ist, so stimmt (il[‘\t‘l Welth mit dem

obigen fiir die Kugel lleI{lIl folglich ist in diesem Falle das
lIau]}t Central-Ellipsoid fiir den C \Imdu ebenfalls eine Kugel.

4, fiur den geraden Keg L] dessen Halbmesser der
Basis = R und dessen Hohe — lf ist,

C’:%mﬂ',ff:]}’sz[ﬂ—l— ]
s 3 2
mithin = C'=_"_m R}, 4= B=_ [IP S 0?
05 50" i ] 18l

Ol =it }E’_[R*—{f _azg

/20 4
Auch dieser Werth von ¢ — 4 stimmt mit dem der
Kugel iiberein, wenn R? = %, also H dem Durchmesser der
L

Basis 2 R gleich ist,

u. s. W.
§. 16.

Setzt man nun in die Gleichung II. oder in

0 = coss. 72 1%5 v + g7 =0

d statt ¥ und fir C= 40 4 ond Gt O
M m

M m
die eben gefundenen Werthe, so ergibt sich:
1. fir das Rotations - Llhpsmd

[5 0 —a) =0 ess¥—20 5. F + g5 =0 @),

)
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2. fur die Kugel, deren Halbmesser — & 1st,

o a0 2 P e -
3% cos. D2 = bl o.y — gd =0 (IV.)
)

3. fir den Rolations-Cylinder

(B aemn ¥t — L BG G +g0=0 ()

4. fiir den geraden Kegel

3 2__]1: ilen SR 3 NPT ailes T
[E(H L ?]cob~.¢ SR Fgd=o0 (V1)

o

Von den beiden Wurzelwerthen dieser Gleichungen miissen
Apparate, welche den beziiglichen Rotationskérpern unter den
%egebenen Bedingungen eine freie Bewegung um einen festen

>unkt gestatten, den einen oder andern zeigen, so oft ® con-

stant bleibt, sei es dass die Seitendrehung y durch die vereinigte
Wirkung der urspriinglichen Rotation und des Gewichtes des
Rotationskérpers hervorgebracht wird, oder dass eine andere
Kraft die Rotation um die Verticale veranlasst. Die Werthe,
welche Versuche mit unsern Apparaten geben konnen, werden
um so kleiner gegen die bercc[mutcn ausfallen, je grosser die
ausser dem Rotationskdrper zu bewegende frem d e Masse ist;
auch entstehen durch die Anordnung der letztern riicksichtlich
der durch den Drehpunkt gehenden Lothrechten Centrifugal-
krifte, welche mehr oder weniger stérend einwirken. Man
muss daher schon desshalb darauf verzichten in bestimmten
Zahlen diese Formeln durch Versuche verificiren zu wollen,
abgesehen davon, dass ohne sehr complicirte Einrichtungen
es schwerlich moglich sein diirfte, dem Rotationskorper eine
igegebene Umdrehungsgeschwindigkeit zu ertheilen. Man
connte zu letzterm Zwecke zwar auf der Rotationsaxe ein
gezahntes Radchen anbringen und mittelst eines dagegen ge-
haltenen Kartenblattchens aus dem Tone der dann entsteht,
auf die Zahl der Umdrehungen schliessen, allein es wiirde
schwer sein, von vornherein eine bestimmte oder auch nur
nacheinander genau dieselbe Zugkraft hervorzubringen. Wie
man im Allgemeinen die Formeln verificiren kann, haben wir
oben §.7. schon fiir einige Fille dargethan, und wiirde man
ebenso fiir andere im Folgenden zu betrachtende verfahren
konnen.

Wir verweilen nicht bei der allgemeinen Discussion der
Gleichungen, sondern gehen gleich zu den besondern Voraus-
setzungen {iber.

A, Liegt der Schwerpunkt im Drehpunkt, wie in der
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Bohnenbergischen Einrichtung, ist also & = 0, so geben
unsere (rleichungen
. Fiwr das Rotations- Ellipsoid

20% ¢
b 2).cos &
Es verandert mithin vy cos S bei demselben ¢ mit 4® — &
sein Zeichen, oder die moglichen Drehungen sind fiir das ab-

geplattete und lingliche Rotations-Ellipsoid entgegengesetat.
2. Fiir die Kugel

v = 0und v = 5

v =0udy = .

Es schneidet also die Aequatorial-Ebene die Horizontal-
Ebene stets in derselben Linie, und man kann der Kugel keine
Rotation um die Verticale ertheilen, bei welcher der Winkel
ihrer Drehaxe mit derselben constant bleibt.

3. Fiir den Rotations-Cylinder

R? ¢
A* JiE
2 (w —- —-—) cos 9

w=0und ¢ =
4 3

e et e

Der letztere Werth wird = @p, wenn AT V3.

Es schuneidet also bei einem solchen Cylinder ebenfalls die

Aequatorial - Ebene die Horizontal-IEbene stets in derselben

Linie oder gibt man ithm irgend emme Rotation um die Verti-
cale, so verindert sich 3.

]i < 1 —— ot oy . . X
T f b — Vv 9 verandert cos & sein Zeichen.
Mit R ag B 1 L4

4. fiir den geraden Kegel

AHeg

Y= 0 wndy'= -

H
A g ST AV [ )
(R 4-) ,

Ist seine Hohe dem Durchmesser der Basis gleich, so
ist der zweite Werth unendlich, mithin gilt fiir einen solchen
Kegel ebenfalls das oben riicksichtlich der Kugel Bemerkte

und y cos & #ndert mit H ; 2 R sein Zeichen,
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B. Liegt der Schwerpunkt nicht im Drehpunkte, ist
aber das Gewicht des Rotationskérpers aufgehoben, wie am
Fessel'schen Apparate stattfindet, wenn durch ein Gegen-
ewicht Gleichgewicht hervorgebracht ist, so erhilt man aus
gen obigen Gleichungen, wenn man g = 0 setzt

1. fiir das Rotations-Ellipsoid
2b809

w=20 und y =

Es verindert mithin v cos & mit 5> — a2 < b d? sein

Zeichen; ist 6* — a® = 5 0% so wird der zweite Werth un-
endlich, oder keine Seitendrehung findet, wenn S constant
bleibt, statt.

2. fur die Kugel

y=0undy = —
3. fir den Cylinder

w = 0 und = E

2\2

Fiir einen spitzen Winkel $ ist -1,;'0055{0, je nachdem

T2
Hiw = : R? H? 4 .=
S A Tne IS = NI =08 st
= 18 at man 1 5 O 18t W
Ist {R{_ = _21)_ V'3 so wird der zweite Werth gleich

L vl R2g, »welcher mit dem der Kugel im Zeichen iiberein-
20% cos 9
stimmt und auch im Werthe, wenn B = —2-:~L ist
V5 ;
4, fiir den geraden Kegel

2 R ¢

-t;:.—()und_r;: _ertd
(RE—E__?_;) '-‘) cos 2

4
4
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Eine constante Rotation um die Lothrechte ist wieder
: 720 :
unméglich, wenn R? — % :%9 3. Ist I = 2R, so wird

Vv = — 3 B9 450 wie bei dem Cylinder mit dem

10 3*cos®
w der Kugel im Zeichen {ibereinstimmend und auch im
2b
Vs

1. Vergleicht man die einzelnen Werthe von in B mit
denen in A, so sieht man, dass wenn die Nenner in beiden

Werthe, wenn R = 1t.

positiv sind, das v in allen Fillen B grosser ist als in den
entsprechenden A.

. Ist der Winkel & der Rotationsaxe mit der Verti-
kalen ein rechter, so wird ein Wurzelwerth in den obigen
Gleichungen unendlich; er bezieht sich auf den Fall, wo die
Seitenbewegung wie in §. 7 eine kiinstlich ertheilte ist. Der
andere ist

1. fur das Ellipsoid :

= 2 &
' 2 6%

2. fir die Kugel ebenfadls5
1,'} =

= -&”w

Dohie it
2i..63 g
3. fiir den Rotations-Cylinder
N2 o O
= BT —
P

4. fir den geraden Kegel
G U T )

6 Bl
SR

—

Dieselben Werthe ergeben sich natiirlich, wenn der andere

Factor von #? in den Gleichungen III, V und VI Null ist.
Sie zeizen das Merkwiirdige, dass die Seitenbewegung in
diesem Falle sich gleich bleibt, welches auch die Lange der
Umdrehungsaxe (Axe der Figur) des beziigliechen Korpers
sein mag, wenn nur die andere Dimension, die Rotationsge-
schwindigkeit und die Entfernung des Schwerpunktes yom
Drehpunkte & dieselbe bleibt. Der Grund liegt unzweifelhaft

dayin, dass bei einem rechten Winkel alle Punkte eines auf
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der Rotationsaxe des Korpers senkrechten Schnittes bei der
Drehung um die Verticale eine gleiche Centrifugalkraft er-
langen. Zugleich aber zeigen sie, dass obwol die Linge der
Rotationsaxe dann nicht in Betracht kommt, die Gestalt des
Korpers keineswegs gleichgiiltig ist. Das w des Cylinders
und des Kegels ist nur dann dem der Kugel vom Halﬁmessgr
2

b gleich, wenn der Halbmesser der Basis des erstern = Ve

26 .
des letztern dagegen 7-)_ st

3

D. Setzen wir endlich ¢ = 0, so geben die obigen Glei-
chungen fiir das Centrifugal-Pendel, welches als Schwung-
korper hat

1. ein Rotations-Ellipsoid

3. einen Rotations-Cylinder
—— dJ
W= l'/g

H? R
a2 SR t=i" Y cos @
(e mig .

4. einen geraden Kegel

picil "'gﬁ
Y = 3/ H? ) :
32 4 = _-—Ri> cos 9
20 \ 4 {

Wenn also die Entfernung des Schwerpunktes des ge-

raden Kegels vom Drehpunkte dieselbe ist, so hat auch v
‘denselben Werth, der Kegel mag seine Spitze von oder zu
dem Drehpunkte wenden. 3

Ist das Centrifugal-Pendel ein mathematisches , der
Schwungkérper also nur ein materieller Punkt, so geben die
obigen Formeln, wenn in ihnen a, b, H, R gleich Null gesetzt
werden, samtlich 5
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Ve .

oder denselben Werth, der stattfindet, wenn der Schwung-
korper entweder 1. eine Kugel ist;

oder 2. ein Rotations-Cylinder, welcher zur Hohe die
halbe Hohe eines iiber dem Durchmesser seiner Basis als
Seite beschricbenen gleichseitigen Dreiecks hat;

oder endlich 3. ein gerader Kegel ist, welcher den Durch-
messer der Basis zur Hohe hat.

Haben letztere den Halbmesser der Kugel zum Halb-
messer ihrer Grundflichen und bezeichnen ¢, k ihre Inhalte,

K den Inhalt der Kugel, so ist
ppeeiis

I(:k:c=4:2:-2_ V3

Haben sie dagegen gleichen Inhalt, also bei derselben
Linge des Pendelarms auch gleiche W;rkungsfﬁhigkeit, SO
Vo % l/'g,;

Bei den vielfachen Anwendungen, welche das Centrifugal-
(conische) Pendel in der Technik hat, gebraucht man bis jetzt nur
das mit einer Kugel als Schwungkorper, und es war Huyg-
hens der Erste, welcher es untersucht hat. Lagranga,'} welcher
die von Clairaut in den Memoires der Academie des Sciences
de Tannee 1735 aufgestellte allgemeinere Theorie des Pendel-
Problems wesentlich vervollstandigt hat, findet die Ro-

| 2s

T COS &,

wﬂ

verhalten sich ihre Halbmesser wie 1:

tationsgeschwindigkeit um die Lothrechte %TCP =

in welcher Gleichung %—?, 2 g, r, & unser v, g, 8, & be-

seichnen. Auf elementarem Wege ergibt sich diese Formel
ebenfalls leicht. Denn ist Fig. 23. P der schwere Punkt von der
Masse m, O der Aufhingepunkt, O P = & der Pendelarm,
S sein Winkel mit der Verticalen O ¥, so entspricht der

Winkelgeschwindigkeit ¥, bei der die Entfernung von der
Verticalen = 1 ist, in einer Entfernung P E eine Umdre-

hungsgeschwindigkeit 2 E. 7, also eine Centrifugalkraft P F

%) Mecanique anal. t, IL sect. VIII, p. 205.
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m PR
R 0
PF. OFE=—mPE 3% 0Pcos®=m P E % 3 cos®.

Das Drehmoment des Gewichtes dagegen ist m g. P E. Soll
S constant sein, so miissen diese Momente gleich oder

= m P E 32 Thr Drehmoment gegen O 1st

Y2 3, cos § == g sein.

Man sicht aus dem Obigen, dass, abgesehen yom Wider-
stande der Luft, die Kugel durch andere der genannten Ro-
tationskérper von den bezeichneten Dimensionen ersetzt
werden konnte, und wie man die Dimensionen dieser Korper
und des Ellipsoids nehmen miisse, damit bei derselben Um-
drehungsgeschwindiglkeit und demselben Pendelarme der
Winkel mit der Verticalen grosser oder klemer als fiir die
Kugel sei. Die Formeln zeigen ferner, dass wihrend das
comsche Kueel-Pendel nur bei einem spitzen Winkel seines
Armes mit der Richtung der Schwere constant schwingen
kann, fiir die iibrigen ihre Dimensionen und der Pendelarm
auch so angenommen sein konnen, dass nur bei einem stum-
pfen Winkel eine constante Drehung moglich ist. Dass einem
rechten Winkel dagegen, wenn wir nicht voraussetzen, dass

— 0 oder die Wirkung der Schwere durch ein Gegenge-
wicht an dem verliingerten Pendelarme aufgehoben wire, in
keinem Falle eine solche stattfinden kann, ist von selbst ein-
leuchtend, und zeigen die obigen Formeln, indem cos % = 0

fiir ¢ den Werth g0 gibt. Aus demselben Grunde gibt es
fir die Korper 1, 3, 4 keine constante Drehungslage, wenn
ihre Dimensionen so beschaffen sind, dass der Factor von
cos © — 0 ist. Es sind diese Bedingungen dieselben, denen
wir bei den Formeln B begegnet sind, und es erhellet hieraus,
und aus dem in §. 7 bereits Erdrterten, dass die zweiten

—

Werthe fiir ¥ in den Formeln.4 und B den Fillen zukommen,
wo dem ganzen Apparate eine Umdrehung um die Lothlinie
in der in jenem §. bezeichneten Weise kiinstlich ertheilt wird,

wihrend die Werthe Null von ¢ den Fillen entsprechen,
wo dieses nicht geschieht. Jene beziehen sich also auf den
allgemeinen Fall des conischen Pendels, wo der Schwung-
korper ein Rotationskorper ist und zugleich um diec Axe
seiner Figur und die Verticale in Rotation gesetzt wird.

Um 5{13 obigen Resultate in dem gewdhnlichen Fall, dass
die erstere Rotation micht statt hat, fir die verschiedenen
Schwungkdrper zur Anschauung zu bringen, koénnte man sie
paarweise wie an den Armen eines Regulators an einer in die
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verticale Séule des Fessel'schen Apparates passenden Stange
aufhingen, das Ganze auf die Platte der Schwungmaschine
bringen, und, nachdem man die Stange mittelst des Schriaubchens
festgestellt und die Kurbel in Bewegung gesetzt hat, darauf
achten, wann man eine Geschwindigkeit erreicht hitte, bei
welcher keine weitere Entfernung von der Verticalen statt-
finde, und alsdann eine Gabel einfallen lassen, um die Pendel
in dieser Lage festzuhalten und die Winkel, die sie nun mit
den Verticalen bilden, zu beobachten.

§.°17.

Um dieSchwankungen, welche der Winkel & der Rota-
tionsaxe mit der Verticalaxe um einen mittlern Werth unter
Umstanden zeigt, in Betracht zu ziehen, miissen wir zu den
Eulerschen Gleichungen zuriickgreifen.

Sie sind in unserm Falle, wo 4 — B ist, gemass §. 9.:
@) Cdr =0
(2) dAdg — (C—A) rpdt = ya". Mgdi (A)
(8) ddp + (C—A) rqdt = — y0". Mgdt
ds
dit
] S iy d'q/
pa’ 4 gl =sin? g, =
ferner de" = (ag" — b'p) dt
db’ = (c"p — a''r) di
da'" = (b''r — ¢'q) dt

Zugleich ist: pb" — ga" = sin 3.

Aus den beiden ersten Gleichungen B folgt

2 5 dS’? saterptbdaliN A s d 2 » dy?
s 5 — 2 ol 3 b o WY et o b RECONE —I— FESeti®) ]
P 7 d (dt di? ( ) dt*?

und aus den drei letzten
rde'! — qdb” ik pdc”

Multiplicirt man also die Gleichungen (1), (2), (3) beziehungs-
weise mit ¢, 4, a" und addirt so findet man

C.dc"r + 4. d (b'q + a'p) =0
oder, da » == Const = # zufolge (1) ist,
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C. ne' + A4 (b'g + a"“p) = Const = [,
oder C. n¢' — A (1—¢"?) ‘fi_;;’ =L (D.)

Multiplicirt man dagegen die Gleichung (2) mit ¢ und die
Gleichung (3) mit p und addirt, so ergibt sich

1
5 4. d(p*+q) =y Mg (a'qg—b"p)dt=—) MgsinS dt=y Mg.dc"

oder A @+ q) =2y Mg. ¢" + Const=2 y Mgc" + &
oder endlich

4S? n2di? ;
Sos et SN =2 Mgy el k.

Aus D und E folgt
dt 4 V(1—")
S = VA (0—¢") @ Mgyc” + B — (Cac” —1)
. dy Cnc''—!
Ferner ist (nach D) EE =i =
Cnc' - 1
VA(l—c"? 2Mgyc+ k) — (Cne’ —1)?

Ebenso ergibt sich aus d_‘? = r + c'. fi_f,
dt di

nA (1‘__'8” ’.‘.) + (Cﬂ cl‘l‘ LR I) c.‘f H
V(I—c"). [A(1—c"?) @ Mg e+ —(Cnc"—0D7 (H)

Die Integration der Gleichungen (F), (6), () fihrt zu
elliptischen Functionen. Wir befassen uns hier nur mit der
ersten, welche wir, beachtend, dass

V(I—c")Z d9 = sin 8. d® = — d¢”
ist, auch so schreiben kénnen:

L] 1

Sy e b e ot
V4a(l—c") (2 Mgyc" +h) — (Cnc'— 1)
Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen, den wir mit
W bezeichnen wollen, bleibt so lange reell, als ¢ reell ist
und verandert sich stetig, wenn ¢/* sich stetig veréndert.
Denkt man sich nun, ohne die Zulassigkeit solcher Werthe

suniichst zu beriicksichtigen, es wachse
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; ¢ von ¢ = — @0 his ¢ = 4 @0,
S0 18t

W= on fir ¢ =— o0

W= — (Cn+1* fir ¢ = — 1

W = — (Cn+1? fir ¢ = 4 1

W= —ao fir ¢ = 4 oo

Es liegt also jedenfalls eine reelle Wurzel von W7 — 0
zwischen ¢/ = — g und ¢ =—= — 1. Nun kann aber W,
wahrend ¢’ von ¢/ = — 1 bis ¢ — + 1 wichst, nicht
fortdauernd negativ sein, weil sonst V77 mithin auch f
fortdauernd imaginir wire, die Realitit von # in der Aufgabe
aber nur Werthe von $ zwischen 0 und 180% also von ¢
zwischen — 1 und 4 1 zulisst. Zwischen ¢/ — — 1 und
¢’ = 4 1 muss es also zwei reelle Wurzeln von W geben,
eine bei der W aus dem Negativen ins Positive, eine andere
bei der W aus dem Positiven wieder ins Negative ubergeht.
Bezeichnen wir den kleinern dieser Werthe von ¢ mit ¢,
den grossern mit ¢, und die dritte ebenfalls nothwendig
reelle Wurzel des cubischen Ausdrucks, welche zwischen
— 1 und — on liegt, also stets negativ ist, mit w,, so ist,
damit ¥ W reell werde, ¢’y < ¢ < ¢, und zugleich

¢ — w; > 0. Bringen wir V2 4 M g7, den Coeefficienten
von — (¢“)® in dem obigen Integral, vor das Wurzelzeichen,
so lisst es sich demmach i folgender Form darstellen:

t_.g(}._____._.l/A dci;
2Mgys V—(c"—c™) (¢ —c";) (e —w;)
Substituirt man hierin fiir ¢/ den Werth
¢l ey — (", — C”i),
AT E 5 e, — o't 3
dividirt durch ¢, — w,, und setzt ——— L = }% so er-
c o T ‘203

gibt sich

g dz
t—10 =4} 4 m____f -
; V?Mg;’ Vie', —w,J VI =" VI i
also

Z = sin am. l/f’lggz (e's — w,). (t—19),

fiir welchen Ausdruck wir der Kiirze wegen
& = sin am. u
setzen. Mithin erhilt man fiir ¢
el e ¢y) sin® am wu
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Wenn # = 0, hat ¢ seinen griossten Werth ¢/,, mithin
Winkel & seinen kleinsten. Ist # = K, wo K bekanntlich das
obige Integral zwischen den Grenzen # = 0 und # = + 1
bezeichnet, so hat ¢ seinen kleinsten Werth ¢”,, also 9 seinen
grossten. So oft das Argument # um 2 K zunimmt, welches
1

May . . o

5 (¢ w3)
erhalt ¢’ wieder denselben Werth, also auch 9, welches
auch der augenblickliche Werth von & sein mag.
Der Winkel & der Rotationsaxe mit der Verticalen verindert

wichst,

geschieht, wenn die Zeit um 2K l/

sich also periodisch und schwankt in der Zeitperiode 0]

zwischen seinem kleinsten und grossten Werthe.

Wollte man die Wurzeln ¢“,, ¢“,, w; selbst durch die
Coefficienten des Ausdruckes W darstellen, so hat man be-
kanntlich, wenn

W=3s*+ 83> —lzs—c¢c =0
gesetzt wird, diese Gleichung zuerst auf die Form
¥ —by—c¢ =0

: ./ VR EE) p
zu bringen und cos & = Tc)_ l//(_;) zu setzen, indem man
o b!

alsdann fiir die Wurzeln dieser Gleichung

< b 1
V=3 ZUTCoB e
e
ATy ¥ w4+ e\
nerle s e el (“s—)
e e TR P Y
Y =2 | -3—008 (2 T;_—E =—2 -g—-cos 7;___3)
findet, und die Wurzeln von W = 0, einzeln den letzern

weniger 2 gleich sind.
)

$. 18,

Im Falle anf den Rotationskérper im Anfange seiner
Bewegung durchaus keine anderen bewegenden Krifte wirken,
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als solche, welche gemeinsam ihm eine Drehgeschwindighkeit
n um seine Axe ertheilen und er alsdann allein dem Einflusse
der beschleunigenden Kraft und der Trigkeit iiberlassen ist,
— wie gewohnlich beiunsern Apparaten — lassen sich ohne
Schwierigkeit die Bedingungen auffinden, damit die ge-
dachten Schwankungen fortdanernd sehr klein bleiben.

Es ist nimlich in diesem Falle im Anfange der Bewe-

d e I e 2 :
gung d_c{ = 0, mithin gibt die Gleichung D im vorigen §.:
Cnmci—

wenn ¢y = cos 9, dem anfinglichen Winkel S zugehdrt.

Ebenso ist in diesem Augenblicke p = 0, und ¢ = 0,
mithin gibt die Gleichung 4 (p* + ¢°) = 2 Mgyc', + A
fiir & den Werth — 2 Mgy ¢,. Substituirt man diese Werthe
fiir / und A in Gleichung F, so erhilt man

V(l A c:u) dsS —
TV 40— e 2y @ o) — o (@ — e e

oder

de' — —7}[_4 (1— ¢ %) 2 Mgy — C*n? (¢ c”)] (el — ¢ )t . d ¢ (1))

Hat man aber einen Ausdruck von der Form
du — dx. fu,

. dPu 1 du du du
BOMISE = el AR e e N S e
; dzt v dx d’.r) dx (d:r) 4 —d&g’

AL u

d u

mithin gemiass der Reihe
du d*u d 2? d'u d z*
"__“u=_‘d‘1'. * + T — ..

% T e g Rt D

u ein Maximum, wenn fu = 0 und fw. _d& negativ, dagegen
u

% ein Minimum, wenn fu = 0 und zugleich fu. df posi-
' u
tiv ist.

In unserm Falle wird f# = 0, wenn entweder ¢/ — ¢", = ()
oder 4 (1 —¢"%)2 Mgy — C?n? (¢! — ¢") = 0

1st. Bezeichnet man ferner den Factor in der grossen Klammer
i der Gleichung J der Kiirze wegen mit K, so ist

2




h‘)

' 1._
[4,41149”** + ¢ n*]ff (¢ — ¢) 7,

~=fe Bt
4 AMgyc” + C*n?) (¢" — ¢")

= ¢, reducirt sich dieser Ausdruck, da
K=A( —¢"% 2Mgy — *n* (¢ — e is.
auf :.i_. (1 — ¢4 Mgy, mithin gibt ¢ = ¢,* fiir ein posi-

tives ¢ ein Minimum.

Setzt man K = 0 und bezeichnet die Wurzeln dieser
Gleichung mit ¢,, so ergibt sich:

C* n? C2n%c,” C? n?
"2";:““‘4;411197""/1'!" “g_‘l" :

164> M? g* 17

: M
oder, wenn man der Kiirze wegen — l und

A
i O e el
AR 4 AMgy

setzt, ¢! = — 8+ VI + 28" + g
~ Macht man dleselbe Substitution in

f— 2 [4A -[”ng” i Oﬁnﬁ] (C” e CIH),

mdem man mit 4A M gy multiplicirt und dividirt, so erhalt

man = e E}:_q (C“ + tgz) (C” 8 Ci”)°

Der negative Werth von e¢,” ist grosser als 1, mithin
nicht ,culaasw Substituirt man den a.ndern mit qultwem
: Wm?elwu,hen fur ¢, so wird der letztere Ausdruc

__lﬁ/l +2ﬁzcul + Bt [——~§2—C":+l/1+2{330”1+‘31J

also, da




60

| TH2EE 8= /@F )+ (L — ) > 84 o

ist, negatiy, folglich gibt
¢ =—p8+ VIFIge, + ¢

=—rrasn[i-dlogy

ein Maximum.

Der Ausdruck 28 G H“]c,”’) ist sehr klein
(L + 89
1. wenn ¢, nahe = 1 d. h. die Rotationsaxe sehr wenig
von der verticalen Lage abweicht, und g nicht gleich Null ist,

2. wenn der urspriingliche Winkel mit der Verticalen,
also ¢y beliebig, aber g*unendlich gross ist, welches um so
mehr der Fall ist, je grosser die Umdrehungsgeschwindig-
keit n, je kleiner (iie Tntfernung des Schwerpunktes vom
Drehpunkte 7, ({e kleiner ferner das Gewicht des Rotations-
kérpers Mg und je grosser endlich das Tragheits-Moment C
riicksichtlich der Rotationsaxe gegen das Tragheits- Moment
A ricksichtlich der auf ihr senkrechten Axe, oder je kleiner
jene Axe gegen diese ist.

Die Experimente mit dem Fesselschen Apparate besti-
tigen alle diese Bedingungen und wiirden es noch mehr, wenn
die fremde mitzubewegende Masse nicht vorhanden wire.

In den beiden Fialllen (1) und (2) kénnen die héhern
Potenzen des gedachten Ausdruckes vernachldssigt werden,
und man erhilt

it = 1 — ‘32 a—-c)

1+ 8

also ¢y — ¢y =1 — ¢ — fafll o0
1 + 8¢
ein Unterschied, welcher in den gedachten beiden Fallen so
klein werden kann, als man will.

Will man in dem ersten Falle den Winkel 9, selbst aus-
driicken, welcher dem maximum ¢', entspricht, und bezeichnet
man den dem minimum ¢“1 zugehorigen Winkel mit 9,, so
gelangt man dazu mittelst des Ausdrucks

¢? =1 — 52 (]-h"’ 0”1)
14 8’

indem manin demselben, da $, und 9, beide sehr klein sind,
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2 2
1 -—.%‘! fir ¢/, und 1 — %.2‘_ fiir ¢/, substistuirt, Man er-

halt alsdann
§ e PuDie
2 VeEwn 5

Es ist dieser Grenzwerth derselbe, welchen Poisson in
seinem traité de méeanique t. 1L §. 431 aus der Gleichung

Z
J herleitet, indem er in ihr unmittelbar 1 — % fiir ¢ und

SRt L 2 Cin?
1 —2L fiir ¢, substituirt und g* fir ———

2 4 AMgy

Wir verweilen hierbei nicht, sondern verweisen auf das
bezocene Werk, wo man auch die angenaherten Werthe fiir
S unffi ¢ in { findet, welche sich ergeben, wenn man unter
den gemachten Voraussetzungen im ersten Falle & = S, sin ¥,
im zweiten S = 9, — %, wo u eine sehr kleine Grosse ist,
deren hohere Potenzen als «? zu vernachlissigen sind, in den

ds

Ausdriicken fiir S und % substituirt und integrirt. Da

Poisson und ebenso Andere, welche nach ihm verfahren sind,
7. B. Ohm in seiner Mechanik IIL. Theil S. 316, die obigen
Untersuchungen ither die Bedingungen, unter welchen u auch
im zweiten Falle sehr klein bleibet, nicht anstellt, so ist er
enéthigt, diese Moglichkeit von vornherein anzunehmen und
det die Bedingungen erst nach vollzogener Integration.
Der von uns eingeschlagene Weg rechtfertigt diese Annahme,
und kiirzt zugleich die Integration ab, indem er sofort ge-
stattet, fir cos 9, + 4 B? oder wie Poisson schreibt, fur
cos « 4+ 4 B* bloss 4 §* zu setzen.

setzt,




	[Seite]
	Seite 3
	I. Die Apparate.
	[Seite]
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10

	II. Die Versuche und ihre elementare Erklärung.
	[Seite]
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	Seite 29
	Seite 30
	Seite 31
	Seite 32
	Seite 33
	Seite 34

	III. Mathematische Entwickelungen.
	[Seite]
	Seite 36
	Seite 37
	Seite 38
	Seite 39
	Seite 40
	Seite 41
	Seite 42
	Seite 43
	Seite 44
	Seite 45
	Seite 46
	Seite 47
	Seite 48
	Seite 49
	Seite 50
	Seite 51
	Seite 52
	Seite 53
	Seite 54
	Seite 55
	Seite 56
	Seite 57
	Seite 58
	Seite 59
	Seite 60
	Seite 61


