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Discussiou de quelques courbes enveloppes .

i

1. L ' equation
F f> , ff, c) = 0 ,

represente une ligne determinee tant que Ia constante c a une valeur
determinee . Mais si nous faisons parcourir k c toutes les valeurs
possibles , nous obteiions une infinite de lignes differentes mais de
meme Familie , dont chaeune correspond ä une valeur particuliere de c .
Le lieu geometrique qui touclie toutes ccs lignes , est appele la
ligne enveloppe ou l ' enveloppe des courbes F (j , ff , c ) = 0 , qui
alors prennent le nom de lignes enveloppees ; et la constante c est
nommre le paramelre .

Pour trouver l ' equation <& ( x , ff ) = 0 , ou y = rp {x) , de
l ' enveloppe,, supposons d ' abord l ' equation des courbes donnees , ecrite
sous la forme ."•

ff = f ( x . c ) .
Chaque point de l ' enveloppe etant le point de contact de l ' en¬

veloppe avec une des courbes enveloppees , il faut que pour chaque
x , ff de l ' enveloppe il existe les deux equations

f { x ) = tp {_x ) , , ( I )
et

JL = k ( U )
dx dx '

Ces deux equations ne contiennent d ' autres variables que x et c \
donc , si nous deterrainons c eri fonetion de x au moyen de la
seconde equation et que nous substituions cette fonetion de x dans
la premiere equation , celle - ci ne contiendra plus que Ia variable x .
Mais corarae les deux equations subsistent pour toutes les valeurs
de x appartenant ä l ' enveloppe , l ' equation resultante en x devra
etre satisfaite par une infinite de valeurs de x , c ' est ä dire qu ' elle
sera identique ; il faut donc

Cette equation differe essentielleraent de l ' equation ( II ) puis -
que dans ( III ) Ia quantitö c contenue dans f , est necessairement
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( V)

fonction de x ( a cause de ( II ) ) , tandis que dans ( II ) eile est
cvidemment consideree comme constante par rapport ä x . Par
consequent l ' equation ( III ) devra s ' ecrire

df_ de , ( df\ dy riy .
de ' dx \ dx) dx ' L J

oft ( J | est maintenant la meine chose que —L dans l ' equation ( II ) .
\ dxj ix v-

Les equations ( II ) et ( IV ) fournissent
*£. . ** == 0 •
de dx

et comme c contient necessairement x , il faut

4 - = 0 .de
Cette equation exprime la relation entre l 'abscisse x d ' un point

de l ' enveloppe et la variable c appartenant ä la courbe individuelle
qui touclie l ' enveloppe en ce point . Donc si nous faisons parcourir
a c toutes les valeurs possibles , cette equation nous fournira les x
correspondants de l ' enveloppe , et comme chaeun de ces points
appartient en meine temps ä la courbe individuelle donnee par la
meme valeur de c , nous aurons lesy de ces points en substituant
ces valeurs de c et de x dans l ' equation y = f [ x, c ) . II s ' ensuit
que les deux equations

fx = ° ' ? ffyc ) ,
nous fournissent tous les points de l 'enveloppe , c' est ä dire que
les x , y qui satisfont ä la fois ä ces equations pour la meme
valeur de c , appartiennent au meme point de l ' enveloppe . Donc ,
si nous t' liminons c entre ces equations , l ' equation resultante en x , y
exprimera la relation qui existe entre les coordonnees d ' un point
quelconque de l ' enveloppe , ou en d 'autres termes , eile sera
l ' equation de cette ligne .

Reprenons maintenant le cas ordinaire , oü la courbe enveloppee
est donnee au moyen de l ' equation

F Or, y , c) = 0 .
Si dans cette equation nous mettons pour y sa valeur f ( x , c ) ,
eile sera ev.idemment identique ; donc

** + f!l . dl = 0 .
dx dy dx

Mais pour les points de l ' enveloppe c est une fonction de x
determinee par l ' equation ( V ) ; 011 a donc :

' dF \ , rfF rfc
Kdx J de ' dx ' dy

d¥ \ fdy \ , dy fcl . _ Q
l \ dxj "•" de ' dxl



A cause de ( V ) , cette equation se reduit ä
rfF
dx dy

rfF

dg
dx dx ( VI )

rfF
' de '

. dJL
dy dx "1

. et 4L
dx dy

pressions que dans l ' equation derivee de la courbe enveloppee

Or , dans la partie -—dx

comme constante , donc

+
rfF

rfF la variable c est considerce

sont absolument les memes ex -

■£ + 1 - 1 = 0 , ( VU )
et comme , ä cause de ( II ) , la derivee JL appartenant a l ' enveloppedx
est egale ä la derivee appartenant ä l ' enveloppee qui la touche au
point x , y , l ' equation ( Xll ) reduit l ' equation ( VI ) a

rfF
de dx

d ' oü
de

Par conseqnent on obtient l ' equation de l ' enveloppe en eliminant
c entre les deux equations

F ( x , y , e ) = 0 , g 0 .

II s ' en suit immediatement qu ' il n ' existe pas de courbe enve -
loppe , lorsque la courbe enveloppee est algebrique par rapport a e et
que son equation n ' est que du premier degro en c , puisqu 'alors

rfF
l 'equation _ _ = 0 ne contient plus c.de

Si au Jieu d ' un seul parametre , la courbe enveloppee dt;pend
de n parametres , ces constantes dependent generalement entre elles
au moyen de n — 1 equations , de sorte qu ' il n 'en reste qu ' une seule
arbitraire . Au moyen de ces equations on exprimera alors toutes
les constantes variables en fonetion d ' une d ' elles , et ces expressions
substituees dans F ( x , y ) = 0 , fourniront alors une equation qui
ne renfermera plus qu ' une seule constante arbitraire .

2 . Si l ' equation F = 0 est du deuxieme degre en c , on peut
ecrire immediatement l ' equation de l ' enveloppe . On a en effet

F = kc 1 + Bc + C = 0 ;
d ' oü ^ L = 2Ac + B = 0 ,rfc

B
2Ä *



ce qui , Substitut' dans la premiere equation , fournit
B 2 B 2
4A 2A + C = 0 ,

ou
B 2 = 4AC . ( VIII )

3 . Pour construire I ' enveloppe par points , observons que
l ' equation F ix , y, c ) = 0 , resolue par rapport a c , fournit les
valeurs de c appartenant aux courbes individuelles qui passent par
un point donne quelconque x , y du plan . Mais pour les points

jp
x , y de I ' enveloppe nous avons en outre l ' equation — = 0 , cede
qui signifie que pour ces points l ' equation F = 0 , a deux racines
c egales ; ou en d 'autres termes , que parmi les courbes individuelles
qui passent par un point de I ' enveloppe il y en a toujours deux
qui eoineident . Reciproquement , des que parmi les courbes enve¬
loppees qui passent par un point donne , il y a ena deux qui eoin¬
eident, ce point est un point de I 'enveloppe . Cette propriete peut
aussi s ' enoncer de la rnaniere suivante :

Au point qu ' elle a de commun avec I' enveloppe ^ chaque courbe
enveloppee est couptie par une courbe enveloppee de moins que
dans tous les autres points ; ou bien , en separant les racines ima -
ginaires de l 'equation F ( x , y , c ) = 0 : Si F est d ' un degre pair
en c , chaque enveloppee est coupee dans Ie point de contact avec
I ' enveloppe par un norabre pair d ' enveloppees , qui peut etre zero .
Mais si F est d 'un degre impair , Ie nombre des enveloppees qui
coupent une enveloppee en un point de I ' enveloppe , est toujours
impair .

4 . Appliquons maintenant ces considerations generales ä la
recherche de quelques courbes particulieres :

I .
Les lignes enveloppees sont des droites donnees au moyen des
relations entre les distances de deux ou plusicurs points fixes a

ces droites .

Je designerai ces points dans la figuie par P ' , P " , etc .,
leurs coordonnees par x ' , y ' ; x " , y " etc . et les distances correspon -
dantes par p ' , p " etc ; la droite variable , niarquee dans la figure
par MN , sera representee par l ' equation

y = §x + b .
5 . La somme des carres des distances de deux points ä la

droite est constante et egale ä 2o J.



Nous avons lcs equations
y = ßx + b ,

(y' - ßx - h) 4 (f - ßx ' - b ) 2
i + ß 2 2a 2.

L ' elimination de b fournit :
tf _ ßx' - y + ßx) 2 + (> " - ßx ' - y + ßx) 2 = 2a 2 ( 1 + ß *) ,

ou
ß >[ 2a * — Q/ - s) 2 — Or - x ) 2] + 2ß [ (y ' - y) (x - x) + (y " - y)

&" - s)l - lQ/ - yy + W ' - fy - W ] = 0 .
De la on obtient pour l ' equation de l' enveloppe ( numero 2 . ) ,
[ <y - y ) 0 '- * ) 4 - iy" - y ) ( x" - ^ ] 2 — [ ( y - yy + (y " - y) - 2a '2]

X [ (V - x ) 2 + ( x " ~ x ) 2 — 2a 2] = 0 ;
d ' oü
[ (y — y ) ( x " * ■x) — ( y " - - yy- y -) (.x - x ) Y - 2a 2 l ( y - yy + ty -

+ (.x — xy + Cr " — x ) 2] + 4a 4 = 0 ,
l' equation d ' une ellipse ou d ' une hyperbole . Pour la simplifier , il
suffit de remarquer que jusqu ' a present les axes des coordoune'es
ont ete tont ä fait iudctermines ; pour les determiner par rapport
aux points fixes nous pouvons donc faire trois suppositions arbi -
traires . Or , il conviendra de poser

x = 0 , x = 0 , y = — y ,
ce qui reduit l ' equation ;\

ay + ta 2 - y 2yx 2 = a 2 ( a 2 - y J y
La courbe cherchee est donc une ellipse ou une . hyperbole

selon que a est plus grand ou plus petit quey ' , c ' est a dire selon
que la double somme donnee des carres des distances est plus grande
ou plus petite que le carre de la distance entre les deux points
fixes . Les demi - axes sont a et V a 2 — y ' 2, et l ' excentricite est y ' .

Donc , si sur le petit- axe de l 'ellipse ou sur faxe imaginaire
de Vhyperbole on prend deux points dont les distances au centre
sont egales ä l ' excentricite , la somme des carres des perpendicu -
laires abaissees de ces points sur une tangente , est constamment
egale au double carre du demi - grand - axe (jou du demi- axe reelj .

Le probleme precedent se resout aussi directcinent au moyen
de la figure .

Par le milieu 0 de P ' P " ( fig . I . ) menons A B perpendiculaire ä
P ' P " , faisons OA = OB = OP ' , et des points P , P " , B , abais -
sons les perpendiculaires P ' D , V " Q , BH , sur SIN . Nous aurons
alors

P ' D 2 -r. P " G 2 = 2ö - ;
uiais

P D 2 = P ' H 2 — D H 2, P ' G = P " H 2 - G H « ;



donc «
P ' H 2 + P ' H 2 - ( DH 2 4- GH 2) — 2a 2.

Et comme DH = P ' B sin P ' BH ,
GH = P " B sin BP ' G = P ' B cos P ' BH , -

nous aurons
2 « 2 == P ' H 2 + P ' H 2 — P ' B 2 = P ' H 2 + P " H 2 - 2y ' 2,

ou bien
P ' H 2 + P " H " == 2a 2 — 2t/ ' 2,

cc qui prouve que le lieu geometrique du point H est un cercle qui
I/ o « 2 + 2 ?/ 2 __ 2i/ 2

a pour centre le point 0 et pour rayon -----—— •!—- — * = a .

Et puisque H est le pied de la perpendiculaire abaissee du point B
sur la tangente , il s ' ensuit que MN est tangente a l ' ellipse ou
l ' hyperbole dont B et A sont les foyers , y l ' excentricite et a et

2 les demi - axes . "V a 2 V
Corollaire . La droite , dont les distances aux deux points fixes

sont p ' , p ", est tangente commune aux deux cercles dont P et P"
sont les centres et p , p ' les rayons ; et comme entre ces rayons il
existe la relation p ' z -)- p "2 = 2a 2, ces cercles se coupent sur la

circonference qui a le milieu de P ' P " pour centre et \ / ~a 2
P ' P '

pour rayon . Donc , si Von a deux groupes de cercles concen -
triques et que Von cherche les droiles touchant u In fois deux
cercles qui se coupent sur une circonference donnce dont le centre
est au milieu de la droite qui Joint les deux centres , toutes ces
droiles envelopperont une ellipse ou une hyperbole de meine centre
que la circonference .

6 . Au lieu de deux points fixes on peut prendre un nombre
u quelconque de points . L ' equation de l ' enveloppe sera alors

(2 {y ' — yf — na 2) ( 2 (V — x ) 2 - fiO 2) = ( 2 ( y — y ) ( x - x ) ) 2
ou

(*V — fxa * ( 2 O ' — x ) 2 + 2 ( q — q ) 2) + 2 ( <?' — q ) 2 fe " - x ) 2
= 22 {y — y ) [ x — x ) {y — y ~) ( x " — x ) ,

pV - F a 2( 2 ix - xy -f- 2 (y — yY ) + 2 [ ( y ' - y) {x < _ *)
- (y " - y ) ( x — xy ] = Q ,

une equation qui , toutes les reduetions faites , ne surpassera pas le
deuxieme degre .

Le resultat precedent n ' est pas change si Ton remplace les
perpendiculaires par des droites qui fönt un angle donne avec la
droite variable , car cela revient ä supposer la quantite a 2 multi -
pliee par le carre du sinus de cet angle .



7 . La difference des carres des distances de deux points ä
la droitc est constante . .

Les equations sont
. y = $ x + b ,

(y' - ßx ' - b ^ _ (y ' - ßx ' - b ) 2 _ - •
1 + ß 2 1 + ß 2

D ' oü l ' on obtient pour l ' cquation de Penveloppe
[y x — y" x " — y O ' — x " ) — x (y — y " ) ] 2

= [ y ' 2 - y " 2 - 2y ( y ' - f ) - a 2] [x 2 - x 2 - 2x ( x - x ") - a 2] .
II est facile de voir que c' est l ' cquation d ' une parabole . Pour

la simplifier il faut donc faire disparaitre les termes en y et en x 2,
ce qui a lieu lorsqu ' on pose

y' = y " = 0 ,
d ' oü

y 2 {x — # " ) 2 = — a 2 [x' 2 — x " 2 — 2x ( x — x ") — a 2] ,
ou

y '2 = 2 ^
a ~

x — a 2 X — X Oi

x " — x ' ( x — x" y~
Pour ramener cette equation a la forme ordinaire on n 'a qu ' ä

poser
x 2 — x 2 = a ,

ce qui donne
»«

r = 2 -7
sr

x — x x ,

ou bien , si l 'on observe que x ■— x " est , independamment dif choix
de l ' origine des coordonnees , la distance d des deux points ,

y 2 = 2 alx ,
l ' equatlon d ' une parabole dont Taxe est la droite qui Joint les deux

points donnes et dont le parametre est egal ä2 — .

Pour trouverlesommet de la parabole , il faut resoudre l ' equation

ce qui donne
x ' 2 — x " "' = a 2,

x 4 - x " = - T-x
et comme on a encore

x — x " = d ,



on obtient

I

x = H$ + d)
Donc le sommet se trouve plus pres du point P " que du poitit

P ' ; de plus il se trouve entre les deux points ou sur Je prolon -
gement de fa droite qui les Joint , selon que a est plus petit on plus
grand que rf ; la concavitc de la parabole est toujours tournee vers

le point P ' ; la distance du foyer au sommet est —------ et le foyer2 d
lui - meme se trouve au milieu de P ' P" .

Reciproquement , si la parabole est donnee , on connait le rap -
a 1

port — , mais une des quantites a et d reste arbitraire : les deuxd
points P ' et P " seront donc construits en portant sur l ' axe de la para¬
bole a partir du foyer deux distances egales mais arbitraires . Ce
qui fournit le theoreme suivant : Si sur l' axe d 'une parabole on
prend deux points quelconques egalement distants du foyer , la
difference des carres des perpendiculaires abaissees de ces points
sur les tangenles sera constante et egale au produü du parametre
par la distance entre les deux poinls .

Pour resoudre le probleme precedent sans le secours de la
geometrie analytique , soit encore 0 ( fig . II ) le milieu de la droite
P ' P " . Nous aurons alors

PA 2 — P " B 2 = a 2 ;
mais

PA 2 = PC 2 — AC 2
P " B a == PC 2 — BC 2 ,

donc , en observant que C est le milieu de AB ,
PC 2 — P " C 2 = a 2 ;

c' est ä dire , que le lieu geometrique du point C est une droite
perpendiculaire ä P ' P ; /. Par consequent la droite MN est tangente
a une parabole dont 0 est le foyer et dont cette perpendiculaire
est la tangente au sommet . Les constantes de la parabole se
determineront facilement au moyen de la iigure .

Ce probleme fournit evidemment un theoreme analogue au
corrollaire du numero precedent , avec la difference que les cercles
se coupent sur une perpendiculaire ä la droite qui Joint les deux
centres .

8 . La distance d 'un point P " est moyenne proportionnelle
entre les distances de deux autres points P ' , P " ä la droite .



Les equations sont
y — ßx + b ,

>/ — ßx — b y — ßx ö _ (y " - ßx " - bf ,
± " t + l + ß *

d 'oü l 'on tire
(y — y — ß {x' — x ) ) ( y '— y — ß ( x - x ) ) = ± {f — y - ß ( x " - x) ) \

Dans cette equation il faut prendre le signe inferieur quand
on suppose que la droite passe toujours entre les deux pointsP ' , P ';
mais on prendra le signe superieur lorsqu ' on veut que la droite
coupe le prolongement de P ' P ' .

L 'equation de l ' enveloppe sera
[ ( x 1 - x) (y' - y) + ix " - x) (y ' - y ) + 2 (x '" - x) (y 1" - y) ] 2

= 4 [ ( x ' - x ) ( x " - x ~) + ( x 1" - x ) 2] [ (y ' - yXy " - y ) + ( y 1" - y ) 2] ,
d ' oü , en developpant ,

y 2 [ ( x ' + x " T 2x ' " f - ( 4 + 4 ) ( x ' x " + x ' " ^ ] — 2xy ( x ' + x " + 2x ' " )
( y 1+ y " T 1y ' " ) + * 2 W + V " + 2y " 0 2 - ( 4 + 4 ) C? ' q " + j ' " 2) ]
— 2y [ ( y 'x " -hx ' y " T 2 x , " y ' " ) ix ' + x " + 2x ' " -) — 2 { x ' x " + # ' " 2)
ty ' + y " + 2y ' " ) ] - 2x [ <y ' x " + x 'y " + 2x " 'y ' " ) Cy ' + y " ± 2y <" )
- 2 ( y ' y " + y " "-2) (x ' + x " + 2x " ' ) ] + {x 'y " + y ' x " + 2 # ' " y ' " ) 2

- 40 V + x " ' - ) ( y 'y " + y " ' 2) == 0 . ( IX )
Pour faire disparaitre le terme en xy il faut poser

x ' + x " + 2x ' " = 0 , CX )
ou

y ' + y " =F2y ' " = 0 . (XI )
Comme la double . ordonnee du milieu C ( fig . HI .)

de la droite P ' P " est exprimee par (y ' -r - y " ) , l ' equation ( XI .)
exige que cette ordonnee soit egale a l ' ördonnee du troisieme
point prise avec son signe ou avec le signe contraire . Pour le
signe superieur il faut donc placer l 'axe des x parallele ä la
droite CP ' " ; mais pour le signe inferieur Taxe des x passera
par le milieu K de CP ' " . De lä on voit . que pour le signe infe¬
rieur les deux conditions ( X et XI ) peuvent etre remplies a la
fois , ce qui se fait en placant l ' origine des coordonnees au point
K . Mais pour le signe superieur on ne peut remplir qu ' une seule
de ces conditions , parceque les deux axes des coordonnees ne
peuvent pas etre paralleles a la meme droite . La derniere remarque
suit aussi immediatement de l ' equation ( IX ) , de la quelle leg
deux conditions employees ä la fois , feraient disparaitre tous les
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termes variables et la rcduiraicnt ainsi a une equation entre des
grandeurs donnees .

D ' apres cela il est evident que la difference des signes apporte
aussi une difference dans les courbes , de sorte qu ' il faut discuter
les deux cas separenient .

A . Pour le signe superieur l ' equation ( IX ) combinee avec
CXI ) devient
y \ x ' + x " - 2x ' " ) 2 — 2y [y ' x " + x 'y " — x " ' {y > + y " -) ] ( x ' + x " - 2x " 0

— xO/ — y " f O ' + x " — 2x " ' ) + - [x 'y " + x "y ' — x " ' (y l -\- y " ) f
+ ( x ' x " — at " 0 ( y ' — y " y1 = 0 ,

l ' equation d ' une parabole , doht il faut encore faire disparaitre le
terme en y et le terme constant . Pour y ■ parvenir il faut poser

y 'x " + x 'y " — x ' " ( y ' + y " ) = 0 ( XII )
et

x 'x " ~ x " ' 2 = 0 ,

car la supposition q ' — q " ■= 0 exigerait que les trois points
fussent en ligne droite .

Ces deux equations fournissent successivement
x ' x " ( y ' + y " Y = Cy 'x " + x 'y " ) 2,

Qy ' 2x " - f/ ' ^x ' Xx ' - x " ) = 0 .
Le second facteur x ' — x " ne peut pas , en general , s ' evanouir ,
puisque la direction de Taxe des y est dejä deterrainee , tandis que
cette condition exigerait que cet axe füt parallele ä P ' P " ; il faut
donc

La position des axes des coordonnees est donc determinee au
moyen des trois equations

y ' + y " = 2y ' "

y ' 2x " = y m x ' .
Pour construire la seconde de ces equations qui fournira la

tangente au sommetdela parabole , il suffit de chercher le quatrie -
me point S harmonique au point P ' " et les pieds L , R des perpen -
diculaires abaissees des points P ' , P " sur P ' " C , et de prendre
ensuite le milieu T de P ' " S . Nous aurons en eilet

ou

P ' " L : LS = P ' " R : SR ,
P ' " T + TL : P ' " T — TL = P ' " T -1- TR : TR

P ' " T : TL = TR : P ' " T ,

TL . TR = P ' " T 2.

P ' " T ,
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Pour construire enfin l ' axe de la parabole , il est preferable de
se servir de la premiere cquation ( XII ) puisqu ' elle est du premier
degre en y \ y " . Or , par les constructions precedentes nous avons
obtenu les valeurs de x ' , x " , x ' " et de y ' — y " = d = P ' R +
P " L = 2P ' R , de sorte que cette equation fournira

y > = d » ' ■
jr " 0

P ' " C .

x " + x ' - 2x " n
ou bien

y ' : 2P ' R = RP ' " : 2P " C
y 1 : P ' R = RP " ' : P ' " C 3 y ' — P ' R : P ' R = CR

On elevera donc au point P ' " une perpendiculaire a P ' " C , on
fera P ' " W = P 'R et l 'on menera par W et C une droite qui
coupera le prolongement de RP ' , au point Z . La droite menee
par ce point parallelement ä P '" C sera l ' axe de la parabole , et
le pied 0 de la perpendiculaire abaissee de T sur cette droite , le
sommet de la parabole .

L ' equation de la parabole sera maintenant
, t _ <y ' - t/ " ) 2 ___ P ' R 2r

x , + x " — 2x ' "
x =

P ' " C
011 aussi

, ix ' + x "
y =

■2a; '

O ' — x '" ) 1
Js— x = Q ----------—— . X =

{x 1 T Vx 'x 'f

X = J— X.
x ' x "

La distance du foyer au sommet sera
y2_ P 'R 2

' 4X 1 " 2P ' " C "
La construction de la parabole se fait aussi au moyen des

considerations suivantes :
D ' abord il est clair que les droites P ' P ' " et P " P ' " sont des

tangentes ä la parabole , car pour ces droites on a
p ' " 2 = G = p 'p " ,

et comme de plus ce sont les seules tangentes qu ' on puisse menerpar
ces points , les deux points P ' et P " sont des points de la para¬
bole ( 3J . Un autre point de la courbe est le point D , milieu de
P ' " C ; en effet , pour chaque droite menee par ce point la perpen¬
diculaire p ' " est egale a la perpendiculaire q abaissee du point C ;
mais
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donc

d ' oü l ' on tire
P ' <« = \ (p " + p " 2 + 2p 'P ' 0 ,

( p ' _ p " ) 2 = 0 , ou p ' = p ".
II ne passe donc par D que la seule tangente EF , parallele a
P ' P " , ce qui prouve en meme tems que P " ' C est un diametre con -
jugue a la corde P ' P " . Nous avons donc 3 droites P " ' P ' , P ' " P " ,
EF , touchant la parabole aux 3 points P ' , P " , D , ce qui est plus
que süffisant pour construire la parabole par des procedes connus .
On pourra aussi tracer tant de tangentes qu ' on voudra au moyen
d ' une construction analogue ä celle qui nous a fait trouver la
tangente au sommet .

Comme nous savons ( par ces considerations ) que Taxe de la
parabole est parallele a P ' " C , on trouvera immediatement Je foyer
G en laisant l ' angle GP ' P ' " = CP ' " P ' et GP " P ' " = CP " ' P " ,
ce qui determine en meme temps la position de Taxe . La directrice
( et par suite le sommet ) se trouve en faisantRH = GP ' et menant
par H une perpendiculaire ä P ' " C .

Riciproquement , si , la parabole etant donnee , on demande de
trouver les 3 points , il faut d ' abord rcmarquer que ces points sont
determines au moyen de 6 constantes , tandis que la parabole n ' en
exige que 4 . II s ' ensuit que 2 des 6 constantes restent arbitraires
mais fourniront , les 4 autres constantes . Nous pourrons donc
prendre arbitrairement le point P ' " et construire les 2 autres points
en menant le diametre P ' " C , qui coupe la parabole au point D , en
faisant DC = DP " ' et en menant par C la corde conjuguee a ce
diametre . Ou bien nous pourrons prendre les points P ' , P " arbi¬
trairement sur la parabole et chercher le point P ' " par un procedö
analogue .

9 . B . Pour le signe inferieur , l ' equation ( IX .) combinee
avec les deux equations ( X et XL ) , devient
8y ' GFV ' + x ' " 2) + 8x 2 OV " + y ' " 2) - Gry + x "y ' + 2x " 'y ' " f

+ 4Cr V + x " n ) {y 'y " + y " n) = 0 .
Et si l ' on pose encore pour determiner la direction des axes ,

x 'y " + x "y ' + 2x '"y " ' = 0 ,
on obtient enfin

' o W + x 1" 2) , % y 'y " + y " n _ (.x ' x " + x " n ) (y >y " -{ y ' " >)
y -------g------- + x — 2--------- ~ ----------------1-----------------

l ' equation d 'une hyperbole .
Quant aux signes des termes de cette equation , il est clair que

le coefficient ( x ' x " + x ' " 2) doit ctre negatif , ce qui d 'ailleurs est
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toujours possible si l ' axe des y passe entre les points P ' et P " de
maniere que p ' " 2 <L p 'p " -

La discussion de cette courbe se fait aisement ä l ' aide de la
fi <mre , ( fig . IV .) en admettaut seulement que l' enveloppe cherche'e
est une courbe du seconde degre ( et par suite de seconde classe ) .

D ' abord les droites P " T ' et P ' " P " touchent encore la courbe
aus points P ' et P " . Puis , la courbe a des tangentes paralleles :
si en effet nous dcsignons par A la distance entre les deux tan¬
gentes paralleles , nous aurons les equations

p un _ plpll
et

ou
( p " ' + A) 2 = ( p ' + h ) ( p " - Ä) ,

( p ' " + A ) ' = ( p ' - A) (p " + A) ,
selon la position de la preniiere de ces tangentes .
fournissent

2A 2 = A(.p " — p ' - 2p ' " )
ou

2A - = A( p ' - p " — 2p ' " ) ;
d ' oü

A = 0
et

Ces equations

A === p " - p ' — V ' ou _ p ' p " — 2p '

Ces expressions nous montrent qu ' ä chaque tangente il corres -
pond une autre tangente qui lui est parrallele , excepte les deux
cas oü

2p " ' = p " - p ' et 2p ' " = p ' - p " ;
c ' est a dire que les deux tangentes passant par le point D , milieu
de P " ' C , n ' ont pas de tangente parallele . Cette propriete s ' inter -
prete en disant que les - points de ces tangentes situes ä l ' infini ,
sont les points de contact avec la courbe , ou en d 'autres termes , que
ces tangentes sont des asymptotes et que par suite la courbe est une
hyperbole dont le centre est en D . Pour construire ces asymptotes
soit MN l ' une d ' elles , et nous aurons

donc

ou

et

P ' E . P " G = P ' " L 2 = CH 2,

KP ' . KP " = KC i ,

( CP ' — CK ) ( CP ' + CK ) = KC \

KC 2 1
CP ' 2.
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On n ' aura donc qu ' a determiner ] e point K au moyen d ' un tri -
angle rectangle isocele et ä joindre I) et K ; lautres asymptote
DK ' s ' obtiendra en faisant CK ' ■= CK ( une propriete connue de
l 'hyperbole ) . Les bisectrices des angles formt ' s par les asymptotes
seront les axes . Connaissant les asymptotes et une tangente a l ' hy -
pcrbole on trouvera aisement la lungueur des axes par des pro -
cedes connus . Du reste , il est clair que les brancbes de l ' hyperbole
se trouveront dans les angles NDS et K ' DM .

Sil ' on demande encore de trouverles3 points pour une hyper -
bolc tracee , il faut observer qu ' une hyperbole ctant donru ' e au moyen
de 5 constantes , il ne, reste plus qu ' une seule coordonnee arbitraire
des 3 points , et que les 6 coordonnees de ces points dependent
entre elles par les 5 cquations suivantes

x ' -rx " = ~ 2x " ' ,

x ' y " + y 'x " + '2x ' "y ' " z= Q
x ' x " + x ' " 2 = - 2a 2,

y 'y " + y " ' 1 = 2b ,
oü a et b designent les demi - axes de l ' hyperbole .

On peut donc prendre arbitrairement un point P ' sar l ' hyper¬
bole , ce qui determine completement la position des deuxautres points .
Et si ce point parcourt l ' hyperbole , le point P " la parcourra de
ineme , mais le point P ' " decrira une courbe , donton obtient l ' öqua -
tion en eliminanf x ' , y ' , x !' , y " , entre ces cquations , ce qui fournit

l ' equation de l ' hyperbole conjuguee .
Comme le produit des perpendiculaires abaissecs des foyers

d ' une ellipse ou d ' une hyperbole sur les tangentes , est toujours egal
au carre du demi - petit - axe ( du demi - axe imaginaire ) et que la
tangente ä l ' ellipse ne passe pas entre les foyers tandis que la
tangente ä l ' hyperbole y passe toujours , le probleme des numeros
8 et 9 de' montre le theoreme suivant :

Etant donnes le centre d 'une suile de cercles concentriques et
les foyers d ' une suite d ' ellipses ou d ' hyperboles con/ ocales , si Von
construit les tangentes qui touchent ä la f 'ois un cercle et une
ellipse £ou une hyperbole ') dont le demi - petit axe est egal au
rayon du cercle , ces tangentes enveloppent une parabole ou une
hyperbole .

10 . Les distances de qualre points fixes ä la droile sont
proportionelles .

Les equations sont
y = ßx + b ,

y ' — ß x ' — b y IW - ßx lv - b y " — ßx " - h y ' " — ßx " ' - b
± ^ l + ±v \ + ß * ± v i .f ■p « ± v i; - 4 . ß

2 '
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d ' oü
(y ' - y - ß O ' - * ) ) Cy w - y - ß ( * w - *) )

== + (y " - y - 0Ctf " - tf ) ) fi " ' - y - /3(a?//r- *)>
II est cläir qu ' il laut prendre Je signe superieur lorsqu ' on
veut que Ia droite passe a la fois entre les points P ' , P :7 et entre
les points P " , P ' " , ou bien qu ' elle ne passe ni entre P ' , P IT , ni
entre P " , P ' " ; mais on cbaisira le signe inferieur lorsqu ' on detnande
qu ' elle passe entre les points P ' , P IV, mais non entre P " , P ' " ,
ou bien qu ' elle passe entre P " , P ' " , mais non entre P ' , P IV.

L ' equation de l ' enveloppe sera
W - y ) (y lv - jO + ( y " - y ) Cy ' " - y) \ [ (* ' — * ) ( * lv - *)

( + x " — x ) ( x m — x ) ] = [ ix ' — x ) ( y lv - y ) + iy ' — y ) ( * " — x~)
+ {x " - x ) iy ' " - y ) + ix ' " - *) iy " - yW -

Le terme en xy disparaitra par une des suppositions
y ' + y IV = ± (y " + y ' " )

ou ( XIII . )
X < -f x™ == ± (* " + x " ' ) .

Ces deux equations ne subsistent en meme tems que pour le
signe inferieur .

Si nous prenons d ' abord le signe superieur , la premüre de
ces equations exige que Taxe des x soit parallele ä la droite DC
qui Joint les milieux de P ' P IT et P " P " ' . Et si nous posons encore

x ' y n + y ' x l] x "y l" — x " 'y " = Q ,

x ' x 1' x " x " J = 0 ,
( XIV )

l' equation du lieu cherche se reduit a

f = ' y "y " ' yy
X "

y 'Y ' - yT
CDx ' + x lv — x "

l ' equation d ' une parabole .
La seconde des equations ( XIV .) nous montre que la tangente

au sommet est la droite des puissances egales des deux ccrcles qui
ont C et D pour centres et CB et Df pour rayons . De la on
trouve les abscisses des 4 points , et ces valeurs Substitutes dans les
premieres des equations ( XIII . et XIV .) , fourniront les valeurs
des ordonnees des 4 points et par suite la position de l ' axe des x ,
si l ' on observe que toutes les differences de deux ordonnees sont
connues .

Si nous designons par d et d ' les projeetions de p ' P IV et de
P " P " ' sur une droite perpendiculaire ä CD , nous aurons les equa¬
tions

d * = y <* + y™ * - 2y 'y l\ d ' * = y " * ±y ' " * - 2y "y ' " ,
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et comme d 'ailleurs

il viendra
^ + y w = y " + y "

d ' + iy 'yl " = d ' i + Ay "y ' " ,
4 ( yY " - yy v ) = d 2 - d "

d ' oü l ' on conclut ( en ayant egard ä l ' equation de la parabole ) , qtie
la concavite de la parabole est tournee du cöte des deux points
pour lesquels d a la plus grande valeur .

Sans faire usage des developpements analytiques , on demontre
par des considerations analogues ä Celles du numero 9 . , que la
courbe cherchee est une parabole parcequ ' elle n 'a pas de tangentes
paralleles , et que Taxe est parallele ä CD parceque la tangente
parallele a CD est situee ä Pinfini .

On peut aussi construire immediatement la parabole en re -
marquant que P ' P ' " , P ' P " , P IVP ' " , P ^ P " sont des tangentes , qui
par consequent forment un quadrilatere coraplet auquel on sait
inscrire une parabole , par exemple au moyen de la proprictc que
le cercle qui passe par les soramets d ' un triangle circonscrit ä une
parabole , passe aussi par le foyer . II est encore ä remarquer qu ' on
peut construire une tangente parallele ä une direction quelconque ,
car cette tangente est la chordale commune des cercles , qui ont
pour diametres les projeetions des droites P ' P IV et P " P ' " sur la
droite perpendiculaire ä la direction donnee . De plus il est facile
de demontrerque deux autres tangentes sont fournies par les droites
qui joignent les milieux L , K de P ' P " , P ' " P IV et les milieux R , S
de P ' P ' " , VP 1*.

Si le foyer est connu le sommet se trouve facilement quand
on observe que la tangente au sommet est le lieu geometrique des
pieds des perpendiculaires abaissces du foyer sur les tangentes . .

11 . Reprenons l ' equation generale de l ' enveloppe cherchee ,
mais avec le signe inferieur .

En ayant egard aux deux equations ( XIII .) eile devient
8y 2 CrV v + tf ' V ' O ■+■8x 2 ( >/ Y v + y "y ' " )

= x 'f + jTy ' + x " y " ' + x ' "y " - Uy 'y" + y "y ' " i OV v + x " x ' " ) ,
et si nous posons encore

x 'y " + tfV + x " y ' " + x ' "y " = 0 ,
nous aurons enfin

, x 'x™±x " x " > , 2 ff . + y "y ' "
y ------ ^------- + s ------ 2------

= - 1 (yY + y ' Y ' ) i ^ v + * ' V " ) ,
l 'equation d ' une hyperbole , dont le centre se trouve au milieu de CD .
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Pour la construction ( fig . VI . "» oi\ connait les 4 tangentes
P ' P " , P ' P ' " P " P IV, P ' " P IV, et le centre H de l 'hyperbole ( ce qui
suffit dejä ) . De plus les droites menees par les milieux L , K , paral -
lelement aux droites P ' " P IV, P " P ' seront aussi des tangentes , car
les 4 perpendiculaires sont egales deux ä deux . Mais une consi -
deration plus generale fournira autant de tangentes qu ' on voudra .
11 est clair , en effet , que l ' egalite

p 'p lv = p " p ' "
n ' cst pas detruitc si nous multiplions ces perpendiculaires deux ä
deux par le meme facteur . II s 'ensuit qu' on a aussi

P " A . P ' " B = P ' A . P 1VB
et

P " S . P / / ;R = P 'R . P 1VS ,
en sorte que , un point de la tangente etant pris arbitrairement sur
une des droites P ' P " , P ' P ' " P " P IT, P ' " P IV, on trouvera au mojen
de l ' une de ces equations un second point sur une des trois autres
droites . 11 s ' ensuit , en outre , que les deux droites P ' P " et P 1VP ' " ,
de meme que P ' P ' " et P IVP " , sont des droites que M . Steiner a
appelees „ Projectivische Gerade " , qui engendrent toujours une section
conique . La theorie de ces droites nous fournit par consequent un
moyen fort elegant de resoudre les quatre derniers problemes . * )

Les deux problemes des numeros 10 et 11 fournissent encore
le theoreme suivant :

Si Von a deux syStentes de sections coniques confocales , les
tangentes communes ä deux ellipses ou u deux hyperboles , dont
les demi - petils - axes sont egaux , enveloppent uneparabole dont
l ' axe est parallele u la droite qui Joint les deux cenires com -
muns ; mais sil 'onprend les droites quitouchent ä la fois 'unehyperbole
de Vun de ces syslemes et Vellipse correspondanle ( dont le demi -
petit - axe est egal au demi - axe imaginaire ) de lautre Systeme , ces
droites enveloppent une hyperbole dont le centre est le milieu
de la droite qui Joint les deux centres .

II .
Leslignes enveloppees sont des cercles , dont les centres se trouvent

sur une circonference donnee .

12 . Soient a , b les coordonnees du centre C , et r le rayon
de la circonference donnee . Si alors nous designons par x ' , y ' les
coordonnees d ' un point quelconque de cette circonference , il est

*) Steiner , Systematische Entwicklung der Abhängigkeit geom . Ge¬
stalten . — Numeros 10 ., 38 . suiv .
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clair que le rayon du cercle variable correspondant sera toujours
une fonction f ( x 1, y ' ) de ces coordonnees ( qui peut aussi sc r <5-
duire ä une constante ) .

L ' equation du cercle variable est donc Ä
ix - x 'r + {y - yr = f <ix ' , ff ' ) , ei .)

oü Ies coordonnees x ' , y ' sont liees entre elles par l ' equation
( * ' — af + ( y ' - ö ) 2 = r ": CIL )

11 faudrait maintenant substituer dans la premiere de ces equa -
tions la valeur dey ' tiree de la seconde et eliminer ensuite x ' entre

l' equation resultante F = 0 et sa derivce —; = 0 . Mais au lieu
Q.30

d ' effectuer l ' elimination de y ' il est plus simple Je supposer seule -
ment la Substitution de la fonction de x ' pour y ' ; ce qui fournit

Mais l ' equation ( II .) donne
dy ' __ _ x ' — a .
dx ' ~ y ' — b S

donc
0 :

ou
: g = _ 20r _ , 0 + 2 (M0 ^ .

K <
2 (y - y ' Xx '- a ) - 2 (x - x ' ) (y ' - b ) - -g t (y '

dy ' y ' — b '
( III .)

b ) + $ ^ ( x '- a) = Q .
dy ' y

Nous aurons par consequent l 'equation de Tenveloppe en eli -
minant x 1 et y ' entre ces trois equations ( I . — III . ) , ce qui se fait
en determinant x 1, y ' au moyen des equations ( 1. et III .) et en
substituant dans ( IL ) les valeurs trouvees . Cette elimination sera
la plus simple , lorsque les deux equations sont du premier degre
en x ' , y ', et c ' est ce cas seulement que nous allons examiner . Or
les deux equations ne sont du premier degre que lorsque la fonction
f est de la forme

x n + y n + ex ' -\ - ey ' + g 2.
Par consequent f ( x ' , y ' ) n ' est autre chose que le produit

des deux segments d ' une droite parallele ä un des axes des coor -
donnes, les segments etant mesures entre le point x \ y ' et la courbe
dont l ' equation est

f ( x , y ~) = x 'i + y 2 + cx + ey + ^ = 0 * ) i

* ) Plücker , System der analyt . Geom . Nr . 2 . — La demonstratio !! qui
s ' y trouve donne lieu ä la eonsideration suivante : L 'equation tf = 0 , re'solue
par rapport ä x , fournit

q = }> (x — x , ) ( x — Xi ") . , . . (x — x «.) ,
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Or , sans nuiro ä la generalite, nous pouvons supposer l ' origine
des coordonnees choisie teile que dans l ' equation de cette courbe
les coefficients de x et de y disparaissent , de sorte qu ' elle deviendra

donc
x 2 + y 2 =z±k 2

f = x ' 2 + y "* + k 2.
La courbe f = 0 , est donc pour le signe superieur un cercle

ayant l ' origine des coordonnees pour centre et k pour rayon , et
pour le signe inferieur une courbe imaginaire . Ou bien aussi , si
nous designons par z le rayon du cercle variable , la condition ä
laquelle il doit suffire , est
z 2 = f {x ' , y ') = x ' * + y ' 2 + Ä 2 ; donc k * = ± ( x ' 2 + y 12 — z 2J ,
c ' est ä dire que la difference des carres du rayon du cercle variable
et de la distance de son centre u un point fixe ( l 'origine des coor¬
donnees ) est constante . ' Pour le signe superieur . le rayon est plus
petit que cette distance , pour le signe inferieur il est plus grand ; si
la difference est nulle , la courbe f = 0 se reduit ä un point .

Si nous faisons encore passer l ' axe des x par le centre c ,
les trois equations seront

{x ' - ay + y ' 2 — r \
x 2 + f - — 2x ' x — ly 'y = + k 2,

yx ' — xy ' — ay = 0 ;
d ' oü Ton obtient pour l ' equation de l 'enveloppe

x 2 + y 2 — 2ax ± Ä 2) 2 = 4r 2 {x 2 + y 2} ,
d 'oü

y 2 = 2r 2 — {x 2 — Tax ± k 2)

± ^ [ 2r 2 — ix 2 - lax ± k 2) ] 2 + 4r *ar a — ( x 2 — 2ax±k 2) 2
2r ; { x 2 — 2ax ± Ä 2) ± 2r V r 2 - \ - 2ax + k 2 .

et comme nous avons dejä
q = v. (y — y , ) ( y — y 2) . . . . (y — j/ „ ) ,

il s ' ensuit que le produit des segments pris sur la droite parallele ä l 'axe
des y est e'gal ä celui sur la droite parallele ä l ' axe des x , multiplie par le

facteur —, Mais comme ce facteur ne conlient pas les coordonnees x , y , et
A

que la de' monslration est inde' pendante de l ' angle des coordonne ' es , on en de -
duit la proprie' te snivante des courbes alge' briques : Si par un nombre quel -
conque de points dans le plan d ' une courbe alge' brique on Irace des droiles
paralleles entre elles et qu ' on determine sur chacune d 'elles le produit des
segments compris entre le point et la courbe ; on aura les produits corres -
pondant ä une autre diiection des droites paralleles eu multipliant les Premiers
produits par le meme facteur de' pendant seulement des constautes de la courbe
et des deux angles que ces droites fönt avec une directum quelconque . —
Pour le cercle ce facteur est l ' unite' .

2*
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Examinons separenient les deux courbes correspondant aus
deux signes de k 2 .

13 . Si nous prenons d 'abord le signe superieur , il est clair
que le rayon du cercle variable sera la longueur de la tangente
menee de son centre ä la circonference du rayon Ä . Donc , la
courbe cherchee est I ' enveloppe des cercles ayant leurs centres
sur une circonference donnee et coupant rectangulairement une
autre circonference donnee . Pour plus de simplicite je designerai
les deux cercles par les lettres C et D qui marquent leurs centres ;
la constante a represente la disfance des deux centres ( fig . VII ) .

La construction de la courbe se .trouve facilemcnt au moyen
des considerations du numero 3 . Supposons en effet , que M soit
un point de la courbe : le lieu geometrique des centres des cercles
qui passent par ce point et coupent rectangulairement la circonfe¬
rence D , sera la chordale du point _ M et du cercle D . Les deux
points d ' intersection de cette chordale avec le cercle C sont donc
les centres des deux cercles enveloppes qui passent par M ; mais
pour que ce point appartienne ä I ' enveloppe il faut que les deux
cercles coi'ncident et que par consequent la chordale soit tangente
au cercle C . Ce qui donne lieu ä la construction suivante :

Par un point E de la circonference C on mene la tangente
AB et l 'on cherche le point M tcl que AB soit la chordale du point
M et du cercle D . La theorie des chordales fournitla construction
suivante du point M : On cherche les points d 'intersection H et L
de la tangente AB avec deux tangentes quelconques GH et KL du
cercle D , et de ces points comme centres et avec les rayons HG
et LK on decrit deux cercles qui se couperont en deux points M
et M ' de la courbe . Cette construction est plus simple qu ' il ne
parait au premier instant , car d 'abord les memes tangentes GH et
KL au cercle D peuvent servir pour un grand nombre de points
de la courbe ; ensuite les tangentes au cercle C se menent tres -
facilement de la maniere suivante : sur le diametre arbitraire CB
on prend un point quelconque N et de ce point comme centre et
avec un rayon egal ä NC on decrit une circonference qui coupera
le cercle C et le diametre CB aux points E et B ; la droite BE
qui Joint ces points touchera le cercle au point E . On peut donc
prendre autant de diametres qu ' on voudra , et le meme diametre
servira ä la construction de plusieurs tangentes .

De cette construction on deduit immediatement quelques pro -
prietes : Chaque tangente au cercle C fournit deux points de la
courbe , excepte les tangentes communes qui n ' en fournissent qu ' un
seul , le point de contact avec le cercle D ; ces deux ou quatre points
sont les points d ' intersection du cercle D et de la courbe .

Les tangentes au cercle C qui coupent le cercle D ne four¬
nissent pas de points , car la chordale d ' un cercle et d ' un point ne
coupe jamais le cercle ,
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La courbe est le Heu geometrique des points qu 'on obtienl en
abaissant d'un point fixe des perpendiculaires sur les tangentes
ä une circonf 'erence donnee et en prolongeant ces perpendiculaires
d 'une quantite teile que la difference des carres de la perpendi -
culaire et de son prolongemenl soit une grandeur donnee QklJ .

14 . Reprenons l ' equation de la courbe
(y 2 ■+■ x * — 2ax + Ä 2) 2 = = 4r * O 2 + y 2) .

Cette equation peut aussi s ' ecrire
y 2 4 - x 1 — 2ax + k * = ± 2r Kr 2 + y 2 ,

ce qni signifie :
Si d ' un point de la courbe on mene une tangente au cercle

du centre C et du rayon ^ a % — ä 2 , la longueur de cette tangente
est moyenne proportioneile entrc le diametre 2r et la distance du
point au point D ; ou bien : la courbe est le Heu geometrique des
points pris sur les tangentes d ' un cercle tels que la partie inter -
ceptee de ces tangentes soit moyenne proportioneile entre une gran¬
deur donnee et les distances des memes points a un point fixe .

Si l 'on pose
x * -\ - y 2 = = m * >

l ' equation de la courbe se reduit ä
m 2 — 2ax + k * = ±2rm ,

d ' oü
x = * 1 + « ?L + Är ,2a T . 2a

ce qui donne un moyen de construire la courbe comme le Heu des
intersections d ' un cercle du centre D et du rayon variable m avec
la droite

_ Ä 2 , m + 2rx = - + m —~ — ,2a 2a '
it

facile ä tracer , si Ton observe que la quantite —- est constante .la
L ' equation polaire de la courbe sera

t = acoscp ±r ± ^ ( a' cosqj + r ) 2 — Ä 2 .
Si nous posons cp = it — cp , eile devient

t = — acos9 + r + ^ ( — acos <£±r ) 2 — A 2
= — [ acostp + r ? V̂ Cacos ^ + »0 2 — ä * ] .

Comme le signe du radical est independant du signe de r ,
cette expression nous montre qu ' on obtient toutes les valeurs de t
en faisant parcourir ä cp tous les angles de 0 jusqu'ä 2w ou de
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— Tt jusqu ' ä ■+■ sr , mais cn conservant seulement le signe superieur
de . r, de sorte que l 'equation de la courbe se reduit ä

t = acascp -f r ± ^ ( acos ^ -|- r ) z — Ä 2 .
15 . Avant d ' examiner les differentes forraes dont la courbe est

susceptible , cherchons d 'abord si eile a des points singuliers . La
differentiation de l ' equation de la courbe donne

dy ^ 2r 2x
dx

(x — a ) ( # 2 ■+■ y 2 — 2ax + h 2)
y ( X * + y 2 — 2ax -f- Ä 2 — 2r 2)

II s 'agit donc de voir si le numerateur et le denominateur de
cette expression peuvent devenir zero en meine teraps . Or , le de¬
nominateur devient egal ä zero pour les valeurs suivantes

et
y = 0 , x = a ±r± Y {a ± r) 2 - Ä 2 ,

k 2 — r 2
y : ± ^ r l — X 2 , X = la

Les secondes valeurs ne fönt evanouir le numerateur que lorsque
a = 0 ou r = 0 .

La supposition a = 0 rend x infini et y imaginaire , ä
moins qu ' on n 'ait en meme temps h = r , ce qui fournit x = § .

Dans ce cas l ' expression de -M. devient egal ä — _ , d ' oü Ton
dx y

peut dejä conclure que la courbe se reduit ä un cercle , qui n 'a pas
de points singuliers . La supposition r = 0 , ne fournit une
valeur reelle pour y que lorsqu ' en meme temps x = 0 , c ' est a dire
que h = r = 0 , ce qui reduit la courbe ä un point .

Les premieres valeurs de x ety transforment le numerateur en
2r 2x — (x — a ) {x 2 — 2ax + Ä 2) = 2r 2x + 2 ( x — ä) rx

= ± 2r ( + r — ( x — a ) ) = + 2rx ( x — a + r)
— + 2r {a ±r± V { a ± r) 2 — k 2 ) ^ ( a±r ) 2 — k 2 ,

expression qui se reduit ä zero dans un des trois cas
r = 0 ,

* = 0 , s =sO,
a±r = i±A , x =za±r .

Le premier de ces cas reduit la courbe ä un cercle et ne
fournit donc pas de points singuliers . Pour les deux autres cas

il faut chercher la vraie valeur de JL par la voie ordinaire quidx
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donne

2r *— (> * -f- y 2 — 2aiP + Ä 4 ) — (* — d) ( 2x -\ - 2yijL — 2a\

$ 0 * + ? * — 2a.r + Ä 2 — 2r *) + y ( 2x + 2y $ - — 2oV
dx \ dx J

dx

d ' oii
<fy
UJL ) (* « + V 1 — 2ax + k 2 — 2r 2 + 2y » ) — 4 ^ - y ( a — a?)<ty

= 2r 2 - Or * + y 2 - 2a.r + A 2 ) - 2 (ic — a ) 2 .
et pour y = 0 ,

dy_ _ , I / 2r 2 — (3?* - 2aa? + A » ) — 2Q -^ äf
dx ~ ~ ~ y x % — 2ar •+- A * — 2r 2

En supposant k = 0 , cette expression devient

«fr _ + l / 2r » - 2a 2 _ + l / g » - r : ;
da; ~ ^ — 2r ? 7 y r 2

et pour a = r, dx = ± 0 .

Pour reconnaitre la nature du point singulier , il faut examiner les
valeurs de y aux environs de ce point . Pour cela nous avons

y \ + h = 2r t — CA» — 2aK)
± »T_2r * - CA * — 2oA ) ] » + A » (4r 2 — 4a 2 - A ' + 4ah) .

D 'abord on voit qu ' on peut toujours prendre A assez petit pour
que la quantitc devant le radical ,, de merae que la quantite sous
le radical , reste positive ; de plus il est clair qu ' il faut prendre le
radical avec le signe inferieur , parceque pour A = 0 , il faut aussi
y = 0 ; enfin la valeur de y x est positive ou negative et par suite
celle de y reelle ou imaginaire , selon que le terme A 2 (4r 2 — 4a 2
— A 2 - |- iah) du radical est negatif ou positif. Ce terme est ne -
gatif pour un tres - petit A si a ^ > r , et positif si « < ) ■; mais
lorsque a =^ r , il prend le signe de A. II est donc demontre que
l 'origine des coordonnees est un point isole pour a <ir , un point
de rebroussement pour a — r , et un point double pour fl ^> r.

La supposition a + r = + k , fournit

z% * w + r { a + r )_____ \ / + \
±rQa±r ) — r 2 — a

Cette expression montre dejä qu ' il n 'existe un point double que
lorsque

a — r = . — A,
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ou
a =zr — A .

De plus nons avons
y2 a ± > + A = + 2ar — A * ^ 2hr

± ^ ( + 2ar — A z + 2hr) * ~ Ä 2 [A * ±4r ( « ± r + K)}
Pour le signe superieur de r la quantite devant le radical est

negative pour un h assez petit ; il faut donc prendre le signe supe¬
rieur du radical . Mais sous le radical le facteur de — h "1 est
positif ; par cohsequent la valeur du radical est plus petite que
celle de Ja guantite qui le precede de sorte que y a + r + h est
imaginaire . Pour le signe inferieur de r la quantite devant le
radical est positive , et il faut prendre le radical avec le signe in¬
ferieur puisque pour A = 0 , la valeur de y '1 doit se reduire ä
zero . Or , le facteur de — h 2 etant positif ou negatif selon que a
est plus petit ou plus grand que r , il s ' ensuit qu 'il y a un point
double lorsque a <Cr et un point isole lorsque a >̂ r .

Les recherches precedentes nous fönt enfin conclure que la
courbe a un point double lorsque

a >̂ r , Ä = 0 ,
ou lorsque

« O , A = r — a ,
un point de rebroussement pour

a = r , A = 0 ,

et un point isole dans chacun des quatre cas suivants

A = 0 , r = 0 ;
oO , Ä = 0 ;

A = za -\- r , a = r \
<

A =za — r , a ^ >r ;

Toutes les courbes qui ne satisfont a aucune de ces conditions
n ' ont pas de points singuliers , abstraction faite cependant des points
d ' inflexion dont il sera question plus tard .

16 . Passons maintenant ä la discussion des differentes formes
de la courbe correspondant aux differentes relations cntre les trois
grandeurs constantes r , A , a . Ces quantites sont toujours positives ,
car d 'abord r ctÄ , etant des rajons de cercles , sont necossairement
positifs , et quant ä a , nous avons placö l ' origine des coordonnees de
maniere que le cenlre C tombe du cöte des abscisses positives .
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L ' equation qui se prete le mieux ä la discussion est l ' equation
entre coordonnees polaires

t = : aco8 (p -\- r ± ^ (_a cos <p + ry — k 1 .
Cetto equation fait voir que , la quantite devant le radical etant
toujours plus grande que le radical , le rayon vecteur a le signe de
l 'expression ( r -f - a cos <p ) . De plus , la courbe est toujours fermee ,
car la valeur de fne saurait jamais etre infinie .

La courbe est imaginaire tant que
a + r <Ck ,

car alors il n ' existe pas de valeur de, rp , qui rende le radical reel ;
et en effet toutes les tangentes au cercle C coupent le . cerclc D .

Si r -\- a = k , nous aurons tf = r , car la seule valeur reelle
de t a lieu pour cp = zO et (̂ = 7r .

Soit d ' abord r <Ck et supposons que r et k restent constants ,
tandis que a prend successivement toutes les valeurs possibles .

Le radical sera reel pour toutes les valeurs de <p pour les -
quelles

cosf > ^ ~ r , ou cosgj < — r- + Ä .a a
Or corame la plus petite valeur de a est k — r , la premiere de ces
conditions est toujours ä remplir , mais la seconde donne des valeurs
imaginaires pour <p tant que a <C. r + k . Donc , dans ce cas l 'angle

1 1
qjsera compris entre les hmites — — -k et + i it , et chaque droite nie -

nee par D coupera la courbe seulement deux fois . Aux deuxlimites
de cp , c ' est ä dire pour

s __ r
<p = + arc cos ------- ,a

les deux valeurs de t eoineident , et comme la courbe n 'a pas de
point multiple , les deux rayons vecteurs sont des tangentes de
la courbe ; entre ces valeurs extremes les deux valeurs de t changent
d ' une maniere continue . On en deduit que la courbe est une seule

k
figure fermee contenue dans l ' angle 2 arc cos ' et ne renfermant

pas le point D .
Pour a = Ä -f- r , la courbe se compose de cette meine figure

fermee et d point de contact des deux cercles . Si a }> k -\- r , on
aura encore cette figure fermee ; mais en outre on demontre de la
menie maniere que la partiedela courbe correspondant aux valeurs
de (p pour lesquelles

A -4- r
cos (p <C — — '■— »
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est aussi une figare fermee , touchee par les rayons vecteurs pour
lesquels

(A == + arc cos ( — ^ -X r
\ «

Toutes ces valeurs de rp qui rendent le radical reel , rendent
t negatif ; par consequent cette partie de Ja courbe est -situee du
mcme cöte du point D que la premiere . De plus il est aise de
verifier que les poinls de tangence de la seconde partie avec les
rayons vecteurs extremes , se trouvent entre les points d ' interscction
de la premiere partie avec ces meines rayons , et comme il n 'y a pas de
point multiple , il s ' ensuit que la seconde partie est situee entiere -
ment dans la premiere .

Soit maintenant k <Cr :
Pour a = 0 , ( lorsque les cercles sont concentriques ) nous aurons

t = r ± Vr 1 — h \
l ' equation d ' un Systeme de deux cercles concentriques , Tun situe
dans l ' interieur du cercle D , l ' autre entourant le cercle C . * )

Pour toutes les valeurs de « entre Oetr — k , il n ' existe point
de valeur de cp qui fasse evanouir le radical oulerende imaginaire ;
de plus le rayon vecteur reste toujours positif ; par consequent la
courbe est formee de deux figures fermees qui entourent le point D ,
correspondant l' une au signe superieur , lautre au signe inferieur
du radical . II est clair que la seconde figure est situee entierement
dans la premiere .

Pour a = r — k , les deux figures sont encore situees l ' une dans
l ' autre , mais pour cp = . -jt les deux valeurs de t se reduisent ä une
seule t — r — a \ donc ce point est commun aux deux figures . Et
comme nous savons dejä ( n° 15 .) que c ' est un point double , il s ' ensuit
que la figure interieure est une feuille de la courbe . ( flg . VIII .)

Si a ~̂ > r — k , les deux figures , s ' etant d ' abord reunies , ne forment
plus qu ' une seule , de sorte que la plus petite forme maintenant la
partie rentrante de la plus grande ( fig . IX ) . Lorsque a continue
ä croitre cette partie rentrante devient plus petite ; et lorsque a
atteint la valeur de r + Ä , on obtient encore , comme faisant partie
de la courbe , le point de contact exterieur des deux cercles . Mais

* ) Lorsque ar = 0, l 'equation entre coordonne' es orthogonales se reduit a
(_x ^+ y ' + k 1} = ir 1 (_x i + y '1) ;

on bien
0 = (_x ,i + y iy — ( a ^ + y ' X *»' 1 — 2ä j ) + ä *
= (.x 2+ y *y — ( x *+ y % ( r + | / V » - Ä s) l + ( r — U^ ^ F^ ]

+ ( r + Vr * — k 1) 2 ( r — Vr * — ft 5) *
= [x i + y " - {r + Vrt - ktyjlxt + y ' - ir - ^ r ' - ft 3) 1] ,

equation qui met les deux cercles en e'vidence .
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o croissant loujours , ce point s ' ouvre , pour ainsi dire , et se trans -
forme en une figure fermee situee entierement dans la premiere
figure ( fig . X ) . La demonstration en est la meme que pour r -< Ä .

La discussion precedente se verifie aisement au moyen de la
figure , si l ' on a egard aux observations du numero 13 . II est clair ,
en effet , que si le cerele D est situe dans l ' interieur du cercle C , les
deux points fournis par la meme tangente au cercle C appartiennent
£ deux figures differentes . Mais lorsque les cercles se toupent les
tangentes situees entre les deux tangentes communes ne fournissent
pas de points , tandis que chaque autre tangente en fournit deux
qui appartiennent a la meme figure, puisque pour les deux tangentes
communes les deux points se reunissent en un seul . Et si les
deux cercles sont situes l ' un entierement hors de l ' autre , les deux
figures fermees correspondent l ' une aux tangentes situees entre les
tangentes communes qui passent par le point de similitude exterieur ,
et l 'autre aux tangentes situees entre les tangentes qui passent par
le point de similitude interieur .

17. Pour reconnaitre la marche de la courbe il faut encore
rechercher les points qui correspondent aux valeurs extremes de
x et y . Or , les points pour lesquels y est un maximum n ' offrant
rien de remarquable , il sufflt de poser seulement le denominateur

de JL egal a zero ; mais , pour eviter les infiniment grands , il estdx
le plus simple de supposer les axes des coordonnees renverses et
de considtTer par consequent les valeurs de x , y qui rendent nul
le numerateur de

dx
dy

y ( x 2 + y * — 2a .r + k 2 — 2r *)
2r %x — [ x — « ) (> * + y 2 •

Ces valeurs sont les suivantes ( n° 15 )
■2ax + h 2)

= + V r i - .y = ±
V - r2

; — 2a
et

y = 0 , x = a±r± ^ (_a±ry ~ k \
qui determinent en general six points . Les deux premiers de ces
poiuts ont une tangente commune et existent tant que

c ' est ä dire que
2 «r > Ä 2 — r 2 , si k >̂ r ,

ou
2ar > r 2 — k 2, si ÄO .

Des quatre autres points qui sont les points d ' intersection de
la courbe avec Taxe des x , deux sont imaginaires lorsque

.. ( a - ry < V ,
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c 'est ä dire , que

uu
a — r <ik , si a >̂ r ,

r — a < ik , si a <Cr.
La question , si ces points sout des maxima ou des minima ,

dxw
La premiere supposition donne

est resuluê par le signe de la derivee de

d 2x ±_ y 2
dt/ 2 ar ij

et correspond par consequent toujours ä un minimum .
La supposition y = 0 , fournit

(Px _ x 7 — 2ax±k 2 — 2r 2
^ , 2 2r ' x — { x — a ) {x 2 — 2ax + k 'z)

_ + 2r Cx + r)

+ 2rx — 2r 2
2r 2x + 2rx {x — d)

±2rx ( ± r + a — x)

'. __________ a±V {a±f ) '1 — k x__________
~ ( a±r± V ( a±ry — V ) ( t »/ ( o±r ) 2 — A2) '

Les deux signes superieurs pris ensemble , rendent ia fraction
negative et correspondent par consequent toujours ä un maximum .
Le signe superieur de r pris avec le signe inferieur du radical fournit
un maximum , si

( o + r ) 2 — Ä 2 > ß 2 ,
c ' est ä dire si

2ar > Ä 2 — r 2,
et un minimum , si

2ar < k 2 - r 2 ;
il y aura donc toujours maximum pour Ä <C r .
Le signe inferieur de r avec le signe superieur du radical fournit
un maximum ou un minimum , suivant que a ^> r ou a <C r .
Enfin pour les deux signes inferieurs il y a maximum , si

ou si
a ;> r et 2ar <C r 2 — Ä 1,

ö > et 2ar > r 2 — Ä2 ,
d ' oü Ton voitdejä que le maximum n ' existe quo dans leseul cas de

a < r et 2ar > r2 — A 2,



tandis qu ' il y a minimum si

oh si
a < r et 2ar < r 2 — h \

Les plus grandes valeurs dont x est susceptible se trouvent en
cherchant les valeurs extremes de x qui rendent y reel ; mais on y
parvient plus directement en observant que , la courbe H' ayant en
genoral pas de point de rebroussement , et le point isole , s ' il existe ,
etant renferme üans une figure fermee , la plus grande et la plus
petite valeur de x devront correspondre a un des six points dans
lesquels la tangente est parallele ä l ' axe des y . Or , il est evident
que le plus grand de ces x est

x — a + r + ^ ( a + ry - k \
La plus petite valeur de x est une des trois

_ Ä2 — r -
2a - , x = a±r - V\ a ± r) 2 - A 2

Si maintenant k ~̂> r, la supposition
A 2 - r '1

2a < a±r — l/ ( a ±r f - ^
donne

0 < [ ( A 2 - r 2) T 2ar ] 2,
ce qui a toujours lieu ; mais si A <C r et r ^> fl , on demontre de

12 __ p !la meme manicre que la valeur absolue de — ----- est plus grande2a
que la valeur absolue de « — r — ^ ( a — r ) 2 — A 2 , ( car l 'autre
expression de x est toujours positive ) , On voit donc que la plus
petite valeur de x est

S -------2o~ '
et si ce point n 'existe pas , eile est

a + r — V ( a ■+ • rf — A2 ou a — r — V ( a — r ) a — A 2,
suivant que a ou r est plus grand .

Les discussions precedentes nous fönt deduire les proprietes
suivantes de la courbe :

La courbe est imaginaire si
a < L A — r.

Elle est composöe d ' une seule figure fermee , lorsque
+ K ( ft _ ry < a < Ä + r ,

c ' est ä diro lorsque les eercles se coupent .
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Si k > r , ü y a minimum pour x = a 4 - ?— ^ ( a + r ) - — Ä? ;
quand 2ar <C ä 2 — r 5 ; mais quand 2ar ^> k 2 — r 2 \ il y a maxi -

mum pour cette meme valeur de x et niinimumpour x =
l - — r *

2a
Si au contraire r > - £ , nous auronsaussi r 2 — Ä 2 ^> ß ( r + Ä )

<£2ar ; c' est a dire qu ' il y a toujours minimum pour x = 2a '
et maximum pour x = a -\ - r — V {a -\- r ) 2 — k 2. Par consequent
Ja courbe a deux maxima et un minimum plus petit que cesmaxima
( fig . IX .) , excepte le seul cas de k >̂ r , 2ar <^ k 2 — r '2.

La courbe est composee de deux figures fermees , lorsque
a >̂ k + r ,

et lorsque
a <Cr — k , mais r ^ > k .

Pour le premier de ces cas il existe toujours le minimum
J2 __ ~ 2

• , car il est facile de demontrer qu ' on a 2ar ^ > r 2x =
2a

k 1

ou 2ar <Ch 2 — r 2, selon que r ou k est plus grand ; ce minimum
appartient ä la figure exterieure . La iigure exterieure a donc encore
un maximum plus grand que le minimum et plus petit que l ' autre
maximum . La figure interieure a seulement un maximum en x = a — r
-f- ^ ( a — r ) 2 — Ä 3, et un minimum x = a — r >- ■ ^ { a — r ) 2 '— k 2.
( fig . X ) .

Pour le second cas les points extremes de la courbe interieure
sont

x = a + r — V { a + rf — k 2 et x = a — r + V {a — rf — k 2,
et la courbe exterieure a encore un maximum entre un maximum
et un minimum , si 2ar >̂ r 2 — k l .

La propriete de la courbe , d ' avoir outre un maximum et un ,
minimum , second un maximum , nous fait deja presumer qu ' elle a
aussi des points d ' inflexion ( fig - IX . et X .) Mais ces points ne pou -
vant etre determines ä cause du degre eleve de l ' equation , il faut
s' assurer de leur existence d ' une maniere indirecte . Pour cela il

suffit d ' avoir egard au signe du numerateur de l 'expression —
dy 2

avant la division de ses deux termes par + 2r. En effet , il est
facile de demontrer que cc signe est positif pour la plus grande
valeur de x et pour x =

k 2
■, mais negatif pour le second ma -2a

ximum de x apparfenant a la meme partie de la courbe , dans tous
k 2les cas oü le minimum de x =

2 « existe . II s ' ensuit qu ' entre
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ce minimum et le second maximum le numerateur de ~ : passe par
dy 2

zero . Mais pour savoir si la fraction entiere passe en meme temps
par zero , il faut encore voir si le numerateur et le denominateur

dx U
ne peuvent pas s ' evanouir a la fois . Or , si l ' on pose —- = — ,

dy V
on aura

y dV
_ dy

U
dyd *x

dy 2 V 2

Pour que les deux termes deviennent egaux ä zero en meme temps ,

il faut V = 0 , et U = 0 ou ^ = 0 . La condition V = 0 ,dy
U = 0 , n ' est satisfaite que lorsque la courbe a un point siu -

dV
gulier ; les deux conditions V = 0 , -i - = 0 , prisensemble exigent

dy
que le denominateur de _ ait deux racines y egales , c ' est ä dire

dy
que la courbe ait un point de rebroussement dont la tangente
soit parallele ä Taxe des x . II est donc demontre que entre
le minimum et le plus petit des deux maxinia le seconde quo -
tient differentiel passe par zero ; ce qui signifie qu ' entre ces deux
points la courbe a un point d' inflexion . II est d 'ailleurs evident
que la figure interieur ne peut jamais avoir un point d ' inflexion ,
car la tangente d ' inflexion aurait de commun avec la courbe
non sculement les trois points reunis .au point d ' inflexion , mais encore
un second point d ' intersection avec la figure interieure et deux
points d ' intersection avec la figure exterieure ; ce qui est impossible
puisque la courbe n 'est que du quatrieme degre .

18 . II reste encore ä considerer les courbes particulieres qui
ont des points singuliers .

1° . Soit a <C r , h — r — a .
Ce cas etant dejä suffisamment discute aux n°»s 15 et 16 , il

suffit de remarquer que la figure ( fig . VIII .) n ' indique pas de point
d ' inflexion , ce qui s ' accorde parfaitement avec les considerations du
n° 17 . On voit , en effet , que le changement de signe du numerateur
ie djx ------------ \ -_ L.-jji : Ä J -

dy »
en passant du point x = 2ar au point x = a -f - r

— V ( a -f - r ) 2 — Ä 2 ( le plus petit des deux maxima , car les deux
autres valeurs extremes fournissent le point double ) , est du a
l ' evanouissement de la fonction V qui fait disparaitre en meme
temps le denominateur.
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2° . La meme remarque s ' applique encore a la courbe pour
laqtielle Ä = 0 , et dont l ' equation est par consequent

t = r -f- acos <£ ± ( r + acos <£ ) ;
donc

f = 2 (r -f - acoscp ) ,
t " = 0 .

Teile est aussi l ' equation de la courbe qu ' on obtient en menant
par le point D des droites et en portant sur ces droites , ä partir
des points d ' intersectlon avec un cercle du centre C et du rayon
ß , des distances egales ä 2r . * )

Le n° . 13 fait voir que cette courbe est l ' enveloppe des cercles
passant par le point D ; ou bien le Iieu geometrique des points
qu ' on obtient en abaissant du point D des perpendiculaires sur les
tangentes au cercle C et prolongeant ces perpendiculaires d ' une
quantite egale ä elles -memes .

. Si l ' on cherche le lieu geometrique des pieds des perpendicu -
aires abaissees d ' un point fixe sur les tangentes au cercle dont le

rayon est r ' et dont la distance du centre au point fixe est a ' , on
trouve immediatement

t = r ' + a! cos <p ,
la m£me equation que celle de la courbe proposee en faisant r ' = 2r ,
a ' == 2a . Par consequent la courbe est le lieu geometrique des
perpendiculaires abaissees d 'un point fixe sur les tangentes u un
cercle.

En s 'appuyant seulement sur les theoremes les plus connus de
la geometrie elenicntaire , on demontre encore que la courbe est
une epicycloi'de , engendree par un point dont la distance au centre
du cercle roulant est a , les rayons des deux cercles etant cgaux
ä r .

Pour a = r, la courbe est la cardio 'ide .
Du reste , la construction ( n° . 13 ) fait voir que ce sont les seules

courbes qui puissent avoir un point double , puisqu' un point n ' a
qu 'une seule chordale par rapport ä un cercle , de - sorteque chaque
point de la courbe ne correspond qu ' ä une seule tangente au
cercle C . Mais lorsque les deux ' cercles se touchent interieurement
il y a deux tangentes infiniment pres de la tangente commune , dont
cbacune fournit deux points infiniment pres du point de contact ,
ce qui prouve qu 'il doit passer deux branches de la courbe par ce
point . D ' un autre cote , lorsque le cercle D se re' duit ä un point
situe au dehors du cercle C , les deux tangentes ä ce cercle qui

*) Comp . Magnus : Sammlung von Aufg . und Lehrs . aus der anal .
Geom . § . 01 .
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passent par D fournissent ce point comrae point de Ja courbe , et
comme pour cliacune d ' elles il y a deux tangentes infiniment voisines ,
dont chacune fournit un point infiniment pres du point D , ce point
est encore un point double . Lorsque le point D est situeä I ' interieur
du cercle C , il est un point isole , et quaud il se trouve sur la cir -
conference , un point de rebroussement .

Les autres courbes particulieres trouvees au n° 15 n ' offrent
rien de remarquable .

19 . L ' aire de la courbe s ' exprime le plus simplement au
moyen des coordonnees polaires .

Lorsque ÄO et a <Cr — h , le pole Sß trouve ä I' interieur
des deux figures ; par consequent l ' espace annulaire compris entre
ces deux figures est egal ä

ö \ 4 ( r - j- a cos tp ~) V {r + a cos <p ) 2 — h 2 . dtp ,

et puisque la courbe est symmetriquc par rapport ä l ' axe des ab -
scisses ,

C
•A = 4Vr( r + acoscf ) V ( r -\ - a cos cpf — k 2 , d(p .

Dans totis les autres cas , l ' aire d ' une des figures est donnee par

1A ' , = 4 \ r + acostp ) V ( r + acostp ) 2 — k 2 . dtp ,

A ' 2 = — 4 \ (> + acosf ) Y ( r -\ - äcostp ) 2 — h 2 . dtp ,

et l ' espace annulaire compris entre les deux figures ( lorsque
a ^> h + r ) , par
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i ,__ rj arc cos *___

(
i " = 4 V (f + ß cos

/ o

cos $ ) f ( r + ocosqj ) 2 — k 2

\

+ 4 ^ ( r + acos <f ) V ( r + ocostp ) 2 — h 2 . dcp

r ____ .__
4 \ ( r -\ - acoscp ) ^ ( r -f- acosipy — hr . dcp

___L___rarc cos _______
/ « ____

■4l (> + ßcos <£ ) y ( r -i- acoscf>y — 4 2 . d <j>

A— >■

En posant

l ' integrale devient

?- + äcos ^>= s ,

i kV — ( ss — r) :
<fe ,

et se reduit ainsi ä nne integrale elliptique , qui cependant s ' obtient
sous une forme finie dans un des trois cas

o = 0 , r = 0 , 4 = 0 ,

suppc
1 pour
point 1

A = 4 \ ( r -f a cos cpf dcp ,

Les deux premieres de ces suppositions reduisent la courbe
a deux cercles qui ont le point C pour centre ( n° 15 ) , mais le troi -
sierae cas donne , süivant que le point D est situe a l ' interieur ou ä
l' exterieur du cercle C ,
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Ol '

<M
A ' ' == 4l ( r + ß cos ? ) 2 <*<}> — 4

Mais

£
' o

«arc cos i _

\ r + a cos cf) 2 dcp

M " 0
cos <pfd <p .

f ( r -\- a cos ? ) 2 dcp = frd }(p + / 2arcoscpd (p -j - fa 7 coa ^qdf

= r 2? + 2arsin (ji -|- o 2( _ sin ? cos ? + _ . ? ) ;

donc en prenant les liniites ,
A = 2 ( 2r 2 + a 2) or , A " = 2 ( 2r 2 -f a 2) ^ .

Cette expression fournit pour l ' aire de la cardio 'ide la valeur connue
A = 6r '2 3r .

20 . La seconde courbe que nous avons trouyee au numero 13 ,
est reprösentee par les equations

(y 2 + x 2 - 2ax - k 2f = lr \ x 2 -fy 2) ,
t =zr -}- acos ? ± V ( r + acos ? ) 2 + Ä \

Pour la construire on pourrait encore se servir du cercle D
du rayon k , car ie rayon du cerele mobile , etant exprime par
x nj ry n -\- k 2i est l ' hypotenuse d ' un triangle rectangle dont un cöte de
l 'angle droite est la droite menee du centre variable au point D ,
et l ' autre le rayon du cercle D perpendiculaire ä cette droite .
Mais on parvient ä une construction plus simple en se rappelant
la construction de la courbe precedente et en observant que main -
tenant la tangente au cercle C est la cliordale commune du point
D et d ' un cercle qui a pour rayon la grandeur constante k et pour
centre le point M de l ' enveloppe qu ' il s ' agit de construire ( fig . XI ) . Or ,
si d ' un point quelconqueF de la tangente AB et avec le rayon FD on
decrit un cercle , ce cercle , d' apres la definition de la chordale , cou -
pera rectangulairement le cercle du centre M et du rayon k ; la
distance FM sera par consequent egale a ^ FD ^ -f- Ä 2. De lä on
deduit la construction suivante : Au point D on construit un angle
droit SDR , tout - a - fait arbitraire et l ' on fait DH == DL = k ;
des points d ' intersection F et G des cotes de cet angle avec la

3 *
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tangente AB au cercle C , et des rayons egaux a FL et GH , on
decrit deux cercles qui se couperont en deux points M , M ' apparte -
nant ä la courbe .

Les consequences tirees de celte constniction sont analogucs
a celles du numero 13 ; seulement il faut remarquer que la con¬
stniction du cercle du rayon h est toujours possible de Sorte que
chaque tangente fournit deux points de la courbe situes l ' un au -
dehors , l ' autre au de - dans du cercle D .

21 . L ' equation en ^ , y fournit encore , comme au numero 14 ,
la courbe comme lieu geomiitrique de points situes sur les tangentes ä
un cercle donne ; il existe eepcndant la diffcrence que pour la premiere
courbe le point fixe est situe au dehors et pour la seconde , au - de -
dans du cercle fixe . On voit aussi quo pour la premiere courbe
le cercle fixe peut devenir imaginaire tandis que pour la seconde
c 'est le point fixe qui peut ne pas exiSter .

Comme dans l ' equation polaire le radical ne peut jamais s ' eva -
nouir ou devenir imaginaire , on en conclut que l ' enveloppe cherchee
est composee de deux figures fermees cntourant le point D et repre -
sentees par les deux equations

t = r + öcos (p + yjf -\ - acosqj ) - + h 2,
t ' = r -\- acosrp — V {v -j- acosrp ) 2 + h 2.

Le second de ces rayons est donc toujours negatif ; sa valeur absoluc
est

— ( r + acos <£ ) + V ( r -\ - a coscp ) ^ + h 1 ,
d ' oi l ' on voit que la premiere figure est situee tout entiere au - dehors ,
la seconde au - dedans du cercle D . Pour avoir les points situes
sur le meme rayon vecteur ( et non sur le prolongement ) , il faut
remplacer dans l ' expression de t ' , l ' angle <p par rc + cp , et renverser
les signes , ce qui donne

t ' = — ( r — acostp ) + ^ {r — acoscpy + k 2 .
La distance des deux courbes mesuree sur le meme rayon vecteur
sera donc

2r -h V ( r + acoscp ) 1 + h 2 — V ( r ~ ßcoscp ) 2 + h 2,
1 3

expression qui est egale ä 1r pour <p = - tt , ^ = - jt .

Les proprietes de cette courbe se deduisont immediatement de
Celles de la courbe precedente en changeant simplement le signe
de h 1 . C ' est ainsi qu ' on trouve que l 'existence de points singuliers
depend des conditions suivantes ( n° 15 )

r = 0 , k — 0, a ±r — liV ~~ [ .
La troisieine condition fournissant des valeurs imaginaires et les
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deux autres suppositions rentrant dans des cas dejä discutes , nous
pourrons dire que le courbe ne presente pas de points singuliers .

Pour exarainer si les six points pour lesquels — == 0 , sont
dij

des maxima ou des minima , il faut encore avoir recours a la deuxieme
derivee qui devient dans les differents cas

d J .r __ y %
äf ar ~

— a + V ( a + r ) * + A '
(toujours un minimum ) et

<Px _ ______
W " ( a±r± V ( a±ry 4 - * * ) ( ± ^ ( oiO ' + A 5)

Dans la scconde expression le denominateur est toujours positif ,
puisque les dcux factcurs ont le memo signe , le signe du radical ,
donc le signe ne depend que de la fraction du numerateur . Or
celui - ci est toujours negatif pour le signe supericur du radical , mais
positif pour le signe inferieur du radical pris avec le signe superieur
de r \ Pour les sigues inferieurs de r et du radical il est negatif
ou positif selon que

i?or > r » + Ä * ou 2or "< ! * + * » .
De lä et par des raisonnements analogues a ceux des nu¬

merus precedents on conclut que la courbe inlerieure a seulement
un minimum et un maximum , mais lorsque 2ar ~̂ r '1 + A * ; la courbe
exterieure a toujours deux maxima et un minimum et par conse -
quent deux points d ' inllexion .

Pour a = 0 , la courbe se reduit encore ä deux cercles
t

Pour « = r , c ' est ä dire lorsque le point fixe se trouve sur la
circonference donnee , on a

ou

* = r ( 14 cosq)) -\- V r ->- ( 1 + cos <jj ) * + A 2 ,
f = rCl — coseji ) + ^V ( l — cos£ ) * + A * •,

1
t = 2rcos '! _ (f) -fl / Ar cos ^ itp + A 5

et
(' = — 2rsin *i <p -\ ]/ &r * sin " ! <ji + Ä *>

t — V -= . 2r + y &r * cos *icp + j » — \/ lr 2 sin ^ -f- h \
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