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8 Arithmetik und Kombinatorik.

j- a 3 + b 3 = (a + b) (a 2 — a b -|- b 2)

°- { a 5 + b 5 = (a + b) (a 4 — a 3b + a 2 b 2 — ab 3 + b 4)
u. s. f.

f a 3 — b 3 = (a — b) (a 2 + ab + b 2)

7 - { a s _ b 5 = (a — b) (a 4 + a 3b + a 2 b 2 + ab 3 + L 4)
u. s. f.

a 2 — b 2 = (a -f- b) (a — b)
a 4 — b 4 =(a 2 — b 2)(a 2+ b 2) = (a + b)(a — b)(a 2 + b 2)

= (a + b) (a 3 — a 2b + a b 2 — b 3)
= (a — b) (a 3 + a 2b + a b 2 + b 3)

u. s. f.

Wenn a : b

§ 2. Proportionen.
. a o

= c : d, dann ist -r- = -=- undb d
a c = b ä, c a =d b,
b a = d °; c d = a b,
b d = a c, d b = c a,

d : c = b : a, d. h.:
In einer Proportion kann man die inneren Glieder

unter sieb, die äussern Glieder unter sich vertauschen
und es dürfen die inneren Glieder zu äusseren, und
die äusseren zu inneren gemacht werden.
2. a d = b c, d. h.:

Das Produkt der äusseren Glieder ist gleich dem
Produkt der inneren.

Umgekehrt: Sind zwei Produkte aus je zwei Pak¬
toren einander gleich, so kann aus denselben eine
Proportion gebildet werden. Die Faktoren des einen
Produkts werden die äusseren, die des andern die
innern Glieder der Proportion.
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3. a m : b m = c : d,
a m : b = o m : d,

(a : m) : (b : m) = c : d ;
(a : m) : b = (c : m) : d, d. h.:

In einer Proportion darf ein inneres und ein
äusseres Glied zugleich mit derselben Zahl multipliziert
oder dividiert werden.

vfl : b n = cn : d n ,
Jl,-------- iL,-------- J.J..--------

y b = f c : }' d.
5. Korrespondierende Addition:

a : ( a -j- b) = c : (c + d) | b : (a + b) = d : (c -f d).

Korrespondierende Subtraktion:
a : (a — b) = c : (o — d) | b : (a — b) = d : (c — d).

Korrespondierende Addition und
Subtraktion:

(a + b) : (a — b) = (c + d) : (c — d).
Das erste oder zweite Glied einer Proportion ver¬

hält sieh zur Summe oder Differenz des ersten und
zweiten, wie das dritte oder vierte Glied zur Summe
oder Differenz des dritten und vierten.

Die Summe des ersten und zweiten Glieds verhält
sich zur Differenz derselben, wie die Summe des dritten
und vierten Glieds zur Differenz derselben.

6. Wenn a : a x = b : b, = c : c, = . . . = w: 1, dann ist
(a + b + c+...):(a 1 +b 1 +c 1 +...)=a:a 1 = ...=w:l,
und (a m + b n + c p + • • •) : (;\ m + b x n -f- c, p + • ■ •)

7. Wenn
- = a: a t

a : b = c d
a i : \ = o1 *». dann ist

w : 1.

f(a a.) : (b \) = (oo,):(dd,) und
,(a:a 1):(b:b 1)=(c:c l ):(d:d 1).
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8. Wenn a : b = c : d und
a : b = c : x, dann ist

' x~^d~
9. Stetige Proportion: a : x = x : b.

10. Harmonische Proportion:
(a — b) : (c — d) = a : d;

stetige harmonische Proportion:
(a — x) : (x — bj = a : b.

11. a) Arithmetisches Mittel aus a und b:
a + b

x = ~2""
b) Geometrisches Mittel aus a und b:

x = l'aHb.
c) Harmonisches Mittel aus a und b:

2ab , 1 1/1,1x = —r—r, also — = —------ \-a + b x 2 V a
Bei n Grössen aj, a 2 . . . a n ist

a i + a 2 + • • ■ + a n
n

b •

a) x =
b ) x = ]/»!, a2 . . . a n ,

' X Tl\a ' a ' • • • ~ „an^^^ x n \a, " a
d) Cauchy's Satz:

a i + a 2 + • • • + a n . n
/ a i a .»' an -

n \a x a 2 ^a n

§ 3. Potenzen mit ganzen Exponenten.

I. Positive, ganze Exponenten.
: a . a . a

a......a (m Faktoren),
a heisst Basis, m Exponent, a m Potenz.

ja-
\ a m =



Potenzen mit ganzen Exponenten. 11

[°
1. a 1 = a, 0 n = 0, l n = 1, a° = 1; a» = U, wenn a = 1.

[co >
r(_l)«n=+l J (_l)«n + l=_l

2 . ] (_ a )2n = + a 2n ) (_ a )2n+l = _ a 2n + l
l (a _b)2n=(b-a)2°,(a-b)2° + i = -(b-a)än+l.

3. a m . a r = a m + r
a m — i } W enn m > r
1, , m = r

1
u? - m, » m< r

4. (ab) m =a'»b».
a\ m a m

am . n r =

5. b I b™
a m — b m

a — b

Rm _b m

6. (a™) r = a K '.

— a m - 1 -]- a m - 2 b + a™ - 8 b 2 -)- .
+ ab m - 2 + b™

0
= —■ = m a m - !.

a—-b ja = b U __________________

II. Negative, ganze Exponenten.
1

Erklärung: a~ m =—.
am — r

:a -m + r
f a m . a - r = &"

1. j a~ m . a r = a
( a- m .a- r = a- m -r=a-( m +r.).
|a m : a- r = a™ + r

a -m. a r =a -m-r
a — m. a — r _ a — m + r.

3. (ab)-™ = a-m b - m.
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a \-m _ a-m / b \ m
" ~b - m

( (a m )~ r = a- mr
5. | (a- m) r = a- mr

l (a- m)~ r = a m 'r .

§ 4. Wurzeln.
n,—

Erklärung: Wenn x n = a, dann x = ]/ a, alsom---\n n----
] a j = a, |/a n = a

"/—
Benennungen: Bei V a heisst a Radikand, n

2-----

"Wurzelexponent; V a = y a .

I. Wurzelformeln:

1. fl = l; |/0 = 0; /T=l; 7^1 = — 1.
3.

2. J,— 2n+l-------- 2n+l,
-a;|/a = a; j/ a 2n+l_ a . ^_ a 2a + i =

3.

4.

5,

C

2n,
\(— a)än=_ a,

|/a . ]/b =)/ab.

?/----- /ii___\r
)'V = (]/ a j .

J/V = j/a"; )/ a r= |/'a-r.

b

4

7.
"l'/ n /---- mn ----"lVm,----

]/^a= ]/ a = j/ ^/ a.
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n — n,
8. a ]/ b = y a'i b.

II. Rationalmaclien des Nenners;
ii----------

z zl'a. z z|/an-i

1/a a ^
z _z(VT— fb)_

l a -L- y b a — b
n m --- 3---- 3,_ v

z zy/v+j/ab+yV)
B._ 3,— a + b
y'a+l'b L

z z (VT + yT — VT)
1. "• VT+ VT+ VT (VT + VT)'ä - c

z (VT + VT — V o ) (a + b — c — 2 Vab)_
a; (a + b —c) 2 —4 ab '

besonderer Fall a + b = o.

z z|/a + V¥ z|/a + f¥ (a — yT)

:' fä+W a + i/T a2 — b
z]''(a 2 —b) (a— V"b)

a 2 — b

III. Zerlegung einer Quadrat -W iirzel:

i/n 4-Vb— / '"4- \r l * wobei r — Vä 2 b

1

1.1



14 Arithmetik und Kombinatorik.

IV. Beispiele für Quadrat- und Kubik¬
wurzel ausziehung:

V12 ! 53 I 16 = 354
_JL=a2

2a = 6T353
325 = 2ab + b>

2(a + b) = 70|2816
2816 = 2 (a + b) c + c'

i/44 | 3611 864 = 354
1 27 = a 3

3 a 2 = 27117361
135 = 3a 2 b
225 =3ab"

125= b 3
3 (a + b) 2 = 3675 1486864

|l4700 =3(a + b)'o
1680 = 3(a + b)c 2

64 = c 3

3. ]/ Ufo' — 30x 5 + 79x 4 — 57x 3 + 58x 2 - 21x +
25x 6

10x 3|— 30x 5 + 79x 4
lHOx ä + 9x 4

= 5x 3 3x 2 7x —

10x 3 6x : 70x*
70x* + 42 x 8 + 49x'

9x 210x 3 — 6x 2 +14x — I5x 3 -f yx-
+ 15x 3 + 9x 2 + 21x+"
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4. }/(125x 0-225x s+660x 7-657x 6+924x 5-441x 4+343x 3)
+ (125x 9 = 5x 3 — 3x 2 + 7x

75x 6 —225x 8
+225x 8+135x''+2 7x 6

75x 5—90x 5+27x 4,+525x 7- 630x 6
|+525x , 4-630x 6+189x 5

+735x s+441x i +343x '>

§ 5. Potenzen mit gebrochenen Exponenten,
1_r_ n,— __

Erklärung: a" =} / a r ; a

1. 11 = 1; o n = o.
JL JL -1 + JL

2. a n . ai = a 11 1 .
JL _£ — — -?

3. a 11 : a<i = a n * .

-r r i iy-
n=a n = a- n =^F" = l, a"

a n
-n— 1

= ,/..=p
r r r

4. (ab) s '= äflb".
r -L —

5. (a: b) 11= an : b«
i- \ P r p_

gfl 4 = a11 4 .

§ 6. Imaginäre und komplexe Zahlen.
Erklärung: \ — l = i (imaginäre Einheit),

]/ — a = i y a (imaginäre Zahl),
a -f b i (komplexe Zahl; Normalform).

i =i i 4n =+l
12 = ._ i £4 n + l _ _[- i
i» = — i i4n + 2 = _l
i4 = + 1 i 4 n + 3 = — i.

b = i2 fab" = — f&h; {]/ — ä)'2 = — a,
, : i/TTb = yTTb.

2. y — a .
1
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3. Konjugierte komplexe Zahlen: a-f-bi und a — bi,
(a 4- b i) ( a — b i) = a2 + b2.

4. Wenn a -)- b i = 0, dann ist a = 0 und b = 0,
„ a + bi = x + iy, dann ist a = x, b = y.

5. Setzt man: a = r cos99(95 Anomalie = Richtungswinkel),
b = r sin <p (r Modulus),
r = ]/a 2 +b s; dann ist

a + b i = r (cos tp + i sin 50) (Kanonische Form),
allgemeiner:

a-j- b i = r (cos (<p + 2 k w) + i sin (90 -f- 2 k 7t)j
(k ganze Zahl)

0. (cos cp + i sin 99) (cos V + i sin iji)
= cos (50 + V) + i sin (<p -f- V)>

7. Moivre's Formel:
m

(cos 95-f i sin y) 11=cos ™(2kw-j-95)+isiii™ (2krc-f y);

im einzelnen: (cos <p + i sin 5p)11—_•cos n 95 -j- i sin n q>

(cos 95 + i sin 9?)11= cos
2kn-}-q>

1 sm 2 k w-|-9
n — n

§ 7. Logarithmen. c
Erklärung: Wenn c x = a, dann, ist x = log a. daher

c c C
c loga = a; l 0 g ( 0 n) = n ; log (c - n ) = — n

c beisst die Basis, a der Logarithm and,
n der Logarithmus.
1. log a b = log a -j- log b 3. log an = n log a

2.
a

l°g "g = log a — log b
n — ±

4. log]/ a = — log a

5.
0 c c .

log o = l; log 1=0; log 0 = + 00, je nachdem c > 1;
c __ <

logcc = -j-cc, je nachdem c> !•

................------------------------------ ^aa

Bi
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6. Die Basis der künstlichen, oder gemeinen,
bi, oder Brigg'schen Logarithmen ist 10; die Basis

der natürlichen Logarithmen, welche mit log nat,
oder log n oder l bezeichnet werden, ist e = 2,71828 . . .
(s. § 21).

c
13 log a c b c

7. log a = —-----; log a = log a . log b.
log b

8. Umrechnung der gemeinen in natürliche Logarithmen:
10

a) 1 10 = log 10: log 10
10

loa e 0,43429. ■=2,30259..

10
e loa a 10

b) l a = log a = -fjf— = log a . 2,30259 ...
log e

Weiteres über Logarithmen s. § 21»

Sj 8. Kettenbrüche.

1. "Verwandlung eines gewöhnlichen
Bruches in einen Kettenbruch:

14 _ 1 _ 1 1 _______1_
a) 47~47- 5_- 1~ _J_

14 6 + U rf+ 14 " + „ .4

2+-^ 5

B ü r 1:1 e n , Formelsammlung

3 +

i+i
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b) 14

die Nenner sind 3, 2, 1, 4.

4|£
2. Statt eines Kettenbruehes k kann man stets

folgenden sehreiben:

---------—, dessen erster Näherungswert -zr-, dessen
0 + ^: o

0 + k zweiter — ist.

3. "Verwandlung eines Kettenbruches in
einen gewöhnlichen Bruch:

Ist sc- der wahre "Wert und sind
A, A„

die einzelnen Näherungswerte des Kettenbruches

-------------------- , so ist:
a ' + "aT

A r + l _ a r + i A r -f A r _

1
+ ....

B r + 1 a r + i B r -f-Br-i' Bj a t ' B 2 aa a+l
u. s. f.

Schema:

a 2 a t + 1
a 3 a2 -f 1

a 3 ( a 2 a, + 1) + a,

3 2 1 4

1 0 1 2 3 14
0 1 3 7 10 47
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A r _ i . B r - A r . B r _ i = (-
A r -i _ Ar = (— l) r
B r _ % B r B r _ i. B r
A Ar ^ (-l)r ^ (-l)r

Br 2

19

l) 1

B Br Br.Br + i
5. Sätze:

a) Die aufeinanderfolgenden Näherungswerte (N.-W.)
eines Kettenbruches sind abwechselnd grösser und
kleiner als der wahre Wert desselben und zwar sind
die ungeraden (der 1., 3. . ..) grösser, die geraden (der
2., 4. . ..) kleiner als der wahre "Wert des Ketten¬
bruches.

b) Jeder N.-"W. liegt dem wahren "Wert des K.-Br.
näher als der vorhergehende.

c) Der Unterschied des wahren Wertes des K.-Br.
und eines N.-W. ist kleiner als der reziproke Wert
des Quadrates vom Nenner dieses N.-W.

d) Die N.-W. eines K.-Br. sind in den kleinsten
Zahlen ausgedrückt, d. h. Zähler und Nenner sind re¬
lative Primzahlen.

e) Kein Bruch, dessen Nenner kleiner ist als der
Nenner eines N.-W., kommt dem wahren Wert des
K.-Br. näher als dieser N.-W.

§ 9. Kombinationslehre.
I. Permutationen.

1. Die Permutationen aus n Elementen be¬
stehen aus den Komplexionen, in denen sämtliche Ele¬
mente vorkommen ; die Komplexionen unterscheiden
sich nur durch die Stellung der Elemente.
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c, d sind IQ lexiko-Die Permutationen von a, b
graphischer Anordnung:

ab od
ab de
acb d
aedb
adb c
adob

baed
bade
boad
boda
bdac
b dca

cab d
cadb
cbad
ebda
edab
odb a

dabo
dach
dbac
db ca
d cab
deba

2. Die Anzahl der Permutationen aus n verschie¬
denen Elementen ist:

P(n) = 1. 2 . 3 ... (n — 1) . n
= n! („n Fakultät")

3. Sind unter den n Elementen a unter sich gleiche
Elemente, ebenso ferner ß und y je unter sich gleiche
Elemente, so ist die Anzahl der Permutationen:

P (n) _ u!
(«. ß, y)~ « ! ß l y !

Bestehen die n Elemente aus 2 Gruppen von r und
n — r je unter sich gleichen Elementen, dann ist die
Anzahl:

P(«0 =
(r, n — r)

n! n (n —l)(n —2) . ..(n —r+1)
r!(n

u , vergl. § 12.

4. Irgend zwei Elemente einer Komplexion bilden
eine Nichtfolge (Inversion), wenn das erste Element
höher ist als das zweite.

Durch Vertauschung zweier Elemente einer Kom¬
plexion ändert sich die Zahl der Nichtfolgen um eine
ungerade Zahl.
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II. Variationen.
5. Die Variationen aus n Elementen der rten

Klasse bestehen aus allen Komplexionen, die sich aus
je r der n Elemente bilden lassen. Die Variationen
zweiter Klasse der 4 Elemente ab cd sind:

ohne Wiederholung
ab a c ad
b a b c b d
c a c b cd
da db de

mit "Wiederholung
aa ab ac ad
b a b b b c b d
ca cb cc cd
da db de dd

G. Die Anzahl der Variationen aus n Elementen
zur rten Klasse ist

Vr (n)=n(n —l)(n —2)...(n —r+l)=r).r!(s.§12)
V n (n) = n (n — 1) (n — 2) ... 1 = n ! (Permutationen).

7. Die Anzahl der Variationen mit Wieder¬
holung ist: V (n) = n r .

III. Kombinationen.
8. Die Kombinationen aus n Elementen zur

rten Klasse sind die Komplexionen, die sich aus je r
der n Elemente bilden lassen, wobei aber blosse Um¬
stellung der Glieder keine neue Kombination ergiebt.

Die Kombinationen der vier Elemente a, b, c, d
zur zweiten Klasse sind:

ohne Wiederholung: ab, ac, ad, b c, bd, cd;
mit „ : aa, ab, ac, ad; bb, bc, b d;

cc, cd; dd.
9. Die Anzahl der Kombinationen aus n Ele¬

menten zur rten Klasse ist
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K r (n) =
n (n — 1) (n — 2)...(n —r+ 1)_

r!(n —r)!
Aus den Kombinationen ergeben sich die Varia¬

tionen, wenn man die Elemente der einzelnen Kom¬
binationen permutiert.

10. Die Anzahl der Kombinationen aus n Ele¬
menten zur rten Klasse mit Wiederholung ist

_n(n + l)(n + 2) .„. ( n-j-r—1) __K' (n):r r! fn + r — 1).

5 10. Determinanten.

a l b l
a 2 b 2 ---- a i b 2 ---- a 2 b l

a 2 \
a 3 b s C3

= a i
b 2 C2
b 3 C3

+ a 2 b 3 C3
b lC , + a 3

1 b 2 C2

Unter der Determinante eines Systems von
n 2 Elementen a,lt a 2, .... a n , b,, b 2, . .. . b n ,.....ver¬
steht man die Summe 2 (+ a t b 2 c 3 . ..), in welcher
jedes Glied alle Buchstaben und Indices ohne Wieder¬
holung enthält und welche zugleich alle möglichen
Produkte umfasst, die durch Permutation der Indices
gebildet werden können. Jodes (alphabetisch geordnete)
Glied ist positiv oder negativ zu setzen, je nachdem
die Anzahl der Nichtfolgen der Indices gerade oder
ungerade ist.

2. Der Wert einer Determinante wird nicht ge¬
ändert, wenn die Vertikal- als Horizontalreihen und
umgekehrt geschrieben werden. Z. B.:

a i b i
a, b.

a i a 2
b, b_
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1>

3. Werden irgend zwei Parallelreihen miteinander
vertauscht, so ändert sich das Vorzeichen der Deter¬
minante.

4. Sind in einer Determinante zwei Parallelreihen
entsprechend gleich oder proportional, so ist der Wert
der Determinante gleich null.

5. Regel von Sarrus: Um eine dreigliedrige
Determinante zu entwickeln setzt man die beiden ersten
Horizontalreihen der Reihe nach unter die letzte; alsdann
schreibt man die sechs Produkte an aus je drei Elementen,
welche auf denDi agonalen desQuadra tes und auf Parallel en
dazu liegen. Dabei ist den Produkten, welche in der
Richtung der Diagonale des Anfangselementes liegen
das Vorzeichen +, den andern das Vorzeichen — zu
geben.

''K .K
V

' \ ' ': \
/C X "•c,

ä l>>
"-•»

'-<i

= a t b 2 c 3 + a 2 b 3 c x + a3 b t c,
— a i ^ 3 c 2 — a 2 \ c 3 — a 3 \ c i

[Man kann auch die beiden
ersten Vertikalreihenhinter die
letzte setzen und dann ebenso
entwickeln.]

6. Bezeichnet man in einer Determinante A den
Paktor von a r mit A r (Unterdeterminante), den von b r
mit B r dann ist

4 = a t A t -f- a„ A 2 + .... . + a n A n
= \^+\ B 2 + .... . + b n B n
=........

k,A,+ b a A,+ ....4-b n Aj i=°A+ c 2 A 2+...+c n An= =0.
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7. Jede TJnterdeterminante ist wieder eine
Determinante. Die TJnterdeterminante zu einem Ele¬
ment, das in der «ten Horizontal- und der fcten Ver¬
tikalreihe steht, wird erhalten, indem man die Hori¬
zontal- und die Vertikalreihe, welche in diesem Element
sich kreuzen, durchstreicht und die dadurch entstehende
Determinante mit (—l)' + k multipliziert. Hieraus er-
giebt sich die Entwicklung einer viergliedrigen
Determinante, u. s. f. Es ist also:

a ! b i C! d i
a 2 ba c2 d„
a 3 b 3 c 3 d 3
a < b 4 c4 d 4

+ a 3

8. Wenn alle Elemente einer Horizontal- oder einer
Vertikalreihe mit demselben Faktor multipliziert sind,
so ist die Determinante mit diesem Faktor multipliziert.

Z. B.:

b 2 c2 d 2 b : o, d,
— a, b 3 C3 d 3

h i C4 d4
— a 2 b 3 c3 d 3

b 4 c4 d 4

b , c, d, | b, c, d,
D2 C2
b 4 c4

d 2 — a 4
dj

b 2 C2
b 3 C3

d a

ka x bj c t a i b i ci
ka 2 b 2 c2
ka 3 b 3 c3

= k. a 2 b 2 c2
a 3 b 3 °3

Sind alle Elemente einer Reihe 0, so ist die ganze
Determinante gleich null.

9. Wenn jedes Element einer Reihe eine Summe
zweier Grössen ist, so ist die Determinante in die
Summe zweier Determinanten zerlegbar; z.B.:

al + a l b l cl 1 8 1 b l °1 "l b l °1
a 2+ a 2 b 2 C2 = a 2 b 2 C2 + «2 \ °2
a 3+«3 b 3 CJ a 8 b 3 C3 «3 b 3 C3

oder: (a, + «0 A i + ( a 2 + «2) K + ( a 3 + a s) A 3 = a i A,
+ a 2 A 2 + a 3 A 3 -ßj A, a ,A, + « A,
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Bestellen die Glieder einer Reihe aus m, die einer
andern aus n und die einer dritten aus p Summanden,
so ist die Determinante in m. n, p Determinanten zer¬
legbar.

10. Der "Wert einer Determinante bleibt unver¬
ändert, wenn man zu den Elementen einer Reibe be¬
liebige, gleich vielfache der entsprechenden Elemente
einer parallelen Reihe addiert; z.B.:

bj c, + ka 1 1
a2 \ c2 -|- ka.,
a, b 3 c,+ ka 3 1

a l \ °,
«2 \ °2
ft3 \ C3

11. Wenn

D =
a i b . c ,
a2 \ °2
Rt„ Do \-io

«! Cr, ,
und 4= «2 ft 72 i dann LS

«3 ft> 7s

a i «i+ b i ^ +°, n a ! °2 + b i 0. + °. r%
D . J = a 2 «j + b 2 j9, + c2 yl a 2 « 2 -f- b 2 ß 2 + c 2 y 2

a, a, + b 3 />, + c 3 y, a 8 « 2 + b, /92 + c 3 -/,

a 2 a 3 +b 2 /?3+c 2 y3

12. Wenn alle diejenigen Elemente einer Deter¬
minante verschwinden, welche m Vertikal- mit n — m
Horizontalreihen gemeinschaftlich haben, so lässt sich
dieselbe in das Produkt zweier Determinanten zer¬
legen ; z. B.:

a, b t
a 2 b 2

o, d, e,
°2 d 2 e 2

0 0
0 0
0 0

C3 d 3 e 3
c4 d 4 e4
C5 d 5 e 6

a l \
a, b„

°3 d 3 p»
c4 d 4 e i
°5 d 5 e 5
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13. Jede Determinante kann auf folgende Weisa
erweitert werden:

| \ \ °i
\ b 2 C2

1 a 3 b 3 °3
=

1 ß< ß, ß, ß3
0 1 a l a 2 a 3
0 0 a, bj o l
0 0 a a b 2 c2
0 0 a 3 b, c 3

§ 11. Wahrscheinlichkeitsrechnung'.
1. Ist für ein Ereignis die Anzahl aller möglichen

Fälle m, die der günstigen Fälle (Treffer) t, so ist die
Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen eines
günstigen Falles: tw = —,

m '
für das Nichteintreffen

— 1 —• w, alsom
I. w -f- u = 1.

t.
2. Ist bei m möglichen Fällen w, = — die Wahr-° 1 m

scheinlichkeit für das Eintreffen des Ereignisses Ej

und w2 = — diejenige für das Eintreffen von E 2, so ist

die Wahrscheinlichkeit dafür, dass entweder E x oder
E 2 eintrifft:

IL W = w 1 +w 2.
3. Die Wahrscheinlichkeit, dass mehrere Ereignisse

Ej, E s , E 3 . . . gleichzeitig (oder nacheinander)
eintreffen, ist:

III. W = Wj . w,. w„ . ...
4. Die Wahrscheinlichkeit, dass von zwei Ereig¬

nissen E t und E 2 das erste eintrifft, ist:wiv. w = — t—■
w, +w 2
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5. Soll von zwei Ereignissen E t und E 2 eintreten :
a) E, und E 2, so ist "W = w, . w 2 ;
b) E„ aber nicht E 2, so ist W = w, (1 — w 2);
c) E, nicht, aber E 8 , so ist AV = (1 — wj . \v,;
d) Eines, aber nicht beide, so ist W = w, (1 — w,)

+ (1 — w,) . w a ;
e) Höchstens eines von beiden, so ist W = 1 — w, w { ;
f) "Wenigstens eines von beiden, so ist W = w, + w,

g) Beide oder keines, so ist W = 1 — w, (1 — w 2)
— (1 —w,)w 2 ;

h) Ejiimal, E 2 mmal in bestimmter Reihenfolge, dann
ist W = Wj n . w2m ; ist die Reihenfolge beliebig, dann
ist „ (n -f- m)!W:

i! m! w," . w,

§ 12. Binomialkoeffizienten.
n(n — l)(n — 2).....(n — r + 1)1. Der Bruch

gelesen „n über r", heisst Binomial ko effizient.

2. Ist n positiv und ganz, so wird I 1 — 0, wenn
/n

r > n; ist aber n gebrochen oder negativ, so wird
für keinen Wert von r null,

n
n

3.

= i;( 0 =1.

n — r/ (n — r)!r!"
n'"tVCj+v
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G.

n + 1
r + 1
m + n\

n
r
m\ In

- n +( , T')+-- + (3
r) \o I \r-

+ ....+ n
r—1

1/U

"X
m \/n

r —2

II. Abschnitt.

Reihen.
A. Endliche Reihen.

§ 13. Arithmetische Reihen erster Ordnung.
Reihe: a; a -\- d, a + 2 d, ... , a + (n — 1) d.

1. z = a+(u— l)d.

2. 3 = (a + z) . n ___ ( 2a + (n — l)d) .n

§ 14. Geometrische Reihen.
Reihe: a, a q, a q 2, a q 3 .. . . a q n — 1

aq" _________
a(q n — l)__qz — a

3. Ist n = cc und 0 < q < 1, dann ist s = —-—.
1-q

U-x + x 2 + x 3 + ... *

1 —x + x 2 —x 3

1-— X

1 + xJ

wobei x- < 1

§ 15. Zinseszins- und Rentenreclinung.

Zinsfuss p °/0 , Zinsfaktor q I = 1 + ~j , Ursprung-
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Hohes Kapital a, angewachsenes b, Zahl der Zins¬
perioden (Jahre) n, Rente r.

1. b = a qn (Zinseszinsformel).

aq n + r(q n — 1)

b = r(q"-l)

4. b =

q-1
rq(q n -l)

q-1
q 11 — 1

r
l).q» q-

(n = cc).

(erste Rentenformel),

(zweite Rentenform el).

(dritte Rentenformel).
1

afl n = a i"™

q-1
Pl q= —1

100 q—1
1. Giebt den Endwert an, auf den das Kapital a

in n Jahren durch Zinseszins anwächst.
2. Giebt den Endwert an, den a durch Zinseszins

erreicht, wenn dasselbe am Ende jedes Jahres noch um
r vermehrt oder vermindert wird; wird a in n Jahren
aufgezehrt, so ist b = 0.

3. Giebt die Summe an, welche bis zum Ende des
nten Jahres erreicht ist, durch eine am Ende jedes
Jahres erfolgende Zahlung r.

4. Stellt denselben Wert dar wie 3, wofern die
Zahlung r am Jahresanfang geleistet wird.

5. a ist das Ablöaungskapital (Mise) einer
n mal am Jahresende wiederkehrenden Rente.

5'. a Ablösungskapital einer immerwährenden Rente.
6. Amortisation. Die Gleichung giebt die

TSedingung an, unter der ein Kapital a in n Jahren
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durch Verzinsung mit p x °/ getilgt werden kann, wenn
der Zinsfaktor (bei dem üblichen Zinsfuss p) q ist.

§ 16. Arithmetische Reihen höherer Ordnung-.
1. Eeihe: y 0 y, y 2 y 3 y 4 ------ y„

erste Differenzenreihe: /ly 0 Ay t Ay., Ay 3 . . . .
zweite „ 4 2y 0 A*j t 4'2y„ ....
dritte „ 4 3y 0 4 3y, ....

4 r+1 y m =4 r ym+i-4 i y m .
Ist die rte Differenzenreihe konstant, so ist die Reihe

von der rten Ordnung.
2. Bestimmung des allgemeinen Gliedes:

yu = y» + g) 4y 0 + (°) /l 3 y„ + (J) 4 3 y„
4 r y 0.

"Wenn die ßeihe mit y x anfängt, dann ist:

JTn = r,+(°7
■+ r: 1 )^'y,.

2y,+ c 7> 'y,

3. Sum m e der Gl ieder von }"o b i s zum
Glied y n (einschl.):

r+J/ 3o
oder bei der zweiten Bezeichnung:

Ti- ....+ A'- y,-

4. Sätze: a) Das allgemeine Glied einer Ileihe
rter Ordnung ist eine Funktion rten Grades in n.
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b) Setzt mau in der rationalen ganzen Funktion
9 (n) = a0 nr + a i n1- 1^- . . . . + a r ,

welche in Beziehung auf n vom rten Grade ist, für n
der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2 . . ., so bilden die
Werte <p (0), <p (1), tp (2) . . . . eine Reihe rter Ordnung
mit der Schlussdifferenz r ! a 0.

c) Setzt man in cp (n) für n nach einander die
Zahlen a, a +- h, o -|- 2 h . . . v welche eine arithmetische
Reihe erster Ordnung bilden, so bilden die Funktions¬
weise q> (a), <p (a + h), <p (et + 2 h) . . .. eine arithme¬
tische Reihe rter Ordnung mit der Schlussdifferenz
r ! a 0 . h*.

5. l 2+ 2 2+ 3 2 + .... + n 2 = ~+2n + l)(n + l).n

l»+2 8 + 3 8+... .-fn 3 = -j(n+l) J .u J.
6. Figurierte Zahlen:

a. Polygonalzahlen:

Dreieckszahlen: 1 3 6 10 15 21 ..

Viereckszahlen: 1 4 9 16 25.....

Fuufeckszahlen : 1 5 12 22 35 .

b) Pyramidalzahlen,

dreieckige: 1 4 10 20 35____,

viereckige: 1 5 14 30 55....,

fünfeckige: 1 G 18 40 75-----,

+ 1

+ 2

+ 3

V

n+1'
2

n + 1
9

n-fl
3

+ 2 er).
n + 1
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§ 17. Interpolation.
1. Einschaltung bei arithmetischen Reihen.

Sollen bei einer arithmetischen Reihe rter Ordnung,
deren allgemeines Glied gegeben ist durch die Formel
yn (s. § 16 2) zwischen je zwei Glieder p weitere Glieder
so eingeschaltet werden, dass die neue Reihe wieder
eine Keihe rter Ordnung ist, so geschieht dies, indem
man in dem Ausdruck für das allgemeine Glied für n
der Reihe nach

3
p + 1' p + 1' p + 1 P"

■,2 + ;

1'
1

1+:p+1' ' p + 1'

p + 1'""
setzt. Die Schlussdifferenz der neuen Reihe ist

Häufig ist es zweckmässig nur soviel Glieder der
neuen Reihe zu berechnen, dass sich daraus die An¬
fänge der Differenzenreihen ergeben und dann die
Reihe von der Schlussdifferenz aus weiter zu berechnen.

2. Einschaltung bei Versuchsreihen,
a) Interpolationsformel von Lagrange,

(x —x t)(x —x 2)(x —x 3)----- (x — x n)y=
(x o — x i) ( x o — x 2) (x0 — x 3) . . . . (x 0 — x n)

+ (x — x o) (x — * ä) (x — X,) ----- (x — Xn)
o) ( x x — x 2) (x i — x a) • • • • (x i — x *0( x >

Hierbei sind y0, y u y2

y»+.
die zu V Zu¬ ge¬

hörigen Punktionswerte. Ist bekannt, dass die zunächst
unbekannte Funktion y = f (x) für alle Werte zwischen
x. u. x n eine ganze Funktion von höchstens ntem Grade
ist, so ist sie durch Lagrange's Formel vollständig
bestimmt; andernfalls liefert letztere eine Annäherung.

A.,

wmmmmm
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b. Newton's Interpolationsformel:
= y 0 + A 0 (x — x 0) + A, (x — x 0) (x — xj

33

+ A 2 (x— x 0)(x — x,)(x x 2)-

A, =
x .

B0
— x o
-A.

x 2 — x o
-A,

y 3 —y 2

B.

. B 2 =

x 2 — x

X3 — X.
C,-B

u.s.i.

°-, G, x4 x a
u. s. f.

B. Unendliche Reihen.
§ 18. Konvergenzhedinguugen.

1. Eine Reihe s n = a 0 + a, + a2 + .... + an
heisst konvergent, wenn die Grenze von Sn bei un¬
begrenzt wachsendem n eine endliche Zahl ist.

2. die abnehmende geometrische Reihe ist konver¬
gent, also 1 + x + x 2 + x 3 + .... ist konv., wenn der
absolute Betrag von x < 1.

3. Eine Reihe ist konvergent, wenn sie von einem
bestimmten Glied an konvergent ist und kein voran¬
gehendes Glied unendlich gross ist.

4. Eine Reihe ist konvergent, wenn jeues Glied
derselben kleiner ist als das gleich vielte einer konver¬
genten Reihe.

5. Erste Hauptkonvergenzbedingung:
Eine Reihe von positiven Gliedern ist konvergent, wenn
von einem bestimmten Glied ab der Quotient aus eiueni
Glied und dem vorhergehen < 1 und wenn auch

li m ^Li>i< 1.
ä n [n = oo

b u r k 1e n, -Formelsammlung, a
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Ist der Grenzwert gleich 1, so kann nur eine be¬
sondere Untersuchung über Konvergenz oder Divergenz
entscheiden.

6. Zweite Haupt konvergeazbedin gung :
Eine Reihe mit abwechselnden Zeichen konvergiert,
wenn die Glieder von einer bestimmten Stelle an ab¬
nehmen und lim a n = 0

(Bei einer Reihe mit gleichen Zeichen ist diese
Bedingung notwendig, aber nicht hinreichend.)

7. Jede Reihe mit negativen oder abwechselnden
Gliedern ist konvergent, wenn sie konvergiert, falls
man alle Glieder positiv setzt.

8. Eine Reihe heisst divergent, wenn lim s n
nicht endlich ist. Dies ist u. a. der Fall, wenn lim a n
nicht 0 ist.

§ 19. Satz von der Koeffizieiitenvergleicliuiig'.
Ist

A 0+A,x+A 2x 2+A 3x 3+... = B 0+B lX +B 2x 5+B 3x 3+...
und sind beide Reihen konvergent, so ist

Bo-A, :B 1( A 2 = B 2 u.s. f.
Dieser Satz dient zur Entwickelung von Funktio¬

nen in Reihen.

§ 20. Binomischer Lehrsatz — Netvtonsche Reihe.

(1 + x)» = 1 + (») x + (") x 3+ ... + (") x*+...
Für negative und gebrochene Werte von n wird

die Reihe unendlich. Sie ist konvergent für
1 > x > — 1; ferner für
x = + 1, wenn n > — 1
x = — 1, wenn n > 0

6.
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i+ b)» = a»(l + lj B a»fi + ^r
Beispiel:

a > b

Va*- + - 2 ]-a(H
1 b 5 , /J\b 4

"2^ + UJa* f..

35

Ist b gegen a sehr klein, dann ist
Yä,* + b = a -)- — (Näherungsformel);2a
3______ , b

§ 21. Exponciitialreihe, logarithmische, trigono¬
metrische und cyklometrische Reihen.

1. ex = i + _-f _ + — + ... _ oo < x <+oo

,1 1,1 ,. L , 1 \n
e= 1 +lTT + T):-+^ r + . .. = lim (l+

= 2,7182818284....
x/a (xfa) 2 (xZa) 3

n /n = co

2. a* = e x '"=l- .---- 00 < X <1! ' 2! ' 3!
3i , X X . X X

• '(!+*) = t~""2" + T~ T + -■••> iä= x >-l
. 7/i N x " x 2 x 3 X4
4. z ( i_ x ) = ___ T _. 3 -_ 4 -_...i>x>-l

..[■ 1 > x > — 1 oder
fz-1 , 1 /z-l\ 3 , 1 /z-l\ 5 , 1

O < Z < 00

3 '\2a + hi T ------(

,1 + x , x'1 , x° ,

/ (a + h) — Za = 2 \2a + h T 3
r r_h_ , i / h

log (a + h) = log . + 2 M^+^-^j +
o < a < ~\- co u. — a < h < -f- x
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7. TJebergang vom natürlichen zum Briggschen
Sytsem:

10 : z ; log z. 1 10 = / z

losz = Jz
no M I0 . 1 z

M I0 = Modulus des Briggschen Systems
= 0,4342945 ... . (s. auch § 7 a).

IVd

x x- X*
smx = T7~~37 + 5T _ + '
cos x = 1 2! 4! 6!

9. cos x + i aiD x = e 1:
cos x — i sin x = e -

e* x + e- -ix

2
e ix — e- -ix

V

. j — oc < x < + 00

10. e9° =e9' + 2l " Ii ; e 2k?r i = l) e( 2k + 1) Jti = —1

IL. Isty = e x =e x + 2k "i, so ist
Zy = x-f-2k?ti.

?(-l) = (2k+l)ai; J(—y) = *y + (2k + l)»i.
Ist y + i z = r e (f>i , so ist

l(j + iz) = lr+(<p + 2k„)L
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, 1 x 3 , 1 3 - 5
are sin x = x -j-

x J 1
5 + 2 ' 4

37

5
"6

arc tg x = x -+.
+ 1 > x > — 1

1 L x =~~~ 1
(Leibnizsche

_J_ —--------i.j.
4 ö 3^5 7

Zur Berechnung von n können folgende Reihen
und Formeln benützt werden:

7 ' '•'
s 3 x 5
3~ + 5" 7

arctgl = 1 — ^- + ^-------^-+...- Reihe.)

-77- = arc sin —-6 2

7t—Gare ts f3

2

15 <
7t--- = arc4

48 ' 1280

3.3
1

14136 '
1 1

+ •5.3 2 7.3 8

*g y + arc ** "3" = arc *g y + arc *g -

•1
+ arc tg —

71 1 1

-£■ = 2arctg — + arc tg —

III. Abschnitt,

Gleichungen.
§ 22. Gleichungen ersten Grades.

a) Umformungs- und Versetzungsregeln:
1. Jede Gleichung bleibt richtig, wenn auf jeder

Seite dieselbe Operation mit derselben Zahl vorge¬
nommen wird.

2. Ein freier Summand der einen Seite kann auf
die andere Seite als Subtrahend gesetzt werden und
Umgekehrt.
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3. Eine Zahl, welche Faktor der gegamten einen
Seite ist, kann auf die andere Seite als Divisor der¬
selben gesetzt werden und umgekehrt.

4. Eine Zahl, welche Potenzexponent der gesamten
einen Seite ist, kann auf die andere Seite als Wurzel-
exponent derselben gesetzt werden und umgekehrt.

b) Gleichungen mit einer Unbekannten.
5. Aus j x -f- a — b folgt x = b — a

[ x — a = b n x = b + a

ax = b n
b

X = —a

^ = ba
f

n x = ab

n —-
| x" = a n x = |/ a

?/—1 V x = a H x = an .

6. Aus r ax = 0 folgt x
,' K(X— b):l : 0 folgt x — b = 0

(x —a)(x — b) = Ofolgtx— a = 0u.x —b=0
( ax + bx = ex folgt x = 0
l a(x—b) + c(x — b) = d(x—b) folgt x — b=0.

Ist die linke Seite einer auf null gebrachten
Gleichung ein Produkt, das x oder Ausdrücke iu x
als Faktoren enthält, so ist jeder dieser Faktoren gleich
null zu setzen.

Kann eine Gleichung mit x oder einem Ausdruck,
der x enthalt, durchdividiert werden, so ist x ; bezw.
dieser Ausdruck, gleich null zu setzen.

die
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c) Gleichungen mit zwei und mehr Unbe¬
kannten.

7. Aus f ax + by = c
\ a, x + b,y = erfolgt

1.

II.

III.

y =
c — ax

daher

ax + b .

c, — a, x (Gleichsetzungs-
b methode),

- a, x- _ (Einsetzungs-
\y — c methode).

IV. 1)
2)

a b, x -\~ b b, y = cb (
b b x + bb,y = c,b
x(ab, — a, b) = cb, — c, b

c b, — c, b
a b, — a, b

(Kombinationsmethode),
a x + b y = c
a,x + b,y = ct

3) (am+a,)x-|-(bm+b,)y=cm4-c,,

setze b m + b, = 0, so ist m ==-----~-,

dies in 3) eingesetzt giebt
ab, \ cb

~-\r + a i) x= ~- t + c"° der
(— ab, -ra,b)x= — cb, + c, b

c b, — c, b
ab, — a, b'

ebenso wird y bestimmt.
(Methode der unbest. Koefficienten von "Bezout.)
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8. Hat, man drei Gleichungen mit drei Unbekannten:
ax + by-f-cz = d ]

b,y-a,x ■ C,Z:
2x + b 2y+c 2z = d 2 ]

so stellt man durch zweimalige Elimination derselben
Unbekannten, z. B. von z, zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten und dann hieraus eine Gleichung mit
einer Unbekannten her. — Bei vier Gleichungen mit
vier Unbekannten eliminiert man dieselbe Unbekannte
dreimal und erhält dadurch drei Gleichungen mit drei
Unbekannten u. s. f

9. Lösung durch Determinanten :

a 2x + b„y + c.2z = d 2
a 5X + V + C3Z = d 3

Durch Multiplikation mit den angeschriebenen Unter¬
determinanten und Addition folgt:

(&,A, + a 2A 2 + a 3A 3)x = djA t + d 2A 2 + d 3A 3, also
x = d 1A, + d 2A 2 + d 3A 3

a iÄ 1 + a 2 A 2 + a 3 Ä 3 .
Der Nenner ist die Determinante A des Systems der
linken Seiten. — Für y und z folgt ebenso:

.dB,. d 2B 2 + d 3B 3

z = ^Oi + ^Cj + ^OiA
Die Zähler sind ebenfalls Determinanten, die man

erhält, wenn man in A der Reihe nach a i; a 2, a 3, dann
bi; b 2, b 3 und c: , c2, c3 durch d x, d 2, d 3 ersetzt.

10. Die Bedingung für das gleichzeitige Bestehen
von n b'-'iOgenen Gleichungen, z. B, von
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= 0.
ajX + bjy + 0,2 = 0 _
a 2x -\- bsy -f- c.2z = 0 ist
a 3x + V + C3Z = °

a t b, c,
a s b 2 c,
a a b 3 c3

§ 23. Gleichungen zweiten Grades und Exponential¬
gleichungen.

a) Mit einer Unbekannten.
1. x 2 = a

x = + ]/ a.
2. a x 2 + bx + c = 0

— b + }'b 2 — 4 a cx =------ ^——------------.2a

) . >
> je nachdem b*—4ac = 0.

<

Die Gleichung liefert:
2 verschiedene reelle Werte
2 gleiche „ „
2 verschiedene imag. „
b 2 —4ac heisst Diskriminante der Gleichung.

— b + Vh a —4o , .
Ist a = 1, 80 wird x=------=+------------; hieraus

folgt:
3. Sind x, und x 2 die Wurzeln der Gleichung

x 2 -[-bx + c = 0, so ist
x i + x 2 = — b; Xj . x2 = 0.

Die Gleichungen x 2 + bx + c = 0 und x 2 — bx -\- c — 0
haben gleiche aber mit entgegengesetztem Zeichen ver¬
sehene Wurzeln.

4. Die Gleichung

H-----= ax

= a -x

— hat die Wurzeln x, = a, x. = —■a ' ' 2 a
1
a " " * x, = a, x, = —
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5. Gleichungen, die durch Einführung einer
neuen Unbekannten oder durch Zerlegung auf
quadratische zurückgeführt werden können:
1.
2.
3.
4.

5,
6.
7. (i

ax 4-f bx ! -f c =
ax 8-f-bx 3+ c =

ax 2m + bx m +c =
ax + b]/i 4-,

=0, setze
=0, „
=0, „
=0, „

x = y
x 3= y

x m = y
l'x=y

24.

a|/x 2r + b|/xi' + c = 0,
au 2x+bu*+e = 0,

ax) s+b(x*+ax) + o = 0,
a x + b

e = 0,

|/x r = y
u* = y(§23c.)

x 2-L ax = y
a x -[- b
c^Td = y "\cx-f (1/ c x -j- d

7. Symmetrische Gleichungen:
1. ax 3+bx 2-(-bx+a = 0,a(x 3+l)+bx(x+l) = 0 ! zerfällt in

I. x 4-1 = 0 und IL a(x 2— x + l)-|-bx = 0.
2. ax 4+bx 3-f cx 2+ bx + a = 0, Division mit x 2,

a x 2+-
1

X + 1~J"
setze x- : y,*'

1

=0j

-2.
1
x •' ' x"

3. ax 5+bx 4+cx 3+cx 2+bx + a = 0,
a(x 5+ l) + bx(x 3+l) + cx 2 (x + l) = 0

Abspaltung von x +1 = 0, Restgleichung symmetrisch
vom vierten Grad.

b) Mit zwei Unbekannten.
Für die Auflösung quadratischer Gleichungen mit

zwei Unbekannten kann keine allgemeine, einfache Me¬
thode angegeben werden, da die Elimination einer der
Unbekannten im allgemeinen auf eine Gleichung vierten
Grades führt. (Ueher die allgemeine Behandlung
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s. § 25,, 14.) Es ergiebt sich jedoch in vielen Fällen,
in welchen die eine der Gleichungen oder beide nicht
alle möglichen Glieder enthalten, die Schlussgleichung
als quadratische oder sonst lösbare. In jedem einzelnen
Fall ist nach Massgabe der Eigenschaften der vor¬
liegenden Gleichungen zu verfahren. Die wichtigsten
Fälle sind:

1. Die eine der beiden Gleichungen ist vom ersten
Grad; man drücke eine Unbekannte aus und setze in
die andere Gleichung ein.

2. Durch Elimination der quadratischen Glieder
entsteht eine Gleichung ersten Grades.

3. Es lässt sich eine Vereinfachung durch Abson¬
derung eines Faktors erzielen.

4. Die Einführung einer neuen Unbekannten in
die eine Gleichung bewirkt, dass dieselbe nur noch
diese Unbekannte enthält, oder es wird das ganze Sy¬
stem durch Einführung neuer Unbekannten vereinfacht.

5. Durch Addition und Subtraktion, Multiplikation
oder Division der beiden gegebenen Gleichungen, oder
auch durch korrespondierende Addition und Subtraktion
bei einer derselben, entsteht eine Gleichung, in der für

x-J-y, x — y, xy oder — oder einen sonstigen Aus¬

druck in x und y eine neue Unbekannte eingeführt
werden kann.

6. Die Gleichung ist homogen; man dividiert mit
x

y" durch und bestimmt —.
y

7. Es kommen ausser dem Absolutglied in jeder
Gleichung nur quadratische Glieder vor; man eliminiert
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die Absolutglieder, so erhält man eine homogene Glei¬
chung. Oder: Man bringt die quadratischen Glieder
nach links, dividiert die eine Gleichung durch die
andere, dividiert dann Zähler und Nenner durch y ! ,

x
setzt = t und bestimmt t.

8. Man kann z. B. aus x 2 + y 2= a, 2xy = bdurch
Addition und Subtraktion der zweiten (x-J-y) 2 = a-ft
und (x — y) 2 = a — b bilden und hieraus x + y und
x — y bestimmen.

c) Exponentialgleichungen (logarithmische
Gleichungen.)

1. Grundaufgabe:
a x = b;

i i u kgbx log a = log b, x = -;-------.
loga

2. Besondere Fälle:

1. ax = a r ; x = r.

c log c — logd

2.

3.

; x = — m.

(t)"
tn + x

d ' log a —logb'
n + x

4. (ab) nx =a.b r + x .
Logarithmiere, sammle die Glieder mit x
nach links, die ohne x naeh rechts, und löse
nach x auf.

5. ab x + c (d -)- b— x ) = e; setze und bestimoe
zunächst y = b x.
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6. a x + P + a x + i = b x + m +b x + n :
a x (aP + afi) = b x (b m + b n );

a\ x _ b m + b n
TT/ "" aP+ai~

7. xrx l0 § x = b;

45

hieraus folgt x.

r logx+logx. logx = logb ; setze und bestimme
y = logx u. s. f.

8. log (a x -j- b) -f- log (c x -f- d) = m ;
es ist log ( (a x -(- b) (c x + d)) = m, also

(ax + b)(ox + d) = 10 ul ,
woraus x folgt.

9. a x by = p , c* dy = q;
logarithmiere und bestimme aus den erhal¬
tenen Gleichungen logx und logy.

§ 24. Diophantische Gleichungen ersten Grades.

a) Mit zwei Unbekannten.

1. Buler'sche Methode. (Absonderung der
grössten Ganzen.) Beispiel:

61x+7y = 1000
1000 —61 x

J 7
7u + 1

u = 2 v — 1, also
14 v —7 + 1

= 143 — 9x +
2x—1

(=rt

= 3u+^(=v)

:7T- 3

y = 1000-61 i 7v-3) = 169 _ 6lT#

■■■■■■
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V X y

0 — 3 169
1 4 108
2 IL 47
3 18 — 14

(4/11
\ 108 \ 47

sind also die brauchbaren
Werte für die Unbekannten.

2. Kette nbruchmethode von Lagrange:

Ist 1. a x -j- b y = c gegeben, so setze mau
2. a x x -f- b,y = t, dann folgt:

b, c — b t
a bj

a t
- &t b
■a, c

' a b, — a x b '
x und y sind dann ganze Zahlen, wenn a b, — ä, b = -)-1.

a
Dies ist der Fall, wenn -r— vorletzter Näherungsweit

des in einen Kettenbruch verwandelten Bruches -r- ist

("• § 8J.
Beispiel: 1. 61x + 7y = 1000

Näherungswerte des in einen Kettenbruch verwandelten

Bruches -^ sind: -g-, -g-, ^g, g-, also
2. 26x + 3y = t
3. ■ x = 3000 — 7t=7(429 — t) — 3

= 7 v - 3
t-26x 429—v—182v+78

4- y = —ö—=------------ 5—
= 169 - Ol v.



ist
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V 0 1 2 3

X — 3 4 11 18

y 169 108 47 — 14

Res
' \ 108 \47'

3. Ist x = p, y = q eine Einzellösung der Gleichung
ax4-by = c, so ist x = p + b t, y = q~at die allge-
gemeine Lösung.

b) Mit drei Unbekannten.
4. Man eliminiere aus den zwei gegebenen Glei¬

chungen eine der drei Unbekannten, z. B. z, dann löse
man die erhaltene Gleichung nach a) auf und berechne
z vermittelst der erhaltenen Werte von x und y aus
einer der gegebenen Gleichungen.

§ 25. Allgemeine Sätze über höhere Gleichungen.

1. Hat f(x) = Xn + a 1 x n - 1 + a 2 xn - 2 + ... + ai=0
die Wurzel x = a, so ist f (x) durch x — a ohne liest
teilbar.

2. Eine Gleichung nten Grades hat n,
aber auch nur n Wurzeln.

3. Sind a it a 2 ... a n die Wurzeln der Gleichung
f(x) = 0, so ist

f (x) = (x — ai) (x — an) ____(x — a„) und

4. Symmetrische Funktionen der Wurzeln:

n, = — 2 K, («,,«,.... an) = — («»,+ «,,+ ... .+ «„);
a 2 = 21K 2 (a t , „ 2 ---- ßn ) = a t ^ + Ci „ s _|_ ---- -f «., et,

-f- — + öii — i «n;

ü

■■■||^mi|H||||^lH|^^H[
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-f «2 «3 a 4 + •••• + «Ü — 2 ßll — 1 «11«

a n = (— l) n . «! . « 2 . « 3 ---- a n .
Newton's Formeln für die Potenzsummen der

Wurzeln:

ibeUt man aj k +ß 2k +• ■• • + ß u l5= s k, so ist
s, + a, = 0
s 2 + a l s, + 2 aa = 0.
s 3 + »!«,+ a2 s i + 3 a 3 = 0

Allgemeine rekurrierende Formel:
s r -\- al s r _ i + a2 s r _ 2 +----+ »n s r - n =0,

sie ist auch noch gültig für r~n, hiebei ist Bo

Unabhängige Formel:
a, 1 0 .... 0

er = (-l) r
2a 2
3 a,

1 . . . 0
. . . 0

r a r a r — i a r _ 2 • • . . \
Um aus den Potenzsummen der Wurzeln die Koeffi¬

zienten der Gleichung zu berechnen hat man :
s, 1 0 0 .... 0

a r = (- Dr
rl

0
3

. . 0

. . 0

Sy Sj — 1 Sf — 2 Sj- 0

5. Satz von Descartes. Eine Gleichung mit
reellen Koeffizienten hat höchstens soviel reelle positive
Wurzeln als Zeicheuwechsel und höchstens soviel reelle
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negative "Wurzeln als Zeichenfolgen (die fehlenden
Glieder sind mit +0 zu ergänzen).

Eine Gleichung von ungeradem Grad hat minde¬
stens eine reelle Wurzel, deren Vorzeichen entgegen¬
gesetzt ist dem Vorzeichen von a n .

Hat eine Gleichung geraden Grades a n negativ, so
sind mindestens zwei reelle, mit verschiedenen Vorzeichen
versehene Wurzeln vorhanden.

6. Bei einer Gleichung, die nur reelle Wurzeln
haben kann, ist die Anzahl der positiven gleich der der
Zeichenwechsel, die Anzahl der negativen gleich der
der Zeichenfolgen (Bestimmung der Hauptaxen einer
Fläche II. Ord.)

7. Ist p-f-eji eine Wurzel einer Gleichung mit
reellen Koeffizienten, so ist auch p — qi eine Wurzel.
Die Gleichung hat, wenn sie imaginäre Wurzeln hat,
stets eine gerade Anzahl derselben.

8. Sind die Koeffizienten der r niedersten Potenzen
von x (x° eingeschlossen) gleich null, so hat die Glei¬
chung r mal die Wurzel null; sind die der r höchsten
Potenzen 0, so hat sie r mal die Wurzel co.

9. Ist a eine Wurzel der Gleichung 1., so ergiebt
sich aus derselben durch Division mit x — a die Glei¬
chung n—1 ten Grades
fM

_LZ. =b 0x»-i+b 1x°-2 + .... + bu- 2 x + b 11-i=0

dann ist b r = b r _ i . « -j- a r .
Beispiel 3x 5 — 7x 4 + 2x 3 + 4x 2 — 7x — 2 = 0

soll durch x — 2 dividiert werden.
B ü r k 1 e n, Formelsammlung. <!
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7 +2 +4 — 7

3 _i o+4+l 0

Res.: 3x 4 —x 3 + 4x+l=0.
Durch diese Division wii'd festgestellt, ob x = 2(=a N

eine Wurzel der ursprünglichen Gleichung ist.
Um die ganzen rationalen Wurzeln einer Gleichung

aufzufinden, zerlege man a n in Faktoren p„ p,--------
und versuche, ob x — p„ x — p 2 .... ohne Rest in die
Gleichung aufgeht (s. auch § 23 a , 1).

10. Wurzelverkleinerung. Soll die Gleichung
f ( x ) = a 0 x n +ajX"- 1 +.... +a n -ix + a n = 0

in die Gleichung
9>(x) = p 0 x° + p 1 xi-i + .... + p n -tx + p„ = 0

umgewandelt werden, so dass die Wurzeln der letzteren
Gleichung um k kleiner sind als die der gegebenen, so
muss f(x) = ip(x — k), also
a o x n + a 1 x«- 1 + .... + a n = p 0 (x-k)n + p 1 (x-k)n-l

+ .... + Pn-l(x —k) + p n
sein und es sind daher p n , pn-i, •••• P 0 die Reste,
die sich ergeben, wenn man f(x) fortlaufend mit x — k
d vidiert.

Beispiel: x 4 -4x 3 -39x 2 + 4Gx+ 80 = 0
4) 1 0 —39 —110 — 3G0=»„
4) 1 4 —23 — 202 = p„-i
4) 1 8 + 9 = p„-2
4) 1 12 = pi
4) 1=P,

die gesuchte Gleichung ist:
x *+l2x 3 + 9x'2 — 202 x — 3G0 = 0.
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11. Wegschaffung des zweiten Gliedes.
Soll die Gleichung f (x) = 0 durch die Einsetzung
x = y -\- k so umgeformt werden, dass das zweite
(Jlied der neuen Gleichung 0 ist, so ist, da
Pi = a , + n k a o = 0,

k = —A-.
na 0

■18
Beispiel: x 3 — 18x-+105x —190 =0; k = — - ,", =+ 6;

6) 1 — 12 + 33 + 2 y=x—6;
6) 1 — G - 3
6) 1 0 Res.: y 3 _3y-f.2 = 0.

12. Mehrfache Wurzeln: Haben f(x) = 0 und
f'(x) = 0 einen gemeinschaftlichen Teiler von der Form
(x — «,) k (x — Oj) 1 .. ., so ist a, eine k-j-lfache, a 2 eine
1-f-lfacho Wurzel der Gleichung f(x) = 0.

13- Gemeinschaftliche Wurzeln zweier
Gleichungen, Resultante. — Eine gemeinschaft¬
liche Wurzel zweier Gleichungen f(x) = 0 und <p(x) = 0
wird gefunden, indem man den gemeinschaftlichen Teiler
der linken Seiten sucht und denselben gleich null setzt.

Die Bedingung für das Bestehen einer gemein¬
schaftlichen Wurzel zweier Gleichungen heisst die Re¬
sultante derselben; sie ist das Resultat der Elimina¬
tion der Unbekannten aus den zwei Gleichungen. Sind
diese

a 0 x" + a 1xn-i + .... + an = 0
b„xm +b l x m - 1+ ___-fb m =0,

so ist die Resultante
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E =

0 a„

0 0
b„ b,

a 0 .
. b„

0 . . . 0
an . . . 0

0. . . . 0

0 0 . . . b 0 .
Man findet den Wert der gemeinsamem"Wurzel aus

a 0 a, . . . a„ 0 . . . 0 j
0 a 0 . . . . a„ . . . Ü j..............i=o

(b^ + b^b, .... fcm . . . 0
b 0 b,.......b m 0

14. Elimination einer Unbekannten aua zwei
Gleichungen mit zwei Unbekannten x und y. — Man
ordne beide Gleichungen nach Potenzen der einen Un¬
bekannten, z.B. von x, und bilde die Resultante aus
beiden, indem man die Koeffizienten jener Unbekannten
als bekannte Grössen betrachtet. Die Resultante ver¬
schwindet wegen des gleichzeitigen Bestehens beider
Gleichungen. Diese Resultante, das Eliminations¬
resultat von x, ist im allgemeinen eine Gleichung vom
m . nten Grade in y.

§ 26. Binomische Gleichungen.
1, x11= -\- 1 = cos 2 k n + i sin 2 k n ;

n, ---- 1 2kjt , . . ?k?r
x = [/+l = (-4-l) n =cos — + i sm "V~

wobei k alle ganzen Werte von 0 bis n erhält.
2. xa= — l = cos(2k + l);i + i sin (2 k + 1)/r;

2k+l , . . 2k+l■Fi-«
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Binomische Gleichungen.

S. Beispiele.
i. x 3 = 1;

mit k = Ü.
mit k ■

\2-

.......fx = l,

.......Ix = CO

mit k =

2. X s
(0

i;

cos 1.20°+i sin 120° =
_ / «

03

— 1+ifJ

Qiit i£ -- 1 .

4. V

.U—i.
cos60°+isin60°= l+jyf j- ß

\-a

x n = — a
,'n

^ v ■ [/ a ) den absoluten, reellen Wert von l/~^~ bedeutet,
welchen man durch direkte Wurzelausziehuna oder loga-

rithmische Berechnung erhält, während |/-)-l und i/__|
jeden der durch 1. und 2. bestimmten Werte darstellen.

§ 27. Kubische Gleichungen.

1. x 3 — a = 0

/ a =

]/a).^
s. §26, 3 I)2 .

2. x 8 +ax 2 + bx + o = 0

x 3 + a = 0

-(fc~)..«

i-(ya)-/j



nerung um-} oder Substitution von x = y
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Transformiere die Gleichung (durch Wurzelverklei-a
3~

25 10) auf die Form
y 8 +3py+2<i=0

und setze y = u+v und u 3 + v 3 + 2q = 0,

|u=V__ q + fq Tp 3dann ist \ 3 -----------------r
|v = y_q — Vcf + P 3

' yj = u + V
„ = _E±I + ±]/T (u - v) (Cardan'sche
^ 2 ? Formeln)

Die Cardan'schen Formeln führen zu einer Lösung
nur so lange <f + p 3 >0; sie liefern dann 1 reelle und
2 imaginäre Wurzeln.

3 Fall der 3 reellen Wurzeln (casus lrredu-
cibilis). Ist q° + p 3 <0, so hat die Gleichung 3 reelle
Wurzeln (die Cardan'schen Formeln liefern sie aber in
imaginärer Form); dann

— <1
COS<J>= V-P 3

<p
y 1 = 21 /— p.cos-g-

y 2 = -2F— p. cos

y

+ 60°

:_2l/=T.cos(J--60°j
4 Trigonometrische Auflösung für Fall 2:

q 2 + P 3 >0.
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'«i-tg*

y,= + 2] /p.ctg2?

y 2 = ± yp-(ct g2V)+s|]^)

hieb ei sind die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen,

je nachdem q.O.

2. p <0
3/

—~ "H/tg-f—■+<T
^=+ 2f=r"P STnW

y2 = + K--p( sl̂ - + i}/Tctg2^
y3=±y^p

1
\sin2 V

Zeichen wie oben bei 1. zu nehmen
iyTctg2v)

§ 28. Biquadratische Gleichungen.
1. Besondere Fälle s. § 23, 6„ 7,.
2. Euler'sche Methode.

1. Transformierung der Gleichung auf die Form
x*-fax' + bx + c = 0.

2. Bildung der Resolvente
8 , a a 2 —4 c b'
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Sind dieWurzeln dieser Gleichung y^y,,^, dann ist

^=+(yy 1 -yy 2 +Vy3)
^=i-(-yy i + ^+i / yi)

^«=±(—Vyi-Vyi—yiä)«
wobei die Vorzeichen so zu wählen sind, dasa

yyT- Vy7- i ; y7= - -5-

§ 29. Höhere Numerische Gleichungen. — Nälierungs-
methoden.

1. Ganze Wurzelwerte. Dieselben sind in
den Faktoren des Absolutgliedes a n enthalten. Die
Bestimmung derjenigen Faktoren, welche zugleich
Wurzeln der Gleichung sind, wird erleichtert durch
Folgendes: a) Es können nur diejenigen Faktoren in
Betracht kommen, welche innerhalb der Wurzelgrenzeu
liegen (s. u. 3); b) nimmt man eine Wurzel Verkleine¬
rung (s. § 25) z. B. um 1 vor und zerlegt in der neuen
Gleichung ebenfalls das Absolutglied aV, so kann als
Wurzel der ursprünglichen Gleichung nur ein solcher
Faktor von a n in Betracht kommen, welcher um 1
grösser ist als ein Faktor von a' n .

2. Wird f (x) für x = p negativ und für x = q po¬
sitiv, so liegt eine ungerade Zahl von Wurzeln, also
mindestens eine, zwischen p und q.

3. Ist — a m der erste, und — ap der numerisch
m —

grösste negative Koeffizient, so ist x < 1 -j- l/aj, eine
obere Grenze für die potitiven Wurzeln. Ver¬
tauscht man x mit — x und sucht in der neuen Glei-
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fisch

chung wieder die obere Grenze für die positiven "War-
zeln, so ist dieselbe mit negativem Zeichen versehen
die untere Grenze für die negativen Wurzeln der
gegebenen Gleichung.

4. Satz von Budan (-Fourier). Bildet man
die Reihe f(x), f (x), f "(x) .... fW(x) und setzt man
hierin x = a und x = b, wobei a < b, so hat die Glei¬
chung f(x) = 0 nicht mehr Wurzeln zwischen a und b,
als die Reihe Zeichenwechsel verliert, wenn man von
a zu b übergeht.

5. Satz von Sturm. Sind f2(x), f 3(x). . . . fm (x)
die mit umgekehrten Zeichen genommenen Reste, die
sich bei der Aufsuchung des grössten gemeinschaftlichen
Teilers der Funktion f(x) und ihres Differentialquo¬
tienten f' (x) ergeben, und setzt man in der Reihe der
Funktionell f, f', fp f3, f . . . . f m für x einmal a, das
andremal b, so hat die erste Reihe gerade soviel Zeichen¬
wechsel mehr als die zweite, wie die Gleichung f(x) = 0
Wurzeln zwischen a und b hat.

6. Newtons Methode. Hat man durch Ver¬
suche (oder durch Aufzeichnung der Kurve) gefunden,
dass a annähernd eine Wurzel der Gleichung

f(x) = a 0 x n + a 1xn-i +......+ a n = 0
ist, so ist an a noch eine Korrektion anzubringen, um
den wirklichen Wert zu erhalten. Die erste Korrektion
p ergiebt sich aus (Taylors Satz s. § 87)

= — (a 0 a° + a 1qn-i + ....-fa 11) _H a )
P na 0 an-i+(n~l)a 1 aii-2+....+ a n _ 1 _ i\a)'
Setzt man nun a + P an Stelle von a, so erhält hiemit
aus der angegebenen Beziehung eine weitere Korrektion
p, u. s. f.
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7 Regula falsi. Hat die Gleichung f(x==0
eine Wurzel zwischen « und «, (f(«) und f(«,) haben
also entgegengesetzte Vorzeichen) so erhält man einen
angenäherten Wert für die Wurzel, wenn man an Stelle
de! Schnittpunktes der Kurve mit der X-Achse den
der Sehne setzt, welche die zu den Abscissen « und «,
gehörigen Kurvenpunkte verbindet; man hat dann:

X — q _X —Oi^ som it
f(«) f(«i)

(a, -— «0 f_(«).
x = « + TTa y—f> 1)

Mit dem neuen Wert und einem benachbarten kann
das Verfahren wiederholt werden u. s. f. - Dieses er¬
fahren ist insbesondere bei transcendenten Gleioaungwi
anwendbar. Beispiel:

xx = 100, also
xlogx = 2oderxlogx — 2 = 0.
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Ausrechnung: x ] f (x) = x log x — 2

59

— 3
-1,4
— 0,5687
+ 0,4084

T 0,98 : 3,58

3,58
3,60

+ 0,0171
— 0,0027

: 3,58 ■
0,02.0,0171

0,0189
= 3,58 + 0,01727 = 3,59727 u. s. f.

(die richtige Wurzel liegt zwischen 3,59728 und 3,59729).

§ 30. Grösste und kleinste Werte.
(Elementare Behandlung.)

Ist y eine Punktion von x, also eine von x ab¬
hängige Grösse, und z. B.

1. y = ax 3+ bx 2+ cx + d,
so können hiebei die verschiedeneu Werte von x als
Abscissen, die von y als Ordinaten einer Kurve be¬
trachtet werden.
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Zieht man eine Parallele EP zur Xaxe, 'welche
die betreffende Funktionskurve in den Punkten E, F,
deren Abscissen x t und x 2 sind, schneidet, so hat y in
diesen Punkten E und P die gleichen Werte, es ist
also für obiges Beispiel 1.

+X

-a, worausax 13 + bx 12+cx 1 + d = ax 2s + bx 22 +cx 2
a (x, 3 - x 23) + b ( Xl 2 - x 22) + c ( Xl - x 2) = 0, folglich nach
Division mit x t —x 2.

2. a(x 12+ x 1 x 2 + x 22) + b(x 1 +x )l) + c = 0.
"Wenn sich nun EF parallel weiter bewegt, so werden
x t und x 2 für den Punkt, wo y einen grössten oder
kleinsten Wert erreicht, einander gleich. Ist die Ab-
Bcisse dieses Punktes x, so ergiebt sich demnach aus 2.

3. 3ax 2+2bx + c = 0.
Durch Auflösen dieser Gleichung findet man die Werte
von x ; welche y zu einem Maximum oder Minimum
machen.
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Das Verfahren lässt sich nach Vorstehendem in
folgender Weise fassen: *)

Tim einen grössten oder kleinsten Wert (oder
mehrere) einer abhängigen Grösse zu finden, muss man:

1. Die Punktion in einer unabhängigen veränder¬
lichen Grösse x ausdrücken;

2. In diesen Ausdruck x t und dann x 2 einsetzen
und die sich ergebenden Ausdrücke einander gleich
setzen;

3. die gleich hohen Glieder zusammenfassen, so
dass sich mit dem Faktor x x —x 2 durchdividieren lässt;

4. nachdem mit x t ■—x 2 durchdividiert ist, hat man
in der hiedurch erhaltenen Gleichung x t =x 2 =x zu
setzen und die Gleichung aufzulösen. Für die gefun¬
denen Werte von x erreicht y ein Maximum oder Mi¬
nimum.

5. Ob ein grösster oder kleinster Wert vorliegt,
ergiebt sich aus der Natur der Aufgabe oder durch
Berechnung der Werte von y für solche Werte von x,
die dem gefundenen benachbart sind.

Bemerkungen: 1. Bei Funktionen, in denen eine
Quadratwurzel vorkommt, muss vor dem Dividieren mit
Xj — x 2 in der Regel noch umgeformt werden.

Beispiel:
mx 1 + n + l'ax 1'2+bx 1 +c = mx,+ n + >/ax |12+bx. i!+ c,
m (x, — x 2) + Vax^ + bXj-f c — yax a a + bx 2 + c = 0,

woraus

m (x, — x 2) •
a (x,' — x 2!!) + b(x 1 — x 2)

i ax,* + bx, + c + 1 ax 22 + b x 2 + c
=0,

*1 Vergl. hiozu: Martus, Maxima und Minima,Berlin 18G1.
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a(x, -f- x 2) + b
folglich m -4--,-------—-—----- r;T-:=~T~~"7=:—., , , -----r— = 0.

/iV+bx, +c + ]''ax i " + l)x ! +c
Nun ist x x = x ä = x zu setzen u. s. f.

2. Das Anwendungsgebiet der obigen, elementaren
Methode ist begrenzt; allgemeine Verfahren für Auf¬
findung grösster und kleinster Werte giebt die höhen'
Analysis (s. § 89).
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Ebene Geometrie.

§ 31. Gerade Linien und Winkel am Kreis; regel¬
mässiges Vieleck.

1. Bin Punkt liegt innerhalb, auf oder ausser¬
halb einer Kreislinie, je nachdem sein Mittelpunkts-

<
abstand = als der Halbmesser ist.

>
2. Eine Gerade hat mit einem Kreis zwei, einen

oder keinen Punkt gemeinschaftlich, d. h. sie schneidet,
berührt oder trifft nicht, je nachdem ihr Mittelpunkts-

<
abstand = als der Halbmesser ist.

>
3. a) Gleiche S e h n e n haben gleiche Mittelpunkts¬

abslande und umgekehrt.
b) "Von zwei ungleichen Sehnen hat die grössere

den kleineren Mittelpunktsabstand und umgekehrt.
4. Zu gleichen Zentriwinkeln in gleichen

Kreisen oder in demselben Kreis gehören gleiche Bögen,
Sehnen, Aus- und Abschnitte und umgekehrt.

5. Ein Peripherie winkel ist die Hälfte des
zugehörigen Zentriwinkels.

G. Alle Peripheriewinkel über demselben Bogen
sind einander gleich.



Gl Ebene Geometrie.

Daliim a, r, a.
7. Der Tangentensehnenwinkel ist »lach

dem Peripheriewinkel im nicht eingeschlossenen Bogen.
8. a) Im Kreisviereck ist die Summe zweier

Gegenwinkel gleich der Summe der zwei andern,
d. h. 2 E.

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier
Gegenwinkel 2 ß ist, so ist es ein Kreisviereck.

9. a) Im Tangentvier eck ist die Summe zweier
Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern.

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier
Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern ist,
eo ist das Viereck ein Tangentenviereck.

10. Tangentenahschnitte heim Dreieck
an den Ankr. d. Gebens.

von der Ecke A

r n n -t>

r v* n w

an den Inkreis,
b-(~c— a

2
;+a-

2
a + b-

(=s

-a),

b),

b + c -\- a
= 3

(— s - c),

Datum s, p,, a.
11. Zwei Kreise K und K x

a) berühren sich, wenn sie einen Punkt der Zentrale
gemeinschaftlich haben,

b) haben einen Punkt der Zentrale gemeinschaft¬
lich, wenn sie sich berühren.

c) K und Kj berühren sich, wenn z = r -j- q
[z < r -\- q xk.
z > r — p

schneiden
■ {;



iraiMBBBaBBa

Proportionalität von Strecken. Aehnliclikeit. 05

K liegt innerhalb K,, wenn z < r — p
lv „ ausserhalb „ „ z > r -\~ q,
z Zentrale, r der grössere, q der kleinere Halb¬
messer.

4
12. Kreisteilung. Zu einem Zentriwinkel von—R° n

2
■— oder einem Peripheriewinkel von - R— gehört der

ute Teil der Kreislinie.

13. Regelmässiges Vieleck.
Eekenzahl: 3 4 5 6 . . . n

4 4 2 4
Zentriwinkel: —R 1R -—R -,~R... -—R3 5 3 n

2 6 4 2 n — 4
Polygonwinkel: -, R 1 R f-R ^-R... ---------- R.Jo 3 5 3 n

§ 32. Proportionalität von Strecken, Aehnliclikeit.
1. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier

Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind
die Abschnitte auf dem einen Schenkel proportional den
entsprechenden auf dem andern und die Parallelen ver¬
halten sich wie die zugehörigen Scheitelabschnitte des¬
selben Schenkels. — TTmkehrung des ersten Teils.

2. Die Halbierungslinie eines Winkels im
Dreieck teilt die Gegenseite innerlich im Verhältnis der
Anseiten; die Halbierungslinie des Aussenvvinkels teilt
sie äusserlich in demselben Verhältnis. — Umkehrung.

3. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind
die abgeschnittenen Dreiecke einander ähnlich.

Bürklon, Formelsammlung. 5
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4. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn
a") zwei Seiten proportional und der eingeschlossene

Winkel gleich,
h) zwei Winkel gleich,
c) die 3 Seiten proportional,
d) zwei Seiten proportional der Gegenwinkel de3

einen Paares gleich und die Gegenwinkel des andern
Paares gleichartig sind.— (Besonderer Fall: Zwei
Dreiecke sind ähnlich, wenn sie zwei Seiten pro-
portional und den Gegenwinkel der grösseren gleich
haben.)

5. Zwei Höhen eines Dreiecks verhalten sich um¬
gekehrt wie die zugehörigen Seiten, oder wie die reci-
proken Werte der Seiten und umgekehrt; also

h : h': h" = —:■=—:— = bc : ac : aba b c
6. a) Zieht man von zwei ähnlich liegenden

Punkten bei zwei ähnlichen Vielecken Strahlen nach
allen entsprechenden Ecken, so entstehen paarweis ähn¬
liche Dreiecke.

Besonderer Fall: Durch die Diagonalen aus
zwei entsprechenden Ecken werden zwei ähnliche Viel¬
ecke in paarweis ähnliche Dreiecke zerlegt.

b) Entstehen durch Strahlen, die man von zwei
Punkten nach den Ecken zweier Vielecke zieht, paar¬
weis ähnliche, in gleicher Reihenfolge liegende Dreiecke,
so sind die Vielecke ähnlich und die beiden Punkte
ähnlich liegend.

Besondere Fälle: a. Werden zwei Vielecke
durch die Diagonalen aus zwei Ecken in paarweis
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ähnliche in gleicher Reihenfolge liegende Dreiecke zer¬
legt, so sind die Vielecke ähnlich.

ß. Zwei Parallelogramme sind ähnlich, wenn sie
einen "Winkel gleich und die einschliessenden Seiten
proportional haben.

7. Regelmässige Vielecke von gleicher Seitenzahl
sind ähnlich.

8. In ähnlichen Vielecken sind entsprechende
Winkel einander gleich und entsprechende Längen pro¬
portional; die Umfange ähnlicher Vielecke verhalten
sich daher wie entsprechende Seiten.

9. a) Sind zwei Vielecke in perspektivischer
Lage und n—1 Seitenpaare (worunter keines, das
mit einem Strahl zusammenfällt) parallel, so ist auch
das nte Paar parallel und die Vielecke sind ähnlich.

b) Sind zwei Vielecke ähnlich und zwei Seiten¬
paare parallel, so sind auch die übrigen parallel und
die Vielecke sind in perspektivischer Lage.

10. a) Die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks
ist mittlere Proportionale zwischen der Hypo¬
tenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt.

b) Die Höhe eines rechtwinkligen Dreiecks ist
mittlere Proportionale zu den Hypoteuusenabschnitten.

11. Ist in einem gleichschenkligen Dreieck die Basia
gleich dem grösseren Abschnitt des stetig geteilten
, . . .2

bchenkels, so ist der Winkel an der Spitze —R und um¬

gekehrt. (Bestimmungsdreieck des regelmässigen Zehn¬
ecks).
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12. a) Sekantensatz. Werden die Schenkel eines
Winkels oder zweier Scheitelwinkel von einem Kreis
geschnitten, so sind die Scheitelahschnitte des einen
Schenkels innere, die des andern äussere Glieder einer
Proportion, d. h. das Produkt der Scheitelahschnitte
ist konstant. (Potenz eines Punktes in Beziehung
auf einen Kreis = PO 9 — r 2j.

Besonderer Fall: Wird der eine Schenkel
eines Winkels von einem Kreis geschnitten, der andere
berührt, so ist das Quadrat des Tangentenabschnitts
gleich dem Produkt der Scheitelabschnitte der Sekante,

b) Sind auf jedem Schenkel eines Winkels oder
zweier Scheitelwinkel vom Scheitel aus je zwei Stücke
abgetragen und ist das Produkt der Abschnitte des
einen Schenkels gleich dem Produkt der Abschnitte des
andern, so liegen die vier Endpunkte der Abschnitte
auf einem Kreis.

Besonderer Fall: Sind auf dem einen
Schenkel eines Winkels zwei Abschnitte, auf dem andern
ein Abschnitt vom Scheitel aus abgetragen und ist das
Produkt der Abschnitte des ersten Schenkels gleich
dem Quadrat des Abschnitts auf dem zweiten Schenkel,
so berührt der durch die Endpunkte der drei Ab¬
schnitte gelegte Kreis den zweiten Schenkel.

§ 33. Flächenvergleiclmiig, Inhaltsbezichungen.
1. Parallelogramme und ebenso Dreiecke von glei¬

cher Grundlinie und Höhe sind gleich.
?. Ein Dreieck ist halb so gross als ein Parallelo¬

gramm von gleicher Grundlinie und Höhe.
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3. Ein Trapez ist inhaltsgleich mit einem Parallelo¬
gramm, wenn beide gleiche Höhe haben und wenn die
Grundlinie des Parallelogrammes gleich der Mittellinie
des Trapezes ist. Trapeze sind gleich, wenn sie gleiche
Höhe und gleiche Mittellinie haben.

4. Datum für Parallelogramm und Dreieck: a, h, f 2,
für das Trapez: b + d, h, f2.

5. Ein Kreis ist gleich einem Dreieck, dessen
Grundlinie gleich dem Umfang und dessen Höhe gleich
dem Halbmesser ist.

6. Parallelogramme und ebenso Dreiecke, die einen
Winkel gleich haben, verhalten sich wie die Produkte
der den gleichen Winkel einschliessendeu Seiten.

Datum: a. (bc), f 2.
7. Aehnliche Vielecke verhalten sich dem Inhalt

nach wie die Quadrate entsprechender Längen.
8. Das Quadrat über einer Kathete eines recht¬

winkligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der
Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt.

9. Das Quadrat über der Höhe eines rechtwinkligen
Dreiecks ist gleich dem Hechteck aus den Hypotenusen¬
abschnitten.

10. Pythagoreischer Lehrsatz:
a) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Qua¬

drat über der Hypotenuse gleich der Summe der Qua¬
drate über den Katheten.

b) Allgemeiner Pythagoreischer Lehrsatz:
Konstruiert man über den Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks ähnliche Figuren, so ist die Figur über der
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Hypotenuse gleich der Summe der Figuren über den
Katheten.

c) Pythagoreischer Lehrsatz für das
schiefwinklige Dreieck: Das Quadrat über einer
Dreieckseite ist gleich der Summe der Quadrate der
andern Dreiecksseiten vermehrt oder vermindert um
das doppelte Rechteck aus einer dieser Seiten und der
Projektion der andern auf sie, je nachdem der Gegen¬
winkel der ersten Seite stumpf oder spitz ist (vgl. § 48,6).

§ 34. Längen- und Flächenberechnungen.
1. Inhalt des Rechtecks: a.b
2. „ „ Quadrats: a 2
3. Inhalt des Parallelogramms: a h
4. „ J ,, Dreiecks, (a -f- b -4- c) = 2 s, q Halb¬

messer des Inkreises, $ lt p 2, q3 Halbm. des Ankreises
an der Seite a, bezw. b, c

J = -2 =e.s = ei (s — a) = p 2 (s — b) = ?3 (s — c)
a b c

= fs(s — aj(B — b),s — c)=-£p

5. Inhalt des Trapezes:
h(b + d)

regelmässigen n Ecks: n.a.£

( 2 -\
7. Umfang desKreises: 2rtt = d^; 1^=3,1416;= 1,

d 2
8. Inhalt des Kreises: r're = — n,

9. Bogen: 2m = a° : 300°; Bogen = Tr^ö>
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....... a°r'rc br

11 Bogenlänge im Kreise vom Halbmesser 1:

arC " 180° 180"
n

Regelmässige Vielecke:
12. Dreieck.

a __ 3r
Il==T}/3=T = 3?

r =T ll= Ti' 3 = ^
h a r

_ a 2 r- h'2 _. 3 r*

13. Sechseck.
2 _ a _ r _

- 3 eV3; ? =- 2 1/3~ =—}/3
_ 3 a* 3 r V , r-
J = ^Tl'3 =-s-]/3=2f , yff

14. Quadrat.

jJS = 9l2l ? = T = T ^
J = a 2 = 2r 2 = 4e 2

15. Achteck.

r = ~ }Ü + 2 U = q j/4— 2 ff
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a = r|/~2 — V"2 = 2 e (]'2 — 1)
J = 2 a ! (f2 + 1) = 2 r 2 1'2"= 8 j» (/f- 1)

16. Fünfeck.

r = -1 ~], /50 + 10)'5 = e (Vr-1)

<, = ~l/25 + lÖW = -£- flT+ 1)

a = -—j/10-21/5 = 2 e]/5—215

d = ■|-(i'5"+1) =-| |/io+2lF= eyiö^äjF

J = -^|/25+10y5 =^-|/lO+2K5

5e 2 |/'5 — 2)/5
17. Zehneck.

r = ± {fb+ 1) = { ]/50 -10 }r5

e = -2-]/5 + 2l'5"= T ]/lO+2l/5

a= " (/ö-1 = ^25-1(^5

J = 5|!]/ 5 + 21 5~= xV 10 ~ 2 > 5 = 2(J ' l^ö-lOls!
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§ 35. Zusammenstellung von Daten; weitere Formeln.

A) Datumsbeziehungen. "Wo nichts bemerkt
ist, beziehen sie sich auf das Dreieck.

1. h, m, {ß-y).
2. /h + h', a + b, y

\ h — h', b — a, y.
3. a, r, a.
4. [s—ä, q, a.

\s, £>u a.
5. a, h, f 2.

Trapez: b -\- d, h, fa.
6. / s , e , p

\s—a, Pl , f 8,
Tangentenviereck: a-f-b + o + d, p, i'\

7. (b c), «, P.
8. b 2—c 2, (p + q), (p —q) s. C 17 dieses §.

B) Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck,
9. b 2 = ap, c 2 —aq, (a Hyp., p und q Abschn.

derselben).
10. h 2 = pq.
11. a 2 = b 2+ c 2; a = yb* + o*
12. bc = ah.
13. Rationale recht winklige Dreiecke sind

bestimmt durch

a = u 2 + v 2
b = u 2 —v 2
c = 2 u v.
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3
4
4
4
5
5

1
1
2
1
2
Q

1
2

u' + v 2
a

5
10
13
17
20
25
26
29

U 2 -— V2 2uv 1
b c

3 4
8 6
5 12

15 8
12 IG

7 24
£4 10
21 20

=Pi' -q, 2 (pj und q l Projekt, von

i I

C)-Beziehu.ngen am soliief winkligen Dreieck.
14. bp = cq (p Projekt, von c auf b, q Projekt.von b auf c).

15. ii 2= b 2+ c 2+ 2cq (Pyth. Lehrsatz für das
schiefwinklige A), (q Projekt, von b auf c). a < E.

16. bc = 2rh.
17. b 2—c 2 = i

und c auf a). ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^m
18. ( a 2+ 4t 2 = 2fb 2+c 2)

4(t 2 + t' 2+ t" 2) = 3(a 2 -f b 2+ c 2)

a 2 = -|~(2t' 2+ 2t" 2—t 2).
19. m 2 = bc— vw (v und w Abschnitte der Seite

erzeugt durch Winkelhuibierende in).
20. Dreiecksinhalt s. § 34a
21. f ?.e 1 .p 2 .e.-, = J 2

1 1

22. Kreis vi er eck (Pfolemäischer Lehrsatz)
ee, =ac+bd
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Inhalt des Kreisvierecks:

fobei

]'s(s — a)(s-
a + b + c + d

■b) (s — o) (s — d)

§ 36. Geometrische Oerter.

A. Der geometrische Ort für einen Punkt, der
1. von einem Punkt A die Entfernung r hat, ist die

Kreislinie um A mit r;
2. von einer Geraden L auf bestimmter Seite der¬

selben die Entfernung h hat, ist die Parallele zu L auf
jener Seite im Abstand h;

3. von zwei Punkten A und B gleiche Entfernung
hat, ist das Mittellot zu A B;

4. von den Schenkeln eines Winkels gleichen Ab¬
stand hat, ist die Halbierungslinie des Winkels;

5. von zwei Parallelen gleichen Abstand hat, ist die
Parallele im mittleren Abstand.

B. Der geometrische Ort für den Mittelpunkt
eines Kreises, der

6. den Halbmesser r hat und durch Punkt A geht,
ist die Kreislinie um A mit r;

7. den Halbmesser r hat und die Gerade L aui
bestimmter Seite berührt, ist die Parallele im Abstand
r auf jener Seite;

8. durch die Punkte A und B gehen soll, ist das
Mittellot zu AB;

9. die Schenkel eines Winkels berühren soll, ist die
Halbierungslinie des Winkels;

10. zwei Parallelen berührt, ist die mittlere Parallele;
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11. eine Gerade L im Punkte A berührt, i?t das
Lot zu L in A;

12. eine Kreislinie im Punkte A berührt, ist dia
Verbindungslinie des Mittelpunkts mit A;

13. den Halbmesser g hat und eine Kreislinie K
vom Halbmesser r von aussen oder innen berührt, ist
ein zu K konzentrischer Kreis mit dem Halbmesser
r-f f oder r — p, bezw. p — r.

B. Der geometrische Ort für die Spitzen
aller Dreiecke auf derselben Seite über der ge¬
meinsamen Grundlinie a mit

14. demselben "Winkel a an der Spitze, ist der Kreis¬
bogen über a, welcher den Winkel a fasst;

15. dem gleichen Inhalt, ist eine Parallele zur
Grundlinie;

16. demselben Verhältnis m: n für die Seiten b und o
ist ein Halbkreis über der Strecke zwischen den bei¬
den Punkten, welche a innerlich und äusserlich im
Verhältnis m : n teilen (Satz des Apollonius).

§ 37. Besondere Linien und Punkte am Dreieck.
In einem Dreieck schneiden sich
1. die Mittellote zu den Seiten in einem

Punkt, der von den Ecken gleiche Entfernungen hat
(Umkreismittelpunkt 0);

2. die Halbierungslinien der Winkel in
einem Punkt, der von den Seiten gleiche Entfernungen
hat (Inkreismittelpunkt M); desgleichen die Hal¬
bierungslinie eines Winkels und die der beiden Aussen-
winkel an der Gegenseite (Ankreismittelpunkte
Ml? M„ Ms );

3. die Schwerlinien (Seitenhalbierende Trans-



Harmonische Teilung. 77

versalen) in einem Punkt und teilen sich gegenseitig
iin Verhältnis 2:1 (Schwerpunkt S);

4. die Höhen in einem Punkt (Hö he ns chn itt-
p u n k t H).

In einem Dreieck liegen:
5. Der Höhenschnittpunkt, der Schwerpunkt und

der Umkreismittelpunkt in gerader Linie, und es ist
hiebei HS : SO = 2 : 1;

6. die drei Fusspuukte der Höhen, die drei Hal¬
bierungspunkte der Seiten und die drei Halbierungs¬
punkte der oberen Höhenabschnitte auf einem Kreis
(F euerbachscher Kreis).

§ 38. Harmonische Teilung.
1. Wenn die Strecke A B durch die Punkte P

und Q innerlich bezw. äusserlich nach demselben Ver¬
hältnis geteilt ist, dann heissen A, B, P ; Q harmo¬
nische Punkte; A und B, ebenso P und Q heissen
zugeordnet. — PQ wird ebenfalls durch A und B
in gleichem Verhältnis geteilt.

2. Gehen die Strahlen eines Büschels durch vier
harmonische Punkte, so heisst dasselbe ein harmo¬
nisches Büschel; je zwei Strahlen, welche durch
zwei zugeordnete Punkte gehen, heissen selbst zuge¬
ordnet.

3. Zu einem Teilpunkt einer Strecke giebt es nur
einen harmonisch zugeordneten Punkt; zu einem Teil¬
strahl eines Winkels giebt es nur einen harmonisch
zugeordneten Strahl.

4. Der zum Halbierungspunkt einer Strecke (in
Bezug auf die Endpunkte) harmonisch zugeordnete
Punkt ist der unendlich ferne Punkt; der zur Hai-
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bierungsliuie eines Winkels in Bezug auf die Sehenkel
harmonisch zugeordnete Strahl ist das Lot zur Hal¬
bierungslinie.

5. a) Wenn man zu einem Strahl eines
harmonischen Büschels eine Parallele zieht,
so wird das Stück derselben zwischen dem
andern Paar zugeordneter Strahlen vondem
zum ersten zugeordneten Strahl halbiert.
(Bestimmung des 4. harmonischen Elementes zu 3 ge¬
gebenen.)

b) Umgekehrt: Werden durch drei Strahlen eines
Büschels auf einer Geraden gleiche Strecken abgeschnit¬
ten und ist der 4. Strahl dieser Geraden parallel, so
bilden die vier Strahlen ein harmonisches Büschel.

6. Jede Gerade schneidet ein harmoni¬
sches Büschel in harmonischen Punkten.

7. In einer Nebenecke eines vollständigen
Vierecks wird der Winkel zweier Gegenseiten durch
die Strahlen nach den andern Nebenecken harmonisch
geteilt.

8. Auf einer Nebenseite eines vollständigen Vier-
seits wird der Abstand zweier Gegenecken durch die
andern Nebenseiten harmonisch geteilt.

9. Harmonische Proportion, harmonisches Mittel
8 8 9

10. Ist M Halbierungspunkt der durch P und Q
harmonisch geteilten Strecke A B, so ist:

AM 2 = MP.MQ.
§ 39. Kreispolaren.

1. Sind A, B, P, Q vier harmonische Punkte und
beschreibt man über der Entfernung AB des einen zu-
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geordneten Paares als Durchmesser einen Kreis und
errichtet in P ein Lot auf AB, so heisst dieses Lot
die Polare von Q in Beziehung auf den Kreis. —
Ebenso ist das Lot in Q die Polare von P; P und
Q heissen zugeordnete Pole.

2. Die Berühr ungsseh ne der von einem Punkt
an einen Kreis gezogenen Tangenten ist Polare jenes
Punktes. — Eine Tangente ist Polare ihres Berüh¬
rungspunktes. — Die Polare des Mittelpunktes ist die
unendlich ferne Gerade und der Pol eines Durchmes¬
sers ist ein unendlich ferner Punkt.

3. Die Polaren aller Punkte einer Gera¬

den schneiden sich in einem Punkt, dem
Pole dieser Geraden.

4. Die Pole aller durch einen Punkt ge¬
henden Geraden liegen auf einer Geraden,
der Polaren dieses Punktes.

5. Die Polare des Schnittpunktes zweier Geraden
ist die Verbindungslinie der Pole derselben.

G. Der Pol der Verbindungslinie zweier Punkte
ist der Schnittpunkt der Polaren derselben.

7. Jede durch einen Punkt gehende Se¬
kante wird durch diesen, durch seine Polare
und die Kreislinie harmonisch geteilt.

8. In jedem S eh n e n v i er ec k ist eine Nebenecke
der Pol zur Verbindungslinie der beiden andern Neben¬
ecken.

9. In jedem Tange ntenvierseit ist eine Neben¬
seite die Polare zum Schnittpunkt der beiden andern
Nebenseiten.
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gerade Linie deren sämtliche Punkte in Bezug auf
zwei Kreise gleiche Potenz haben, s. § 32, 12a.) steht
senkrecht auf der Centrale. "Wenn gemeinschaftliche,
gleichartige Tangenten vorhanden sind, halbiert sie
dieselben; schneiden oder berühren sich die Kreise, so
ist die Potenzlinie gemeinschaftliche Sekante oder
Tangente im Berührungspunkt; sind die Kreise kon¬
zentrisch, so liegt sie in unendlicher Entfernung. Die
von einem Punkt der Potenzlinie an die beiden Kreise
gezogenen Tangenten sind einander gleich.

4. Die Potenzlinien je zweier von drei gegebenen
Kreisen schneiden sich in einem Punkt, dem Potenz¬
oder Chordalpunkt derselben, oder sie sind parallel.

die
B uv k 1e ti , Formelsammlung.



Stereometrie.
§ 42. Gerade Linien und Ebenen.

1. a) Eine Gerade ist einer Ebene parallel, wenn
sie einer in der Ebene liegenden Geraden parallel ist.

b) Ist eine Gerade einer Ebene parallel, so
schneidet jede durch die Gerade gelegte Ebene die erste
Ebene in einer parallelen Geraden.

c) Ist eine Gerade einer Ebene parallel und zieht
man durch einen Punkt der Ebene eine Parallele zu
der Geraden, so fällt die Gerade ganz in die Ebene
hinein.

2. a) Legt man durch jede von zwei Parallelen
eine Ebene, welche die andere schneidet, so ist die
Schnittlinie der beiden Ebenen den beiden Geraden
parallel.

b) Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so
sind sie einander selbst parallel.

3. Werden zwei parallele Ebenen von einer drit¬
ten geschnitten, so sind die Schnittlinien parallel.

4. Sind die Schenkel zweier "Winkel parallel, so
sind auch ihre Ebenen parallel.

5. Sind die Schenkel zweier Winkel parallel und
beide Paare gleichläufig oder beide gegenläufig, so sind
die Winkel gleich; ist äa% eine Schenkelpaar gleich-,
das andere gegenläufig, so sind die Winkel supple¬
mentär.
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6. Sind zwei Ebenen einer dritten parallel, so sind
sie einander selbst parallel.

7. a) Steht eine Gerade zu zwei Geraden einer
Ebene senkrecht, so steht sie auf allen in der Ebene
liegenden Geraden senkrecht, d. h. sie ist senkrecht
zur Ebene.

b) Alle Geraden, welche in demselben Punkt zu
einer Geraden senkrecht sind, liegen in einer Ebene,
die senkrecht ist zu der Geraden.

8. Zu einer Ebene lässt sich durch einen Punkt
auf oder ausserhalb derselben nur ein Lot ziehen.

9. Zu einer Geraden lässt sich durch einen auf
ht oder ausserhalb derselben gelegenen Punkt nur eine
zu senkrechte Ebene legen.
ne 10. a) Jede Ebene durch ein Lot zu einer Ebene

ist zu dieser Ebene senkrecht.
len b) Eine Gerade, welche innerhalb einer von
die zwei zu einander senkrechten Ebenen senkrecht zu deren
len Schnittlinie ist, ist auch senkrecht zur andern Ebene.

c) Eine Gerade, welche senkrecht zu einer von
so zwei senkrechten Ebenen ist, fällt ganz in die andere

oder ist ihr parallel,
rit- d) Sind zwei sich schneidende Ebenen senkrecht

zu einer dritten, so ist auch ihre Schnittlinie senkrecht
so zur dritten.

11. Ist ein Winkel, dessen einer Schenkel in der
Projektionsebene liegt ein R, so ist auch seine Pro¬
jektion ein R; umgekehrt ist die Projektion ein R, so
ist der Winkel selbst ein R.

12. a) Stehen zwei Geraden auf derselben Ebene
senkrecht, so sind sie parallel.

H^B
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b) Ist die eine von zwei parallelen Geraden
senkrecht zu einer Ebene, so ist ea auch die andere.

13. a) Stehen zwei Ebenen auf derselben Geraden
senkrecht, so sind sie parallel.

b) Ist die eine von zwei parallelen Ebenen zu
einer Geraden senkrecht, so ist es auch die andere.

14. Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene ist
die kürzeste Strecke zwischen Punkt und Ebene und
umgekehrt.

15. Diejenigen Strecken zwischen einer Ebene und
einem Punkt ausserhalb derselben sind einander gleich,
deren Endpunkte von der Projektion des ersten Punk¬
tes gleichweit entfernt sind und umgekehrt.

Die gleichen Strecken machen mit der Ebene
gleiche Winkel und umgekehrt.

16. Von zwei von einem Punkt nach einer Ebene
gezogenen Strecken ist diejenige die kleinere, deren
Endpunkt näher bei der Projektion jenes Punktes liegt
und umgekehrt.

Die kleinere der Strecken macht mit der Ebene
den grösseren "Winkel und umgekehrt.

17. Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine
Ebene ist kleiner als der Winkel der Geraden mit
irgend einer Geraden in der Ebene.

18. Alle parallelen Strecken zwischen zwei paralle¬
len Ebenen sind gleich und machen mit derselben Ebene
gleiche Winkel.

19. Die kürzeste Strecke zwischen zwei wind¬
schiefen Geraden ist diejenige, die auf beiden Geraden
senkrecht steht.
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20. "Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten
geschnitten, so sind:

a) entsprechende Keile ^
b) innere Wechselkeile j einander gleich,
c) äussere „ J

und d) innere Gegenkeile 1 ,' .. betragen zusammen
e) äussere „ ^ rechte Keile
f) gemischte Wechselkeile J

•Jeder der sechs Sätze ist umkehrbar.

§ 43. Kugel-, Cylinder-, Kegelfläche.

A. Lagebeziehungen.
1. Ein Punkt liegt innerhalb, auf, ausserhalb einer

Kugel, eine Gerade und ebenso eine Ebene schneidet,
berührt, liegt ganz ausserhalb der Kugel, je nachdem der

Mittelpunktsabstand = r ist. (r Halbm.)

2. . Ein Punkt und ebenso eine zur Achse parallele
Gerade liegt innerhalb, auf, ausserhalb einer Cylinder-
fläche, eine zur Achse nicht parallele Gerade und eine
zur Achse parallele Ebene schneidet, berührt sie, trifft

sie nicht, ie nach dem der Abstand von der Achse = r>
jst. (r Gruudkreishalbm.)

3. Eine durch die Spitze eines Kegels gehende
Gerade liegt innerhalb, auf, ausserhalb einer Kegel-
fläche, eine durch die Spitze gehende Ebene schneidet,
berührt sie, trifft sie nicht, je nachdem der Winkel der

Geraden oder der Ebene mit der Achse = der erzeu->
gende Winkel a. ist.
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4. Eine Ebene, welche eine Kugel schneidet, schnei¬
det sie in einer Kreislinie. — Eine zur Achse parallele
Schnittebene einer Cylinderüäche schneidet diese in
zwei zur Achse parallelen Mantellinien. — Eine durch
die Spitze eines Kegels gehende Schnittebene schnei¬
det die Kegelfläche in zwei Mantellinien.

5. Eine Berührungsebene an eine Kugel ist (u a.)
bestimmt durch zwei Tangenten im Berührungspunkt,
eine Berührungsebene an eine Cylinder- und ebenso an
eine Kegelfläche ist bestimmt durch Berührungsmantel¬
linie und Grundkreistangente.

6. Das Lot vom Kugelmittelpunkt auf eine Kugel-
kroisebene, Berührungsebene, Sehne der Kugel geht bezw.
durch den Kreismittelpunkt, Berührungspunkt, Halbie¬
rungspunkt derselben.

Umkehrungen.
7. Zwei Kugeln berühren sich, wenn sie einen

Punkt der Centrale gemeinschaftlich haben und um-
gekehrt.

Die Centrale zweier sich berührender Kugeln ist
gleich der Summe oder gleich der Differenz der Halb¬
messer.

8. Ein Punkt der Kugelfläche ist Pol eines Kugel¬
kreises, wenn er von drei Punkten desselben gleiche
sphärische Entfernungen hat; er ist Pol eines Gross¬
kreises, wenn er von zwei Punkten desselben sphärische
Entfernungen von 90° hat.

B. G r ö ssenbeziehungen.
9. Der Grosskreisbogen ist die kürzeste Linie zwi¬

schen zwei Punkten auf der Kugelfläche.
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10. Ist ein sphärisches Dreieck Polardreieck r/.\i
einem zweiten, so ist auch das zweite Polardreieck
zürn ersten.

11. Die Bogengrade der Seiten eines sphärischen
Dreiecks ergänzen die Winkelgrade der entsprechenden
Winkel des Polardreiecka und die Winkelgrade dos
sphärischen Dreiecks ergänzen die Bogengrade der ent¬
sprechenden Seiten des Polardreiecks zu 180°.

(No. 10 und 11 gelten ebenso für Dreikant und
Polardreikant.)

12. Zwei sphärische Dreiecke gleicher Kugeln oder
zwei Dreikante sind entsprechend gleich, wenn

a) zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel,
b) eine Seite und zwei anliegende Winkel,
c) die drei Seiten,
d) die drei Winkel,
e) zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen

gleich sind und der Gegenwinkel der andern in beiden

zugleich = 90° ist,

f) zwei Winkel und die Gegenseite des einen
gleich sind und die Gegenseite des andern in beiden

<
zugleich = 90° ist.

13. Injedem sphärischen Dreieckund jedem Dreikant
a) liegen gleichen Seiten gleiche Winkel gegen¬

über und umgekehrt,
b) liegt dem grösseren Winkel die grössere Seite

gegenüber und umgekehrt,
c) sind zwei Seiten zusammen grösser als die

dritte,
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d) sind zwei Winkel zusammen kleiner als der
um 2 R vermehrte dritte,

e) ist, wenn die Summe zweier Seiten 180°,

auch die Summe der Gegenwinkel 180° und umge¬
kehrt.

14. Ein sphärisches Zweieck verhält sich zur Kugel-
oherfläche wie sein Winkel zu 4 R; oder

sphär. Zweieck = 2 . R 2arc a
15. Der Inhalt des sphärischen Dreiecks verhält

sich zur Kugeloberfläche wie der sphärische Exzess zu
8 R; oder

sphär. Dreieck = R 2arc (a -f- ß -\- y — 2 R)
16. In einem sphärischen Dreieck liegt

a) die Summe der Winkel zwischen 2 R und 6 R
b) „ „ „ Seiten „ 0 und 4 R.

§ 44. Geometrische Oerter.
1. Eine um Punkt A mit dem Halbmesser r be¬

schriebene Kugel ist geometrischer Ort
a) für jeden Punkt, der von A den Abstand r hat,
b) „ jede Gerade, die „ „ „ „ „ „
cj n H -T-juene, „ ,. „ „ „ „ „
d) „ den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb¬

messer r, die durch A geht.
2. Eine um die Gerade L als Achse mit dem

Grundkreishalbmesser r beschriebene Cylinderfläche ist
geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von L den Abstand r hat,
b) „ jede Gerade, die „ „ „ „ „ „
cj n ii -Ljoene, „ „ „ „ „ „ „
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d) für den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb¬
messer, die L berührt.

3 Eine Kegelfläolie mit der Achse L, der Spitze A
und dem erzeugenden "Winkel a ist geometrischer Ort

a) für jede durch A gehende Gerade, welche
mit L den Winkel a bildet,

b) für jede durch A gehende Ebene, welche
mit L den Winkel a bildet,

c) für jede durch A gehende Ebene, welche
mit einer zu L senkrechten Ebene den Winkel & —et
bildet.

4. Eine zu einer Ebene E im Abstand r auf einer
Seite derselben parallel gelegte Ebene ist geometri¬
scher Ort

a) für jeden Punkt auf dieser Seite, der von
E den Abstand r hat,

b) für jede parallele Gerade auf dieser Seite,
die von E den Abstand r hat,

c) für den Mittelpunkt jeder Kugel auf dieser
Seite, die E berührt und den Halbmesser r hat,

d) für die Achse jedes Cylinders auf dieser
Seite, der den Grundkreishalbmesser r hat und E be¬
rührt.

5. Die Mittellotebene zu einer Strecke AB ist
geometrischer Ort.

a) für jeden Punkt, der von A und B gleicha
Entfernungen hat,

b) für jede Gerade, die von A und B gleiche
Entfernungen hat und mit AB einen rechten "Winkel
bildet,
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c) den Mittelpunkt jeder Kugel, die durch A
und B geht.

6) Die Mittellotebene zu einem Winkel ABC ist
geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von den Schenkeln
gleichen Abstand hat,

b) für jede durch B gehende Gerade, die mit
den Schenkeln g'eiche "Winkel bildet,

c) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche
beide Schenkel berührt.

7. Die Halbierungsebene eines Keils (MQ) ist
geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von M und Q gleichen
Abstand hat,

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche M
und Q berührt.

8. Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im
Umkreismittelpunkt 0 desselben ist geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von A, B und C gleiche
Abstände hat,

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, die durch
A, B und C geht.

9. Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im
Inkreismittelpunkt oder einem Ankreismittelpunkt des¬
selben ist geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von den drei Seiten
gleiche Entfernungen hat,

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche
die drei Seiten berührt.
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10. Die Schnittlinie der drei Mittellotebenen der
Seiten eines Dreikants ist geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von den drei Kanten
gleiche Abstände hat,

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die
drei Kanten berührt. Die Schnittlinie ist Achse des
dem Dreikant umbeschriebenen Kegels.

11. Die Schnittlinie der Halbierungsebenen der drei
Keile eines Dreikants ist geometrischer Ort

a) für jeden Punkt, der von den drei Seiten¬
flächen gleichen Abstand hat,

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die
drei Seitenflächen berührt.

Die Schnittlinie ist Achse des dem Dreikant ein¬
beschriebenen Kegels.

§ 45. Sätze über Polyeder. Formeln für Oberflächen.
Rauminhalte.

A. Allgemeine Sätze.
1. Eulers Satz: Bei jedem Vielflächner ist die

Summe der Anzahl der Ecken und Flächen um 2 grösser
als die Zahl der Kanten,

E + E = K + 2.
2. Die Anzahl der Kanten ist halb so gross als

die der Winkel,

K = ~ "W.

3. Ein Parallelschnitt einer Pyramide ist ein
der Grundfläche ähnliches Vieleck und es verhält sich
der Inhalt des Parallelschnittes zu dem der Grundfläche
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wie die Quadrate ihrer Entfernungen oder derjenigen
entsprechender Ecken von der Spitze der Pyramide.

4. Satz des Cavalieri: Haben zwei Körper
gleiche Höhe und gleiche Grundflächen und sind alle
Parallelschnitte, die in denselben Entfernungen von den
entsprechenden Grundflächen gelegt sind, einander gleich,
so sind die Körper selbst inhaltsgleich.

5. Aehnliche Körper verhalten sich der Oberfläche
nach wie die Quadrate, dem Inhalt nach wie die Kuben
entsprechender Längen.

B. Berechnungen.
M Mantel, 0 Oberfläche, G Grundfläche, Q Quer¬

schnitt, h Höhe, r Grundkreishalbmesser, E Kugel¬
halbmesser, a, b, c Kanten, s Mantellinie, S Mittel¬
schnitt, V Rauminhalt.

6. Quader: 0 = 2 (a b + b c + c a)
V = abc

7. Prisma: V = G.h = Q.s j

8. Pyramide: V = G —J 3
9. Cylinder: M = 2r^h

0 = 2 r 7t (h + r) ; V = r 3 n h.
Für den H o h 1 c y 1 i n d e r: V = (r 3 — r x !)«li

10. Kegel: M = rss; 0 = r n (s + r)

s = l/?+F; V = —r 3 ^h
11. Pyramidenrumpf:

V=^-(G + yGG7 + Gj
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12. Kegelrumpf:
M=(r + r1)rcs = 2pih

(p Mittellot zur Mantellinie bis zur Achse).

V = ™(r 2+ rr 1 +r 1 2).

13. Prismatoid:

V = ^(G + G 1 +4S)

14. Schief abgeschnittenes dreisei t. Prisma,

15. Kugel: 0 = 4ß^; V = —-ö
Kugelzone: 0 = 2 R tt h

V = y(3r» + 3r,Hl» !)
Kugelabschnitt:

0 = 2B,rch = (r 2 + h 2) „

V = ^(3r 2+ h 2)-^(3R-b)
2

Kugelausschnitt: V = ^-K/;jh

Kugelkeil-. V =
7rK, 3.a°
^270°^

E11 i p s oii: V = -„- wabc

4
Drehungsellipsoid: -5- flf a b * (2aDrehaxe)

Drehungsparaboloid: V =-^-r 2jrh
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Abgestumpftes Drehungsparaboloid:

V = i-*(R 2+ r 2)h
(R, r Halbmesser der Endflächen, li Höhe)

Wulst: V = 2rc 2 Rr 2 ; 0=4*: 2Rr
fr Halbm. des gedrehten Kreises, R Abstand seines

Mittelpunktes von der Drehachse).
Schief abgeschnittener, gerader Kreis-

cylinder: V = ur ! ! ;M=^r(h 1+h 2)
(hj kürzeste, h 2 längste Mantellinie)

Cylinderhuf: V= ~[a(3r 2—a 2)+3r 2 (b—r)<p]

2rh
M =lr [(b-r) <p+a]

(h längste Mantellinie, 2a Hufkante, b Länge des Lotes
vom Fusspunkt von h auf 2a, 2 <p Länge des Bogens

bezogen auf den Halben. 1).
16. G-uldins Sätze, a) Die Oberfläche einer

Drehfläche ist gleich dem Produkt aus der Länge der
erzeugenden Linie und dem Wege des Schwerpunkts
derselben. <

Besteht die erzeugende 1 aus den Teilen \,\, 13 . ...,
deren Schwerpunkte die Abstände s,, s 2, s 3 . . . . von
der Achse haben, während der Abstand des Gresamt-
schwerpunkles der Erzeugenden s ist, so ist

s 1 = s, 1, + s 2 1, + s 3 13 -f . . . .
b) Der Inhalt eines Drehkörpers ist gleich dem

Produkt aus dem Inhalt der erzeugenden Fläche und
dem Weg dos Schwerpunktes derselben.
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Zerlegt man die erzeugende Fläche i in die Teile L,
i 2, i 3 . . . und sind die Aclisenabstände der Schwerpunkte
der ganzen Fläche und der Teile s, s,, s 2, s 3 .....so ist

si = si h + s 2 h + S3 h + ------
17. Regelmässige Körper. R Halbmesser der

unbeschriebenen, r derjenige der einbeschriebenen Kugel,
a Kante.

Tetraeder. E, = —- ffi, r = tj- Y&i

Würfel. R = -|-)<'3; r=-^;
ü = 6a 2 ; V = a 3.

Oktaeder. R. = —}/2;r:2 ifc

0=2a ! f3; V =-g-j/äT

Dodekaeder. R= — (l + fS) |3;

r = Aj/50 ± |2j/5_ = actg360oos360 .

0 = 3a 8 |/ö(5 + 21/5);
12 F. r

V 3 = 4 F . r (F Seitenfläche)

(l5 + 7]''5)=5a 3 ctg 236°cos36°.

tsokaeder. R = -j- ]/2(5 + V & )',
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r »1/7 + 31/52 \ 6
a 3 + Fö
4 " fä

2 a cos'2 3G°
1'3

0=5a 2 ]'3;
„ 20.F.r 5a 3

^ 3-12 (3 + ^5);

10 a 3 „ „= -^t- cos 2 3 6°.



Ebene Trigonometrie.
I. Goniometrie.

§ 46. Funktionen einfacher Winkel.
1. Erklärung der Punktionen.

a) Am rechtwinkligen Dreieck (a Hypotenuse,
b und c Katheten.)

b b
a
c

cos ß = —; ctg ß --

cosec ß = b'

sec ß = —-.r c

b) Am Koordinatensystem (r Fahrstrahl, x und y
Abscisse und Ordinate.)

y. . y.—i tg a = —-;r x

-> ctffa =
r - y

B ü r k 1e n, Formelsammlung.
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Der sin hat das Vorzeichen der Ordinate,
der cos das der Abscisse, tg und ctg haben
gleiches Vorzeichen.

c) Vorzeichen in den vier Quadranten:

sin cos tg ctg

I. ' + 4 +■ +

ir. > + — — —

in. — — + +

IV. — -r — —

2- 1 — a R — a R + a 2R —a 2R + a

sin — sin a cos et cos a sina — sina

cos cos a sina — sina — cosa — cosa

tg — tga ctga — ctga — tga + tga

ctg — ctg a tga — tga — ctga + ctga

3R —a 3R+a 4nR + a

sin | — cos a — cos a sin (+ a)

cos — sin a -f- sin a cos (-(- a)

tg + otga — ctga tg(+a)

ctg i +tg« — tga ctg(+a)



Funktionen einfacher Winkel. 99

3. Grenzwerte und besonder; "Werte:

0°
360° 90° 180° 270° 45° 30° 60°

sin 0 1 0 — 1 fr
1
¥ fr

cos 1 0 — 1 0 fr fr
1
2

tg 0 CD 0 — co 1 fr n
ctg CO 0 — co 0 1 p fr
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4. Zusammenhang der Punktionen:
sin s a-fcos !!a = l

a 1
tga =

ctg a =

tg a ■ctg a = 1

cos a
COS a

ctga
1

sina tga

1 + tg'«:

l+ctg s a=-^

cos'ct
1

sin a cos a tg« ctg a

tg« 1
Vi — cos 2 a Vl+tg"o VI + Ctg 2a

1 ctga
Vl + Cig 2a}'l — sin'' a VT+Va

sin a 1
ctg atg ct =

V 1 — cos''1a
cos a|/1 — sin 2 a
cos a 1

tg actg a =
\l\ — sin 2a

sin a |'l —C08 8a

h-Stf&Qß
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i.

a)

§ 47. Funktionen zusammengesetzter Winkel.

sin (a -j- /?) = sin a COS /? -f- COS a sin /?
cos (a 4- /)) = cos a cos ß + sin a sin /?
. . , .. tg a + tg ß
tg (o + /J) = —v ,— ■-

14-tgatg/?^
i / i »i Ctg a Ctg /} 4-1

ctg («4-/3)= -?~- f i T ■— ctg /? + ctg a

1))

a «
sin 2a = 2 sin a cos«: sir. a = 2sm —cos —

9 9

aa
COs2arrcos a — sin 2 a; cOSa = cOS» — — sin2 2

a

. „ 2tg«tg 2 a = ----——-
1 - tg» a

ctg»a —1
Ctg2a = -JL ----•2 ctg a

tga
2 t" —

1-tg»-

Ctg a = -
ctg'y-1

a
2 ctg 9-

0)

2cos 8 a = 14-cos2a; 2cos» y = l + COSa

2 sin 8 a = 1 — cos 2 a; 2 sin" y = 1 ~ cosce

1 —c os 2 a _ sin 2a __1 — cos 2 «1 t S a=]/ 1 - -^^_ = ---___= -___:_—C 14-cos 2 a 14-cos 2 a sin 2 a

(|) J sin 3 a = 3 sin a — 4sin 3 a
I cos 3a = 4 cos 3 a — 3 cos a.
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2. Umformung von Summen und Differenzen,

siu a -1- sin ß = 2 Sin ' cosd -

sin « — sin /} = 2 cos —j-^- sin —=-£

cos a + cos /S = 2 cos - .!, - cos —5-*-

cos ot — cos ß = — 2 sin —^ sin —~-2 -

cos a 4- sin a — VIT. sin (45° + «)
cos a — sin a = ]/~2~. cos (45° + a)

ctga + 1 , ,, t , v—5---- '—- = ctg (45° — o)
ctg es — 1 '

t 2. Ctg a 4- tg o = -7- 7T~
C) i ° ' ° Sin 2 a

1 ctg a — tg a = 2 ctg 2 o

II. Das Dreieck etc.

§ 48. Formeln über das schiefwinklige Dreieck.
ß . y _•

1. « + /? + y = 2E; ¥ + '2+-2--- hl
Sm(,3 + r) = sin(2R-«) = sma
co S (/J + y) = cos(2ß-«) = -cos«
. /?+y

P+y
= sin(ß— fj = c0S lT
= cos(E — Y/^^Tcos- _______________________________

a: b: t> = sin a: sin /3: sin y. (Sinussatz.)
asin/? = bsina = h"
fc sinr== c Sm<5 = k ( (Hbhenformel.)
c sin « = a sin y = h'<

4.

5.

li
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5.
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a b c
sina Sin/3 — Siuy
a = 2r sin et
b = 2 r sin ß
c = 2 r sin y.

ür

(SehnenformeI.\

3. r a = b cos y -f- c oos £
<; b = c cos a -j- a cos y (Projektionssatz.)
I c = a cos /? -f- b cos a.

a + b
t» « + ß

2
a — b , a — ß (Neper'sche Gleichgn.)

(b+c) sin -^- = a cos ^—•£
7—et

(c+a) sin -£- =b cos ^—

(a+b) sin ~- =c cos ^+-

Mollweide'sche
;£ Gleichgn.)

(b—c) cos— = asin 1
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5. f, . ß , . y—a
• y ' 2 2 Mollweide'scne

y . o—~" Gleichen.)

6. Pythagoreischer Lehrsatz für das schiefwinklige
Dreieck.

1. a s = b 2 + c 2 — 2bc.cos«
Folgerungen:

2. a 2
(b + c) s— 4 b c cos 2 —

(b —c) 2+ 4bcsin 2—.

a + b + c = 2s
—a-f b + c = 2(s —a)

3.

a —b-fc = 2(s—b)
a + b — c = 2 (s — c).

T=V (—b)(—e) .
bc

4 • 2
2

!

_o___i /s (s — a)
2 _ |/~b^

sin«

tg"

a = ^—l/sCs—a)(s —b)(s —o).h c '

Q
2 C s(s — a) s — a

7. Inhalt, In- und Ankreishalbmesser.
1. 2 J = a H>sin y = b c sin a = c a sin ß,

.... abo
2. J=2r smasm/Ssmy = —.—•4r

3. J = l's (s — k) (s — b) (s — c)
= P . s = ei (s — a) = q 2 (s — b) = q 3 (s

4. e. Ci. e 2 . e 3 = J 2.

5. = (s—a)tg-|- = (s —b)tg^-=(s —c)tg-^
a ß y
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6.
o . ß . f

q = 4r sm —sin -^-sin -jp
a ß y

s = 4 r cos -jr- cos -x- cos -jp
«B <ü £

§ 49. Berechnungen.
T. Das rechtwinklige Dreieck,

a Hypotenuse.
1. Gegeben a, ß.

b = asinß; c = a cos ß.
2. Gegeben b, ß.

b
a = ■ . , c = b ctg ß.sin ß s

3. Gegeben a, b.

sin ß = —, c = a cos ß = b ctg /?; c = |'a* —1)*.a
4. Gegeben b, c.

b b c
tg/ä =—; a = —:—r = — -r8 ^ c ' sin ß cos /?

; a = /P+?
2 J = b c = a b co3 ß = a b sin y = b 2 tg y.

c).

II. Das gleichschenklige Dreieck.
1. Gegeben b, 0.

a = 2bcos ls; h = b sin ß.
2. Gegeben a, a,

3. Gegeben a und b.

iß= 2b ; h = bsin ^ = y t g^=[ /b —4

2 J =b 2 sin a= -7- tg /
a
T
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III. Das regelmässige Vieleck.
1. Gegeben a.

a . 180°r = — : sin------2 n
a 180° T na 2 180°

p = -— etff ------ ; J = —7—ctg ------.K 2 ° n ' 4 ° n

2. Gegeben r.
. 180° 180° T nr 1 . 360°

a = 2 r sin------; p = r cos------: J = -jr- sin------.n n ' 2 n

3. Gegeben p.
180° „ , 180° T tx 180°

r = e : cos —-; a = 2 e tg -—; J = n q- tg —-.

tu —

IV. Segment.

Sektor = 36Q0 = -j arc a.

A = TT sin a

r 2 /jc a° . \ r"
Segment = -x- I TKpjö — sm ") = TT (arc a — sln «)■

V. Das schiefwinklige Dreieck.

1. Gegeben a, ß, y.
, , a sin ß a sin y

a = l80° — (ß + y); b = -. —-j c= . ,v ' '' sin a ' sm a
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2. Gegeben, b, c ; a,
>3 + 7 _ R _^

2 ~~ ~~ 2
/9 _ y _b —C fl + y

5 2 b+c g 2

_/Hh_Y /? —Y
^___ ------------_

bsina
sin/3

(= ]/b* + c 2—2 b c. cos a)
3. Gegeben a, b, c.

oder:

tgß :
b sin i

c — b cosa
b sin et c — b cos«

sm/J cos/

1. J = fs(s — a)(s — b)(s — c).

2. e=—• (2s = a + b+c).

3. tg — = ■ ^ **T te-2-2 "s — a 7 ~ö 2 s-b 1 "ö 2 s —c'
Proben: 1. (s — a)+(s — b) + (s — c) = s.

:■■.;■■■■..■■■ . . ■
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a ti y
2. s. tg —. tg y • *g y

»•T + T + f-^
4. Gegeben a, b, ß

a) b > a.
1. sin a

asinS
— ~i a < 90°

2. y = 180° - (o + ß).
b sin y a sin /
sin ß sin a '

3. c

I

... . a sin ß
b) D < a; sin a = —r—;

luebei a und 180"—a brauchbar, daher 2 Werte für c:
Cj = a cos ß -f- b cos a
c„ = a cos ß — b cos a.



Sphärische Trigonometrie.
§ 50. Das rechtwinklige sphärische Dreieck.

I. Formeln (a Hypotenuse).
1. cos a = cos b cos c
2. cos a = ctg ß ctg y
3. cos ß = sin y cos b; cos y = sin ß cos c.

sin b , sin c
4. sina = —;-----; sm-/ ——-----.

tgC tgb
5. cos/?=- —; cosv=t —.tga tga
6. ta« = tgb ; tg v = tgc

sin c

7. Neper's Regel. Der
cos irgend eines der wie neben¬
stehend angeschriebenen Stücke
ist gleich dem Produkt der sin
der getrennten und gleich dem
Produkt der ctg der anliegen¬
den Stücke.

Hiedurch können die For¬
meln 1—6 mechanisch abgeleitet
werden.

II. Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks.
1. Gegeben a, b.

cos a . tg b tg c

9o?b

cos b'
tgb

tg ß = . —; tg y° ^ sm c' b ' sin b -
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2. Gegeben b, c.
tgb

cos a = cos b cos c; tg ß = ——; tg y' ° sin c
tg c

sin b*

3. Gegeben a, ß.
ctg y = cos a tg j3,
tg c = tg a cos ß ; tg b = tg a cos y.

4. Gegeben b ; ß.

sin a = ——■ (zwei Werte für a).sin ß K '
ctg y = cos a tg ß\ tg c = tg a cos ß.

5. Gegeben b, y.

te a =------; tg c = sm b ta Y; cos ß = cos b sin y.
cos y ° '

6. Gegeben ß, y.
cos/3 cosy

COSH, = Ctg 3 ctffy; C0Sb = —-----; COSC= —-----.°^ °'' smy sm/3

Determ. Sind ß und y gleichartig, so muss 3 + y > 90"
nnd < 270° sein; sind ß und y ungleichartig, so rnusa
£ — y oder y — ß < 90° sein (s. 43,13 0, d).

V.

I.

§ 51. Das schiefwinklige Dreieck.

A. Formeln.

cos a = cos b cos c -f- *>in b sin c cos a a, b, c : a;
cos b = cos c cos a + sin c sin a cos ß... . , Cosinussatz,
cos c = cos a cos b -\~ sin a sin b cos y

II , sio a: sin b : sin c = sin a : sin ß : sin y;
J Si„ a sin ß = sin b sin a - h" a, b, <x, 0;

«in b H» y = sin c sin ß = h.
sin c sin a = sin a sin y = b'

i Sinussatz.
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III. f sina cos ß = cosb sine — sinb cosc cosa; a,b,c,a,£;
I aina cosy = cosc sinb — sine cosb oosa;
J sinb cos y = cosc sina — sine cosa cos£;

sin b cos a= cos a sin c — sin a cos c cos ß ;
sin ccos a= cosa sinb — sina cosb cos/;
sin c cos^ = cosb sina — sinb cosa cosy.

IV. . a , b + C .a 8 — y ,,
sin — sin —£— = sin —- cos ——-• a, b + c, ß + y ^

a b+c a 0 + y
sm — cos —~— — cos -^ cos '* * 8 8 Delamlbre'sche

o.b — c . a.5 — y bezw.
cos -3- sin —-— = sin ■=- sin ' n , ■2 2 2 2 Gauss sehe

„ b-c a,S + y Gleichungen
cos —- cos —5— = cos -j- sin ' ■& u SS 8

V. f
, b -f- c a

cos '-/

cos A

a, b + c, /?+y, /? — y

a, /?4^y, b+c, b —c

b — c . a
2 b 2

sin •-?

8111 ß f y

b —c
„ , cos —.—

tg 2 ~ C,g 2 ' b + c.
Nepersche

Gleichungen.

VI.

lff 2 - g 2' . b+c
Sin 2

a + b + c=2s.
. o -i/sin(s — b) sin (s — c) ,äin^r= /----- —■■■ , ■ -------— ! a, a, b,

. .;,::.:■: .
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f-Vsins . sin(s—a)
sin b sin c

VII. { S = j/sin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — cj
\ 2 S

sin et = _._ u ._ _ ; a, a, b, csinb sine

VIII.
(S Eckensinus.)

. _ i/ sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c)
\ sins

a, a, b, ca sin (s — a)
ctg y =----- i ------

IX. e = a-\-ß + y — 180" (sph. Exzess)

^t-K*»!*»- -a s—b. i

*li-i) =
. 8 — 1). S — C

tg-g-tjf-j-
(L'Huilier'sche Gleichung.)

Pol arf ormeln.

Ib) ( cos a = — cos ß cos y -f- sin ß sin y cos a; a,,a,ß,y.
< cos ,3 = — cos j/cosa-)-sinj/sinacosb
I, cos/ = — cosacos/J~|-smasin/? cos c.

sin a cos b = cos ß sin y + sin ß cos y cos a; a, b, a, ß, y
sin a cos c = cos y sin /? + sin y cos 0 cos a

I sin ß cos c = cos y sin a + sin y cos a cos b
' sin/?cosa = cosasiny + sinacos/cosb

sin y cos a = cos a sin ß -j- sin a cos ,3 cos c
sin y cos b = cos ß sin a -(- sin /Scos a cos c.

VIII

VIII

Kb

3

X



VII b)

VIII b)

IX b)

Das schiefwinklige Dreieck.

g + l + r^Sg; ____________________
2=i— COS ff cos (er— a) cos (er —ö) COS (ff— /);

22

113

sin a:

sinb =
sin ß sin y '

2-51
sin /sin es'

sin c 22
Sin a sin |

f — |/ cos ( ff — a) COS (ff— tf) COS (ff—/)
— COS ff

tg a__cos (a— a)
k'

b_cos(o —tf) c _ cos (ff— y)
S ~2~~ Ü ; S T~~ k1

d = 360° — (a + b + c) (sph. Defekt)
d°

^j2 ____________
}/-t g (, 5.+ |) tg ( i5 ._^) tg ( 45o_£^) tg ( 4&o_^

ct— a ff—/
tg-ö-tg-^

o ff—et
tg ir % ^r-

X. Sphärischer TJmkreishalbmesser R.
isin a sin b sin c a b c

8in^-sin7 == Sr7/ = 2tgRc08 2 COS 2 COS 2
ctgR = k' (s. VIII).

XL Sphärischer Inkreishalbmesser q.
t ge = k (s. VIII).

XII. Inhalt des phär. Dreiecks s. § 43 15.
B. Berechnungen.

1. Gegeben a, b, c
1. a+b+c=2s,s—a=..., s—b = ..., s—c = ..

B ü r k 1e n, Formelsamm] ung. 8
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2. k aus VIII.

3. ctg^- = -
l(b— a) ß sin (s—b)

' 0t8T = —k— 5
y sin (s—c)

0tg-FT =------ü------•

Proben: 1. (s — a) + (s-b) + (s — c) = s
a ß . Y _ 1

2. Gegeben a, /?, y.
1. 2<7=«+/Hr; <r—o=..., <r-/J=..., a—y=
2. k'=s. VHIb,

1 a
2. -— . ct.sin s

3. tg
a cos (a — a) u. s. w. s. VIII b.
2 k'

Proben: 1. (<r—a) + 0— ß) + 0 — y) = "
1 a b c 1

3. Gegeben b, c, a.
a b—c

ß + r C0S Y C08 -2~_Z
l.tg . a b+c N

sin ^rcos-
(s.V.)

2.tg-

2""" 2
a . b—o

. y cos^-sin-g- Z'
. a . b+c N'

sin-g-sm-ä -

3.
P— 2 + 2
„_ß+y_ß-r
y—2--------2
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— =--------r—=-------j—, (s. IV.), oder
ß+r ~J+ysin-

sm —= Z'__

cos-

W

cos 1:

Ist nur a verlangt, dann dies aus I.
4. Gegeben ß, y, a.

b+c
. a ß — ysm -r- cos

2 =4<-n

2. tg

3.

b—c

a ß-]-y ' N
cos-^- cos—„—
. a . /}-y

sm-jr-sm—x— Z'
a . /? + / N'

cos-^r sin

I
<.c =

2 """ 2
b + c , b — c

2 ' 2
b + c b — c

4. sin — = —b+~c° der== —b+-c S ' IV > oder

Z' N'
" . b—c'

am ■ COB-
b-0*

Ist nur a verlangt, dann dieses aus Ib.
5. Gegeben a, b, a.

sin b sin a
a + ß_

oder

1. sin

2. tg T =tg^-

sin a ____
a+b cos 2

cos-
a—ß
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a — b

Bin-

a — b

3- tgf=ctg
« + ß cos

cos

:Ctg-

Determination. Für ß ergeben sich aus 1. im
allgemeinen zwei Werte. Bei der Bestimmung ist zu
berücksichtigen, dass

wenn a = Vi, dann a = ß

und a + b < 180°, dann a + f
(s. § 53, 13 b und e).

6. Gegeben a, ß, a.
sin a sin ß

> 180'

1. sin b

2- tg-£-
sin a

: S. 5,3.

3- tg y = s - 5 >2-
Determination s. ebenfalls vorige Aufgabe.
Anmerkung. Die Aufgaben 2, 4, 6 sind die

Polarfälle zu den Aufgaben 1, 3, 5; ihre Lösung kann
daher durch Uebergang aaf das Polardreieck auf die
Lösung der Aufgaben 1, 3, 5 zurückgeführt werden.



Mathematische Geographie.
I. Beobachlungsniittel.
§ 52. Koordinatensysteme.

A) Zenitlinie, Horizont.
1. Zenitlinie = Vertikallinie durch den Be-

obaohtungsort; ihre Schnittpunkte mit der Himmels¬
kugel heissen Zenit (Scheitelpunkt) und Nadir
(Fusspunkt).

2. Horizont (wahrer Horizont), die durch den
Erdmittelpunkt senkrecht zur Zenitlinie gelegte Ebene;
scheinbarer Horizont = Berührungsebene an die
Erdkugel im Beobachtungsort; scheinbarer Horizont
parallel dem wahren. — Horizontalkreise senkrecht
zur Zenitlinie.

y. Ost- und "Westpunkt, Schnittpunkte des
Horizonts mit dem Himmelsäquator (s. B); Süd-und
Nordpunkt je um 90° vom Ost- und Westpunkt ab¬
stellend, Mittagslinie verbindet diese beiden.

4. Vertikalkreise (Höhenkreise), Schnittkreise
der durch die Zenitlinie gelegten Ebenen mit der
Himmelskugel, sie sind senkrecht zum Horizont; erster
Vertikal geht durch Ost- und Westpunkt.

B) Weltaxe, Aequator.
5. Weltaxe, verlängerte Erdaxe, Drehungsaxe

der Himmelskugel; Weltpole (Nordpol, Südpol) Schnitt¬
punkte der Weltaxe mit der Himmelskugel.
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6. Aequatorebene durch den Erdmittelpunkt
senkrecht zur Weltaxe.

7. Meridiane oder Deklinationskreise,
Grosskreise durch die Weltpole, senkrecht zum Aequa-
tor; Hauptmeridian durch Zenit, durch Süd- und
Nordpunkt.

8. Polhöhe = Neigungswinkel der Weltaxe gegen
den Horizont. Aequatorhöhe = Neigungswinkel
der Aequatorebene gegen den Horizont.

Polhöhe = geographischer Breite.
Die Polhöhe h p wird bestimmt durch Beobachtung

der Aequatorhöhe h a zur Aequinoktialzeit, h p = 90°—h a
oder als arithmetisches Mittel aus oberer und unterer
Kulminationshöhe eines Circumpolarsternes. — Aus
der Polhöhe erhält man die geographische Breite.

9. Sichtbare Sterne für einen Ort von der
geographischen Breite <p sind diejenigen, deren Abstand
vom sichtbaren Pol < 180°—5P, vom unsichtbaren > <p ist.

10. Circumpolarsterne, Abstand vom sicht¬
baren Pol _<y.

C) Ekliptik, Axe der Ekliptik.
11. Ekliptik = scheinbare jährliche Bahn der

Sonne, Ebene der Erdbahn.
12. Schiefe der Ekliptik = Neigung der Ekliptik

gegen den Aequator; sie ist veränderlich, für den An¬
fang des Jahres 1900 23° 27' 8".

13. Axe der Ekliptik = Lot im Erdmittelpunkt
auf der Ekliptik; Endpunkte dieser Axe Pole der
Ekliptik.

14. Tag- und Nachtgleichepunkte = Schnitt-
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punkte der Ekliptik mit dem Aequator, Früh] ings-
aquinoktium (Frühlings- oder "Widderpunkt T) und
H erbs täquinoktium; Sonnenwendepaukte oder
S olsti tien stehen von den vorigen je um 90° ab.

15. Breitenkreise, Grosskreise durch die Eklip.
tikpole, zur Sonnenbahn.

§ 53. Lagebestimmung.

1. System A. — Grundkreise: Hauptmeridian und
Horizont.

Höhe h gezählt auf dem Vertikalkreise vom Ho-
rizont aus, 0° — 90° nördl. oder südl.

Azimut a (A) gezählt auf dem Horizont vom Süd¬
punkt aus über W, N, 0 von 0° — 360°. Ermittlung
dieser Koordinaten durch den Theodolit, Höhe auch
durch den Sextanten und annähernd durch Schatten¬

länge ^tgh = —j.
2. System B.
a) Deklination 6, nördlich (-(-) oder südlich (—),

sphärischer Abstand des Sterns vom Aequator; Pol¬
distanz 90° —<5.

Stundenwinkel t = Aequatorialbogen zwischen
Meridian des Beobachtungsortes und Meridian des
Sterns, gezählt von dem ersteren aus von 0°—360° über
W und N (wie das Azimut); statt Gradzähluug auch
Stundenzählung (15° = 1 St.) ringsherum 0 — 24 11, oder
nach beiden Seiten.

Messung durch Aequatoreal.
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b) Deklination S, wie in a, und
Rektascension et (A. R.),

gezählt im Aequator 70m Früh¬
lingspunkt (X) aus, entgegengesetzt
dem Sinn der täglichen Bewegung
der Sonne von 0°—360°.

' Sternzeit @ = Stunden¬
winkel des Frühlingspunktes, z. B.
I 11 Sternzeit, wenn Stundenwinkel
desFrühlingspunktes 15°. Q —t = a.

Messung mit Passage-Instrument und Uhr nach
Stern zeit.

3. System C.
Breite ß nördlicher oder südlicher Abstand des

Sterns von der Ekliptik, gezählt von der Ekliptik aus.
Länge /?, Bogeii der Ekliptik zwischen Frühlings-

punkt und Breitenkreis, gezählt vom Frühlingspunkt
aus im Sinn von a, von 0°—360°.

4. Sternbilder.
Die zwölf Sternbilder des Tierkreises sind:

<y16

X
§ 54. Die Zeit.

1. Sterntag ä 24 Sternstunden = Zeit zwischen
2 oberen Kulminationen eines Sterns, = Zeit einer
vollständigen Umdrehung der Erde. o h Sternzeit, wenn
der Frühlingspunkt im Meridian; Dauer eines Stern¬
tags 23,935 h = 23 11 56 m 4 S m. Z.

Widder T Löwe ■9 Schütze
Stier X Jungfrau rrp Steinbock
Zwillinge TT Wage Lftj Wassermann
Krebs © Skorpion n Fische

Be
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2. Mittlerer Sonnentag = bürgerlicher Tag,
= Zeit zwischen 2 Kulminationen der gedachten, im
Aequator mit gleichförmiger Geschwindigkeit laufen¬
den Sonne.

3. Zeitgleichung = Differenz zwischen wahrer
und mittlerer Zeit.

4. Tropisches Jahr = scheinbare Umlaufszeit
der Sonne, von V Punkt zu T Punkt = 365,2422 m. T.
== 3G5 T. 5 h 48 m 46 s m. Z. = 360,2422 Sterntage.

5. Siderisches Jahr = wirkliche Umlaufszeit
der Erde von Fixstern zu Fixstern = 365,2564 mittl.
Tage = 365 T. 6 h 9 m ll s m. Z. = 366,2564 Sterntage.

6. Siderischer Monat = Umlauf von Fix¬
stern zu Fixstern = 27,32 Tg.

7. Synodischer Monat = Zeit von Neumond
zu Neumond (d. h. von Sonne zu Sonne) 29,53 Tg.

8. Astronomische Jahreszeiten.
Beginn des Frühlings am 21. März, Sonne im Aequator,

im y* Punkt, Tag- und Nachtgleiche.
Beginn des Sommers am 21. Juni, Sonne im Wendekreis

des Krebses, längster Tag (Sommersolstitium).
Beginn des Herbstes am 23. September, Sonne im

Aequator, Tag- und Nachtgleiche.
Beginn des Winters am 21. Dezember, Sonne im Wende¬

kreis des Steinbocks, kürzester Tag (Wintersolstitiumj.

II. Das Sonnensystem.
§ 55. Die Erde.

A) Gründe für die Kugelgestalt.
1. Erscheinungen infolge der Ortsveränderungen

auf einem Meridian oder einem Parallelkreis.
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2. Schattenforai bei Mondfinsternissen und die
Gestalt der andern Himmelskörper.

3. Depression des Horizonts.
4. TJmschiflungen der Erde in verschiedenen Rich¬

tungen.
5. Ergebnisse der Gradmessungen.

B) Grün-de für die Rotation.
1. Ablenkung der Luftströmungen.
2. Oestliche Abweichung fallender Körper.
3. Foucault'scher Pendelversueh.
4. Rotation anderer Weltkörper.
5. Abplattung der Erde (\ 2i6 bis j jaoo).
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§ 57. Weltsysteme.
1. Pt olem ä isch es System. Die Erde ist

Mittelpunkt des Weltalls, um sie bewegen sich Mond,
Merkur, Venus, Sonne, Mars, Jupiter, Saturn. Un¬
regelmässigkeiten in der Bewegung werden durch Epi-
cykeln erklärt.

2. Coppernioanisches System. Die Sonne
steht still, um sie bewegen sich Merkur, Venus, Erde,
Mars, Jupiter, Saturn in kreisförmigen, exzentrischen
Bahnen.

3. Keplers Gesetze.
1. Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in

deren einem Brennpunkt die Sonne steht.
2. Der Planet bewegt sich so, dass der Leit¬

strahl in gleichen Zeiten gleiche Flächen beschreibt.
3. Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten

sich wie die dritten Potenzen der grossen Achsen.

§ 58. Berechnungsaufg-alben.
1. Flächeninhalt J einer Zone zwischen den

geographischen Breiten <pl und y 2 :
J = 2 r n h = 2 r n (r sin <pt — r sin <p2)

= 4 r' ! n cos J ^ sin ?t-f S2 — 2
der Teil dieser Zone, der von den Meridianen zur
Länge /?t und X% begrenzt wird, ist

— 4r n cos -J- -<Pi -<jp2
360° 3 * ' 2 ""* 2

(Berechnung des Inhalts von Kartenblättern.)
2. Kimm und Kimmtiefe. — Kimm = Kreis,

welcher den scheiubaren Horizont begrenzt (Halbmesser
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a = Sehne = Bogen); Kimmtiefe (a") = "Winkelzwi¬
schen dem Sehstrahl nach der Kimm und der Hori¬
zontalen, Höhe des Beobachtungspunktes h.

' * 1*0.60.60" =a;rodera „ =1 /2h 2()n fr
hiebei ist von der Strahlenbrechung, welche a ver-
grössert und a verkleinert, abgesehen.

3. Beziehungen zwischen den Koordi¬
naten der Systeme A und B (s. § 51). In dem Drei¬
eck Zenit-Pol-Stern sind die Seiten ZP = 90° — cp,
ZS = 90° — h, PS = 90° — ö; die ZS und PS gegen¬
überliegenden Winkel sind t (bezw. 360° — t) und
180°—a. Aus den Formeln I — III des § 51 folgt, wenn

1. a und h gegeben, t und ö gesucht (cp ist
als bekannt vorausgesetzt):
Isin (5 = sin h sin cp — cos h cos cp cos a

cos <5sin t = cos h sin a
(cos ö cos t = sin h cos cp -\- cos h sin cp cos a).

2. t und S gegeben, gesucht a und h.
Isin h = sin ö sin cp + cos S cos cp cos t

cos h sin a = cos S sin t
cos h cos a = — sin 5 cos cp -f- cos S sin cp cos t).

4. Parallaxe; Entfernung ein es Gestirns.
a) Höhenparallaxe p = Winkel, unter wel¬

chem vom Gestirn aus der zum Beobachtungsort ge¬
hörige Erdhalbmesser r erscheint, = Unterschied der
Höhenwinkel über dem wahren und über dem schein¬
baren Horizont

p = h' _ h;
die Entfernung B, des Gestirns ist dann

r cos h
R = —:-----.

sin p

■
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b) Ist das Gestirn im Horizont, dann heisst p die
Horizontparallaxe (n),

sm 7i

Ist der in Frage kommende Halbmesser ein Aequator-
halbmesser, so heisst p die Aequatorial-Horiz on-
talparallaxe.

o) Bei Fixsternen ist die Parallaxe des Erdhalb¬
messers (tägl. Parallaxe) verschwindend; man benützt
für sie die Parallaxe des Erdbahnhalbmessers, die jähr¬
liche Parallaxe; sie ist bei keinem Fixstern über 1".

d) Die Parallaxe des Mondes kann aus direkter
Beobachtung ermittelt werden; die Horizontalparallaxe

beträgt für denselben im Mittel 57' 2,5".
e) Die Parallaxe der Sonne ist zur Bestimmung durch

direkte Beobachtung zu klein; die mittlere Aeqna-
torial-Horizontal-Parallaxe kann gefunden werden aus
den Marsoppositionen und dem dritten Keplerscben
Gesetz (aus der Parallaxe des Mars zunächst seine
Entfernung d = B,—B, von der Erde, dann folgt aus

E 1»:B, 8=t 1 ": t 2, (S, — E):R = jvi \ — f/t~A : ^),oder
durch die Methode der Vermsdurehgänge, oder aus der
Messung der Parallaxe eines Planetoiden (z. B. Flora);
ihr "Wert ist etwa 8,85".

f) Ausser vermittelst der Parallaxe kann die Entfer¬
nung der Sonne noch durch andere Mittel gefunden wer¬
den, insbesondere aus der Geschwindigkeit des Lichts und
der Zeit, welche dasselbe braucht, um von der Sonne zur
Erde zu gelangen (Verfinsterung der Jupiterstrabanten).

5. Auf- und Untergang der Gestirne, Tages-
länge. Aus § 58«£ folgt fiir h = 0

COSt, = — tg-Jtgjj».

<Pi
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Die Tageslänge ist gleich dem doppelten Stunden¬
winkel t„ (für h = 0) der Sonne. Ergiebt sich aus <5
und q> z. B. t0 = 120° = 8 h , so ist die Tageslänge 16 h .

Tür Morgen- und Abendweite w (Bogen
zwischen Ost- und Aufgangspunkt, bezw. zwischen West-
und Untergangspunkt) ist.

sin<5
smw=------.

COB<p

Für das Azimut a0 des Aufgangspunktes ist
sin<S

cos a„ =----------.
" cos <p

6. Entfernung e zweierPunkte (^j ?>,; ^>9 a)
auf der Erdoberfläche

cos e = sin <p1 sin g>3 -\- cos q>t cos y 2 cos (/?, — At ).
Liegen beide auf demselben Meridian, dann ist

*~<Pi — <Pi-
Liegen sie auf demselben Parallelkreis, dann ist

Vi ~ 9« = 9 un<i daher

sin -Q- = cos <f sin 2
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AnalytischeGeometrie.
I. Geometrie der Ebene.

§ 59. Aenderung des Koordinatensystemes.

x, y Koordinaten, OX, OY Axen des ursprüng¬
lichen Systems, x', y' Koordinaten, OX', OY' Axen
des neuen Systems, a, b Koordinaten des neuen Ursprungs,

1. Parallele Verschiebung der Axen:
{x = a -J- x'

y = b + y''
2. Drehung eines rechtwinkligen Systems um

den Ursprung um den "Winkel q>:
{x = x' cos q> — y' sin <p

j = x' sin f -\- y' cos q>.
3. Verschiebung und Drehung jeder Axe

(Aenderung des Winkels zwischen den Axen):
x'sin(X'Y)-fy' sin (Y'Y)x= a +

sin (XY)
x' sin (XX) + y' sin (Y' X)

sm~(YX) '

§ 60. Allgemeine Sätze.

1. Der Grad einer Gleichung wird durch Verwand,
lung des Koordinaten-Systems nicht geändert.

2. Die Bedingung dafür, dass der Punkt mit den
Koordinaten x,, y, auf der Linie liegt, deren Gleichung
F(x, y) = 0, ist F(x,, 7l ) = 0.
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3. Die aus den beiden Gleichungen F (x, y) = 0
nnd f (x, y) = 0 sich ergebenden "Werte von x und y
sind die Koordinaten der Schnittpunkte der beiden
durch jene Gleichungen dargestellten Linien.

Setzt man in F (x, y) = 0 für y den "Wert null,
Bo ergeben sich aus der erhaltenen Gleichung die Ab-
scissen der Schnittpunkte der betreuenden Linie mit der
Xaxe; aus x = 0 ergeben sich die Ordinaten der Schnitt¬
punkte mit der Yaxe.

4. Ist X ein Zahlenfaktor, so stellt
F (x, y) + Jf(x,y) = 0

die Gleichung einer Linie dar, welche durch die Schnitt¬
punkte der durch F (x, y) = 0 und f (x, y) = 0 darge¬
stellten Linien geht.

Linie erster Ordnung, gerade Linie.

§ Gl. Gleicliungsformcn. Lagebezieliungen.
Es seien a und b die Abschnitte der Geraden auf

den Axen (Koordinaten der Schnittpunkte mit den Axen),
<p der Winkel der Geraden mit der -j- Xaxe, p die Länge
des Lotes vom Ursprung auf die Gerade, a der Winkel,
den p mit der + Xaxe bildet.

1. Gleichung der Geraden:*)
erste allgem. Form Ax + By+C = 0,
zweite „ y = mx + b
dritte
vierte

a b
y, x cosa + ysina — p = 0 (Nor¬

malform.)

*) Wenn sich eine der Gleichungenoder Formeln auf ei« schief¬
winkliges System beziehen soll, ist dies besonders bemerkt.

B ü r k 1e n, Formelsammlung.

■ i Kil fr
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c_
B

Symbolische Abkürzung der Gleichung
für die allgemeine Form L = 0,

„ „ Normalform 1 = 0.

Axenabschnitte: a=-----j-= — —; b = —
A m B

"Winkel mit der Xaxe bestimmt durch
A b

tg <P = — -j, = m = — — == — ctg a
2. Besondere Fälle:

x = a Gleichg. einer Geraden |[zur Yaxe
y = b „ „ » || » X „

( Ax+By = 0 n n „ durch den Ur-
\ y = m x Sprung

der Xaxe
Y

„ co fernen Geraden.

Ax+By = 0

_____________ y = mx
y = o
x = 0

0.x + 0.y + C = 0 ^^^^^^^^^^^
3. Gerade durch Punkt (x lt y t )

A(x — Xl ) + B(y—y,) = 0, oder
y — y, =m(x — xj, oder

(x—x 1)cosa+(y —y 1)sin« = 0
(durch ein veränderliches m, bezw. « erhält man ein
Strahlenbüschel.)

4. Gerade durch z wei Punkte(x 1,y 1),(x 2,y„)
y —y t== x — x t

-x.
y 2—y, ,

■y, = —------- (x -
Jl X„— X, v

■x,) oder
^^^^^^^^^^^ y 2 —y>

oder (x t — x 2) y — (y, — y 2) x = x, y 2 — x 2 y,, oder
(Zugleich Bedingung da-

= 0. für, dass 3 Punkte in ger.
Linie liegen.)

Gerade durch den Ursprung und Punkt (x u y )
x i y — yi x = o

y i
y. i
y 2 i
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5. Zwei parallele Gerade
IAx-fBy + C = 0 oder f y = m x + b

Ax + By+C,= 0 \ y = mx+b 1, oder
f x cos a + y sin a — p = 0
\ x cos a-f-y sin a— p t = 0

Zwei gerade Linien Ax + By+C = 0 und A,x
■\- B, y + C, =0 sind parallel, wenn A: A, = B : B,

6. Gerade durch Punkt (x lt y,) parallel zu einer
gegebenen Geraden.

Gegebene Gleichung:
Ax-fBy + C = 0 oder y = nix + b

gesuchte Gleichung:
A(x— Xl )+B(y— yi )=0 „ y—y1=m(x—xj

7. Zwei senkrechte Gerade:
( Ax + By+ C — 0 oder f y = mx + b

{ßx-Ay + C^O „ |y=—i-x + b,.
Die Geraden

C 1= 0 \ oder
y = mx-f b u.
y^nijX+b,

Ax + By-}-C = 0
n. A^ + B.y+C,:

sind senkrecht, wenn
AA 1+BB 1=0 oder mm,-}-1 = 0

Gleichung einer Geraden, welche durch Punkt (x^yj
geht und senkrecht zu der Geraden Ax-|-By-|-C = 0 ist:

B(x— Xl )_A(y-y 1)=0
8. Drei Gerade Ax + By+C = 0, AjX-fBjy

+ (^=0, A 2 x-{- B 2 y -f- C 2 = 0 gehen durch einen
Punkt, oder eins Gerade geht durch den Schnittpunkt
der beiden andern, wenn

A B C I
A.B.C, =0,

d. h. wenn
A 2 B 2 C 2
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A(B 1C2-B 2C 1)+B(C I A-C 2A l )+C(A t B J -A 2B l ) = 0
oder wenn die Zahlfaktoren A, A0 A% sieh so bestimmen
lassen, dass

*(Ax + By + C) + Jl 1 (A 1 x + B 1 y+C 1) + ^(A J x
+ B 2 y + C 2) = 0.

§ 62. Grössenbestimmung'en und -Beziehungen.
1. Koordinaten (x, y) des Teilpunktes P

einer Strecke P, P 2 , Endpunkte (x 1( yj, (x„ y 2), [P, P: P P,
= m: n = A : 1]

_ mx 2 + nx t °^ x i + Ax,
m + n \-\- A

_ my 2 + ny, °^yJ_+Ay x
y m + n 1 + A

Sind m und n ungleichzeichig, bezw. ist A nega¬
tiv, so liegt P ausserhalb P, P 2 .

Für den Halbierungspunkt ist:
x t +x, ys+y,

2 ' y ~ ~ -2 ' '
2. Beziehungen zwischen den Koordinaten von 4

harmonischen Punkten (■xl ,y 1),{x- i ,y 2),(i 1>Vih(ia'Va)
2(x 1 x,+ Ä? l ) = (x, + x,)(|, + l.)
2 (y, y 2+ *?, %) = (y, + y 8) (*?,+ %)

3. Vier durch den Ursprung gehende Gerado
y = m,x y = n l x
y = m 2x y = n 2x

bilden ein harmonisches Büschel, wenn
2 K m 2 + n, n 2) = (m, + m 2) (n, + n 2).

4. Entfernung e zweier Punkte (x^y,), (x 2,y 2)
e= n^-ziY+tiirfF-

Im schiefwinkligen System mit Achsenwinkel a>
e = V(x2 - x,)" + (y, - y,) a + 2 (x, - x.) (y^ j t ) cos ».

5. Gerade durch Punkt (x u y,), welche mit der
Xaxe den <£ y bildet:

y — y, = ( x — *,) tg y

A^

Da
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t« (vgl. § 615 und t)

6. Winkel q> zwischen zwei Geraden be¬
stimmt durch

A B, — Aj B _ nij — m
y =± aaT+^b; ~ ± W7TT

7. Gerade, welche mit y = mx + b den «£ <P bil¬
det und durch Punkt (x,, y,) geht

m + tg
y— Yi = %*-o1 — ml

8. Abstand p des Ursprungs von der Geraden
Ax + By-f C = 0, oder y = mx + b

___ cj _ b
P = + )/3? +W ~ ± ]'n?-FI'

das Zeichen wird so gewählt, dass p positiv wird.
9. Abstand e des Punktes (x,, y,) von der

Geraden Ax -)- By + C = 0, oder y = mx-j-b, oder
x cos « + y sin a. — p = 0

_ Ax.+ By, -fC _ yt — mx.j- b
6 ~~ ± |/A 2 + B~ä ~ ~ + ]/m 2~+T

= x t cos a -j- j 1 sin a — p.
Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewählt, dass für
einen Punkt, der mit dem Ursprung auf derselben
Seite der Geraden liegt, e positiv wird.

10. Entfernung e zweier paralleler Ge¬
raden (s. § 61 5)

C —C t C — o t
e ~~ + yA 2 + b 2 ~ + yWTT. ~ p — Pl "

11. Halbierungslinie des Winkels zweier Ge¬
raden

A x+By + C _ A.s + B .y + C,
fj^+w - 1/Ä7+B7

x cos a -\- y sin a — p = + (x cos a t -j- y sin «j — p,).
Sind die Geraden gegeben durch die symbolischen
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Gleichungen 1 = 0, \ = 0 t dann ist die Gleichung der
Winkelhalbierenden

1 + 1, =0.
12. Inhalt J eines Dreiecks, aus den Ecken

(xi> yJ; (x 2, y 2)i ( x sj y 3)
! I x ! y. 1 1 i ,

+ J = — x 2 y 2 1 | = _ (x, (y2 - y 3) + x 2 (y 3 - 7l )

_ i x 3 y 3 1 1 + x 3(yi _ y2) ).
Liegen die drei Punkte in gerader Linie, so ist J = 0,
vergi. § 614. Fällt (x 3, y 3) in den Ursprung, so ist

± J = y^y,- x 2 y,).
13. Inhalt J eines Dreiecks aus den Glei¬

chungen der drei Seiten (Bez. s. § 10,)
, 9 T ______________ (^+AB 1 C 8)'___________

± JJ -(AB-A 1 B)(A 1 B 2 -A ! B I )(A aB-AB 9)'
Gehen die Geraden durch einen Punkt, so ist 2 J = 0,
vergl. § 618, sind irgend zwei parallel, so ist 2 J = oo,
vergl. § 615.

14. Inhalt eines Vielecks aus den Koordi¬
naten der Ecken
+ 2 J = x, (y a — y n) + x 2 (y, — y,) + x 3 (y4 — y 2) + ....

§ 63. Polargleichungr der Geraden.
r Fahrstrahl, <p Azimut, p Lot vom Pol auf die

Gerade, a Winkel zwischen P und der Polaraxe.
1. Lot zur Polaraxe:

rcosqp — p
2) Parallele zur Polaraxe:

r siny = p.
3. Gleichung der Geraden:

r cos (y — a) = p
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3 _*in (1, 1.)
sin (13 18)

Ist der Zahlenfaktor X veränderlieh, so ist durch
die Gleichung ein Strahlbüschel dargestellt.

Sind die ersten Geraden durch ihre allgemeine
Gleichung Lj = 0, L 2 = 0 gegeben, so ist die Gleichung
des Teilstrahls

L, —»£.,=0.
v, unterscheidet sich von dem Verhältnis der Ab¬

stände durch einen konstanten Faktor.
2. Vier sich in einem Punkt schneidende Geraden

können dargestellt werden durch die Gleichungen
f 1, =0 \ — -*,1 2 = 0
U = o \-x i \ = v

das Doppelverhältnis (anharmonisches Verhältnis)
(a, b, c, d) der vier Strahlen a, b, c, d ist

X l sin (ac) sin (ad)
j- = (a, b, c, d) = sin(bc ) =sin(bd) -

Satz: Wenn vier von einem Punkt ausgehende
Strahlen a, b, c, d von einer beliebigen Geraden in den
Punkten A, B, 0, D geschnitten werden, so ist das
Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte konstant und
gleich dem Doppelverhältnis des Büschels d. h.

A C AD sin (a c) sin (a d)
BC : BD = sin (b c) : sin (b d)"

Für einen gegebenen Wert des Doppelverhältnisses
ist zu drei Strahlen der vierte eindeutig bestimmt.

Das Doppelverhältnis des Büschels

ii K \ = 0
h \ = 0

K -<*.

-/LL=0
0 ist
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3. Harmonisches Büschel. Ist das Doppel.
Verhältnis der vier Strahlen = — 1, so ist das Büschel
ein harmonisches; es ist dargestellt durch

;1 1==0 r 1,-^ = 0
\ 12 =0 _ U +i 1 i 2 = o-

Die Beziehungen in Nr. 2 und 3 gelten auch, wenn
die Geraden durch Gleichungen von der Form L ; — AJLi^Q
u. s. w. gegeben sind.

4. Pr oj ekti vis che Strahlbüschel. Sind
L, — Z t L 2 = 0, L t — Ä2 L 2 = 0 u. s. f.
M, - X 1 M 2 = 0, M, - Z t M 2 = 0 u. s. f.

die Gleichungen der Strahlen zweier Büschel, so ist das
Doppel Verhältnis von vier Strahlen des einen Büschels
gleich dem Doppelverhältnis der entsprechenden Strahlen
des andern; solche Büschel heissen projektivisch.

Durch drei Paare entsprechender Strahlen sind die
Büschel vollständig und eindeutig bestimmt.

§ C>5. Homogene Gleichung der Geraden, trimetrische
l'unkt-Koordinaten.

Sind lj=0, 12 =0, 13 =0 die Gleichungen dreier nicht
durch einen Punkt gehenden Geraden, so kann die
Gleichung jeder andern Geraden in die Form gebracht
werden

Hiebei können I,, 12, 13 auch aufgefasst werden
als Grössen, die den Abständen eines Punktes der Ge¬
raden von den Seiten des Dreiecks, das von 1,, 12, 1,
gebildet wird, proportional sind (Dreieckskoordinaten).
Jeder Abstand ist positiv oder negativ zu nehmen, je
nachdem er gleich oder gegenläufig ist zu dem von einem
Punkt im Innern des Dreiecks auf dieselbe Seite ge¬
fällten Lot.
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§66. Linienkoordinaten; Gleichung des Punktes; Punkt-
reihe; projektivische Punktreihen und Strahlbüschel.

1. Ist die Gleichung irgend einer Geraden
ux + vy+l=0,

so ist die Lage der Geraden durch die Konstanten u
und v gegeben; sie heissen daher die Koordinaten jener
geraden Linie oder Linienkoordinaten, u und v
sind die negativen reziproken Werte der Abschnitte,
welche die Gerade auf den Koordinatenaxen macht.

2. Alle Geraden, deren Koordinaten einer Gleichung
(1) Au + Bv-f C=0

genügen, gehen durch einen Punkt, dessen Koordinaten
A B

x = -p- und y = -p- sind; die Gleichung (1) heisst all¬

gemeine Gleichung des Punktes. Die Gleichung
(2) au + bv+l = 0

heisst die Normalform der Gleichung des Punktes.
3. Eine Gleichung nten Grades in u und v stellt eine

von Geraden eingehüllte Kurve dar; bestimmt man aus
dieser Gleichung und der Gleichung eines Punktes die
gemeinschaftlichen Werte von u und v, so ergeben sich aus
denselben n Tangenten an die Kurve; diese heisst eine
Linie nter Klasse. Die Ordnungszahl giebt die Zahl
der Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden an, die
Klassenzahl die Anzahl der Tangenten der Kurve, die
durch einen bestimmten Punkt gehen.

4. Sind 2 — 0 und -2^=0 die Gleichungen zweier
Umhüllungslinien, so stellt 2 Jr /,2 l ~0 eine Umhüllungs¬
linie dar, welche alle gemeinschaftlichen Tangenten von
2 = 0 und 2 i = 0 berührt (vgl. § 70t).

5. Sind U, = 0, U, = 0 die Gleichungen zweier
Punkte P, und P, so ist
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die Gleichung eines Punktes auf der Verbindungslinie
von Pj und P 2 ; ist A veränderlich, bo hat man die
Gleichung einer Punktreihe.

6. Doppelverhältnis.
ru t =o ru,
\U 2 =0 \TJ X

Sind

■^TJ,=0
vier Punkte auf einer Geraden, so ist das Doppelver-

X
hältnis derselben ausgedrückt durch —^,

7. Harmonische Punkte. Wenn At : \ =— 1,
so sind die vier Punkte (von Nr. 6) harmonische Punkte;
sie sind also dargestellt durch

/TJ x =0 fTJ 1 _^U, = 0
\U 2 =0 \XJ 1 + ^IJ,=0

8. Projektivische Punktreihen. Zwei Punkt¬
reihen TJ, — AIJ2 = 0 und Vt — X V2 = 0 sind projek-
tivisch.

Eine Punktreihe TJ,— X TJ2 = 0 und ein Strahl¬
büschel Lj—/?L 2 =0 sind projektivisch.

§ 67. Homogene Gleichung des Punktes, trimetrische
Linienkoordinatcn.

Sind ^=0, U 2= 0, U 3 = 0 die Gleichungen dreier
nicht auf einer Geraden liegenden festen Punkte, so
kann die Gleichung jedes anderen Punktes in die Form
gebracht werden

Linien zweiter Ordnung (Kegelschnitte).
A. Der Kreis.

§ 68. Kurvengleichung; Sekante, Tangente, Polare etc.
Koordinaten des Mittelpunktes (a, b), Halbmesser r,
1. Allgemeine Gleichung des Kreises

(1) x 2 +y 2 + Ax+By + C = 0.
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2. (2) (x - a)2 + (y - b) 2 :
A . B 1

: ~T' b = ' j/A 2 + B 2 -4Ö."

Ist A a = 4 C, oder B 2 = 4 C, dann berübrtder Kreis
die X-, bezw. die Y axe, ist C = 0, so geht der Kreis
durch den Ursprung. — Für die Koordinaten der Schnitt¬
punkte mit den Axen ist !t 1 + x ! = 2a, y x + y 2 = 2b.

3. Der Ursprung ist Mittelpunkt:
(3) x 2 + y 2 = r 2 (Mittelpunktsgleichung).

4. Mittelpunkt auf der Xaxe im Abstand r
vom Ursprung:

y 2 = 2 r x — x s (Scheitelgleichung).
5. Gleichung für ein schiefwinkliges System:

(x - a) 2 + (y - b) 2 + 2 (x - a) (y - b) cos o> = r'.
6. Sekante durch die Punkte (x t , yt ), (x 2, y 2),

Mittelpunkt im Ursprung:

y-7.^ x . + x * 0 der y-v -- X '+ X2 (x -x)
x-x t - yi +y 2 0dery y «- y t +y 2 (x Xl) -

7. Tangente, Berührungspunkt (x1} y x), Mittel-
punkt (0,0):

(1) xxi + yyi = r 2,
Mittelpunkt (a, b):

(2) (x - a) (x, - a) + (y - b) (y, - b) = r\
Bezeichnet man den Winkel, den der Halbmesser zum
Berührungspunkt mit der Xaxe macht, mit a, so gehen
die vorstehenden Gleichungen (1) und (2) über in

x cos a -\- y sin a = r
(x — a) cos a -|- (y — b) sin a = r.

Die Gerade y = mx + b ist Tangente an den Kreia
x ! + y 2 = r 2, wenn

Vi y.
Die Koordinaten des Berührungspunktes
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(Xj, yj einer von dem Punkt (x', y') ausserhalb des
Kreises gezogenen Tangente ergeben sich aus den Glei¬
chungen

x'Xi + y'yi = r *
V + y^r«.

Die Gleichung dieser Tangente (zwei Lagen) ist

T, _- X 'y'+rl/x' 2 (x - x').

8. Polare (s. § 49) des Punktes (x,, yt ) in Be¬
ziehung auf den Kreis x 2 + y 2 = r 2

xx ! + yy, = r "-
Die Koordinaten des Pols der Geraden Ax+By-f 0

= 0 sind
Ar 2 _ 13 r 2

x i ~ C ' y ' " _ C *

9. Kreis durch drei Punkte (x i; y,), (x 2 , y2),
(x 3, y 3); er ist bestimmt durch die vier Gleichungen

(x - a) 2 + (y - b) 2 = r 2
(x 1 -a) 2 + (y1 -b) 2 = r»
(x 2 _a) 2 + (y 2 -b) 2 = r 2
(V a) 2 + (y 3 -b) 2 = r 2,

seine Gleichung ist daher
I x 2 + y, 2 x , y, 1
I x ! 2+y» 2» x !> yu i
! x 22 + y 22, x 2) y 2 , 1
I x 32 + y 32» x s> y8. 1

10. Zwei Kreise
x 2+ y 2+Ax + By+C=0
x' + y' + A^ + B^+C^O

sind konzentrisch, wenn A = A,, B^Bj.
11. Potenz linie (s. § 41) zweier Kreise (s. Nr. 10):

(A-AJx + OB-BJy + C-C^O
(Differenz der Kreisgleichungen, vgl. § 41g und § 6O4).

(Zugleich Bedingung da-
= 0. für, dass vier Punkte auf

einem Kreis liegen.)
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§ 09. Polarkoorcliuaten.
Ist 0 der Pol (Anfangspunkt), M der Mittelpunkt,

0 X die Polaraxe, <MOX = a. < POX = cp, OP = f)
OM-:d, so ist

1. die Gleichung des Kreises
(j cos q> — d cos a.y -\- (p sin <p — d sin a) 2 = r' oder

p 2 — 2 Q d cos (y> — «■) -)- d 2 = r 2.
Fällt OM mit OX zusammen (Mittelpunkt auf der

Polaraxe), so ist die Gleichung des Kreises
p 2 — 2 p d cos <p+ d 2= r 2.

Liegt ausserdem 0 auf dem Kreis, so ist
(> = 2 r cos y.

2. Hat der Leitstrahl für seine Schnittpunkte mit
dem Kreis die Längen p, und p 2, so ist

d cos (g> - a) = Pl 1" Q>.
3. Für den berührenden Leitstrahl ist

d sin (q> - a) = r.

B. Parabel, Ellipse, Hyperbel.

§ ?0. Kmvengleicliungen; Sekante, Tangente,
Polare etc.

1. Stücke und Bezeichnungen.

kleine „2b/ bei Elli P 3e und H yP erbel i
Parameter 2 p (= Sehne durch einen Brennpunkt pa¬
rallel zu der Leitlinie); für Ellipse und Hyperbel ist

b 2
P=1T-

Lineare Exzentrizität (Abstand des Brennpunkte»
vom Mittelpunkt) ist bei der

Ellipse f = /a ¥^b 2l f<a.
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Hyperbel f=)/a 2+b 2; f > a.

Parabel: Abstand des Brennpunktes vom Scheitel — ;

Numerische Exzentrizität bei Ellipse u. Hyperbel e — —•a
b giebt zugleich das Verhältnis der Entfernung

eines Kurvenpunktes vom Brennpunkt und seines Ab-
standeä von der zugehörigen Leitlinie an. Es ist für
die Ellipse, Parabel, Hyperbel bezw. e = 1.

Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie = —•

2. Scheitelgleichung. Erste Form
I. y 2 = 2px-(l-V)x 2 ;

(gemeinschaftliche Gleichung).
Diese Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder

Hyperbel dar, je nachdem e = 1. « = 0 giebt die Schei¬
telgleichung eines Kreises.

Zweite Form:

IL
y' = 2px —-^-x 2 (Ellipse)

y 2 = 2px (Parabel)

y 2 = 2 p x + -*- x 2 (Hyperbel).

3. Mittelpunktsgleichung:

5- + TX-1 ( Elli P se )

1 (Hyperbel).
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4. Polargleichung.
1. Der Brennpunkt ist Pol, die Axe bezw. grosse

Axe ist Polaraxe, <p ist von dem Scheitel aus
gezählt, der dem Pol am nächsten liegt.

P
1 + e COS cp '

Die Kurve ist eine Ellipse, Parabel, Hyperbel je nacli-
<

dem 1.>
2. Der Mittelpunkt ist Pol, die grosse Axo

Polaraxe
b a

(Ellipse);
1 — e' Q,0&'(p

— b 2
Q

■£ COS <p
(Hyperbel).

Die folgenden Gleichungen sind bei der
Parabel auf die Scheitel-, bei Ellipse und
Hyperbel auf die Mittelpunktsgleichung
zu beziehen.

5. Sekante durch die beiden Punkte (x lt yj,
( x 2, y 2) der

1. Parabel:
(yi+y 2)y—yiy 2 = 2ps oder

2p
i— y, (x—x,).

" yi + y 2
2. Ellipse:

(x I +x 2)x (y, + y 2)y _x,x 2 y,y 2
— i—h—ga—H, oderb 2

y—y 4 b 2 ( x i + x 2)
~T7-----i-----r (x —x.).
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3. Hyperbel:
(*. + x -.Qx (y.+yjy .,^ ^ y. y, , , mW

a 2 ~ b 2 — a 2 b 2 +1 '

JTi
b 2 (x,+x 2)

G. Tangente im Punkt (x,, y t ) der
1. Parabel: yy 1 =p(x + x 1).

xx, , y y,
2. Ellipse: —^ + ^ = 1,

3. Hyperbel: ^-^- = 1,
7. Asymptoten der Hyperbel

0.

(x-xj.

a ^ b

Ist der Asymptotenwinkel 2q>, so ist tg<p =—.

Bei der gleichseitigen Hyperbel stehen die Asymp¬
toten auf einander senkrecht.

Ein Durchmesser y = mx schneidet, berührt in einem
unendlich fernen Punkt (ist also Asymptote), trifft die

< b 2
Hyperbel nicht, je nachdem m 2 — —j-.> a

8. Normale im Punkt (x |? yj der
1. Parabel: p (y—y,) -f- y, (x—x,) = 0, oder

xy 1 + py = y, ( x ,+p).
2. Ellipse:

b 2y
y.

a'2—b 2, oder

y-y. = Pij" (*-*.)•
2 1-2

S. Hyperbel:-------1-------= a'2+ b''\ oder
x i yi

y — y, = ■
»■y,

(x

B ü r k 1e n , Formelsammlung
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9, Bezeichnet man die Abscisse des Schnittpunktes
der Tangente im Punkt (x,, y t ) mit der Xaxe mit x 0,
die Subtangente (Projektion des Tangentenstückes
zwischen Berührungspunkt und Xaxe auf die Xaxe) mit
S T, die Subnormale mit S N, so ist

1. für die Parabel:

2. „ „ Ellipse

3. Hyperbel -

Aus dem "Wert von x 0 ergiebt sich für jede Kurve
eine Konstruktion der Tangente im Punkte (x t , yj.

10. Tangente vom Punkt (x1( y t ) ausserhalb der
1. Parabel:

yi±i / y, 2 -2 P x 1
y Yl ~ 2 x,
2. Ellipse: ____

J Ji — _ :

3. Hyperbel •

(x-x,).

+ a 2y, 2 rb
-'x-x x).

11. Allgemeine Gleichung der Tangente (Richt¬
ung gegeben) für die

1. Parabel: y — mx=r—.* 2m
2. Ellipse: y — mx = + ym r ä T+~b T.
3. Hyperbel :y — m x = + j/m 2 a 2 — b 2.

12. Zieht man durch einen Punkt P eine Sekante
eines Kegelschnitts, so heisst der Ort des zu P in Be¬
ziehung auf die beiden Schnittpunkte zugeordneten
vierten harmonischen Punktes die Polare von P \x>
Beziehung auf den Kegelschnitt.

x o ST SN

a 2
*7

2Xj
a 2 — Xl 2

x i

P
b'x,

a 2
a 2 x, 2 —a 2 b 2x,

a 2Xi x i
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Polare des Punktes (x,< y,) in Beziehung auf die

1. Parabel: yy 1= p(x + x
2. Ellipse: a 2 + b 2 - U

3. Hyperbel
xx, yy,

a 2 b 2~-
Liegt Punkt (x,, y,) auf der Kurve, so ist seine

Polare zugleich Tangente. Die Polare des Mittel¬
punkts ist die unendlich ferne Gerade die Polare
eines unendlich fernen Punktes ist ein Durchmesser.

13. Koordinaten des Pols der Geraden Ax + JBy
+ 0 = 0, für die

A' y»~ — A"
a 2A

2. Ellipse: x x =------ (-\—, y,:

1. Parabel: x = + -

3. Hyperbel: x, =-

C
a 2A

C "> lf

bTS
~ ~C "'

'' G '
14. Zwei Gerade heissen konjugiert in Bezug

auf einen Kegelschnitt, wenn jede durch den Pol der
andern geht, die Koordinaten des Pols der einen müssen
also die Gleichung der andern befriedigen.

1. Ist bei der Parabel ein unendlich ferner
Punkt gegeben durch die Pachtung y = nix,
so ist der zugehörige Durchmesser

= JL
y m '

2. Gleichungen für zwei konjugierte Durch¬
messer bei der

Bx
Ellipse: Ax —By = 0und a'

Bx

Ay

Hyperbel: Ax + By = 0 und —T +
Ay
b 2 0.
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Jede Asymptote der Hyperbel und ihr kon¬
jugierter Durchmesser fallen zusammen.

15. Gleichung in Beziehung auf zwei konjugierte
Durchmesser 2 a,, 2b,

1. Ellipse:— -2 + ".-~i = 1; Beziehung: a^ + b,'

2. Hyperbel: !_ + ?_= ls

= a 2 + b 2

a, 2 — b.

Sind <p und <p, die Winkel, welche zwei konjugierte
Durchmesser mit der Hauptaxe bilden, so ist für die

3. Ellipse: tgytgy = —-ä-; a, b, sin (cp — tp )<x

= ab (s. §81 24)
b 2

4. Hyperbel: tgqptgy =+ -j; a, b, sin(y— y )et

= ab (s. §81«)
Gleichung der Hyperbel in Beziehung auf die beiden

Asymptoten

x'y = o'= T = - r -,

gleichseitige Hyperbel x'y' = —a 3

16. Leitlinie (Direktrix), d. h. Polare des Brenn,
puaktes für die

1. Parabel: x =— ~ ; Brennpunkt!—, 0)
a 2 a

2. Ellipse: x =->- = —; f. d.Brennpunkt (f, 0)
a 2 a

3. Hyperbel: x =y = --; „ „ „ (i,0)
17. Länge des Brennstrahl s; bezw. der Brenn-

Btrahlen zu dem Punkt (x,, y,)
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1. Parabel: r=x, + -£

2. Ellipse: r=a— x r s
r^a + x,«; r + rj = 2a

3. Hyperbel: r = x t e — a
r,=x 1 « + a; n — r = 2a

18. Krümmungsmittelpunkt (x 0, y 0) und Kriira-
in u ngsh albm esser p für den Punkt (x,, y,) der

.«y, + ^ p1. Parabel: x 0=3 Xl +p = 2p
v=- yi -=_*Ü
Jo p 2 p

(y 12+P 2)~_ N x
p" ■; für den Scheitel p=p.

2. Ellipse:
Px,

y 0 :
fa y. 3 _._ «'»V

(Vx.' + a'y^T _ (rrjT __ Nx
a 4 b 4 ab " p 2

N T Normale vom Punkt (x 1 yj bis zur Xaxe.
Für den Scheitel der grossen Axe ist

b 2
<?2

Qi =

a : p, für den der kleinen

3. Hyperbel: fx„=- -^
* _. » „2„ S

- f V-_aVy.
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9=

für den Scheitel ist p

a r b 4
^)1

ab V
a

19. Flächeninhalt
1. Parabelsegment S,

Sehne senkrecht zur Axe, (x t , y) Koordinaten des
einen Endpunkts: %

b = "3 x i 7i-
Beliebiges Segment; (xx, y x), (x2, y 2) Koordinaten der

Endpunkte
R= (yr- J2)* = xi— *2 (y t —y*)'

12? 6 • 7l +y 2
2. Ellipsen zone zwischen der kleinen Axe

uriil der im Abstand x t dazu parallelen Sehne
t / ,-b------„ . „ .x,'

I Xj j/ä1 - x t 2+ a 2 arc sin —

Gesamte Ellipsenfläche: abrc.
3. Hy p erb eise gm ent, Sehne senkrecht zurXaxe:

S = *i7i "T + ¥
30. Konf oka 1 e Kege 1 schni11e. — Eine Ellipse

u'id eine Hyperbel, welche dieselben Brennpunkte haben,
küufokal sind, haben folgende Gleichungen

a
x^ y 2

+ i

= i

wobei a e = a, «, = f, e < 1, et > 1. Die Gleichungen
können demnach in folgende Form gebracht werden:
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1

a « "•" a ' _ f»
x 2 _ y 2_
»,"' f-n/

Diese beiden konfokaleu Kegelschnitte schneiden
sich rechtwinklig (elliptische Koordinaten).

Die Gleichungen aller konfokalen Zentralkegel¬
schnitte sind in der Gleichung enthalten

x 2 y 2__±____!____l___— i.
a 2 —k^b 2 —k x '

sie stellt eine Ellipse, Hyperbel oder imaginäre Kurve
iar, je nachdem k < b 2 < a 2, oder b 2 < k < a 2, oder a 2 < k.

§ 71. Sätze über Kegelschnitte.
A) Für jeden Kegelschnitt.

1. Ein Kegelschnitt im allgemeinen ist durch fünf
Punkte bestimmt.

2. Eine Gerade gehneidet einen Kegelschnitt in
zwei Punkten.

3. Die Polaren der sämtlichen Punkte einer Geraden
gehen durch den Pol dieser Geraden, und die Pole
sämtlicher Strahlen eines Büschels liegen auf der Polaren
des Büschelmittelpunktes.

Die Berührungssehne zweier von einem Punkt aus¬
gehender Tangenten ist die Polare dieses Punktes.

Die Halbierungspunkte paralleler Sehnen liegen
auf einem Durchmesser.

4. Das Verhältnis der Entfernungen eines Punktes
eines Kegelschnittes vom Brennpunkt und von der
Leitlinie ist konstant und gleich der numerischen Ex.
zentrizität e. (Für die Ellipse ist * < 1, für die Parabel
s — 1, für die Hyperbel e > 1.)
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5. Die Sehne, welche durch einen Brennpunkt geht
und senkrecht zur grossen Axe ist, ist der Parameter.

6. Zieht man in den Endpunkten einer durch den
Brennpunkt gehenden Sehne Tangenten, so schneiden
sich diese auf der Leitlinie, und die Verbindungslinie
des Schnittpunktes mit dem Brennpunkt steht senkrecht
auf der Sehne.

7. Der Schnittpunkt zweier Tangenten liegt auf
demjenigen Durchmesser, welcher der Sehne zwischen
den Berührungspunkten konjugiert ist.

8. Sind in einer Ebene zwei Kurven zweiter Ord¬
nung K und Kj und bestimmt man zu jedem Punkt
von K die Polare in Beziehung auf K 1? so umhüllen
diese Polaren eine dritte Kurve zweiter Ordnung.

9. Satz des Pascal: Bei jedem einem Kegelschnitt
einbeschriebenen einfachen Sechseck schneiden sich die
drei Paare Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden.
(Konstruktion eines Kegelschnittes aus 5 Punkten.)

10. Satz des Brianchon: Bei jedem einem Kegel¬
schnitt umbeschriebenen Sechseck schneiden sich die
drei Verbindungslinien von je zwei Gegenecken in einem
Punkte. (Konstruktion eines Kegelschnittes aus 5
Tangenten.)

11. Der Krümmungshalbmesser im Scheitel der grossen
Axe ist gleich dem halben Parameter.

B) Für die Parabel.
12. Die Durchmesser einer Parabel sind parallel

zur Axe.
13. Der Fusspunkt des Lotes vom Brennpunkt auf

eine Tangente liegt auf der Scheiteltangente. (Kon¬
struktion der Parabel durch Umhüllung.)

14. Der Ort des Schnittpunkts zweier Parabel¬
tangenten, die senkrecht auf einander stehen, ist die
Leitlinie.
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15. Die Entfernung des Berührungspunktes einer
Tangente vom Brennpunkt ist gleich der Entfernung
des letzteren vom Schnittpunkt der Tangente mit der
Axe. (Konstruktion der Tangente.)

16. Die Tangente halbiert den Winkel zwischen
dem Brennstrahl und dem durch den Berührungspunkt
gehenden Durchmesser (Konstruktion der Tangente und
Normale).

17. Die Subtangente einer Parabel wird durch den
Scheitel halbiert; die Subnormale ist gleich dem halben
Parameter (p).

18. Die Parabel kann als Ellipse betrachtet werden,
deren z weiterBrennpunkt in unendlicherEntl'ernung liegt.

C) Für Ellipse und Hyperbel.
19. Hat man ein System von Ellipsen, bezw.

Hyperbeln, welche die Scheitel und die grosse Axe
gemeinschaftlich haben, so schneiden sich alle Tangenten,
welche die nämliche Abscisse für den Berührungspunkt
haben, in einem und demselben Punkt der grossen Axe.
(Konstruktion der Tangente.)

20. Alle Sehnen, welche einem Durchmesser parallel
gezogen sind ; werden von seinem konjugierten halbiert.
Die Tangente im Endpunkt eines Durchmessers ist
parallel zum konjugierten Durchmesser.

21. In jedem einem Kegelschnitt umbeschriebeneu
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Durch¬
messer; in jedem einem Kegelschnitt einbeschriebenen
Parallelogramm sind die Seiten zwei konjugierten Durch¬
messern parallel.

22. Das Produkt der Entfernungen der Brennpunkte
von einer Tangente ist unveränderlich (= b 2) und die
Passpunkte der Lote liegen auf einem Kreis, der die
grosse Axe zum Durchmesser hat. (Konstruktion des
Kegelschnitts durch Umhüllung.)

_—
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23. Die Tangente und die Normale in einem Punkt
der Ellipse oder Hyperbel halbieren die Winkel, welche
die Brennstrahlen nach diesem Punkt mit einander
bilden. (Konstruktion der Tangente und der Normale.)

Hierausfolgt: Eine Ellipse und eine zu ihr konfo¬
kale Hyperbel schneiden sich unter rechten Winkeln.

24. Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel
die Di.Verenz der Breimstrahlen nach einem Punkt der
K urve unveränderlich und zwar gleich der grossen Axe,
(Faden-Konstruktion der Kurven.)

25. Auf jeder Sekante einer Hyperbel sind die beiden
Abschnitte, welche zwischen der Kurve und ihren beiden
Asymptoten liegen, einander gleich-, der Abschnitt einer
Tangente zwischen den Asymptoten wird durch den
Berührungspunkt halbiert.

(Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt und
die Asymptoten derselben gegeben sind.)

26. Der Inhalt eines Dreiecks, das zwischen zwei
konjugierten Halbmessern einer Ellipse und der Ver¬
bindungslinie ihrer Endpunkte liegt, ist unveränderlich.

27. Der Inhalt eines Dreiecks, das von den Asymp¬
toten und einer zwischen denselben liegenden Tangente
einer Hyperbel eingeschlossen wird, ist unveränderlich.

28. Alle Parabeln sind einander ähnlich.
29. Zwei Ellipsen mit den Halbaxen (a, b), (a,, b ; )

sind einander ähnlich, wenn y- = r 1 ; ebenso sind zwei

Hyperbeln einander ähnlich, wenn =- =,—, d. h., wenn

sie gleiche Asymptotenwiukel haben.
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§ 72. Konstruktion der Kegelschnitte.
1. Parabel.
a) DX Axe, SY Scheiteltangente, DE Leitlinie,

P
also DS = SF = ■-. — Ziehe in den beliebig, aber zweck-

massig gewählten Punkten C i; C 2, C, . . . Lote zur
Axe und beschreibe um F mit T>C 1 einen Bogen, der
das zu C, gehörige Lot in A x und B x schneidet; ver¬

fahre ebenso mit DC 2 u. s. w. Aj, A 2 , A s . . . .,
Bj, B 2 , B 3 . . . sind Parabelpunkte. (Begründung:
Jeder Punkt der Parabel hat vom Brennpunkt und der
Leitlinie gleiche Abstände.)
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b) Durch Umhüllung. — S t X Axe, 8,Y Scheitel¬
tangente, F Brennpunkt. Ziehe von F nach S XY
die Strahlen FA U FA 2, FA 3 und errichte auf
denselben in A 1? A 2 . A 3 . . . die Lote A t B 1? A 2 B 2,

A S B 8 . . . ., so umhüllen diese die Parabel. (Begrün¬
dung § 71,ia).

2. Ellipse.
a. OX = a, halbe grosse Axe, OY = b, halbe kleine

Axe. Beschreibe um 0 mit a und b Kreise; ziehe
durch 0 eine Gerade, welche die Kreise in B und C
schneidet, ziehe CAJ_OX, BA || OX, so ist A ein Punkt
der Ellipse. Aehnlich weitere Punkte.

b ,-,___,,
(Begründung: y—— }a—x").



Konstruktion der Kegelschnitte. 157

b. OX = OX 1 =a, OY = (.Y,=b. Bestimme die
Brennpunkte F und F t durch FY = F,Y = a. Ziehe
xXj = XXj = 2 a; nimm darauf Punkt a beliebig an,

Y

x et et-,

beschreibe um F mit xa, und um F, mit x,a, Kreis¬
bögen, die sich in A, und B, schneiden u. s. f. A,
und B, sind Punkte der Ellipse.

(Begründung: r -f r, = 2s, s. § 7124.)

■i
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3. Hyperbel.
OI=OX 1 =a; OF = OI\ = /TTp;

Ziehe xx, = 2 a; nimm auf der Verlängerung von
xXj einen Punkt a t an und beschreibe um P mit xa,

und um F, mit x l a,1 Bögen, die sich in A, und B,
schneiden. A t und B x sind Punkte der Hyperbel. Ver¬
fahre ebenso mit a 2 u. s. f.

Begründung: r — ^ =2a, s. § 71-24.)

§ 73. Allgemeine Gleichung zweiten Grades.

(1) an x 2 + 2n l2 xy + a 22 y 2 + 2a 13 x + 2a 23 y + a 33 =0.
1. Nach Division der Gleichung (1) mit a 33 zeigt

sich ; dass die Gleichung fünf unabhängige Konstanten
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enthält; eine Kurve zweiten Grades ist daher durch
fünf Punkte bestimmt.

2. Die Koordinaten des Mittelpunktes be¬
stimmen sich aus den Gleichungen:

1
—f' x = ail x+a l2 y + au = 0

1 ff _L _L
"TT 1 y ~~ a i2 X ' a 22y~T a 23

= 0

3. Polare des Punktes (x^y,):
(x - x,) f' Xl + (y - 7l ) f' yi + 2 f (x t , yj == 0, oder
an x,x+ a 12 (x yt + xyj + a22 y, y + a ls (x, + x)

+ a 23 (y t + y) + a a; =o.

Regel: Die Gleichung der Polare von (xt ,y)
wird erhalten, indem man in die Kurvengleichung für
x 2, y 2, 2xy, 2x, 2y bezw. x, x, y, y, x, y + xy,, x,+x,
Ji + y setzt -

Die Gleichung der Polare ist Gleichung der
Tangente im Punkt (xlt y,), wenn dieser auf der
Kurve liegt.

4. Durchmesser konjugiert zu den Sehnen,
welche mit der Xaxe den Winkel a machen:

cos a f'x + sin a f'y = 0 oder
cosa(a u x + a l2 y + a is ) + sina(a 12 x + a22 y + a 23) = 0.

5. Die Richtung der Hauptaxen (zwei zu ein¬
ander senkrechte konjugierte Durchmesser), von welchen
die eine mit der Xaxe den Winkel a bildet, ergieLt
sich aus:

tg 2 a = -^-^—
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6. Besprechung der allgemeinen Glei¬
chung zweiten Grades.

Es sei

A =

A„, -—■

a il a i2 *13

a i2 a 22 a 23

a i3 a 23 a 33

a il a i2

a i2 a 22

:a il( a 22 a 33— a 232)+ a i2( a 23 a i 3

a i2 a 33) + a i3 ( a i2 a 23 ---- il 22 *!»)

Die Gleichung zweiten Grades stellt nun dar:
I. Eigentlichen Kegelschnitt, wenn A^O

und zwar
1) Ellipse, wenn A 33 > 0; dieselbe ist reell oder

imaginär, je nachdem a n und A verschiedene oder
gleiche Vorzeichen haben; sie ist ein Kreis, wenn
a n = a 22 und a 12 = 0;

2) Parabel, wenn A 33 = 0;
3) Hyperbel, wenn A 33 < 0.

II. Zerfallenden Kegelschnitt, wenn A—0
und zwar

1) reelles, sich schneidendes Geradenpaar,
wenn A 33 < 0,

2) paralleles Geradenpaar (reell und ver¬
schieden, zusammenfallend, oder imag.), wenn A 3S = 0

3) imaginäres, sich schneidendes Geradenpaar,
wenn A,„ > 0.

Anderes Verfahren: die Gleichung sei
Ax 2+ 2Bxy + Cy 2+ Dx + Ey + E = 0;

sie stellt Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar, je nach¬
dem bezw. B 2 A0=0.
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Um zu untersuchen, ob das Gebilde reell, imagi¬
när oder zerfallend ist, löse man die gegebene Gleichung
mich einer der Veränderlichen, z. B. nach y, auf. Wird
der Radikand der auftretenden Quadratwurzel für einen
gewissen Bereich der Werte von x positiv, so ist das
Gebilde reell; ist er für alle Werte von x negativ, so
ist es imaginär; ist er ein Quadrat, d. h. die Wurzel
ausziehbar, so ist es zerfallend.

§ 74. Gleichungen weiterer Kurven.

A. Algebraische Kurven.

1. Neilsche Parabel y = ax 2 .
2. Lemniskate (x 2 -f-y 2) 2 —a 2 (x 2 — y 2) = 0 oder

r 2 £r s — a 2 cos 2 <p)= 0
3. Conchoide x 2y 2 = (b-f-y)' 2 (a 2—y 2) oder

(x 2+y 2)(y-b) 2= a 2y 2 oder r=a + ^.
4. Cissoide y 2 (a—x) = x 3.
5. Deskartes'sches Blatt x 3 -(-y 3 = 3axy.
6. Cassinische Kurve (x 2-f y 2) 2—2a 2(x 2—y 2)~b 4—a 4.
7. Cardioide (y 2-|-x 2—ax)' J =a s (xHy ! ) oder

r = a(l + cos<p).

B. Transcendente Kurven.

1. Logarithmische Linie y = me a
m

2. Kettenlinie 2 (e a + e ;l ).

3. Cykloide, besehrieben von einem bestimmten
Punkt P auf dem Halbmesser eines Kreises, der ;uif
einer Geraden rollt, (a Halbmesser des rollenden Kreises,
a, Mittelpunktsabstand von P, <p = arc-^POX, X Be¬
rührungspunkt)

B ü r k 1 e n, Formelsammlung. 11
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Vr =x = a q> — &1 sm <p
y = a — a, cos <p

4. Epycykloide, beschrieben von dem Punkt V
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Ausseuseite eines
Kreises (Halbmesser b), rollt

■(a + b) sin -g-
&<p

a + b
~~b~
a + b

y = (a -|- b) cos -~- — a t cos

5. Hypocykloide, beschrieben von dem Punkt P
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Innenseite eines
Kreises (Halbmesser b) rollt

n. \ • a<P . b — a
x = (b — a) sm -r-----a t sin —<----- <p

ay b — a
y — (b — a) cos -r*- + a t cos —r— tp.

Die Cykloide, ebenso die Epi- und Hypocykloide
ist die gestreckte, gemeine oder verschlungene, je uach-

dem a, = a.

6. Spirale des Archimedes (lineare Spirale) r = ag>,
7. Parabolische Spirale r' = 2 p <p.

a
8. Hyperbolische Spirale r = <P

9. Logarithmiscbe Spirale r = me a.
10. Kreisevolvente (Tangente = dem Bogen zwi¬

schen einem festen Punkt des Kreises und dem. Be¬
rührungspunkt) ;r=ayi + y') V = SP — avc ^81'
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II. Geometrie des Raumes.
§ 75. Koordinaten-*) und Grössenbeziehungen.

0 Ursprung, P ein Punkt im Raum, OP = r;
a, ß t y Winkel der OP mit den positiven Teilen der
Koordinatenaxen; x, y, z die Koordinaten von P.

1. Ein Punkt. Die Koordinaten des Punktes P

sind die Projektionen von OP auf die Axen:
x = r cos a, y = r cos ß, z = r cos y,

r = f x 2 -\-y''-\-z'*, cos 2a + eos 2/3 + cos 2j/ = 1.
2. Zwei Punkte, (x, , y 1( z,) und (x 2 , y 2, z 2).

OP=r 0 P = r •

cos (r 1 , r 2) = cosa, cos a 2 -\- cos ß 1 cos /J2 -f- cos yl cos yä
=;z x 1 x 2 + yiy 2 + z i z a

Stehen r, und r 2 senkrecht aufeinander, so ist
cos a L cos « 2 -j- cos /?, cos /?2 -f- cos y l cos y1 = 0.

Entfernung e = ]/(x 2 — x,) 2+ (y 2 — yTPTlzT— z,) 5;
Für Punkt P (x, y, z), der P t P 2 im Verhältnis

ffl : n = X : 1 teilt (P, P : P P 2 = m : n), ist

,. __ mx 2 + nx, _ my 2 + n y, _ m z 2 + n z,
m + n '

z.-j-A. z.oder x

m + n ' J

7 =

m + n
yi+^y .2

l + A '
sind m und n ungleichzeichig, bezw. ist A negativ, so
liegt P ausserhalb P, P 2.

3. Projektionen. Ist 1 eine Strecke, f eine
Fläche, sind ferner li; 12 , 13, bezw. f,, f 2, f 3 , ihre Pro¬
jektionen auf die Koordinatenebenen, so ist

i. i, 2 + l+ + l/ = 2p.
_____2. ^ , + ^ t + f,»=f 1.

*) Es sind stets, wofern nichts anders bemerkt ist, rechtwinklige
Koordinaten vorausgesetzt.
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fj = f eos o, f2 = f cos ß, f3 = f cos y; a, ß, f Neigungs¬
winkel der f gegen die Koordinatenebenen.

4. Inhalt V der dreiseitigen Pyramide.
1. Eine Ecke im Ursprung, die drei andern Ecken

sind (Xj, y,, z,), (x„ y,, z 8), (x 8, y8, z„).

v = yKCy^s—y 3z 2)+ x 2 (y3 z i—yi z 3)+ x ä(yi z ä —y^J]
x i y t z .
x 2 y 2 z *
xa y 3 z 3 ,

2. Liegt die erste Ecke nicht im Ursprung, sondern
im Punkt (x, y, z), so ergiebt sich V, indem man das
Koordinatensystem parallel verschiebt, so dass der Ur¬
sprung mit (x, y, z) zusammenfällt; man hat alsdann
im vorigen Ausdruck

statt Xj, Vj, Zj zu setzen Xj—x, y t —y, z,—z, u. s. f.
Liegt (x, y, z) in derselben Ebene mit den drei

übrigen Punkten, so ist V = 0; dies ist die Gleichung
der Ebene durch jene drei Punkte.

§ "Jß. Aenderung des Koordinatensysteme».

1. Parallele Verschiebung der Axen; a, b, c
Koordinaten des neuen Ursprungs.

x = a -f x', y = b + y', z = c + z'.
2. Drehung um den Ursprung.

OX' bilde mit OX, 0 Y, OZ die Winkel a t , ßlf Y[ ,
^ *- 11 n 11 11 M 11 11 a 2> ^21 T2?

«^ » »II 11 11 11 11 tt 3> P31 >V
Schreibt man der Kürze halber die Buchstaben

der "Winkel für ihre Cosinus, so ist:
x = etj x' + a 2 y' + « 3 z' x' = «t x -f ß, y -f r t Z
y = ß1 x' + ß2 y' + ß3 z' y' = a,x + ß,y+y,z
z=Yi x' + T2 y' + y 3 z ' z/;:=a3 x + ß3y + T3 z -
Zwischen den Cosinus bestehen die Beziehungen
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7 1a 1 + / 2a 2 + / 3a 3 = 0

« 22+/? 22+ 7 22= l
« 32+/'3 2+r3 2=

a 2a 3 + ^/J 3+ Y2}'3 =0
«3«i+ft^i+/3n=0-

3. Euler'sche Formeln für den Uebergang
von einem rechtwinkligen System 0, XYZ zu einem
andern rechtwinkligen 0, X' Y' Z' mit demselben Ur¬
sprung. Es sei OA die Spur der OX'Y'Ebene in
der OXYebene, <AOX = •«/>, <£AOX' = y, <ZOZ'
= 0, dann ist

' x = x' (cos <pcos ty —sin g>sin ip cos 0)+y' (—sin q>cos ip
— cos q>sin ip cos 0) -f- z' sin i/>sin 0

y = x' (cos 9 sin V -f- sin <pcos ip cos 0)
-|- y' (— sin tp sin i/> -(- cos y cos ip cos 0)

+ z' (— cos ^> sin &)
. z = x' sin qpsin 0 -\- y' cos 9? sin 0 -f- z' cos 0,

4. Polar koordinaten. OP = r, g? Winkel
zwischen OP und der XYebene, gezählt von der letz-
teren gegen die -f- Z Axe hin (von — 90° bis + 90°);
V ist der "Winkel, den die Ebene ZOP mit der Ebene
Z 0 X bildet, gezählt von der -(- Xaxe aus im positiven
Drehungssinn von 0° — 360°.

Uebergang von rechtwinkligen Koordinaten zu
Polarkoordinaten und umgekehrt:

___________ z x
1. r = }'x 2 -+- y 2 + z 2, sin <p = —, cos^/j:

x = r cos q> cos tp
y = r cos y sin i/>
z = r sin gp.

}'x 2+y
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§ 77. Allgemeine Sätze.
1. Eine Fläche ist durch eine Gleichung zwischen

x, y end z bestimmt. Die Bedingung dafür, dass der
Punkt (x,, y tl z,) auf der Fläche liegt, deren Gleichung
F (x, y, z) = 0 ist, ist F (x„ y„ z^O.

2. Eine Linie ist durch zwei Gleichungen in x,
y und z bestimmt; die Linie ist die Schnittlinie der
durch jene zwei Gleichungen dargestellten Flächen.
.Teder Punkt, dessen Koordinaten die beiden Gleich,
ungen F (x, y, z) = 0 und f (x, y, z) = 0 befriediget,
liegt auf der Schnittlinie der durch die beiden Gleich,
ungen dargestellten Flächen. (S. auch § 95).

3. Setzt man in der Gleichung F (x, y, z) = 0 eine
der Koordinaten, z. B. z, gleich null, so erhält man
die Gleichung der Schnittlinie der Fläche mit der
Ebene der andern Koordinaten, z. B. der X Yebene.

4. Eliminiert man aus den Gleichungen zweier
Flächen eine Koordinate, so erhält man die Gleichung
der Projektion der Schnittlinie beider Flächen auf die
Ebene der beiden andern Koordinaten. Bestimmt man
aus den Gleichungen dreier Flächen die gemeinschaft¬
lichen Werte von x, y, z, so stellen diese die Koordi¬
naten der Schnittpunkte der drei Flächen dar.

5. F (x, y, z) + l f (x, y, z) = 0 giebt die Gleich¬
ung einer Fläche an, welche durch die Schnittlinie oder
die gemeinschaftlichen Punkte der beiden Flächen
F (x, y, z) = 0 und f (x, y, z) = 0 geht.

§ 78. Die Ebene.

a, b, c Abschnitte der Ebene auf den Koordinaten-
axen; a, ß, f die "Winkel, welche das Lot vom Ursprung
auf die Ebene mit den Axen bildet, p die Länge
dieses Lotes.



*=- x ,b=

eos« =

4.

Gleichungsformen für die Ebene:
1. allgemeine Form Ax + By + Cz + D = 0 (E)

Y V
2.

3. „ x cosa + ycosß + zcos y—
(Normalform N)

Spur in der XYebene Ax + By-|-D=0
„ „ „ YZ „ By + Cz + D = 0
„ „ » ZX , Ax + Cz + D=0

Axenabschnitte:
D - R R

B' °~ — c*
Lot vom Ursprung:

D
p — a cos a = b cos ß = c cos y - + VA 2 -|-B 2 + CY
(Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewählt, dass

p positiv wird.)
W i n k e 1 des Lotes p mit den Axen aus:

a D ~ ^ }/A* + B
Besondere Fälle:

Ix = a Ebene parallel zur YZebene,
y=b „ „ „ zx ,
z=c „ . „ XY

!Ax-(-By-|-D = 0 Ebene parallel zur Zaxe
Ax + Cz + D = 0 , . „ Y „
By + Cz + D=0 . „ , X „

3. Ai+By+Cz = 0 > duroh den Ursprung
f Ax-(-By = 0 „ „ die Zaxe

Ax + Cz = 0
By-f-Cz=0
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3. Ebene durch den Punkt (x 1? j lt z t ):
A( X-x I ) + B(y-y l ) + C(2-z 1) = 0, wobei

A = ,B = ,0 = x 2 y s
x 3 ya

=Xj cos a -(- y t cos /?—(—zx cos y —p

yi z i !
y 2 zs i
y 3 z 31

(s. auch § 75 4,2 .)
5. Abstand e eines Punktes (Xj, y,, zj von der

Ebene E oder N (s. 1.):
_ A yfB'y.+C^+P

* ±VA'M-B 2+C 2
6. Zwei Ebenen Ax + By + Cz + D = 0 und

A1 x + B 1 y + C 1 z + D 1 =0;
■ • J ,, ', ABC1« sie sind parallel, wenn -t— = -=r- — ~i^~i

A, B, C,
also Gleichungen zweier paralleler Ebenen

rAx + By-fCz + b = 0
\Ax + By + Cz + D 1 =0 oder
Ix cos a-\-j cos ß-\-z cos y — p = 0
\x cos a-f-y cos ß-\-z cos -/ — P, —0

2. Abstand zweier paralleler Ebenen:
D-D,

+ : : P — Pi-|/A 2+B 2+ C S"
3. "Winkel <p zweier Ebenen aus:

_________AA, +BB , +CC, ____
cos 9 ~ +^a 2̂ !+c 2̂ka7+ivT'c7)

4. Sie sind senk recht, wenn cos <p= 0, d. h. wenn
, AA 1 + BB 1 + CC 1 =0

7. Ebenenbüschel. Sind A, = 0, A 2 =0di«
Gleichungen zweier Ebenen (1) u. (2) in Nornialforru.
so ist die Gleichung einer dritten Ebene (3) die durch
die Schnittlinie der beiden ersten geht

A — X A„ = 0.
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Sind (3, 1), (3, 2) die Neigungswinkel zwischen (3)
und den beiden gegebenen Ebenen, so ist

x = sin (3, 1)
sin (3, 2)'

Die Halbierungsebenen der von den beiden Ebenen
gebildeten Keile haben daher die Gleichung

a, + K = o
8. Drei Ebenen durch eine Gerade.
Damit drei Ebenen E,=0, E 2 = 0, E s =0 sich in

derselben Geraden schneiden ist notwendig und hin¬
reichend, dass es drei von null verschiedene Zahlfaktoren
Ät , Xt , A3 giobt, für welche die Identität besteht

9. Vier Eben en durch einen Punkt. Damit vier
Ebenen E, = 0, E 2 = 0, E 3 = 0, E 4 = 0 durch einen
und denselben Punkt gehen, ist notwendig und hin¬
reichend, dass die Idendität besteht

§ 78. Gerade Linie; gerade Linie und Ebene.
1. Jede Gerade ist durch zwei unabhängige Gleich¬

ungen. ersten Grades zwischen x, y und z bestimmt.
Allgemeine Gleichungsforiuen:

A,x + B, y + C.z + D^O
A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0
y = m x + b
z = n x -\- c.

Eine Gerade parallel zur YZebene ist durch (2)
nicht darstellbar; ihre Gleichungen sind

x=a, y = pz + q.
Die Koordinaten der Spuren in der XY-, YZ-,

XZebene ergeben sich aus bezw. z = 0, x = 0, y — 0.

(1)

(2)
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2. Besondere Fälle.
y=mx+b
z = o'{ Gerade parallel zur XYebene.

y = b H
, Gerade parallel zur XZebene.

8 = 11+0

'•{

z =py+q
x = a

y = b
z = o

Gerade parallel zur YZebene.

Gerade parallel zur Xaxe;

Jy = o
z=0 Xaxe.

z — 0
X a

X __ a
y b

y __ mx
z ux

Gerade parallel zur Taxe;

{x = o Yaxe<
Gerade parallel zur Zaxe;

{_ Zaxe.
y = 0

Gerade durch den Ursprung.

3. "Winkel mit den Axen, a, ß, y. Weuu die
Gleichungen der Geraden sind

y = mx + b, z=nx + c, so ist
1 m

cos a = _ , „ , v COS ß :yi + m 2 + n ;
co8 r

yi + m'+i?

yi+m T Tä r
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4. Gerade bestimmt durch einen Punkt (x u y,, z,
Und Richtung (a, ß, y)

*—*i _ y—y t _ z — z ,
cos« cos/? cosy '

5. Gerade durch zwei Punkte (x,, y t , z,), (x,,y 2, z
*—*i _ y—y, _ z—z.
x ,— x i y a -yi z -— V

Durch den Ursprung und den Punkt (x t , y 1( z,):
I_ — JL

^^H " I I ■____
6. Zwei gerade Linien,

f y = mx + b | y = m 1 x + b 1
\ z = nx + c \ z = n 1 x + cl .

1. Die Geraden schneiden sich, wenn
(m—mj : (n—n,) = (b—b,): (o—ct ) (s. u. 5).

2. Sie sind parallel, wenn m 1 =m, n^n.
3. Der "Winkel q> der Geraden ergiebt sich aua

— ___ l + m m.j-n n,
5p -y(l + m 8 + n a)(l + m 11'-(-n 1ä5

4. Sie sind senkrecht, wenn cos q> = 0, also
wenn 1-j-mnij + nn t =0.

5. Kürzester Abstand zweier Geraden

yCmn,—m x n) 2 + (m-m 1) !' + (n-n l ) i'' k ' ' ";*
6. Abstand e zweier paralleler Geraden

f y = mx + b y = mx-)-b.
\ z = nx-f c z = nx-f-c 1.

e = ——," - ■, ' , , wobeil + m 2 + n 2
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F = (b — b 1)m + (c — o,)n
G = (c — cjmn — (b — b,)(l+n")
H = (b — bjmn — (c — Cl )(l+iu 2).

7, Gerade und Ebene.

I y=mx+b und Ax + B , Cz + D=:0.
(^ z = nx-|-c ' •"' T ^

1. Die Gerade liegt in der Ebene, wenn
A+Bm+Cn=0 und Bb + Cc + D = 0.
2. Die Gerade ist parallel der Ebene, wenn

A + Bm-|-Cn = 0.
3. Winkel a> zwischen der Geraden und der

Ebene aus

_________A-fBm + Cn
sm a = j^+l^ffi+i?+^'

4. Die Gerade ist senkrecht zur Ebene, wenn
B
A : m, -r- = n.

5. Beliebige Ebene durch die Gerade
y = mx + b, z = nx + c:

y — mx — b
-----------------= A,z — n x — e

8. Ebene durch Punkt (x t , y,, z t ) senkrecht zur
Geraden

y = mx4-b, z = nx + c
(x—x,) + m (y—y,) + n (z—z,) = 0.

9. Gerade durch Punkt (x,, y t) z x) senkrecht zur
Ebene Ax + By + Cz+D = 0
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10. Ebene durch zwei sich schneidende gerade
Linien (s. Nr. 6,)

y = mx-f-b fy = m ) x-j-b 1
z = nx-|-c \z = n 1x-|-c 1.

Ebene durch zwei parallele Gerade
/—mx — b b—b t
z — nx — c c — Cj'

11. Ebene durch eine Gerade y = in x + b, z = nx-f-c
parallel zu einer 2. Geraden y = m 1 x + b t , z = n 1 x-fc 1
(mn 1-m 1n)x+(n-n 1)y—(m—m 1)z=b 1(n— nj—c,(m—m,).

12. Ebene durch einen Punkt (Xj, y lt z,) parallel
zu zwei Geraden

(mn, —m t n)(x—x t )+(u—n, )(y—y,)—(m—m,)(z— z, )=0.

§ 80. Erzeugung' von Flächen.
Allgemeines: Enthalten die Gleichungen 1)

F (x, y, z, p) = 0, 2) f (x, y, z, p) = 0 einer Linie einen
veränderlichen Parameter p, so stellen sie eine beweg¬
liche Linie dar. Die Gleichung der durch die bewegte
Linie erzeugten Fläche wird erhalten, indem man
aus den Gleichungen 1) und 2) p eliminiert.

Enthalten die Gleichungen P (x, y, z, p, q, ....) = 0,
f (x, y, z, p, q, ....) = 0 der Beweglichen n veränder¬
liche Parameter p, q . . . ., die durch n — 1 Gleichungen
mit einander verbunden sind, so ist die Gleichung der er¬
zeugten Fläche das Eliminationsresultat der n Para¬
meter p, q .. .. aus den n-f-1 gegebenen Gleichungen. —
Die n — 1 Bedingungsgleichungen sind in der Pegel
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der analytische Ausdruck dafür, dass die bewegliche
Linie auf n — 1 festen gleitet. — Die Bedingung da¬
für, dass eine Linie eine andere schneidet, erhält man,
indem man aus den vier Gleichungen beider Linien
x, y, z entfernt.

Regelflächen werden erzeugt durch die Be¬
wegung einer Geraden; da die Gleichungen einer Ge¬
raden im allgemeinen vier Konstanten (Parameter) ent¬
halten , so sind drei Leitlinien nötig. Man unter¬
scheidet abwickelbare und windschiefe Regel¬
flächen. Bei den ersteren liegen zwei unendlich nahe
Mantellinien in einer Ebene (z. B. Cylinder- und Kegel¬
fläche) , bei den letzteren nicht (einschaliges Hyper¬
boloid, hyperbolisches Paraboloid).

A. Zylinder flächen.
I. Leitlinie in der XTEbene:

1) F (x, y) = 0, 2) z = 0
Erzeug. Mantellinie: 3) y = m z -\- y0, 4) x = p z -\- x 0

Zylinderfläche: F(x — pz,y—mz) = 0.
II. Leitlinie im Baum: 1) cp (x, y, z) = 0,

2) t(x,y ; z) = 0.
Erzeugende: 3) y = m z -f- y 0 , 4) x = p z -\- x 0 .

Eliminationsresultat von x, y, z aus 1) bis 4):
5) F (x 0 , y 0) = 0

Gleichung der Zylinder fläche:
6) F (x—p z, y—m z) = 0.

III. Allgemeine Gleichung der Zylinder-
f lachen:

F [(a x + b y + c z + d), (a, x + b, y + e, z + dj] = 0.
B. Kegelf läc h en.

-Spitze: («„yj.z,).
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I.Leitlinie in der XY-Ebene:
1) F(x,y) = 0, 2)2 = 0.

Erzeug. Mantellinie: 3) x — x 1 =p (z — z x),
4)y— y 1 =m(z — z,).

Elimin.-Resultat von x, y, z aus 1) bis 4):
5) E (x, — p z lf y, — m z,) = 0.

Gleichung der Kegelfläche (Elim.-Resultat von m
und p aus 3) bis 5)):

' x t z — x z, y, z — yz,\ _6) E 1z — z t z — z
II. Leitlinie im Raum: 1) <p (x, y, z) = 0,

2) v (x, y, z) = 0.
Erzeug. MantelJinie: 3) x —x t = p (z —• z,),

4) y — y, = m (z — z,).
Elim.-Resultat von x, y, z aus 1) bis 4):

5)E(m,p) = 0.
Gleichung der Kegelfläche (Elim.-Resultat von in
und p aus 3) bis 5)):

' \Z — Zj z — z l l
Liegt die Spitze im Ursprung, so ist die Gleichung

der Kegelfläche El—, —]= 0, d. h. sie ist homogen.

Die Gleichung a x a -(-by 2 -{- c z 2 + d x y + exz
-f-fyz = 0 stellt einen Kegel zweiten Grades dar mit
der Spitze im Ursprung.

111. Allgemeine Gleichung der Kegel
flächen:

1x + b 1 y + c 1 z + d 1 a 2 x+b 2 y + c 2 z + d
ft x + by+cz + d ' ax + by + cz + d

0



176 Analytische Geometrie,

C. Drehflächen.
I. J5axe ist Drehaxe.

Erzeugende : 1) y (x, y, z) = 0, 2) rp (x, y, z) = 0;
Parallelkreis: 3) x 2 + y 2 = r 2, 4) z = d;

Bedingungsgleichung (Elim.-Result. von x, y, z aus 1)
bis 4)): 5) F (r, d) = 0; Gleichung der Dreht lache
(Elim.-Result. von r und d aus 3) bis 5):

6) F (fiS + J*, z) = 0.
IL Drehaxe durch den Punkt (x 0, y 0, z 0),

a, ß, y Pdchtungswinkel derselben:
Erzeugende: 1) und 2) wie bei I.

; | 3) (x-x 0) 2 + (y-y 0) 2+ (z-z 0) 2-r 2 = 0
\4) xeosa-|-ycos/9-f-zcosj>—d = 0.

Bedingungsgleichung (Elim.-Result. von x, y, z aus 1)
bis 4)):

5) F (r, d) = 0.
Gleichung der Drehfläche (Elim.-Result. von r und
d aus 3) bis 5)):

6) F (]/x~x 0) 2+(y - yj a+(z-z 9) 2,xcos«
-f-y cos/J-)-z cos y) = 0.

Geht die. Drehaxe durch den Ursprung, so geht 6)
über in

Parallelkreis:

6') F (j/x 2+ y 2+ z 2, x cos « + y cos 0 + z cos y) = 0.
D. Conoidiscbe Flächen.

Eine Gerade bewegt sich so, dass sie die Zaxe
und eine Leitlinie beständig schneidet und dabei der
XYebene parallel bleibt.

Leitlinie: 1) q> (x, y, z) = 0, 2) ■>)>(x, y, z) = 0
y

Erzeugende: 3) m, 4) z = d.
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Elim.-Eeiult. von x, y, z aus 1) bis 4):
5) F (m, d) = 0.

Gleichung der Conoidfläche (Elim.-E.esuU,
von m und d aus 3) bis 5):

6) F 0.

Beispiel: Schraubenfläche. Die Leitlinie
dieser Conoidfläche ist die Schraubenlinie:

ht
x = r cos t, y = r sin t, z = — ,

2.71

deren Axe die Zaxe ist. Die Gleichung der Schrauben-

Üäche ist: ■— = tg —:—.x b h

FJiicben zweiter Ordnung.
§ 81. Allgemeines.

Die allgemeine Gleichung der Flächen zweiter
Ordnung ist:
f (x, y, z) = a u x' + a L>, y 2 + a33 z 2 + 2 a 12 x y + 2 a 18 x z

+ 2 a 23 y z + 2 a M x + 2 a24 y + 2 a 34 z -f a 44 = 0.
1) Die Koordinaten des Mittelpunktes ergeben

sich aus den Gleichungen:

— f'x =a n x+a I2 y + a 13 z + a 14 =:0

f V = a i 2 x + a 22 y + a 23 z + a 24 = 0

f: : + a 23 y + a 33 z + a 34 = 0

2) Durchmesser- (Diametral-) Ebene zuge¬
ordnet der Richtung x = mz, y = n z, bezvv. <f_ a., ß, y:

m f' x -\- n f'y -)- i'z = 0, bezw.
cos a f' x -f- cos ß f'y -\- cos y f' z — 0.

B ü rk 1e n , Formelsammlung. 12
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3) Durchmesser zugeordnet der Richtung der
Ebene Ax + By+Cz-f-D = 0, bezw.

x cos a -\- y cos ß-\-Z cos y — p = 0:

A
f, f: f. f.

jezw.
B C ' cosee cos/? cos/

4) Polar ebene zum Punkt (x 1,y 1,z 1)! d. h. Ort
des Punktes auf einer durch (x u y 1? zj gehenden Se¬
kante, welcher diesem Punkt in Beziehung auf die zwei
Schnittpunkte der Sekante mit der Fläche harmonisch
zugeordnet ist:
(x-xjf'x, + (y-y 1)f'y 1+ (z-z 1)i' Zl+2f(x 1,y1 ,z 1)=0.

Liegt der Punkt (x i; y lt z,) auf der Fläche, so ist
seine Polarebene zugleich Berührungsebene an die
Fläche.

5) Hauptdiametral ebene oder Hauptebene
heisst jede Ebene, welche senkrecht ist auf den von
ihr halbierten Sehnen (Haupt sehnen). Die .Rich¬
tungscosinus a, ß, y dieser Sehnen und die Zahl X be¬
stimmen sich aus den Gleichungen:

(W) ) a 12 o + (a2S— X)ß + &i3 y = 0
| a 13 a+a 23 /3 + (a 33— X) y = 0

X ist bestimmt durch die kubische Gleichung
— X a I2 a.

■X a,CR) = 0, oder
a ,3 a , 3 ii33 — X

(R) i 1 — (n„ + a22 + a 33) X* + (a u a 22 + a 22 as3 + a 83 a„
— a J — a i 3 '2 — O -* — ( a u a , 2 a 83+ 2 a l2 a 13 a„—a,, ,. 23a

--- a 22 a i3 --- a 33 a i 2 ) = 0.

Die Wurzeln dieser Gleichung sind reell; ver¬
mittelst /isind«, /?, y aus den Gleichungen (W) erhältlich.



Allgemeines. 179

6) Hauptaxen. Man verschiebe das ursprüng¬
liche System parallel durch den Mittelpunkt (x 0, y 0, z c),
so geht die allgemeine Gleichung über in :

(T) a n x z + a22 y 2 + a 33 z ! -f2a„ xy + 2a 13 x z
+ 2a 28 yz = M,

hiebei ist M = — (a ]4 x D+ a, 4 y 0 + a 3i z 0 + a 44); M > 0.
Man dividiere die Gleichung (T) mit M durch und

bilde aus den Coefficienten der neuen Gleichung die
Gleichung (&), sie werde mit F (/?) = bezeichnet. Die
Wurzeln dieser neuen Gleichung seien ,?,, /?„, A3, dann
sind die halben Hauptaxen der Fläche gegeben durch

Vx-H-H
7) Allgemeine Sätze.

a) Eine Fläche II. Ordnung (F. IL 0.) wird im
allgemeinen durch neun Punkte oder neun Berühruu<js-
ebenen bestimmt.

b) Eine F. II. 0. wird von einer Ebene in einer
Linie IL Ordnung und von einer Geraden in zwei
Punkten geschnitten.

c) AVenn ein Teil des Schnittes zweier F. IL 0.
eine ebene Kurve ist, so ist auch der übrige Teil eine
solche.

d) Wenn ein Punkt eine Ebene durchläuft, so
dreht sich seine Polarebene um einen Punkt, den Pol
dieser Ebene und umgekehrt.

e) "Wenn ein Punkt sieb auf einer Geraden be¬
wegt, so dreht sich seine Polarebene um eine in dieser
liegenden geraden Linie und umgekehrt.

fj Durch den Pol und die Schnittlinie seiner Polar-
ebene mit der Fläche IL Ordnung ist der zum Pol
als Spitze gehörige Berührungskegel bestimmt.

m
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g) Wenn der Pol eiuer gegebenen Oberfläche II.
Ordnung eine zweite Oberfläche derselben Ordnung be¬
schreibt, so berührt seine Polarebene eine dritte Ober¬
fläche II. Ordnung nnd umgekehrt, wenn die Polar¬
ebene einer gegebenen Oberfläche II. Ordnung sich als
Berührungsebene um eine zweite Oberfläche derselben
Ordnung herumbewegt, so beschreibt der Pol eine
dritte Oberfläche II. Ordnung.

§ 82. Einteilung der Flächen II. Ordnung.
Die Flächen II. Ordnung werden nach den Wur¬

zeln der Gleichung (R), bezw. F (X) = 0 (s. § 81, 5 und
ü) eingeteilt.

I. Mittelpunktsflächen.
F (7.) = 0 (s. § 81„) hat keine Wurzel gleich 0.

A. A L, /?2, Ä3 haben gleiche Zeichen.
a)M> 0(s. §81)Ellipsoid

_________________ b)M = 0 Punkt.
2) Ä : , Ät , Xa negativ: Imaginäre Fläche.
Zwei Wurzeln X mit gleichem, die dritte mit ent¬

gegengesetztem Zeichen.
1) Zwei Wurzeln positiv, eine negativ

a) M> 0, einm anteliges Hyberboloid

1) /lj, Z,, Xz positiv

15

b) M 0, Kegel und Punkt.
2) Zwei Wurzeln negativ: Zweimanteliges

M > 0 Hyberboloid.
II. Nicht zentrale Flächen.

Die Gleichung (R) (s. § 81 5) hat eine oder zwei
Wurzeln gleich null, die Flächen haben 0 oder unend¬
lich viele Mittelpunkte.
A. Eine Wurzel X ist gleich 0, kein Mittelpunkt vor¬
handen. Die beiden andern Wurzeln habea:
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1) gleiche Zeichen : Elliptisches Paraboloid ;
2) ungleiche Zeichen: Hyperbolisches Para¬

boloid.

B. Eine Wurzel ist gleich null, unendlich viele Mittel¬
punkte aut einer Geraden. Die beideti andern Wurzeln
haben:

1) gleiche Zeichen: Elliptischer Cy linder
oder eine Gerade;

2) entgegengesetzte Zeichen: Hyperbolischer
Zylinder oder zwei sich schneidende Ebenen.
C Zwei Wurzeln gleich null:

1) kein Mittelpunkt vorhanden: Parabolischer
Zylinder;

2) unendlich viele Mittelpunkte: Zwei parallele
Ebenen (Doppelebene; zwei imaginäre Ebenen).

1) Ellipsoid: ^- + 1^ + -^

§ 83. Die einzelnen Flächen II. Ordnung.

-1 = 0.

Die Fläche liegt ganz im Endlichen, sie wird von
jeder Ebene in einer reellen oder imaginären Ellipse
geschnitten ; die Hauptschnitte sind ebenfalls Ellipsen.

Durchmesserebene, welche die Sehnen, deren
Riehtungscosinus a, ß, y sind, halbiert:

v vz
=0<»x py yz

a 2 + b 2 + c a
Polar ebene des Punktes x, [ y t | z,:

_i " c 2 "~ Xa" ' b 2
Liegt (Xj, y i; Zj) auf der Einehe selbst, so st eil t

die vorige Gleichung die Berührungsebene dar.
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Konjugierte Durchmesser. Die Geraden
( x -- in z ( x = in, z ( x -- m 2 z stellen konjugierte
\ y = 11 z ' ^ y = n t z ^ y = n 2 z Durchmesser dar,
wenn folgende Bedingungen stattfinden:

m m
b 2 '

1 = 0
a 2

ra m. _ nT1 ^ . 1
c'2

= 0a'2 b 2 +
m, m 2 \- D ' " 2 1

1 = 0a'2 h b , + c'2
Werden zwei, bezw. 3 Axen einander gleich, so

geht die Flache in ein Drehungsellipsoid, bezw. eine
Kugel über.

Kugel, Mittelpunkt im Ursprung: x'24-y 2-fV 2 = r 2
„ Punkt (Xj, y,, z,) :

(x-x i y2 + (y-y l )'2 + (z-z 1) 2 = r J

2) Eininanteliges Hyperboloid: y-„- 5L_1=0
a" b" c

Die Fläche besteht aus einem ins Unendliche sich

erstreckenden Mantel; sie wird von der XY-Ebene in
einer Ellipse, von der XZ- und der YZ-Ebene je in einer
Hyperbel, von einer beliebigen Ebene, in einer reellen
Ellipse, einer Parabel oder Hyperbel geschnitten.

x'2 v 2 z 2
Asymptotenkegel: tt r .V ~ ~7ä~= 0.a" Ij" c

Zwei Scharen von Mantellinien:

a c
y
b
y
b

.« 1
und

IA, --------------— = U + -T-

Jede Schargerade schneidet alle Gerade der andern
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und keine der eigenen Schar. Die Fläche ist der Ort
einer Geraden, welche immer drei Gerade schneidet.
Sie ist eine windschiefe Kegelfläche.

x a T 9 z 3
3) Zweimanteliges Hyperboloid: '—+ y-a ------5+1 = 0

Die Fläche besteht aus zwei sich ins Unendliche
erstreckenden Mänteln, sie enthält keine reellen Ge¬
raden, wird von der XY-Ebene in einer imaginären
Ellipse, von der XZ- und der YZ-Ebene in Hyper¬
beln, von einer beliebigen Ebene in einer reellen oder
imaginären Ellipse, einer Parabel oder Hyperbel ge¬
schnitten. — Wird a = b ; so geht jedes der Hyper¬
boloide in ein Drehungshyperboloid über.

4) Elliptisches Paraboloid: ^- + - = 2x (b ü -.° f>*el ° h "' * b c zeichig.)
Die Fläche besteht aus einem einseitig sich ins

"unendliche erstreckenden Mantel; sie wird von der
YZ-Ebene berührt, von der XY- und der XZ-Ebene
je in einer Parabel und von einer beliebigen Ebene in
einer reellen oder imaginären Ellipse oder in einer
Parabel geschnitten. — Die Fläche entsteht, wenn die
Parabel, die in der XY-Ebene liegt, parallel so ver¬
schoben wird, dass ihr Scheitel auf der in der XZ-
Ebene liegenden Parabel weiter rückt.

Für b = c Drehungsparaboloid.

5) Hyperbolisches Paraboloid: \ ----- — ==2x^ .u .'
b c positiv)

Die Fläche ist sattelförmig, sie hat mit der un¬
endlich fernen Ebene ein Geradenpaar gemein, sie wird
von der XY- und von der XZ-Ehene je in einer
Parabel (diese beiden Parabeln haben den Ursprung
gemeinschaftlich und ihre auf der X-Axe liegenden



184 Analytische Geometrie.

Axen sind entgegengesetzt gerichtet), von der YZ-Ebene
in einem Geradenpaar und von einer beliebigen Ebene
in einer Parabel oder Hyperbel geschnitten. Sie ist
der Ort einer Geraden, welche immer zwei gegebene
Gerade schneidet und einer gegebenen Ebene parallel
bleibt. — Sie wird ferner erzeugt, wenn die in der
XY-Ebene liegende Parabel parallel weiter rückt und
dabei mit ihrem Scheitel auf der in der XZ-Ebene
liegenden Parabel bleibt.

Die Fläche enthält 2Scharen von Geraden, nämlich:

yb T Ve x , | )b |cund
= fi

y z 2x| I y i z __^ x
7F~~fr == t J {]'b + vT ~~ ~fT

Die Geraden der Schar X sind parallel der Ebene

= 0, die des Systems p parallel zur Ebene

= 0.

imaginärer Kegel:

reeller 0.

J'b }'c
6) Kegelfläche, Spitze im Ursprung;

a 2 "^ b a " c-

" a a + h* c a
Letztere Fläche, welche abwickelbar ist, wird von

einer Ebene in einer reellen Ellipse, oder Parabel oder
Hyperbel (oder deren Ausartungen) geschnitten; sie
enthält eine Schar von Geraden, welche durch dio
Spitze gehen, nämlich

j*_ , _z_ _ _y_ und _£____ *_ _ _ ^ya c b k a o b
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7) Elliptischer Cylinder (schiefer):
f (x—pz) a (y — m zf

a a + b 2

wenn die Erzeugende:

185

1 = 0

x = p z -f- c
y = m z -\- d

und die Leitlinie: -t +a b 2 1, z = 0.

Die sich ins Unendliche erstreckende Fläche wird
von jeder Ebene in einer Ellipse (oder einem Parallelen¬
paar) geschnitten und enthält eine Schar von parallelen
Geraden.

Ist die Erzeugende parallel der Z-Axe, so ist die

Gleichung der Fläche: —+ -o = 1a b J
x 2 y

8) Hyperbolischer Cylinder: —^ b a 1=0,

die Leitlinie 0, : 0 und die Erzeu-
a 2" b 2

gende parallel der Z-Axe; er wird von einer Ebene in
einer Hyperbel oder einem Parallelenpaar geschnitten.

x 2 2y
9) Parabolischer Cylinder: —j------~- = 0,a b

x 2 2 y
Leitlinie —----r-= 0, z = 0, Erzeugende parallel der

Z-Axe; er wird von einer Ebene in einer Parabel oder
einem Parallelenpaar geschnitten.

10) Jede Gleichung von der Form
1) x 2+ y 2+ z°- + ax + by + cz + d = 0
2) ax 2+ by 2 + cz 2 -)-dxy + exz + l,yz = 0
3) (ax + by + cz + d)(a 1x + b 1y + c 1z + d 1) = 0

stellt bezw. eine Kugel, einen Kegel, ein Ebenenpaar dar.
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A. Differentialrechnung.

§84. Funktion; unendlich kleine Grössen; Differential-
quotient.

Funktionen.
1. Eine Zahl von unveränderlichem Wert 3, 5, a,

3a—b .. .) heisst eine Konstante; eine Zahl, welche
alle Werte der Zahlenreihe annehmen kann, heisst
eine Veränderliche (in der Kegel bezeichnet mit
t, x, y, z).

2. Ist die Grösse y mit der Grösse x so verbunden,
dass — einem bestimmten Gesetz zufolge — jeder Ver¬
änderung von x eine Veränderung von y und jedem
Wert \on j ein bestimmter Wert von y entspricht, so
heisst y eine Punktion von x. Man nennt hiebei y
die abhängige, x die unabhängige Veränderliche
oder das Argument. Sind x, y und z so mit einander
verbunden, dass zu einem willkürlich gewählten Werte¬
paar von x und y ein bestimmter Wert von z gehört,
so ist z eine Funktion von x und y; x und y sind hie¬
bei die unabhängigen Veränderlichen; u. s. f. Der In¬
halt eines Kreises, einer Kugel ist eine Funktion des
Halbmessers; derjenige eines Rechtecks, eines Quaders
ist eine Funktion von Länge und Breite, bezw. von
Länge, Breite und Höhe.
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Bezeichnung der Funktion: f(x), F(x).
<p(x), V( x ) un(i dergleichen,

y = f(x) ist eine Funktion von einer unabhängigen
Veränderlichen x,

z = f(x ; y) ist eine Funktion von zwei unabhängigen
Veränderlichen, x uud y.

u = f(x,y,z) ist eine Funktion von drei unabhängigen
Veränderlichen, x> y und z.

3. y = f (x), z = f (x,y) u. s. f. heissen entwickelte
(explizite) Funktionen.

Die Funktion y = f(x) heisst für einen bestimmten
Wert von x n-deutig, wenn die durch den Ausdruck
von f(x) gegebene Vorschrift zur Berechnung von y
aus jenem Wert von x im allgemeinen n verschiedene
Werte von y liefert.

F (x, y) = 0, F (x, y, z) = 0 u. s. f. heissen unent¬
wickelte (implizite) Funktionen.

4. Man unterscheidet algebraische und trans-
cendente Funktionen und teilt die algebraischen ein
in rationale und irrationale. Die allgemeine
Form einer rationalen Funktion ist

a 0 -f- a, x -f- a 2 x 2 + . . . . + a n x ü
y ~~ b0 + blX + b 2 x 2 + . 777+Tn^™

wobei m und n ganz und positiv sind; eine ganze
rationale Funktion nten Grades hat die Form

y = a 0 -f- a 1 x + a 2 x 2 + . . . . -f" anx 11, wobei a n 0.
y ist eine irrationale Funktion von x, wenn zur

Berechnung des Wertes von y neben rationalen Zahlen¬
verbindungen noch eine oder mehrere Wurzelauszieh¬
ungen notwendig sind.
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Eine Funktion heisst transcendent, wenn der
Wert derselben nicht vermittelst einer endlichen An¬
zahl von einfachen algebraischen Operationen (Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzierung
und Radizierung mit konstanten Exponenten) aus der
unabhängigen Veränderlichen berechnet werden kann.
y = a x , y = logx, y = sinx z. B. sind transcendente
Funktionen.

5. Eine Funktion f(x) heisst stetig für den Wert
a des Arguments, wenn nach Annahme einer beliebig
kleinen Grösse e die Grösse 6 so bestimmt werden
kann, dass für eine Aenderung des Arguments um eine
Grösse h < <5, die Aenderung der Funktion
f(a-j-h)—f (a) < e bleibt, oder kurz, wenn

limf(a + h)| =limf(a — h)|
|ti = 0 |h = 0

Unendlich kleine Grössen und Grenzwerte.
6. Wenn eine veränderliche Grösse sich der Null

nähert und dabei einen Wert annimmt, der kleiner ist
als jede angebbare Grösse, so nennt man sie unend¬
lich klein.

7. Zwei unendlich kleine Grössen heissen
von derselben Ordnung, wenn ihr Quotient gegen
einen von null verschiedenen, endlichen Grenzwert kon¬
vergiert. Ist a eine endliche, y eine unendlich kleine
Grösse, so ist &y von derselben Ordnung wie y.

8. Ist Ö von der ersten Ordnung, so ist y von der

nten Ordnung, wenn der Quotient^—gegen einen
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endlichen, von null verschiedenen Wert konvergiert,
also wenn

Das nte Differential d n y einer Funktion y = f (x)
ist im allgemeinen unendlich klein von der nten Ord¬
nung, sofern dx von der ersten Ordnung ist.

9. Eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung
ist im Vergleich zu einer solchen niederer Ordnung
selber unendlich klein; sie kann daher neben dieser
vernachlässigt werden.

Ist eine endliche Grösse T gleich der Summe von
unendlich vielen, unendlich kleinen Grössen y,, y % . . .,
so bleibt £ unverändert, wenn jede Grösse y um ein
Unendlich kleines e von höherer Ordnung vermehrt
wird. Ist also

F = Yi ~H Vi ~J~ • • • = ^ m 2y, so ist auch
^= (Ti + O + (y, +•,) + ...« Um 2(y + .).
10. Es ist

=e, lim 1-)-----
m /m =

i

1. lim(l + d)°

2. ,. a.6 — 1km-------------
<5

3.
sind

hm & (5=

4. lim(l + -
s \ m

n)

1; lim

•=e x

loga
löge'

tg<5 1.
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3. d (u v) = v du -(- u d v; d (uvw) = vw du + uw dv
-j- u vdw

d(uv) , /u' , v'= u't + ut=uvI ------1------dx
d(uvw . . .)

dx + .+ * +
V w

4. d u'v—uv'
dx ^ v 2

5. Bezeichnet man die nte Ableitung von umitu( n )
so ist:

d n (Au+Bv)
äx n AuW + BvW

(uT)W=uWv+("]a(i-l)v(i) +(2) u (II^ 2) v<2) + ....

u (l) v (n-l) _j_ u v ;n)

6. Ist u=f(z), z = <p(y), j = ip(x), dann ist
du df(z) dz dy
dx dz' dy d x

7. Vertauschung der unabhängigen V 0 r-
finderlioben. Sind x und y Funktionen von t,
SO ist:

dy d y dx
L d^ = dt : <Tt = y' :x '

d'y/ds d 2y dy d !x\ /dx\s_ i'y"- y'i"
2- d? ~ \dt ' dt 2 ~ dt • dt 2j'' \dt / ~ (x') 3

Ist x als Funktion von y gegeben, so bat man
dy dx d 2y d'x /dx\ 3

3 'dx 1: dy'dx° dy'2 '\dy
8. Betrachtet man in der Funktion z = f(x, y) die

eine der Grössen x und y z. B. x als veränderlich,
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die andere als konstant, so heisst die Ableitung der
Funktion nach dieser Veränderlichen x die partielle

? z
Ableitung nach x; sie wird mit — oder mit f' x (x,y)

oder auch kurz mit f' x bezeichnet. Es ist also
oz
Sx

Sz_

■■lim

■lim

f(x + h,y)-f(x,y)

*(*.y
h

k). ■f(*,y)
k k=o

Das partielle Differential nach x wird mit
d x z, das nach y mit d y z bezeichnet und es ist

Sf
8 x z oder 8x f (x, y) = v-dx = f' x (x,y)dxod.kurz = f' x dx

Die Aenderung dz, welche z erfährt, wenn die
beiden Veränderlichen x und y zugleich sich um die
von einander unabhängigen Differentiale d x und d y
ändern, heisst das totale Differential von f (x, y)
und es ist

dz = f' x dx + f' y dy
Für u = f (x, y, z) ist

du = f' x dx + f' y dy + f' z dz, d. h.
Das totale Differential einer Funktion

ist gleich der Summe der partiellen Dif¬
ferentiale nach sämtlichen Veränderlichen:

9. Sind x, y, z Funktionen von t, dann ist
df(x,y,z) _<5f dxtff dy <jf dz
' dt ~ ö~k' dt ' ö~y' dt ~^~Jz ' dt

10. Für die höheren jiartiellen Ableitungen der
Funktion z = f(x, y) gelten folgende Bezeichnungen
und Beziehungen:



Allgemeine Formeln über Differentiation.

,<5z „<5z
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öx
I XX'

— I Y)

<52 Z

öx

4-z
<5x 2

<52 z
<Sx

<5
<5
2 ,

y <Sx
i

ÖX = f" X:y

11.

<Sx<5y

d 2 u

«5y (5x<5y

x! <5y~<sy 2

s oderf"x !y = f" y ,x

U A J_ ^ " 1 JL 3 U J V 2)
dx + —dy+—dzj,

y,y>

<5x
wofern im Zähler jeden Gliedes 6 u 2 durch d 2u ersetzt
wird. — Der Satz gilt ebenso auch für das Differen¬
tial nter Ordnung.

12. Unentwickelte (implizite) Punktionen
Ist f (x, y) = 0, so i&t

df(x,y) = f' x dx + f' y dy = 0 oder |l=_f' x :f' y
d^y
dx 2 ~

■2 f'x y f'x t'y ~r f"y f' x
I v

13. Ist f(x, y, z) = 0, so kann z als Funktion von
x und y betrachtet werden, dann ist

,,Si 6i dz dz
*> Jx + SzS^ = °' hl6raUS f ° ,gt ^ ;

2 > <5y + <5z'<5y '
öz

Differenziert man Gleichung 1) nach x, dann auch
nach y, ferner Gleichung 2) nach y, so ergeben sich

c52 z c52z <52z
Gleichungen, aus welchen man —,, ■ , „ erhält.

öx v Sxöy <5y2
14. Mittel werts atz der Differentialrechnung:

f(x o + h)-f(x o) = h.f(x o +0h),
wobei © ein positiver, ächter Bruch.

bürklen, Formelsammlung. 13
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§ 86. Specielle Formeln.

1. Das Differential und der Diflerentialquotient
einer Konstanten ist null.

dx

3. d r(x n)
dx r = n(n—l)(n—2)....(n—r+l)x n_r , r<n

da x
~dx~

da mX de x
= a x Za: —,— = a mX m2a; -,— --e x' dx ' dx

d r(a x)

dlogx

d/x

1 ,» 11
— log e = — • -j—x x Ja

M
(s. § 29,.)

dx

7.^ = (-ir 1(r-l) ! 1̂dx

d sin x . / n \
8. —rzr~ — coa x == sln I x ~r "ö~ I

9.

10.

11.

12.

dx
d r sinx

dx'
dcos x

=sin x +

dx
d r cos x
—3-------- ■

dtgx
:COSl X

1

x = cos(x + -~\

(=sec 2x).d x cos 2x
(Für höhere Ableitungen kein einfaches Bildungsgesetz.j

13. d ctgx
dx : sin 2"!.(== — cosec 2 x).
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14.

15.

IG.

17.

18.

19.

darc sinx
d x y 1— x 1

d arc cos x 1
dx

d arc t" x
yi-

1
dx 1 + x'

d arc ctg x 1
dx

d arc sec x
1 + x»
1

d x xj/x 2
darc cosecx 1

dx x)/x 2— 1

§ 87. Die Taylor'sche und die Mac Lanrin'sche Reihe.
1. Taylor'sche Reihe:

f(x+h) = f(x) + ^f'(x) + |Jf''(x) +.......+ ^fW(x)
h(n+l)

wofern fn, positiv und < 1, f(x), f'(x), f"(x).... endliche
und bestimmte Werte haben und wofern f( n + 1)(x) end¬
lich und stetig für alle "Werte zwischen x und x -f- h.

Für x = a und h = a— x ergiebt sich:

2. f (x)=f(a)+(x-a)f '(a)+^=^ f "(a)+... +^V)(a)

üiebei muss f( n+!) (x') für alle Werte von x'
zwischen a und x endlich und stetig bleiben.

Für a = 0 ergiebt sich:
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3. Mac Laurin 's che Reihe:

fW=f(o)+-Jrf(o)+^f"(0)+3!f /"(0)+--+Uf (11) (o)

wofern f (x) und seine Ableitungen im Intervall 0 bis x
endlich und stetig bleiben.

Wird f(x) oder eine seiner Ableitungen für x = 0
unendlich oder unstetig, so kann f(x) nicht mehr ver-
m'ttelst der Mac Laurin'schen Eeihe entwickelt werden.
In diesem Fall ist 2. anzuwenden.

4. Taylor's Reihe für zwei Veränder 1 iche.
x + ht = p, y + kt = q, f(p,q) = U, f(x,y) = u,

f (X + h, y + k) = U+ lr h+ g? k + ^h+ 1F
, 1 (in du NW , , 1 A>X ,'U\W+ ?r r'+T-k +....+—i-h—h+jj—1

(s. § 85 ii.)'

■B.

ß = <su, (SU \w
(Sx dyMl

(p = x+@h, q = y+6k).

§ 88. Werte unbestimmter Ausdrücke.

_0
0 ,0. oo,0°, od 0, 1", co — er.

1. Nimmt -7-r für x = a die unbestimmte Form -—

oder -^ an, so ist

qp(x) := ay'( a )'
, f (a) 0 „o

wird auch - 7^- ;-=— oder-55, so wird das Verfahren
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wiederholt und es ist, wenn f( n ) (a) und g>(n ) (a) diejenigen
Ableitungen sind, welche zuerst nicht gleichzeitig zu 0
oder zu go werden:

lim f (x)| m (a)

2. Ist f (x) . <p (x) = 0 . co für x = a, so ist:

f(x).9P(x) = f(x
1

9(x)'
Dieser letztere Ausdruck nimmt für x = a, die Form
0
— an, sein Wert ergiebt sieh nach 1.

3. Nimmt der Ausdruck (f (x)) fM für x = a eine
der Formen 0°, co°, 1°° an, so setzt man (f (x)) "PM
= eW f(x) und untersucht nach 1. oder 2. den Aus¬
druck <p(x)£f(x).

4. Führen die angegebenen Mittel stets wieder zu
demselben unbestimmten Ausdruck, so muss man zu
besonderen Hilfsmitteln greifen. Man kann dann für
x zunächst a-|-h setzen, den Ausdruck umformen oder
nach steigenden Potenzen von h entwickeln und wenn
möglich, vereinfachen, worauf sich für h = 0 der ge¬
suchte Wert ergeben kann. Es ist jedoch auch mög¬
lich, dass ein Grenzwert der unbestimmten Form
überhaupt nicht existiert.

5. Wenn f (x) — <? (x) für x = a die unbestimmte
Form cd — co annimmt, so suche man den Ausdruck
in ein Produkt oder in einen Bruch zu verwandeln,
was z. B. folgendermassen geschehen kann:
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fx) -q»(x) = <jp(x)"

i
f(x)

_J___1_
f(x)>(x)

Der Wert hiefiir wird nach dem Vorausgegangenen
ermittelt.

6. Die Bestimmung des wahren Wertes eines für
x = a unbestimmten Ausdrucks kann häufig dadurch
vereinfacht werden, dass man denselben von solchen
Faktoren befreit, welche für x = a weder zu null noch
unendlich gross werden. Das Produkt aus dem wahren
Wert des übrig bleibenden Teiles und den bestimmten
Werten der weggelassenen Faktoren giebt den wahren
Wert des gegebenen Ausdrucks an.

§ 89. Grösste und kleinste Werte von Funktionen.
1. Die Funktion y = f (x) erreicht für x = a
ein Maximum, wenn f (a + h) — f (a) < 0,

„ Minimum, „ f (a + h) — f (a) > 0,
wobei h sich der Null unbegrenzt nähert.

2. Bei zunehmendem x ist
f (x) wachsend, wenn f'(x) > 0,
f(x) abnehmend, „ f'(x) < 0.

3. y = f (x) erreicht für x = a
ein Maximum, wenn f'(a) = 0 und f"(a) < 0,

„ Minimum, „ f'(a) = 0 und f"(a) > 0;
allgemein: Sind f (x),___f.( n ) (x) in der Umgebung von
x = a stetig und verschwinden die (n — 1) ersten Ab¬

leitungen für x = a, während die nte 0 ist, so ist f (a)
bezw. ein Maximum oder Minimum von f(x), wenn n
cterade ist.
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Ist die niederste für x=a nicht verschwindende
Ableitung von ungerader Ordnung (z. B. von erster)
so ist t (a) weder ein Maximum noch ein Minimum.

Um die Stelle und den Wert des Maximums oder
Minimums zu finden, wird y' gebildet, gleich null ge¬
gesetzt und die erhaltene Gleichung nach x aufgelöst.
Nun wird y" gebildet, es werden die gefundenen Werte
von x eingesetzt und aus dem negativen oder positiven
Ergebnis bestimmt, ob ein Maximum oder Minimum
vorliegt. Durch Einsetzen der gefundenen Werte von
x in y = f (x) ergiebt sich der Wert des Maximums
oder Minimums selbst.

4. Punktion zweier unabhängigen Ver¬
änderlichen, z = f (x, y).

Man bestimme x und y aus
<5f 6 1

1. T- = 0un(l T - = 0.ox o y
Die erhaltenen Werte müssen der Gleichung ge¬

nügen :
<S2 f \ä <52 f 6"t

-2 <0.' \<5x öyj <5x2 ' df
Es findet dann Maximum oder Minimum statt, je

nachdem
<52 f , <52 f

3. j—ä und j-j

für jene Werte von x und y beide gleichzeitig bezw.
< 0 oder > 0 sind.

5. Relative Maximaund Minima. Die Werte
von x, y, z, für welche die Funktion v = f(x, y, z)
unter gleichzeitigem Bestehen der Bedingungsgleichungen
(Nebenbedingungen) cp(x, y, z) = 0 und i/i(x, y, z) = 0 ein
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Maximum oder Minimum erreicht, ergeben sich aus
den Gleichungen:

1) |J = f'«+ <*»'* +*.*'* = <);

2 ) ^y = f'y + ^'y + ,»^y = 0;

3) ~ = f z + * tfm + {* y'z = 0;

4) 9(x,y,z) = 0; 5) y(x, y,z) = 0,
aus welchen man zunächst die willkürlichen Konstanten
X, n entfernt und wobei

u = f 0> y> z ) + Ä f (x >y> z ) + ^ v (x, y, z).

B. Integralrechnung-.
§ 90. Bezeichnung' und Erklärung -.

F(x) heisst das Integral von f (x)dx, geschrieben
(f(x)d x, wenn

dF(x)

es ist also dann ff (x) d x = F (x) -f- C,
wobei C eine unbestimmte Konstante bedeutet; ferner ist

d/f(x)dx
dx f(x).

§ 91. Integration einfacher Funktionen; Grandformeln.
Bei sämtlichen nachstehenden Formeln ist rechts

die unbestimmte Konstante zu ergänzen.

n+1 f ürn< -11. /x"di =

JK ^ J (n-j-l).b*
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«> / a x d x = -=—; j e x d x = e x .

4. / cos x d x = sin x.

5. y sin x d x = — cos x.

6 '/—4-=tRX.

7.
COS X

dx
sin x
sinx

cos" x
/■ sinx ,
/------dx =

Ctg X.
1

COS X (= sec x).

9. /"_cos: -dx =
____ sin" x ^^^

10. /"sinx cosxdx =

sin x
sin 2 x

(-■= — cosec x).

I'
11. I tg x d x = — l cos x
12. j ctg xdx = / sin x.

t dxi3. r ŝin x cos x
f dx x

6 ' J sirnt D 9,

r d X / 7t . X
14. /-----=Ztg T + T

15 - / FT
dx

: arc sin x = — arc cos x -\-

-I Va*
dx 1 . bx

: -=- arc sin —b a
J/a* — b" x a ^^^^^^^^^^

,- d x 7t
IG. J yjT —ä = arc tg x = — arc ctg x + --■
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, dx 1 bx
i —ir-i—=—r, = —r arc tg —.
i a' + b's:" ab ° a

arcsecx, dx

■ /^ZTT ^^^^^^^^
, dx 1 bx
/ — -----,—=; = — arc sec —.
1 x|/b 2 x 2 — a' a a

18. ( - —""—;= — arc sin (1—x).
J 12x—x2 v y

i9. /]^=r ==*(*+vir?).

______ x ______ a » ______
21. /]/x 2 + a 2 dx = —yx 2+ a 3 + -7^ fc+^xM-a 2)

. ______ , x ,______ . a 2 .x
22. / Va 2—x 2 dx = — yV—x 2 + y- arc sin —.

23. / fa+2bx + cx 2 ye= 7r Z(b + c:

24. /
dx

}'a+2bx—ex 2 yo

+]c y7+2bx+cx 2).
ex—b

]b -fac
r X d X 1 ,_______________

25. ,—p- |T-^ ^=5 = — l/a+äbx + c;

— p^Kb + cx + l'o Va+abx+cx 1).

r X d X 1 ,____________________
26. /,,,,. , =--------Va+2bx —ex 21 ya + 2 bx—ex 2 c ' '

b . ex — b
+ ,7=j arc sm T/rv^i".
' ye 3 yb" + ac

jMMMHflHI
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;x 2).

§ 92. Allgemeine Formeln; Integrationsweisen ent¬
wickelter Funktionen; Rekursionsformeln.

Es seien u, v, w . . .. Punktionen von x; A, B...
konstante Faktoren.

1. Integration einer Summe.
/(Au+Bv+Cw-1------)dx=A/udx+B/vdx+C/wdx+...

2. Teilweise Integration.
uv=(udv-|-/vdu und
Ju d v = uv-Jvdu.

Beispiel:
/ x 2 cosx d x =/x 2 d sin x = x 2 sinx — 2 J x sin x dx
/x sin xd x = —Jx d cos x = — x cosx-|-/ cos xdx

= — x cos x + sin x -\- C, also
Jx 2 cosxdx = x 2sinx-(-2xcosx — 2sinx + C.

3. Integration durch Substitution. Es sei
X = <J>(z), dann ist dx = cp'(z)dz,

/f(x)dx = /f[9(z)]cp'(z)dz.
dx

Beispiel: J Man setzt + b = z,
x m (a+bx)n

dann ergiebt sich
_ 1 Az — b) m + »-2

äm + n-lj ~^ii dz ;
nun entwickelt man nach dem binomischen Lehrsatz
und integriert die einzelnen Summanden.

Die häufigsten Substitutionen sind:
a

z = a + bx; z = a + bx ! ; z=------ \- b.

a + bx az — 1
z =------r~ , oder x = -=-. — .-— ;a— bx b z -\- 1
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l' a -f b x

sin x = z und d x

Höhere Analvsis.

z m_ a
z, oder x = —r---- ; d x ■ .z m - J dz:

•1/1

x . 2 t 1 — t 2 ,
tg y= t, smx=--j-p cos x = i t2 , d X : 14-1 2

4. Integration durch .Zerlegung in Teil-
b r ü c h e.

Jede unecht gebrochene, rationale Funktion „ ' .

lässt sich in eine ganze Funktion 9 (x) und eine echt
f (x)

gebrochene, rationale Funktion ypr umformen. Diese
letztere lässt sich in eine Summe von Teilbrüchen zerlegen.

1. Die Wurzeln der Gleichung F(x) = 0 seien sämt¬
lich reell und untereinander verschieden, es sei

F (x) = (x — a) (x — b) (x — c)------=0,
dann ist

F(x) x-i
hiebei ist

x-b^x-e+

f(a) B = f(b)
F'(a)' "-F'(b)'-'**

2. F(x) = 0 hat auch komplexe Wurzeln, z.
p-J-qi und p—qi, dann ist

f(x) A, , A 2 5 _fx)
F(x)

hiebei ist

- + -
x — p — qi x

f(p + qi) A. =

p+qi ^ <2>(x)'

'f(p-qi)
F'(p+qi)' " 2 -F'(p-qi)-

Fasst man nach der Bestimmung von A, und A,

IMMM^MMBaMMM L-i• ■■■■•''i^'
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die beiden ersten Brüche zusammen, so geben sie einen
reellen Bruch mit dem Nenner (x — p) 2 + q.2.

3. Mehrfache "Wurzeln. Es sei

F(x) = 0 = (x-a) a (x — b/(x —c) Y ....., dann ist
f(x) ______A_ , ___A,___ | , ^
F(x) ~ (x - af "1~ (x- a)»- 1 r ' " " * "r x - a

+ (x _ b) ß + (x _ b) ß-l + ..... + x-b
i .........

Setzt man F (x) = (x — a) a . 9 (x), so hat man zur
Bestimmung von A, A 1? A, . . . . folgende Gleichungen:

f (a) = A . 9 (a)
f'(a) = A.9'(a) + A 1 9(a)
f" (a) = A 9" (a) + A,. 2 9' (a) + A 2 . 2 9 (a)

fW(a) = A<pM(a)-iA 1 .ii.y^- 1) (a) + A 2 . n(n— 1)
9(n-2)(a) + . .. + n ! A n -i 9 (a).

Das Integral der ursprünglichen, gebrochenen
Punktion ergiebt sich nun durch die Integration der
einzelnen Teile.

x, 1/----- -j— I eine Punktion,

welche aus x und der nten Wurzel durch rationale
Verbindungen derselben aufgebaut ist, dann lässt sich

in das Integral einer rationalen Funktion überführen

durch die Einsetzung 1/----- ■.— = y.0 1/ cx+e J



206 Höhere Analysis.

Um / E (x, V^fbT+^x 1) d x (c>o)
cx + b

auszuführen benützt man die Einsetzung y = -====='

man erhält dann

/R (x, yä+bx + cx') d x =/R, (y, YT±r) d y-
Hiebei stellt R, wieder eine Funktion dar, die

durch rationale Verbindungen von y und /l + y 2 ge¬
wonnen wird. Ist nun K, eine Summe mehrerer Glie¬
der, so integriert man jedes Glied einzeln. Andernfalls
lässt sich das Integral, abgesehen von Integraten ratio¬
naler Differentiale, zurückfuhren auf eine Summe von

,R.,(y)dy
Integralen von der Gestalt J

Wendet man auf R„ Partialbruchzerlegung an,
so erhält man eine Summe von Integralen von der

F ° rm /^P wobei n>0 und (F^m±7"
i

Die letztere lässt sich durch die Einsetzung y—a—--
und durch "Wiederholung des obigen Ganges ebenfalls
auf die erste Form bringen, auf welche nunmehr auch
das ursprüngliche Integral zurückgeführt ist.

Rekursionsformel:

y D dy _ =+ y n_1 l/ l :(TL l-2 d y

)/l + y 2 - " n — n -»l/l+y 2
Durch wiederholte Anwendung dieser Rekursions¬

formel gelangt man auf das Integral 15. oder 19. von
f ydy

§ 91 oder aufy^==|.
Durch unmittelbare Integration vermittelst der
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ürundformeln, durch Teilbruclizeilegung und durch
die vorstehenden Verfahrungsweisen ist die Integration
von cp(x)dx durchführbar für folgende drei Fälle:

I. 9 (x) = R (x), IL , (x) = R (x, j7^ J e)-
III. cp (x) = R (x, j/a + i>bx + cF).

6. Weitere Rekursionsformeln.
siu m + 1 xcos" — *x

in™ x cos 11x d x = -

2. /sisin m xcos n xdx =

, n — ■.1 r .i------j—/ sm m xcos n — 2 xdx.

sin m_ 1 xcos n + ' d
in -\- n

. m — lr ,
-}------;— sin 111— 2 x cos" x d x.m —4—n J

3. |x"e s dx = xI1 e'! -n/x I1- 1 e s dx.
, /-e x , _e*_____, 1 r & ,
4./_dx=- (n _ 1)xn _ 1 + ^—j/j^di
5. /x n sin x d x = — x n cos x -)- n |x n —1 cos x d x.

6. J x n cos x d x = x n sin x — nf x n — 1 sin x dx.
sin x . ° ; " v ""■" v

(n

/ dx =

-l)x n -
COS X

t /------ r d x.
■lix»- 1

ä-^n/i^ri d3x" (n — 1) xtt -
7. Integration durch unendliche Reihen.

1. "Wenn f (x) = u, + u 2 + u 3 +-----+ u„ -f .. .
eine Reihe ist, deren Glieder stetige Funktionen einer
Veränderlichen x sind, wenn ferner diese Reihe für a
und b und alle Werte zwischen a und b konvergent
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ist und wenn f (x) die Grenze ist, gegen die sie kon¬
vergiert, so ist (s. § 93 n )

/a f (*)<ix=/% 1 ax+/% 2 d x+ /% 3 dx+...
2. Liefert die Mao Laurin'sche Reihe für f (x) eine

konvergente Reihe

:f(0)+xf(0)+g f I"(0)-f(x) =
so ist

/f(x)dx = C + xf(0)+|^f'(0) + fJ-f"(0) + ...
Die Integration durch unendliche Reihen besteht

also darin, dass man den betreffenden Ausdruck (z. B.
durch den binomischen Lehrsatz, die logarithmische
Reihe u. a.) in eine unendliche Reihe verwandelt und,
nach Untersuchung der Konvergenzverhältnisse, die
einzelnen Glieder derselben integriert.

§ 93. Bestimmte Integrale.
1. Istf (x)dxdas Differential von cp(x), so ist9(x)4"0

das unbestimmte Integral von f(x)dx; dagegen heisst
/*f(x)dx = 9 (b)- 9 (a)

das bestimmte Integral genommen zwischen den
Grenzen a und b, d. h. für x = a und x = b. Das be¬

stimmte Integral J a f (x) d x ist die Grenze der Summe der
unendlich kleinen Werte des Differentials f(x)dx, wenn
x durch unendlich kleine Aenderungen h von a in b
übergeht; daher auch

/^f(x)dx=lim{f(a) + f(a + h) + i(a+2h)+....} . h.

2./ ba f(x)dx = ~/*f(x)dx.
3. f b [f(x)dx + cp(x)dx] = ( b f(x)dx+/%(x)dx.

4. / ba f(x)dx=/^f(x)dx + /' c;f(x)dx + / bd f (x) d x,
o und d "Werte zwischen a und b.
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5. Mittel wertsätze. Wenn f (x) in dorn In¬
tervall x=a bis x = b stetig bleibt, ist:

j*l (x) d x = (b — a) f (a + e (b — a)), 0 < e < l;
wenn ferner f (x) in dem Intervall a s x <;b positiv und
nicht überall gleich null, so ist

/J»(x)f(x)dx = »(o)/Jl(x)d X, »< G< b.
6. Angenäherte Berechnung eines bestimmten

Integrals f'i (x)d x. — Es sei für jeden Wert von x
zwischen a und b für eine Punktion y(x)

<p(x) < f (x), desgleichen für eine zweite y(x')
V(x) > f (x), dann ist

/>(x)dx</^f(x)dx</^(x)dx.
Simpsonsche Regel. Um einen Näherungs¬

wert von J*' nf (x)dx zu finden, teile man die Strecke
zwischen x 0 und x 2n in 2 n gleiche Teile von der Länge h,
und bestimme die zu den Teilpunkten gehörigen Ordi-
uaten y0, y: , y2 ----y 2n , dann ist annähernd

f x; nf(x)dx=|(y 0 + 4y 1 + 2y 2 + 4y 3 + 2y 1 +...+ y 2I1)
(s. auch § 94 u ).

7. Summierung von Reihen durch bestimmte
Integrale.

Wird f (x, m) dx zwischen zwei Grenzen a und b,
die von m unabhängig sind integriert, so ist das Er¬
gebnis im allgemeinen wieder eine Funktion von ro, so
dass also

j bJ. (x, m) d x = <f>(m), daher

/^[f(x,0) + f(x,l)+f(x,2) + ... + f(x,n-l)]dx
«q>(0) + »(l) + q>(2) + ... + »(n— 1)

B ü r k 1 c n . FoT-molsammluns. ii
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Lässt sich die unter dem Integralzeichen stehende
Reihe leicht summieren, so erhält man die Summe der
rechts stehenden Reihe in Form eines bestimmten
Integrals.*)

8. -t— I f(x, o dx=-----------dx
<5a J a ^ ' Ja da

wenn die Grenzen a und b konstant sind in Beziehung
auf a, dagegen
A r b ft> (5f (x, a) db da

Aj ai(X)a)dx= J a ^ dx + f ( b ;C )-a -f(a Ja) tU
wenn a und b Funktionen von a sind.

/^(/ b f(x, y )dx)d y = /:(/^(x !y )dy)dx
wenn f(x, y) für a^x^b, e^y<Ld eindeutig und
stetig ist.

9. Besondere bestimmte Integrale
,°° d x n

J n a + br•"o 2}'ab

2.

3.

4.

f dx
0 (I+x)yx-"
1 dx JT r1 x d X

2^ ; •'oyi^x 2 "" 1
1.3.5..... (2n—1) w

2

•'o n—x'

'o VI—x" 2.4.6.....2n

ra • stl , 1.3.5.....(2n—1) «?snr c xdx =--------------- !:--------12 __
•o 2.4.Ü.....2n ' 2

s-L
2n+l

o yi— x'
dx-

— t 2 cos"xdx; 2 n>0

2.4.6.....2n
: 1.3.5.....(2n+l)

*) Siehe Scliloomilch, Uebgsbch.z. St. d. höh. An. 2. Teil, S. 1RS
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ß . 2n+l , 2.4.6.....2n/ sin ' x d x = ——---------j^— .
•>o 1-3 .....(2 u + 1)

n
= f a cos 2 " + 1 xdx; 2n-|-l > 1

j

/■co sin u, w
6. / --------dx=-; a>0

'0 X £

r cccos a x
'o x

d x = oo

7 ' /, ^
r50 1 /—•

- x dx = l; / e~ x ' = v'rc•Ml Zj

8. ( x n e- ax dx— —™ (a > 0; n ganze Zahl.)J n a 11t A

C. Anwendung der Infinitesimalrechnung
auf Geometrie.

§ 94. Ebene Kurven.
1. Ist. y = f(x) die Gleichung einer Kurve, x der

Winkel der Tangente mit der Xaxe, dann ist
(da s. § 94 J:

dy dx dy
sin x = -j—, cos x — -=—, tg r = j - = y'.ds d s ° dx J

Wenn y' = 0, dann ist die Tangente parallel der
Xaxe, ist y' = o>, so ist sie parallel der Yaxe.

2. Verlauf. Die Kurve steigt (d. h. y wächst)
bei zunehmendem x, wenny'>0, sie fällt, wenny'<0.

Die Kurve ist in irgend einem Punkt erhaben
(konvex) gegen die Xaxe, wenn y und y" für diesen
Punkt gleiche Zeichen haben; im andern Fall ist sie
hohl (konkav) gegen die Xaxe (s. § 89 3).

3. Besondere Punkte. Für einen Wende-
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punkt der Kurve y = f (x) haben f" (x — h) und
c'(x-\-h) entgegengesetzte Vorzeichen (h unendl. kl.).
Die Koordinaten der Wendepunkte ergeben sich aus
der Kurvengleichung und aus der Bedingung: f"(x)=0,
während f" (x) ^ 0; oder aus f" (x) = co.

Für die in Polarkoordinaten gegebene Kurve
r ==f(cp) erhält man die Koordinaten der Wendepunkte
aus dieser Gleichung und aus

r 9 + 2 r' 2 — r r" = 0.
Bin Punkt ist ein vielfacher Punkt, wenn

sich mehrere Kurvenzweige in ihm schneiden, es müssen
sich also für ihn mehrere Werte von y' ergeben.

Dies ist möglich, wenn —- = -äj- die X orm — an-
I y U

nimmt, wenn also f' x —0, f' y = 0. Durch Ableitung
des Zählers und des Nenners der rechten Seite nach x
erhält man zur Bestimmung von y':

di'* H \dx) u '
21

hieraus ergeben 1 > Werte von y', d. h. der Punkt ist
0 J

Doppelpunkt, bezw. Pückkehrpunkt oder Selbst¬
berührungspunkt, bezw. isolierter Punkt je-
nachdem:

a) f" dy
: + 2 f'xy j— + r'yy

f//2 >_f/ (1 xy^I • f yy

Für einen Rückkehrpunkt (Abscisse x 0) erster
Art (Zweige auf verschiedenen Seiten der Tangente)
erhält man mit x„ -f- h zwei verschiedene Werte von
d 2 y
d x :j mit entgegengesetzten Zeichen; für den Rückkehr-
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punkt 2ter Art erhält man in derselben Weise Werte
mit gleichen Zeichen.

Besondere Punkte im Ursprung 0. Es sei
A + (Bx+Cy)+(Dx 2 + Exy+Fy 2) + ....

+ (Pxn + Q x n-ly+... + Sy«) = 0
die Gleichung einer Linie nten Grades. Ist nun

a) A = 0, so geht die Linie durch 0 und es ist
Bx-f Cy = o die Gleichung der Tangente in 0.

ß) A = B = C = 0, so ist 0 doppelter Punkt und es ist
Dx ! -fExy-|-Py ! = 0 die gemeinschaftliche Glei¬
chung der Tangenten in 0. Ist dabei
E 2 — 4DF=0, so sind dieselben bezw. reell
getrennt, reell zusammenfallend oder imaginär und
0 ist bezw. eigentlicher Doppelpunkt, Bückkehr¬
punkt oder Einsiedler.

Einen Doppelpunkt der Kurve x = cp(t), y = 'V(t)
bestimmt man aus

x = 9 (tj = <p (t 2), y = y (t,) = ip (t2),
dx dy

einen Bückkehrpunkt aus -j— = 0, -y- = 0.

In zweifelhaften Eällen ist eine Untersuchung der
Kurve in der Nähe des Punktes nötig.

4. Grössenbestimmungen.
Bogenelement ds = + ]/dx 2 -f-dy 2 = + )/jL ~|-y' 2 . d x

= + l /(dr) 2+ (rd^)\
d s mus3 bei der Bestimmung von sin t und cos c

(s. 1.) mit dem Zeichen genommen werden , das dem
für tg z entspricht.

Die Tangente und Normale in Punkt P schneiden
die Xaxe in T, bezw. in U, dann ist:
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Tangente PT

Subtangente

y
V
y
y'

H + f T+$:

Normale PU = y ]'i +> a
Subnormale = y y'.
Polarkoordinaten: ,» Winkel der Tangente PT

mit dem Fahrstrahl 0 P zum Berührungspunkt P, im
Sinne des wachsenden Winkels q> genommen; das Lot
arf OP in 0 sehneide die Tangente in T, die Normale
in N, dann heisst P T die Tangente (T), P N die Nor¬
male (N), OT Polarsubtangente (St), ON Polarsub¬
normale (S n ) und es ist

dr\
t gf t = r 7 ;r: d^' T =

8 t

Mi
Sn

N=Kr* + i

r'.

5. Gleichung der
Tangente im Punkt (x, y), an die Kurve

y = f (x), bezw. F (x, y) = 0, bezw. x == <p(t), y = y (t),
N und Y laufende Koordinaten

dy
dx'

-x)

1) Y-y =

2) F' X (X-

(X-x)

+ F' y (Y-y)=0

3 )( X - X)ul-( Y -
s dx

■y)dt=°;
6. Bestimmung der Asymptoten. Die Glei¬

chung einer Asymptote kann in einer der Formen ge¬
schrieben werden:

y = m x -f- c, x = ,» y + /; hiebei ist
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hi = lim —x

ja, = lim ■

= lim
d v
dx

. dx
= lim ^p-

y = co

c = lim (y — m x)

, y = lim(x — pf)

Bei einer Linie nten Grades kann man die n mög¬
lichen Asymptoten (Taugenten in den n Schnittpunkten
der unendrfch fernen Geraden) erhalten, indem man
ausdrückt, dass die Richtungsgerade (y = mx) mit der
Kurvengleichung eine Wurzel x=co und dass die
Asymptote (y = mx + c) deren zwei hat. Man setzt
daher das Aggregat der Glieder nter Ordnung gleich

null dividiert mit xn und löst nach — auf.x Die n

Wurzelwerte (m) für — sind die Richtungskoefficicnten.

Man setzt nun y = m x -f- o in die Kurvengleichung
ein und ordnet nach Potenzen von x. Der Faktor
von x n wird von selbst zu null. Aus dem gleich null
gesetzten Paktor von x n ~ * ergiebt sich c.

Pur die Kurve r = f (9) (P 01 a r k 0 0 r d.) bestimmt
sich die Richtung einer Asymptote aus dem Wert von <p,
für welchen r = co wird, die Lage der Asymptote er¬
giebt sich aus der Polarsubtangente, iür welche man hat

S t = lim T-■
Asymptoten parallel derY-Axe. Man sucht

die Werte von x, für welche y=co wird. — Für die
Kurve yPF( x) + yP-l P x (x) + • • • .+Fp(x)=0, — F(x),
F, (x).. .. ganze rationale Ausdrücke — ergeben sich
die zur Yaxe parallelen Asymptoten aus P (x) = 0.
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7. Berührung von Kurven. Zwei Kurven
y = f (x) und y = cp (x) haben in einem bestimmten, ge¬
meinschaftlichen Punkte (Abseile x 0) eine Berührung
nter Ordnung, wenn f (x 0) = q> (x 0) und für denselben
alle Ableitungen von f (x) und <jp(x) bis zur nten ein¬
schliesslich einander gleich sind. — Eine Berührung
nter Ordnung kann aufgefasst werden als eine Grenz¬
lage, bei welcher n -\- 1 Schnittpunkte der beiden Kurven
in einen zusammenfallen. Eine Gerade y = mx-)-b
bildet mit einer Kurve y = f(x) eine Berührung nter
Ordnung, wenn für den gemeinschaftlichen Punkt alle
Ableitungen von f" (x) bis zur nten einschliesslich ver¬
schwinden und P (x) = m (W endepunkt, wenn n
gerade, Flachpunkt, wenn n ungerade ist). Das
Berühren ist mit Schneiden oder Nichtschneiden im Be¬
rührungspunkt verbunden, je nachdem die Berührung
von gerader oder ungerader Ordnung ist.

8. Krümmungskreis. Er ist derjenige Kreis,
der mit einer Kurve eine Berührung zweiter Ordnung
im Punkt (x, y) hat, der Mittelpunkt desselben, der
Krümmungsmittelp unkt ist der Schnittpunkt
zweier unendlicher naher (zusammenfallender) Normalen.
Der Krümmungshalbmesser g und die Kordinaten (X, Y)
des Krümmungsmittelpunktes sind bestimmt durch die
drei Gleichungen

1. ( x _x) 2 + (y-Y) 2 = e *
2. (x_X) + (y-Y).y' = 0
3.1 + y' 2 -\- (y—Y) y" = 0, hieraus ergiebt sich

8
'2-1 2 .Krümmungshalbmesser p =+_ (1 +y' 2J z : y'

(i J e nachdem y" < ' )
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f X = x-(l + y*).y':y"
\ Y = y + (l + y' 2):y"

Ist die Kurve gegeben durch die Gleichungen
x = <f (t) und y = rp (t), so ist

3

f e -(x' 2+y' ?)^( X'y''-x"y')
J X = x- y' (x' 2+ r 2): (x'y" - x" y')
1 Y = y + x'(x' 2+ y' 2):(K'y"-x"y').

Für Polarkoordinaten hat man

... | (r* + r'*)T #

Der Kontingenzwinkel dt ist der Winkel
zweier unendlich naher Tangenten, er ist gleich dem
Differential des Neigungswinkels der Tangente gegen
die Polaraxe; es ist

dxd 2y—d' 2 xdy
= d cp +

ds ds
^ d r dy + d,tt*

r dip
dr

d,
Mass der Krümmung, kurz Krümmung: — = ~tJ: .

9. Die Evolute einer Kurve ist der geometrische
Ort des Krümmungsmittelpunktes. Ihre Gleichung wird
erhalten, indem man aus den Gleichungen für X und Y
in Nr. 8 unter Benützung der Kurvengleichung x und y
eliminiert. Die gegebene Kurve heisst Evolvente.
Jeder Krümmungshalbmesser ist Normale zur Evolvente,
Tangente an die Evolute. Differenz zweier Krümmungs¬
halbmesser gleich dem dazwischen liegenden Bogen der
Evolute. Wird eia um die Evolute gelegter, bieg-
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sanier und unausdehnbarer Faden in straffer Spannung
abgelöst, so besehreibt der Anfangspunkt des Fadens
die Evolvente.

10. Hü 11 kurven. Die Gleichung F (x, y, p) = 0,
worin p ein veränderlicher Parameter ist, stellt eine
Kurvenschar dar, welche eine Kurve umhüllt; die
Gleichung der umhüllten Kurve ergiebt sich durch
Kumulation von p aus den Gleichungen

1. F (x, y, p) = 0 und
<SF

2. j- = 0.
o p

Enthält die Gleichung der beweglichen Kurve zwei
veränderliche Parameter p und q, zwischen welchen die
Beziehung rp (p. q) besteht, so ergiebt sich die Glei¬
chung der Hüllkurve durch Elimination von p und q
aus den drei Gleichungen:

<5F 8<p <SF ö<p
^■6^-6-q-I^^ 0 ' F(x,y,p,q) = 0, s»(p,q)=0.

11. Flächeninhalt (Quadratur). Der Inhalt
J der Fläche, welche zwischen der Kurve, der Xaxe
und den zu den Abscissen x 0 und x x gehörigen Ordi-
naten eingeschlossen ist, ergiebt sich aus

J = j x ' f(x)dx, oder bei schiefw. Koord.

J = sin yj ' f (x) d x.
Soll die Fläche begrenzt sein durch die Kurven

y = f (x), y = (p (x) und die zu x 0 und x t gehörigen
Ordinaten, so ist

J=/x'„[ f (x)-«P( x)] dx -
Simpsonsche Regel. Ist f(x) höchstens vom
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3. Grade, y m die Ordinate in der Mitte zwischen xo und
xi dann ist

j^f(x)dx=-g-(x 1 — x 0)(y 0 +4y m +y 1).
(s. auch § 93 6).

12. Kurvenlänge (Rektifikation). Die Länge s
eines Kurventeils, welcher zwischen den Abscissen x.
und x 1 liegt, ist

s =/*_ yd x» + dy" = /* yT+f*ix,
13. Polarkoordinaten: Fläche zwischen der

Kurve und den zu cp0 und (p 1 gehörigen Strahlen
1 [fl 2 1

Kurvenlänge:

B= f Pl l'r^-r-r'.dy^ IV'+'is)d i/

§ 95. Raumkurven (doppelt gekrümmte Kurven).
1. Eine Ratimkurve ist gegeben durch die Glei¬

chungen
(x = <» (t)
, v-^fTl oder t f (x -y> z)= 0 (Schnittlinie der
Ul*(t) \F(x, y ,z) = 0. Mächen.)

( y = f/'i( x ) (Projektionen
\ z = 5p2 (x). der Kurve.)

2. Bogenelement
d s = l'd x 2 -f d y z +T? = yl+ y' 2 + z' a". d x.

3. Gleichungen der Tangente im Punkt
(x, y, z)

X— x Y—y Z—z

ode

dx dy dz -, oder
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X— cp (t) __ Y— j, (t) _ Z—x (t)
9>'(t) : f'(t) _ x'(t) ' oder

<5f <5f Sl

^( X —)+^( Y -y)+^—)=o>
<5F <SF <!F
~(X-x)+— (Y— y ) + _(Z-z) = 0.

Winkel «, ß, y der positiven Tangente n-
riehtung mit den Axen bestimmt durch

dx dy dz
cos o = •=—, cos ß = -=—, cos y = -7—.d s ds' d s

4. Gleichung der Normalebene im Punkt(x,y, z)
(X — x)dx + (Y — y)dy-f (Z — z)dz = 0, oder

[X - cP (t)] <p' (t) + [Y- V (t)] V' (t) + [Z - z (t)] x' (t) = 0
oder (X — x) cos a-)-(Y — y) cos/?-j-(Z — z) cos y = 0.

5. Gleichung der Schmiegungsebene (= Krüm¬
mungsebene = Oskulationsebene = Ebene durch Punkt
(x, y, z) und zwei unendlich nahe Punkte)

(X — x)cos A-\-(Y — y)cos ft + (Z — z)cos v =0 oder]
A(X-x) + B(Y—y) + C(Z —z) = 0, wobei

A=dyd 2z—d 2ydz,B=dzd 2x—d 2zdx, C=dxd 2y—d 2xdy:
Normale zur Schmiegungsebene (Binormale)

X— x_Y—y_Z—z

Die Winkel /?, rft, v dieser Normalen mit den
Axen sind bestimmt durch

A B
COS/t =

J) > C0S lM --- -Q ) D 1 wobei

D==}/A" + B 2+0 2.
Die Hauptnormale ist die Schnittlinie der

Normalebene mit der Schmiegungsebene; die Glei¬
chungen der Hauptnormalen sind:

X =
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X— x Y— J_Z~ z

221

d cTs d d^

Für die Richtungswinkel f, tj, t, der positiven
Hauptnormalen hat man:

cos | dcosa cos??__dcos/3 cos£ dcosy
p, ds ' p, d s ' q1 d s

6. Kontingenzwinkeldr, d.h. "Winkel zwischen
zwei unendlich nahen Tangenten

d i = -r-j- = }/((rcos a) a + (d cos ß)'> -f (d cos yj*.

Erster Krümmungshalbmesser
d s dss

Der Krümmungsmittelpunkt liegt in der
Schmiegungsehene, auf der Hauptnormalen und kann
als Schnitt der Hauptnormalen mit einer unendlich
nahen Normalebene betrachtet werden.

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes
sind

d r s d^ d dzds_____________________ J ds

Unter der (ersten) Krümmung oder Flexion ver¬
steht man

^1 — _L
d s ~~ p,'

Kurven mit der Flexion null — =0 sind ge¬

rade Linien.
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7. Torsions wink el d &, d. h. Winkel zweier
unendlich naher Schmiegungsebenen

d & = yjd cos Xf-\- (d cos ,«)'2 + (d cos v)\
Zweite Krümmung oder Drehung (Torsion)

der Kurve

d_#_ J_
—äs ~~ p,"

Kurven mit der Torsion null (f-o)-sind ebene

Kurven.

Zweiter Krümmungshalbmesser (Halbm.
der Drehung)

ds
p„ = -f- j— (links oder rechts gewundene Kurven).

8. Fr en et's Formeln:

dcosa cos| dcos/? cos rj dcosy cos£
d s p t ' d s p, ' d s pj

dcos/? cos| dcos^H, cos 17 dcosj> cosj
ds p 2 ' ds e 2 ' ds p 2

dcOS|_ COS« COS,2 dcOS»; COS /? cos,«
ds Ci e* ds

d cosf
Ci

COSy COS/

ds pj p 2
9. Schmiegungskugel, Grenzlage einer durch

vier unendlich benachbarte Punkte einer Raumkurve

gehenden Kugel; ihr Mittelpunkt (x 0, y 0, zj, der
Schnittpunkt dreier unendlich naher Normalebenen, be¬
stimmt sich aus

X0 = X + p i COä| - COS /l
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io~~J ' Vi w °n ^2 da '

Der Schnitt der Schmiegungskugel mit der Schmiegungs-
ebene heisst Schmiegungskreis.

10. Rektifikation, die Länge s eines Bogen;-
der Kurve x = cp(t), y = V(t), z = #(t) zwischen den
Punkten x 0, y 0, z 0 und x,, y,, z, ist

f dx
dt dt

dz\"
dtj dt.

§ 96. Krumme Flächen.

1. Eine Fläche ist gegeben durch die Gleichung
F (x, y, z) = 0, oder entwickelt z = f (x, y), oder durch
x = 9d(u,v), y = -i/>(u,v), z=^»(u,v).

Bezeichnungen:
(5 z <Sz <52 z d 2 z <52 z

T = P> = (1- ^ t.
<5x r ' <5y -1 ' <Sx2 "' «5x,5y ~' äy*

2. Gleichung der Berührungsebene im Punkt
f>", y, z)

(X-x)F' x + (Y-y)F' y + (Z-z)F' z = 0, oder
p(X-x) + q(Y-y)-(Z-z) = 0.

3. Gleichungen der Normalen im Punkt (x, y, z)

_X—x _ Y—y _ Z—z
F' x F' oder

X— >
■(Z-z).

P 1
"Winkel i, h, v der Normalen mit den Axen be¬

stimmt durch
IV V V'

cos/t==-rr, cos,»=-rf, cosj> = ^, be 7.w.N N N :

i^H
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COS/?= cos v = ■ robeiv q—. cos .«•= —n u
N 2 = (F' x) 2 + (F' y) 2 + (F' z) 2 und

n 2 = p 2 + q 2 + l.
4. Die Schnittlinie irgend einer durch die Normale

gehenden Ebene mit der Mäche heisst Normalschnitt.
Es sei q der Krümmungshalbmesser eines Normal¬
schnittes im Punkt P, a, ß, y die Winkel, welche die
Tangente des Normalschnittes in P mit den Axen bildet,
dann ist

_______ii + p 2 +"? _______
r cos 2 a -f- 2 s cos a cos ß -\- t cos 2 ß'

Satz von Meunier. Geht eine Ebene durch
die Tangente eines Normalschnittes (im Pusspunkt P
der Normalen), so ist der Krümmungshalbmesser (>'
dieses schiefen Schnittes im Punkt P

q' = p cos (p p') oder
der Krümmungshalbmesser des schiefen Schnittes wird
erhalten, indem man den Krümmungshalbmesser des
Normalschnittes auf die Ebene des ersteren projiziert.

5. Die beiden (aufeinander senkrechten) Ebenen,
für welche p einen grössten (p x) und einen kleinsten
Wert (p 2) erreicht, heissen Haup t normalschnitte,
die Krümmungshalbmesser p, und p 2 derselben be¬
stimmen sich aus den Gleichungen

i (l + q 2)r-2 P qs + (l + p 2)t
I ft+ft=----------rlZv----------<n
1 n 4

Qi P2 = ~2-----2 °& er a ' s Wurzeln der Gleichung

( rt _ s 2) ? 2 _[(l + q 2)r-2pqs + (l + p 5)t]np + n 4 = 0.
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6. Satz von Euler. Für irgend einen Normal-
schnitt, dessen Ebene mit der Ebene des zu (>1 gehörigen
Hauptnormalsehnittes den Winkel 9 bildet, ist

1 cüs'cp sirrqo
Ci

Der Ausdruck
1

PiPs
heisst das (Gauss'sche) Mass der Krümmung für
den betreffendea Punkt.

Satz von Gauss: Das Krümmungsmass bleibt
bei einer beliebigen Verbiegung der Fläche ungeändert;
oder: Sind zwei Flächen auf einander abwickelbar, so
haben sie in je zwei entsprechenden Punkten gleiches
Krümmungsmass.

7. Sind p' und q" die Krümmungshalbmesser
zweier auf einander senkrechten Normalschnitte, so ist

JL 1
Q'

d. h. für denselben Punkt einer Fläche ist die Summe

der Krümmungen konstant.

8. Krümmungslinie heisst der Ort des Punktes
einer Fläche, für welchen die unendlich nahen Normalen
zur Fläche sich schneiden; die Normalen gehören daher
einer abwickelbaren Fläche au. Durch jeden Punkt
einer Oberfläche gehen zwei Krümmungslinien, die auf
einander senkrecht sind und die Tangenten der Haupt¬
normalschnitte berühren. Sie sind dargestellt durch
die Gleichung

B ii r 1; 1e n , Formelsammlung IS
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dy
[(l + q»)s-pqt]M +[(l + q«)r-(l + p H ■iy

(ix

P>] = 0+ [w — (i -
and durch die Gleichung der Fläche.

9. Eine auf einer Fläche liegende Linie heisst
geodätische Linie, wenn ihre Schmiegungsebenen
zugleich Normalebenen zur Fläche sind. Ihre Glei¬
chungen sind

<5F <jF <SF
<5x <5y c5z

d cos a d cos ß d cos y
Die kürzeste Verbindung zweier Punkte auf einer

Fläche gehört einer geodätischen Linie an.
10. Hüllflache. Die Gleichung

F(x,y,z,p) = 0,
worin p ein veränderlicher Parameter ist, stellt eine
Flächenschar dar, welche eine Fläche umhüllt. Die
Gleichung der Hüllfläche ergiebt sich durch Elimination
von p aus

( F ( x , J, z, p) = 0 und

{ <sp
Enthält die Flächen gl eichung F (x, y, z, p, q) = 0

swei veränderliche Parameter p und q, die durch die
Gleichung <p(p, q) = 0 mit einander verbunden sind, so
wird die Gleichung der Umhüllungsfläche erhalten durch

Sntfernung von p und q und -r— aus

F (x, y, z, p, q) = 0,
<5F , <SF dq
dp d q dp

<i (Pi q) = o
Scp (5(p d q
(3p 3 q ' d p
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Enthält die Gleichung der bewegten Fläche zwei,
von einander unabhängige, Parameter p und q, so wird
die Gleichung der Hiilldäche erhalten als Eüminations-
resultat von p und q aus

sF sF
F ( x,y,z, P ,q) = 0, Sp = 0,^ = 0.

11. Quadratur (Komplanation) der Flächen.
Das Differential der Fläche ist

dF: 1 l+p'-f-q . d x d y
daher F r>''

/ 'dx/ n+p z+q 2 dy,
y und Vj sind die der Abscisse x entsprechenden Ordi¬
nalen der Projektion des Umrisses der Fläche auf die
XYebene, x 0 und x r sind die Abscissen zu den Ordi¬
nalen, welche jene Projektion begrenzen.

Bei Drehflächen ergiebt sich (—Xaxe ist Dreh-
axe —):

F=2«/y}<'l+y' 2 dx = 2 7r /yd8
Eei Polarkoordinaten hat man:

F: f+(^)j c0sv .rdyd t

(?■ § 76„)
12. Kubatur.

1. Bei Drehflächen (—OX Drehaxe—); die
gedrehte Fläche ist begrenzt vom gedrehten
Kurvenbogen, den zu den Endpunkten des¬
selben gehörigen Ordinaten und der Xaxe.

V = n Jy" dx
?. Die gedrehte Fläche ist begrenzt von zwei
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Ordinalen und zwei Kurven y = f (x) und
y. = f i (x )>

V = W/(y s-y, 2)dx
3. Es sei u der Inhalt eines parallel zur Ebene

YOZ geführten Schnittes, dann ist der Inhalt
des Körpers, der zwischen zwei parallel zu
YOZ geführten Schnitten mit den Abscissen
x 0 und x t liegt,

V = / X'udx (u abhängig von x)
4. Allgemeine Formel:

V=///dxdydz.
5. Für Polarkoordinaten (Bezeichn. s. § 7GJ er-

giebt sich
1 ,,

V = ——/ j r cos (pdfd t/'.

4 71-
n

~2~

n
T
n
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§ 97. Viel gebrauchte Zahlenwertc.

Zahlenwert Logarithmus Zahlenwert Logarithmus

f¥~ 1,4142 0,15 052
3,—
|' 2 =1,2599 0,10 034

fä = 1,73205 0,23 856 fT= 1,4122 0,15 903

y¥= 2,2361 0,34 948 /?= 1,7100 0,23 300

fG = 2,4495 0,38 908 fe= 1,8171 0,25 937

|/IÖ=3,16225 0,50 000 f 10 = 2,1544 0,33 333

2
1

Vg
11

vT
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Zahlenwert Logarithmus Zahlenwert Logarithmus

« = 3,1416 0,49 715 rc 9 = 9,8696 0,99 430

2» = 6,2832 0,79 818 fü= 1,7725 0,24 857

4 3i = 12,5664 1,09 921
s —
yV= 1,4646 0,16 572

~ = 1,5708 0,19 612 — = 0,31831n 0,50 285—1

~= 1,0472
ö

0,02 003 -^- = 0,10132
TT

0,00 570—1

-£- = 0.78544 0,89 509—1
1

-= = 0,56419 0,75 143-1

-f- = 0,5236o 0,71900—1
1

3^ = 0,68278 0,83 428-1

^7i = 4,1888 0,62 209
180----= 57.29578

71
1,75 812

g = 9,81 0,99 167 e = 2,7183 0,43 429

-§- = 4,905 0,69 064 e a = 7,3891 0,86 859

— =0,1019g
0,00 833-1 e" = 20,086 1,30 288

V g = 3,1321 0,49 583 V"e = 1,6487 0,21 715

■-2= = 1,0030Vg 0,00 132 j ; 0 = 1,3956 0,14 476

di
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Selbsig. iRit 33 SüBbilbungen.

132 Serifs ber Biologie ber tfiere II t
Sejicbungen ber Kiere jur orga-
nifibenStatut Bon Dr. feinr. Sim«
rott), Brofeffor an ber Umberjttät
Seipjig. SJtit 35 Stbbtlbungen.

133 DoUstotrtfcriaftsIecjre Bon Dr.
Hart 3ob«. gu4)8, Brofeffor an b.
UntBerfttät fffretburgt. B.

134 Deutfclje Citteraturaef<tji<r(te i.
19. 3attrr;unoerts I. Bon Dr. Eart
JBeitbred&t, Brofeffor an ber Seo>
nifäen £otbfd)ule Stuttgart.

186 Deurfcrfe titteraturgefcrfttrite &.
19. ^atfrcfunberts u b. Dr. (Satt
SBeitbreaH,Brofeffor an bet £edj<
ntfdien $od)fd)ute Stuttgart

136 plrefifalifCffe Jormelfammlung
bon SS. SHabter, Brof. am ®l)in>
naflum in Ulm. SKit 67 ffig.

137 Dichtungen aus mittetr/odioeui-
fetjer Jrürtfeit. 3n Slu8tt)af)l mit
Umleitungenu. äBbrterbudiberauS»
gegebenBon Dr. (ermann Sanken
in Brettau.

138 Slmyttcius Sinrpltctffrmus Bon
$. 3atob (Sbuftoffel b. (BrimmeW-
jaufen. 3n STuSroabl IjrSg. B. 9ßro>
feflor Dr. gf. SBobertag, Sojent an
ber Umocrfität SBreSlau.

139 Saufmämtifcf[es Keinen I »»n
iRicfiart 3uft, ßberlebrer an ber
Offenttidjen 6anbeI8Iebranftatt »er
BreSbener flaufmannferjaft.

140 Kaufmämtifcties 2iect/nen B bon
fRtcfjarbSuft, Dberlebrer «n »er
Cffentli(6,en$aubet8Iei)ranftatt ber
SJreSbenerftaufmannfdjaft

141 tTCotrpriologte, 2lmttomie »ttb
pt)T:fiotogte ber pflanäen. Bon
Dr. SB. SRigula, Brofeffor an »er
£e$nifcben $0(jfc6,ule ftarUrube.
TOit Bieten Stbbilbungen.

142 DarfteUen&e (Seomcrrte L Bon
Dr. iftob. 4>auBnet,Brofeffot «. b.
UntBerfttät ©iefjen. SHtt 100 gig.

145«3efdiicftte ber päbagogtl bon
Dberl. Dr. §. Weimer i. «Biesbaben.

146 Kepetitoriuut nnb ZCufgaben-
fatmnlung 5ur Differentialrecrj.
nung Bon Dr. ftriebr. 3unter,
Btofeifor am SKealgbmnaftum u. a.b.
Kealanftalt in Ulm. 3Hit 42 gtg.

1*7 »er/etitorium unb Jlufgapen-
famtnlung 5. Integralrechnung
Bon Dr. gttebrtd) 3un!er, ^ärofeRor
am WeaTgflmnafiumunb an ber
Sealanftalt in Ulm. Hiit 60 Srig.

148 ^Inanstoiffenfctiaft »on Brof. Dr.
SR.Ban b. Slotgbt in Sriebenau.

149 UTufital. JortnertIeI(re (Kont-
»ofitionslciire) B. SteBban RrebL
I. SeiL SHit bielen Stotenbeitbtele«.

151 Scrintarofeer u. Scrjmarotiertum
i. 6. JCierroelt. «rfte SHnfübrang
in bie tieri((6e Scbmarofterhinbeo.
Dr. granj b. fflagner, a. ». Srof.
an ber Untoetjitat Biefje«. 3Rit
bieten Wbbitbungen.

152 <£tfen - Bütten - Kunoe »an II.
»raufj, bibl- ©ütteningenieur. I.
Seil: »a8 SRobeifen.SHt 17 gig.
unb 4 Safein.

158 €ifen - Bütten - Knnbe »on «.
Äraug, Mol. (fltteningenienr. II.
Seil: Sias Srömiebeiftn. «tt 25
ffiguren unb 5 lafeln.

154 (Btetfctiertunbe Bo» Dr. Jrtifi
Kactia6el in Wien. SKit 5 «b.
bilbungen int Xcjt unb 11 Xafeln.

155 Das Jernf©recr(ti>efen Bon Dr.
Submig Steüftab in Berlin. Btit
47 awguren imb 1 Safet
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