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199 § 1. Potenziernng und Zerlegung von Binomien.

1. a+ b)=2a*+2ab+ b2,
e '2‘3 2.(a+b+ec+t+d?=a’+f 2ab4 2ac+ 2ad -+ b?
nt- :’21)(.. Fabd4c*+ 2¢d -+ d%
f;; 3. (abP=a"+ 3a’b | 3ab’ 1—1)3.
B 4. (a + b)* =a* | 4a° b—]—thb -+ 4ab® -} b*
211 5. Binomialtafel:
2(9 el =]
23 ]
v
i (8==2c2 =}
| |
s A
1 —> 3 —»3—>1
| |
G
1: 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
u; 8 L

(Binomischer Lehrsatz s. § 20.) | 53




Proportionen,

2 e Ul ) a c i
Wenn a:b c: d, dann 1st - = — und
0 i
; 1k ey b:d ¢ oa d: b,
b:a d: « d Al | 1

) hil

b ll = a C 1 D ( .

s :
d [{ #] (1 n.:

In einer Proportion

unter sich, die iussern Glic unter sich vertauschen o
und es diirfen die inneren Glieder zu )
die dusseren zu inneren gem: :
2 ad b e, ]

Das Produkt der #usseren ist oleich dem
Produkt der inneren.

]
lf:n:_;'ﬂu_’hi‘t‘. Sind zwel Produkte aus je zwei Fak- i !

|

e

toren nander gleich, so kann aus denselben eine

gebildet werden, Die Faktoren des el
1

eren, die des andern die

Proportion

Produkts werden die duss

innern Glieder der Propor



Proportionen.

siamsbm=cid, (a:m): (b:m)=0:d,
T am:b=—ecm:d, | (a:m):b={(c:m):d;d haz

[n einer Proportion darf ein inneres und ein
fiusseres Gilied zugleich mit derselben Zahl multipliziert

oder dividiert werden,

| n - T - n,— "0
4 all « hI M e | A e e e By 1
L, al:bn=ct:dm, | Ja: Jb=7}e: J &
+=b7) 3. Korrespondierende Addi
a:fat-b)=-c: (c-d) b:la-+b)=d:(e-Ld).

K u!‘t'nslm[|4‘li<-1'{*1||1\: Subtraktion:

a:(a—Db) e (e — d) b:(a—b) d:(c—d).

\
Korrespondierende Addition und
Subtraktion:

(a -+ b):(a — En‘) = (¢ - (U & [mass- Ll\

)as erste oder zweite Glied einer Proportion ver-

hilt sich zur Summe oder Differenz des ersten und

viten, wie das dritte oder vierte Glizd zur Summe

h oder Differenz des dritten und vierten,
s en Glieds verhilt

Die Summe des ersten und zwei
schen ;

sich zur Differenz derselben, wie die Summe des dritten

1d R - - .
5 und vierten Glieds zur Differenz derselben.
6. Wenn a: a b:b, =c:c,=...= w:1, dannist
(at+b-+te4...):(a,+ b, +e =,..—=w:l,
dem ; dpi e ; . . 5
und (am-+bu-t+ep-+..):(am+bn+cp...)
' ) e S R
Fak- ok ; :
: 7. Wenn &b =0c35d
ine .
: gsshas=lo) d,, dann ist
eilnen . >
| die {'\:L a):(b b)) = (t (d d) und

: (d
lf\:l‘.ui):t\l):hl): (e :{ti:dl).
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Avithmetik und Kombinatorik.

8, Wenn &bt =retd and
a:b=0¢c:x dann ist
X =

9. Stetige Proportion: a:x — x:h.
10. Harmonische Proportion: :
(a—Db):(c—d)=a:d;
stetige harmonische Proportion:
(@—x):(@z—hb)y=a:h.
11, a) Arithmetisches Mittel aus a und b:
a-1b
x=—L.

b) Geometrisches Mittel aus a und b:

X—= llahb:
¢) Harmonisches Mittel aus a und b:
B S
X T 1y 180 — = S ( ;I =
a-b " x 9 A b/
Bei n Gréssen CNE B R
a, - 4+ ...tan n —
a\ P c— ‘_]___‘ i p e NS e >  -— P
e — - b X ] a, ay,
I ) e ¢ i
Es e (el N SRR T
/ ; | IR I s
X n \a a, ap
d) Cauchy's Satz:
i oG v v e e T v L AL T I S0
T i TR £: 0 SO ERPSTRE
] RS TR R

§ 3. Polenzen mit ganzen Exponenten.
L Positive, ganze Exponenten,
[a'=a.a.8
]_ R e a (m Faktoren),

8 heisst Basis, m Exponent, a® Potens




. 8p,

an /

=1

co

a'=a,00=0,11

o 1)'2][ — _E_ 1?
_7&)‘_‘11

B
l E:l.—}J) 20 -

am-+r

a2
-+ '|_1I1
am , af =

1
am + af = 1 ? 4

TR III,

(a [)'] m — g Lm,
\

[ g \m am
( b ) T b’
am — hm
a—b
qm _ hm

a'l.-_—-.b_| a—"h =

Potenzen mit ganzen Exponenten.

= Thal =1 8% =

0

o0

.(— 1)2|1 +1 ——1

!(,
- (b— ﬂ-:i‘“m,!‘iil —p)2m+1=—(b—a)?+1.

_—gm—1 .;- g =

= ;.,)'zn +1 —_g2n4-1

m=r

1 a®—T, wenn m>r

m<r

6. ,‘:‘;tm‘)r — gmr,

2h ,; am—3h2 _\ =l

4 abm— 2 pmo — 1,

= mam—1,

II. Negative, ganze Exponenten.

Erklirung: a— 2 = -

I gt g—% —=gm-—T

1

g m*

g—Mm gr—gag—m +r

l A — T g B a—(m+4r1),

[ Al s g —T = am-+r

;o m . al'

a—M.:q—T_—g—m+T,

_']‘—l'll—l'

(ab)—m=a-mb—m,

1, wenna= 1.







Wurzeln,

8. alb I/ an b,
II. Rationalmachen des Nenners:
n
7 z) a 7 z [ar =1
p
1. = n .
I & & 1
1 a
f
5 7 z() a V')
I a ' b a—Db
/3 3 ] \
Z z\) a® Jab ‘-—[h“l
i b : H 'lJ
I/ a b

0 WEINEE

.

11:*-‘«_-1:-1:«.1‘“1' Fall a-! b =ce.

III. Zerlegung einer Quadrat-Wurzel:

T N/ a e 3 —1I . o 18
- o wobei r = Ja® — b.




14

9
3a’
3 (a4 h)g
3

28%°

10x"
10x® —
10x® —

Arithmetik und Kombinatorik,

IV. Beispiele fir Quadrat- und Kubik- 4. |
wurzelausziehung: |
V1215316 = 854
G — ni R
i 15x°

2a—6|

o
Jo

25 = 2ab -+ b?

o
o

2(a 4 b)=70]2816

2816 = 2(a -+ b)c

144 | 361 | 864 = 354
97 =a’
717361

135 3a°b

295 3ab?

126 —= b?

751486864

147000 =3

— 30x°®
30x7

l‘\‘\.‘.!

6x*

1680 =3 (a
64 =¢*

s

e — H7x® 1 b
— bx® — 3x
- 79x* j 53
Ii\i
T0x*

T0x* - 42x® 4+ 49x*

1ix |— 15x*

9x?
21x

9\




5x"1630x"-180x
--735x"] {41x4-}-345x®

g 5. Potenzen mit gebrochenen Exponenten.

g5
; v n~ o -1 :
Erklirong: at =Jar; alt=al =a 0=
g H
- 11 —
e
= l al = 5 e
J il
{§
o r T r r
1, 1Io=1; 00=0. 4, (ab)p = al LV,
r r r

Sl ] Die D X i
O, at,. gl =at 1. (a:bn=an : bd

LoD T G ‘ R ) X
g gh:gd—at 4, | 0. kil“ g =g " q,

§ 6. Imaginiire und komplexe Zahlen.
Erklirung: | — L=1 (imaginiire Einheit),
| —a—i] a (imaginire Zahl),

a--bi (komplexe Zahl; Normalform).

Wl o
S s

3 1 =1 i-!ll:,‘;‘l
ey o+t
18— — i-lﬂ+2:;__1
14 "5;1 in el
- 9. y—a.y—b=i®Ya b=—Vab; ( —a

]:a: —5 —Va:b.







Kettenbriiche.

6. Die Basis der kiinstlichen, oder gemeinen,

oder Brigg'schen Logarithmen ist 10; die Basis

der natiirlichen Logarithmen, welche mit log nat,
oder log n oder I bezeichnet werden, iste =2,71828. ..

(s. § 21).

e }[',! 8l 0 b o
(. log a i log a=log a.log b.
log b
8. Umrechnung der gemeinen in natiirliche Logarithmen:
10
1 log 10 1
) 110 =log 10 =7—= WEYTI =2,30259...
log e E o
@ 1”‘-, 10
b) la = log a = 1:::’——& =log a . 2,30259.;.

]ng‘ e

Weiteres iiber Logarithmen s. § 21.

§ 8. Kettenbriiche,

1. Verwandlung eines gewdhnlichen
Bruches in einen Kettenbruch:

o 14 1 1 1 1
a ) ] — S — E e —e —_ —
47 47 e ol 1 =
Vi g T
= 9.
d 1 s L
= — - —1———- il
3 3+ -
2 2 —
S

Biirklen, Formelsammlung.

—




die Nenner sind 3, 2, 1, 4.

kil
\-i‘ -
1(4|4

9. Statt eines Kettenbruches k kann man
foleenden schreiben:
o
~——, dessen erster Niherungswert o dessen
0+51% - Swilie
zweilter 1st,
1
3, Verwandlung eines Kettenbruches in
=]

einen gewohnlichen Bruch:

A = N 3
Ist B der wahre Wert und sind [,‘_, g wsf
] ] ¥
die einzelnen Niherungswerte des Kettenbruches
1 :
AR 50 18L3
a, - : 1
a,

Ay +1_ Ar41 Ap |- Ay — 1 -\», ok 1 : A, a,
Bri: aryi1Br4+Br—a'B," &a’'B, sa-+1
s

‘ a a L

Schema:

/‘II

!.J:i-"“
@

N”“H

K.-B



Kombinationslehre.
4 Av_ 1 . Br— Ay.By 1 =(— 1
Ar 1 Ay {1t

BB By B

N Y 5 : S
2 A Ar (— 1) (— 1)
BT B BB aBr
D, Sitze:
T etain a) Die anfeinanderfolgenden Niherungswerte (N.-W.)

eines Kettenbruches sind abwechselnd grésser und
kleiner als der wahre Wert desselben und zwar sind

1 sSA - ’ e .
dessen die ungeraden (der 1., 8. ...) grosser, die geraden (der
-] \ ? P -] ?

4. ...) kleiner als der wahre Wert des Ketten-
bruches, :

Les in b) Jeder N.-W. liegt dem wahren Wert des K.-Br.
niiher als der vorhergehende,
w s f ¢) Der TUnterschied des wahren Wertes des K.-Br.

und eines N,-W, ist kleiner als der reziproke Wert

g des Quadrates vom Nenner dieses N.-W.
d) Die N.-W. eines K.-Br. sind in den kleinsten
Ziahlen ausgedriickt, d. h. Zihler und Nenner sind re-
lative Primzahlen,
Beidd e) Kein Bruch, dessen Nenner kleiner ist als der
121 Nenner eines N.-W., kommt dem wahren Wert des
K.-Br, niher als dieser N.-W.
; § 9. Kombinationslehre.

a. I. Permutationen.
: 1. Die Permutationen aus n Elementen be-
stehen aus den Komplexionen, in denen simtliche Ble-
mente vorkommen ; die Komplexionen unterscheiden
sich nur durch die Stellung der Elemente.
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Die Permutationen von a, b, ¢, d sind in 1

graphischer Anordnung:

abedbacdicabd ﬂ.n?w-’:i :
‘lLL‘MdC badeclcadbldach: Klass
acbd|bead|lebad|dbac! jer
lacdb bedalebda d iJL.:lL‘I zZweit
i:t.[HJc‘l;ﬂ. aclcdabldecab]|
?;1(1(‘1;_1'11—[\‘.“_
9. Die Anzahl der Perm n verschie-
denen Elementen ist:
Pm)=1.2.3...n—1).n
=mn! (,u Fakultit*) {
zur y

8. Sind unter den n Elementen « unter sich gle

Elemente, ebenso ferner g und y je unter si

Elemente, so ist die Anzahl der Permutationen: Ylls
i n(n
P (n) n ! :
(fc 8, ¥) o (V) I |
AN A 1) 3 holy
Bestehen die n Elemente s Gruppen von r und
n—r je unter sich gleichen n, dann ist die
Anzahl :
P (n) n! 1) €
Eiis ten

(ryn—r) rl(n—1
(n)

i=n

= .\ 5 )} vel

4. Irgend zwel Elemente einer Komplexion |

eine Nichtfolge (Inversion), wenn das erste Element ez
hsher ist als das zweite,
Durch Vertauschung zweier Elemente einer Kom-
plexion iéindert sich die Zahl der Nichtfolgen um eine
q

ungerade Zahl.

B




schie-

leiche

leiche

r und

st die

bilden
lement

Kom-

n eine

Kombinationslehre.

IIl. Variationen,

Die Variationen aus n Elementen der rten
Klasse bestehen aus allen Komplexionen, die sich aus

Jé T der n Elemente bilden lassen. Die Variationen
zweiter Klasse der 4 Elemente abed sind:

ohne Wiederholung | mit Wiederholung
ab ac ad Tl e ab ac ad
ba be bd ba. bbb, boel hd
ca eh cd ca eh ce cd
da.. db “de s da o dbde .dd

6. Die Anzahl der Variationen aus n Elementen
zur rten Klasse ist

— 1
Vi(n)=n (n—1) (n—2)...(a—r41)= (lr) .rl(8.§12)
Va(n)=n(n—1) (n—2)...1=n! (Permutationen),

7. Die Anzahl der Variationen mit Wieder-
holun g ist: V‘r (n) =nr,

III. Kombinationen,

8. Die Kombinationen aus n Elementen zur
rten Klasse sind die Komplexionen, die sich aus je r
der n Elemente bilden lassen, wobei aber blosse Um-
stellung der Glieder keine neue Kombination ergiebt,

Die Kombinationen der vier Elemente 8, b, ¢, d
Zur zweiten Klasse sind:

ohne Wiederholung: ab, ac, ad, be, bd, cd;
mit b : aa, ab,acad; bb, be, bd;
ce, ed; dd,

9. Die Anzahl der Kombinationen aus n Ele.

menten zur rten Klasse ist




torik.

Arithmetik und Komb

b, nn—1)(n—2)...(a—r-1) 1 n!
e i S ] T vert
) r! r)  rin—r)! ;
= . ! Y s A mini
Aus den Kombinationen ergeben sich die Varia-
A den 1 1 t gel lie
tionen, wenn man die Elemente der einzelnen Kom- ‘
. . . ents
binationen permutiert, 1
& - . - —~ aer
10. Die Anzahl der Kombinationen aus n Ele-
menten zur rten Klasse mit Wiederholung ist -
: n(n-1)(n+2)....(a+r—1) Det
S e =1 - — = (a-r-1J. Hor
A : ! | -
: schy
ral
u ] ¥ . Y E1C
§ 10. Determinanten,
o bl daz
a ) »
1' Ia- .’ILM —a. b Ri
: ﬂ-. ]i. [V ' i aas
| x » | | -
‘ er b 1 ; ]\3 8 H:_: ik il lr; c, | wobi
(&, b, agilat 2l=a, g 9tV g
g b B M 1 |
| 3 3
Unter der Determinante eines Systems von
n! Elementen &;; 8,, .ccc8n, by by voiibny cvs.s ver-
steht man die Summe J (4-a b, c,...), in welcher
jedes Glied alle Buchstaben und Indices ohne Wieder-
holung enthdlt und welche zugleich alle mioglichen
Produkte umfasst, die durch Permutation der Indices
.quhirtlet werden kénnen. Jedes fn[]t}];llJ-'l isch geordnete)
rlied ist positiv oder negativ zu setzen, je nachdem
Glied ist posit 1 gat tzen, j !
die Anzahl der Nichtfolgen der Indices gerade oder Fak
ungerade ist. mit

2. Der Wert einer Determinante wird nicht ge-
indert, wenn die Vertik

als Horizontalreihen und

umgekehrt geschrieben werden,



{aria=-

Kom-

1 Ele-

1Y
)

3 von

ver-
(_‘-[l‘ill’!‘
Teder-
lichen
ndices
dnete)
chdem

y oder

ht ge-
n und

Determinanten, 03

3. Werden irgend zwei Parallelreihen miteinander
vertauscht, so #ndert sich das Vorzeichen der Deter-
minante,

{, Sind in einer Determinante zwei Parallelrethen
entsprechend gleich oder proportional, so ist der Wert
der Determinante gleich null.

5. Regel von Sarrus: Um eine dreigliedrige
Determinante zu entwickeln setzt man die beiden ersten
Horizontalreihen der Reihe nach unter die letzte; alsdann
schreibt man die sechs Produkte an aus je drei Elementen,
velche auf denDiagonalen desQuadrates und auf Parallelen
dazu liegen, Dabei ist den Produkten, welche in der
Richtung der Diagonale des Anfangselementes liegen

das Vorzeichen -, den andern das Vorzeichen — zu
geben,
"f
c’ .ft |
1 =a,b, 0. +a, b, e+ a h: o,
G P b, 0, —a, b, o, —a, b, ¢,
‘ [Man kann auch die beiden
A ‘ai ersten Vertikalreihen hinter die
| 2 letzte setzen und dann ebenso
2 gl & 2 entwickeln.]
%

6. Bezeichnet man in einer Determinante A den
Faktor von a, mit A, (Unterdeterminante), den von by
mit By, dann ist

Ad=ga A, Ja, A +.....+ 8nAn

1 1

veo=bnBn
e svy Terner ist,
b A +4b, A-t...bpAn=c A |0, A+ FenAR=0.,
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7. Jede Unterdeterminante ist wieder eine
Determinante. Die Unterdeterminante zu einem Ele-

ment, das in der iten Horizontal- und der kten Ver-

tikalreihe steht, wird erhalten, indem man die Hori-
zontal- und die Vertikalreihe, welche in diesem Element
sich krouzen, durchstreicht und die dadurch entstehende

iert. Hieraus er-

Determinante mit (— 1)1k multipli

giebt sich die Entwicklung einer viergliedrigen
Determinante, u. s. f. Is ist also:
a b oc d|

1 1 | ’
|("t_‘ ll.‘! C, s}_, | : {'- E]
| l=14q . I'hleid
: 2 )
by il
‘h] c, d, b, e d, ‘
=+ a, | b, ¢, d, | — a, b o ‘l.‘]
g Y Mg g Cal
libyie, di bt ds]

8. Wenn alle Elemente einer Horizontal- oder einer
Vertikalreihe mit demselben Faktor multipliziert sind,
so ist die Determinante mit diesem Faktor multipliziert.

2B, ka b, ¢ a b, c |
ka, b, ¢, | =k. [a, b, ¢,
ka, b, ¢, a, b, ¢

Sind alle Elemente einer Reihe 0, so ist die ganze
Determinante gleich null.

9, Wenn jedes Element einer Reihe eine Summe
zweier (rossen ist, so ist die Determinante in die
Summe zweier Determinanten zerlegbar; z. B.:

| : .
By —:_ % bl 0 ‘ &y }'jt 0 I
| 8T e b e | =|n, by ¢ 2 Dy
a.+e b, |

oder: (::ll

ande

liebi

eiU{’

min
I{"|_
die:

leg:




eine
F‘,]l“
Ver-
{ori-
ment
ende
|8 er-

gen

einer
sind,

ziert.

zanze

imme

1 die

Determinanten,

Bestehen die Glieder einer Reihe aus m, die einer
andern aus n und die einer dritfen aus p Summanden,
%0 ist die Determinante in m. n.p Determinanten zer-
li:g}'l ar.

10. Der Wert einer Determinante bleibt unver-
findert, wenn man zu den Elementen einer Reihe be-
liehige, gleich vielfache der entsprechenden Elements
einer parallelen Reihe addiert; z. B.:
|a, b, c +ka
a. b ¢
Ia;]n; [

Vo eail
5 Jag |

11. Wenn

192. Wenn alle diejenigen Elemente einer Deter-
minante verschwinden, welche m Vertikal- mit n — m
Horizontalreihen gemeinschaftlich haben, so liisst sich
dieselbe in das Produkt zweier Determinanten zer-

legen; z. B.:

[ |

a |

Ly LA o d,

| a by » d
0 = e s ||leg ld,
0 i oy




Arithmetik und Kombinatorik,

e Determinante kann auf fol

nde Weiso

o

1128
: b Fa |
b, e Uil a
\“.. G, = |00 a, 1
b. ¢ 00 a b
3 3 2

Wahrscheinlichkeit fiir das Eint

reffen elues
giinstigen 1 t
W= ;
m
fir das Nichteintreffen
m— t
u=- - = !—\\', aliso
m
[. w-}nu i
2. Ist bei m moglichen Fillen w, — -~ die Wahr-
2 : m

scheinlichkeit fiir das Eintref

en des Hreignisses E,

und w, = -* diejenige fiir das Eintreffen von B,, so ist
m 2

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass entv
E, eintrifft:

ler B, oder

II. W
3. Die Wahrschein
E, B

ot

ass mehrere Ereignisse

(oder nacheinander)
eintreffen, ist:
TR

4. Die Wahrscheinlichkeit, dass von zwei Erei

= W, W, . W

1 2 g oree

en B, und E, das erste eintrifft, ist:

IV. W




lichen
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Ul[l'l')

Trolrr=
urels

Binomialkoeffizienten.

5. Soll von zwei Ereignissen E, und B, eintreten:

R : >
a) B und E,, so ist W=w,  .w,3;

LY E,, aber nicht B s0iast W= (LHi— W,);

¢) E, nicht, aber B,, so ist W=(1—w,).w,}

d) Eines, aber nicht beide, so ist W=w, (1— w,)
- (1—w,) . W, ;

e) Hochstens eines von beiden, so ist W L— w, W3

f) Wenigstens eines von beiden, so i W=w - W
W, Wb
g) Beide oder keines, so ist W=1—w, (1—w,)
— (1 —w,) W,3
h) E, n mal, E,m mal in bestimmter Reihenfolge, daun
ist W =w,2.w,M; ist die Reihenfolge beliebig, dann

st m)!

§ 12. Binomialkoeffizienten.
(n—r-1) [-'n\

gelesen ,n iber r¥, heisst Binomialkoe ffizient.

nn—1)(n—2)..
e

1. Der Bruch

i1 : n
9, Ist n positiv und ganz, so wird ( )-“— 0, wenn
; i

L z L n
r>n: ist aber n gebrochen oder negativ, s0 wird L )
g = "

{fir keinen Wert von r null.

(E)=ns ()5 ()=

\ / 1
3 (11) L n j Sl
. . 3 T ST L
I n—r, (n—r)lr!

4, (’H 1 Lj i {T) 52 (ri 1)'

\ \




Reihen,

S e R ) (=T fa= ‘lf’r‘] peri
5. 4 - - | =
- l_:J \r/ \\ Y L-_ r T
o ‘i:] A u‘.‘ ‘-" m Y ny o m 1
. - [ ) {
b ) Vo) " lr—1J\1) " \e—3/\2/
\ /
T [‘m-‘! n \, (m) )
Eh e — 1) o) \r/
A II. Abschnitt,
3 A. Endliche Reihen,
§ 13. Avithmetische Reihen erster Ordnung.
at-d, a--2d, ....a+@m—1)d.
1. z=a-1(n— 1._i'|.
- n (28 (n n .
2.8 = 5 = o — in
§ 14. Geometrische Reihen. err
1 ry

Reihe: a, aq, aq® ag*....aq?
1. z aq"

a(qgl—1) qz—a

2. Bi= - = g ;
¢ g—1 q—1 nte
3. Ist n » und 0 < q < 1, dann ist { A Ja
i [
1 X e Bt P R SO Ve
4 1 X = Min |
3 wobel <
‘ b | i
1 L} = e . —

gl

1

& T

urspriino-

§ 15. Zinseszins- und Rentenrechr

- . . |
Zinsfuss p%,, Zinsfaktor q | =1+

-
D

i)
100/
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Zinseszing- und Rentenréchnung.

s Kapital a, angewachsenes b, Ziahl der Zinse
perioden (Jahre) n, Rente r.
1. b=aqt (’/ﬁius‘vﬁ'f,ius{h!'n:(!]).

(gt — 1 X
2. b=aq® 4 ]-t 1 = ) (erste Renlunfm‘nlu'l).
&L q —
r(qt—1) e e
3. o —1—]— (zweite Rentenformel).
q—
pq(gh—1 ‘
4. b= Ta\q —i—r)— (dritte Rentenformel),
ll e

\

. S :1‘_"_—-1 okt s 1
e, g ‘lglk] ti“)'

E/ Ti= 77] e

bl TR i (n=cc)
n=t

6. aqn P aq __1

=A100 q—=1"

1. Giebt den Endwert an, auf den das Kapital a
in n Jahren durch Zinseszins anwichst,

9. (iebt den FBndwert an, den a durch Zingeszing
erreicht, wenn dasselbe am Ende jedes Jahres noch um
r vermehrt oder vermindert wird; wird a in n Jahren
aufgezehrt, so ist b=40.

3. @iebt die Summe an, welche bis zum Inde des
nten Jahres erreicht ist, durch eine am Ende jedes
Jahres erfolgende Zahlung r.

4. Stellt denselben Wert dar wie 3, wofern die
Zahlung r am Jahresanfang geleistet wird.

5. a ist das Ablésungskapital (Mise) einer
n mal am Jahresende wiederkehrenden Rente.

5. a Ablssungskapital einer immerwihrenden Rente.

6. Amortisation. Die Gleichung giebt die
Bedingung an, unter der ein Kapital a in n Jahren
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durch Verzinsung mit p, ) g werden kann, wenn
: . 3

der Zinsfaktor (bei dem iiblichen Zinsfuss p) q ist.

§ 16. Arithmetische Reihen hoherer Ordnung.

I Reihe: ¥y y Y, y OO T

0 J1 J2 J 3

erste Differenzenreihe: Ay, Ay, 4y, A4y, ....
zweilte 5 Ay Ao SAT

dritte “ ASY ATy R Zahl

r+ly — Ary I y vy
-j B .‘m"J .\m-;-l_—-‘l Y m. l~ 1
Ist die rte Differenzenreihe konstant, so ist die Reihe werty

von der rten Ordnung. tisc]

2. Bestimmung des allgemeinen Gliedes: rla,
n\ o e R S
A Yo =XYo .’c‘;l ~’—l.‘l‘u'." [)l Ll“)r:'i' |.=.{J".‘|.|
» \1) \~/ \o» /

)\
o ! Aty
L e (l”_i_\(.,
Wenn die Reihe mit y, anfingt, dann ist:

: Cfn—1\ n—1}\
Yn .‘l"( I 1 1 I]"l-\‘: ] {\ 9 f 1 k o _)l'l C'L

{-u—l} Ary

Drei

‘\rit‘l‘

3. Summe der Glieder von y, bis zum
Glied yn (einschl):

: n--1 ALY e G Y Liin]
Pn = { 1 j."c?"'t\ 2 }—1.‘“ i |l ‘ T

(:ll ;].‘.1'!\'.. drei

oder Dbei der zweiten Bezeichnung:

4. Sitze: a) Das allgemeine Glied einer Reihe

rter Ordnung ist eine Funktion rten Grades in n.
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Arithmetische Reihen hoherer Ordnung.

b) Setzt man in der rationalen ganzen Funktion
) £

¢ (n)=a, 0’ 8, nt-1-- . ...+ an
welche in Beziehung auf n vom rten Grade 1st, fiir n
der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2..., so bilden die

. eine Reihe rter Ordnung

Werte QP (0), P (
mit der Schlus 3
¢) Setzt man in ¢ (n) {ir n nach einander die

Ziahl \
4GNLEL ¢, & 7

b=l i gy welche eine arithmetische

Reihe erster Ordnung bilden, so bilden die Funktions-
werte ¢ (o), @ (e +Dh): ¢ (a2 h) ....eine arithme-
ti Reihe rter Ordoung mit der Schlussdifferenz
221! LT,

- o - 1 ; i

5. 1*+2"1+3*+ +n 2n+4+1)(n—41).n

[
bl e s RN e s (n--1)%.n%

6. Figurierte Zahlen:
a. Polygonalzahlen:

Dssicckepahlony'l 3 610115 81,4 (“)-:-
Xy : fmNL
Viereckszahlen: 1 4 9 16 25......+ ( ) }

Piinfeckszahlen: 1 5 12 22 35 1. (1)
b) Pyramidalzahlen,

dreieckige: 1 4 10 20 35.... |
A

. : S sty it

viereckige: 1 5 14 30 ;'\,)_,_,1k )4 )

: ( 1
funfeckige: 1 6 18 40 75.... ( 5 )

e —




§

Interpol:

1 st 1 D
I

arithmetischen ethen,

1. Einschaltung
rithmetischen Reiherter Ordnung,

Sollen bei einer ¢
gben ist durch die Formel

deren allgemeines Glied gey

16,) zwischen je zwei Glieder p weitere Glieder

s die neue Reihe wieder

Itet werden, d

50 elng

eine Reihe rter Ordnung ist, so geschieht dies, indem

man in dem Ausdruck fiir das allgemeine Glied fiir n

|-'. ii 1 )
. 7 ] 1‘:_ 5 1 1+ 1
pt1 p-i=1 gy e 5
1
= L) 2
: ? p+1
3 lifferenz der neuen Reihe ist
foed
{ Yo

\p
ist es zweckmiissig nur soviel tlieder der

Hiu

neuen Reihe zu berechn

, dass sich daraus die An-
yen und dann die

finge der Differenzenreihen er

Reihe von der Schlussdifferenz aus weiter zu berechnen.
9, Einschaltung bei Versuchsreihen.
Yo
-t v
i e e v T
(x, X,) (X, o ) : Xn)
Y » ind '] , lia o - - - FOa
Hierbei sind y,, ¥, die zu X, X, Zy... &

nnt, dassdie zuni

horigen Funktionswerte. Ist be

unbekannte Funktion y = £(x) fiir alle Werte zwischen

S - y .
1ze Funktion von hichstens ntem Grade

X, u. Xpeine

ist, so ist sie durch Lagrange's Formel vollstindig

bestimmt; andernfalls liefert letztere eine Anniherung.

i:t'i.‘«-

begr

gent

2l
auso



hen.

ng,
srmel
ieder
t.a

leder
ndem

fiir n

== l"

T tlcl'
3 An-
n die
shnen.

1.

ischen

Grade
tindig
lerung.

T:lh'!‘l\ulflﬁnn.

b. Newton's Interpolationsformel:

B. Unendliche Reilhen.

g 18. Konvergenzbedingungen.
1. Eine Reihe sp=a,+a, 2, 1t ... -+ an
heisst konvergent, wenn die Grenze vou sp bel un-

begrenzt wachsendem n eine endliche Zahl ist.

2. die abnehmende geomelrische Reihe ist konver-

gent, also 14+ x4 x*+x"- ... ist konv. weun der
absolute Betrag von x < 1.

3. Hine Reihe ist konvergent, wenn sie von einem
bestimmten Glied an konvergent ist und kein voran-

gehendes Glied unendlich gross ist.

4. Eine Reihe ist konvergent, wenn jeues Glied
derselben kleiner ist als das gleichvielte einer konver-
geuten Reihe,

5. Erste ll_nu;utknnvvrganzbadiuguug:
Eine Reihe von positiven Gliedern ist konvergent, wenn
von einem bestimmten Glied ab der Quotient aus eiuem
Glied und dem vorhergehen < 1 und weun auch

(Frrpabilinns | (e S0
&n h=®

Burklen, Forwelsammlung




Reilien.
Ist der Grenzwert gleich 1, so kann nur ei be-

sondere Untersuchung iiber Konvercvenz oder Dive

entscheiden.

6. Zweite Hauptkonvergenzbedingung:

Eine Reihe mit abwechselnden Zeichen konverciert,
wenn die (Glieder von einer bestimmten Stelle an ab-
nehmen und lim a, =0

(Bei einer Rethe mit gleichen Z

o

Jedingung notwendig, aber nicht hinreic

7. Jede Reithe mit negativen oder abwechsel:

Gliedern 1st konvergent, wenn sie konve:

man alle Glieder llu\.itl\‘ setzt,

8. Eine Reihe heisst divergent, wenn lim sy
nicht endlich ist. Dies ist u, a. der Fal
nicht Q 1ist.

nn lim an

§ 19. Satz von der Koeffizientenvergleichune.
[st
;\ ;\l,\;

i -Ax4-A x*+...=B 1B x{|B x*|B,x*}

1 2 . 3

1!1111 .':‘iild iw‘lxln_’. [::_‘”]l'“_ l{HJl\'i'I"Q"'“j_\ s0 ist

A,=B,A =B, A

0 0 1

Dieser Satz dient zur Entwickeluns von Funkiio-

nen in Reihen.

§ 20. Binomischer Lehrsatz — Newtonsche Reihe.
A+r =1+ ") x4+ (D) x"+oo o+ (V) x4 oo

Fiir negative und gebrochene Werte von n wird
die Reihe unendlich. Sie ist konvergent fiir

1>x> —1; ferner fiir

Xx=-1+1, wenn n > 1

x=-—1,wennn >0

6.

e




rgenz

Inden

falls
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wird

Exponential- ete, Reihen.

i o N i — b \"“
(a- h)n = nn(l -+ '.1) ::‘-\] e Th)i a>h

7y

= Sl j o) { =l h? ; 1‘\["‘ : \
it &(l‘;”‘d"') i % 2 ';L""T(i_;nil: /'

Beispiel : 1

Ist b gegen a sehr klein, dann ist

: b i :
L h=at-— (Nédherungsformel);
&8
< . b
a’-+b=a1T57 "
: — 34

§ 21. Exponentialreihe, logarithmische, trizono-
metrische und cyklometrische Reihen.
_ P S e R Ay :
1.er‘-'--lwf'““;—r?!-;—:_;!- oo —w<x<+w
1 1 B 1\n
e=1-1 i 4+ —1...=lim (14
e 9! 3! n /n=uom
= 2,7182818284 ....
ol Sl xla  (xla)* (xla)
2, ax=pXln—=] ST Bt 31 Fo..—®w<x <+ w
e ) x S s 25
o L(1-4-x)= TR Y o el A AL e < - i |
X x* ) 3 iy
4. Il —3x)=————5— o — . l>x>—1
b i 4
L% R
1’ = Z.],.\I ] = i ';'...]1 = s =g oder
1l —x | 3 5 J

(z—1 , 1 {z—1}\* 1 (’z---l"" ‘ ]
o Ly L 5
lz ) o T R Lz;l) eIl \:f.-i-l) LAY

0< Z2< ®

T T LR ( . )

“12a-+h 3 "\2a-+h
\ |

|

|

h 1 1 SRS i

log (a-+h)=1loga-}2 S e )4*‘
it mdops 2 g (2;1—\—J1, ey
o<a<-t+ou—a<h<-

x

T T
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Reihen.

W

7. TUebergang vom natiirlichen zum Briggschen
Sytsem :
ll’w‘;_" Z 10
10 =z logz. 110=12

iz

Wt = 1g%

M,.lz

) : 1
M,, = Modulus des Briggschen Systems =
- 110
= 0,4342945 . ... (s, auch § 7).
1 A x xf( X x.': : i
bIHX—]!*:H -1 0 o s I X arcx
2 4 ] i
X X 3 y
a:(;sx--:l*q,---_l,—b.r J x <x <+ m®

9, cosx}1sinx —elX

cos X — 1 sin x = e —IixX

| sinx

10. eP — P +2Lk®7i. o2k i

1l. [3t,u\':cx —pX -2k IT-I?

ly=x+

—1, ekt ml—_ 4

50 ist

2kni,

(—1)=Q@Qk+Dai; I(—y)=Ily +@Rk+ 1)zl

Ist y 4 iz= 1'u(‘m, 80

ist

Iy t+iz)=Ir+ (p+ 2ka)i.

und

Seite

nomi

die

umg
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Eoice i, 1 g o W Cxie i ER0D 5 D
are sin x =X —-2 3 :;, - :24,5,], ,\_} 4 8
T +1>z> —1
7

XD A 15 e

arcte x = x ———-4 c—— L, T ==

= 3 5 7 ke
(Lieibnizsche

T 1 : 1 1 : i
& ﬁ"“‘lglz1*’3"i"5-—7—r.... Reihe.)

Zur Berechnung von # kénnen folgende Reihen

und Formeln beniitzt werden:

T

3 5

g iy ;

e iy T i S e I O e AUy

T ey = TR L adiae
BIL e TS el 1 1 1 1
Mk o) R S R o e |
¥ o, . 1 o ] > ul 1

[ = aretg o +arcty 5 =arctg 5 + arc tg

=i b

r ety —
- arc tg 3

1
= 2arctg 3 T arc tg T

III. Abschnitt,
Gleichungen.
22, Gleichungen ersten Grades.
a) Umformungs- und Versetzungsregeln:

1. Jede Gleichung bleibt richtig, wenn auf jeder

Seite dieselbe Operation mit derselben Zahl vorge-

nommen wi !'l] .

die andere Seite als Subtrahend gesetzt werden und
umgekehrt.

2. Ein freier Summand der einen Seite kann auf
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Gleichungen.

3. Eine Zahl

Seite ist, kann auf die andere Seite als Divisor der-

, welche Faktor der gesamten einen e) |

selben gesetzt werden und um gekehrt. -

4. Eine Zahl, welche Potenzexponent der g

I-

einen Seite ist, kann auf die andere Seite als Wurze

exponent derselben gesetzt werden und umgekehrt.

b) Gleichungen mit einer Unbekannten.

b, Aus | x+a—=bh 1‘1r}-;f. =D a

| == b 8,

| &)
ax TR o —
a
X
— 4 L ab
a
n—
[ XL — RN [ a
l n,
fx=a , xz=am

e2iKna [ fx =0 toletx =10

a(x—b)=0 ;'n];;{‘ x—h=0
(x —a)(x—b)=0{folgtx —a=0u.x—b=0
( ax-+ bx =cxfolgtx =0
| a (x—h)tc(x—Dh) :(h,‘:—h:\ ffllgl x— b=0. dies
Ist die linke Seite einer auf null gebrachten
Gleichung ein Produkt, das x oder Ausdriicke in x
als Faktoren enthilt, so ist jeder dieser Faktoren gleich
null zu setzen,
Kann eine Gleichung mit x oder einem Ausdruck,
5 1
eben

der x enthiilt, durchdividiert werden, so ist x, bezw.

dieser Ausdruck, gleich null zu setzen.




inen

1.{L‘l'-

nten
rzel-

-
]
o

y=A)
chten
in X

rleich

ruck,

JEZW.,

¢) (Gleichungen mit zwei und mehr Unbe-

Gleichunge

n ersten Grades.

kannten.
7. Aus { ax-t+by=c¢c
B e S 'f‘_,fn}[_"t
¢ —ax
& b !
0, — o
ye——a '—, daher
1
i ¢c—ax ¢ —a x (Gleichsetzungs-
T b, 7 methode),
II I T i 1P (Einsetzungs-
L2 T b, ¢ methode).
T11. a b, x bb, y= cb,
a,bx-+bby=chb
X('Ellﬁw—&_lxlr’i ch, — ¢ b
eh, —e¢, b
%

(Kon

ab, —a, b

ibinationsmethode),

IV axt+by=c¢ | m

2) ax+hy=—c

3) (am—-a, )x-+(b

m-Fb, )y=cm--e¢,,

b
getze bm -+ b, =0, so ist m = — b'—,
dies in 3) eingesetzt giebt

 ab \ ¢hb

1 1 1
— Jeig Jar == - L ¢, , oder
( b ‘,J h ' Y

S S I
(—ab, a,b)x=— by=eb

ehenso

AT
VLS

wird y bestimmt.

thode der unbest.

¢b, —¢, b
e S 2
ab,

ab’

Koéfficienten von Bézout.)




20 stellt man durch zweimalige Elimination derselben 21
Uubekannten, z. B. von z, zwel (leichungen
Unbekannten und dann hieraus eine Gleichung mit
einer Unbekannten her. — Bei Gleichungen mit
vier Unbekannten eliminiert man dieselbe Unbek
dreimal und erhilt dadurch drei Gleichungen mit
Unbekannten u. s. f
9. Losung durch Det i
ﬂwx" li\ '\‘;‘/ 11!
a,x -+ by - = D

Durch Multiplikation mit den angeschriel

determinanten und Addition folgt: b*—
A +aA +aA)x=dA +dA,+dA, also |

t}‘ A d,A,d,/

a A +a A, +a A, fole

Der Nenner ist die Determinante 4 des Systems

linken Seiten. — Fiir y und z folg

a
a,

X =

Die /

erhiilt, wenn man in 4 der Reihe nach a, a,, a,, dann

dhler sind ebenfalls Determinanten, die man

7

b, b,, b, und ¢, ¢

10. Die Bedingt

von n h~—.ogenen Gleichunger

durch d.,




iten:

1]ben
Zwel
mit
mit

wnnte

nter«

1s0

man

\Lfl!l}l

tehen

Gleichungen zweiten Gra

e 1.1
0 1st :iul)2
0 a. byc,

ax-+hytez=0 [ bye

ax-t by
a,x - b,y -

§ 23, Gleichungen zweiten Grades und Exponential-
eleichungen.

a) Mit einer Unbekannten.

1. x a
| a.
2 ax*+bx+ec=0
e —_h-BT—ZAa%
Ry

2a
Die Gleichung liefert:
9 yverschiedene reelle Werte 1
je nachdem b*—4ac= 0.
' <

2 ;‘lw'it..iL‘, 7 n

9 verschiedene imag. .
Lb:— 4a¢ heisst Diskriminante der (Gleichung.
. ._].7'! I|‘l1"f7-1\5 -

[stia—1; 80 wird x=~—— @ & 9 hierans

3 Sind x, und x, die Wurzeln der Gleichung

1
L bx-+c¢=0, so ist
Py o L S ¢ .
- S b: x, .x,=¢
Die Gleichungen x*+ bx +c¢=0 und x* —bx+4c¢=0

haben cleiche aber mit entgegengesetztem Zeichen ver-
schene Wurzeln.

4. Die Gleichung

1 , T : =

x - - =a - hat die Wurzeln SR oy = =
X ©
1 1

S =8 — ,, = % ¥ = i




S Rl BOUE 8 ‘
9. Gleichungen, die durch Einfiihrune einer
neuen Unbekannten oder durch Ferlesuns a
(qnadratische zur ihrt werden kénnen:
1 ax* b x ( (), setze X° r
J_ C 0, .3
53k ( Lk X
7. B} e 0 Y
»
3 m
4] £ (), . 1 xI v
6. -« 0, u* ¥ (g 28¢.)
7. (x4 g=1} ) X g =y
o | 1 X 1 )
(oL =8 U, '
\CX { (1 i

7. Symmetrische Gleichungen:
1. ax*+bx? ‘

I z--1=0 und IL a(z®—x

L2, :lx': bx'+4-cx*tbx-4a 0,
1) / A
| J b x4 | c—10;
b & \ LI -
el
setze x - -
= ¥

3.ax’bx*+ex®lex?
a(x®*}-1)4bx (x?

Abspaltung von x-}-1=

symmetris

vom vierten Grad.
b) Mit zwei Unbekannten.
(Gleichungen mit

zwel Unbekannten kann keine allcemeine, einfache Me

Fiir die Auflsung quadratise

thode angegeben wer

ner der

n, da die Elimi n e

Unbekannten im allaemeinen auf eine G

hung vierten

(irades fiihrt, (Ueher die allgemeine Be

ndlang

Grad

die

entst

deru

s
aie

dies¢

stem

oder

1
auclt
bei
v
1][‘I1\
wer
¥y «
v

(Glei
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Gleichungen zweiten Grades und Exponentialgleichungen. 43

5.§ 25, 14) Es ergiebt sich jedoch in vielen Fillen,
in welchen die eine der Gleichungen oder beide nicht
alle méalichen Glieder enthalten, die Schlussgleichung
als quadratische oder sonst losbare. In jedem einzelnen
Fall ist nach Massgabe der Eigenschuften der vor-
liswenden Gleichungen zu verfahren, Die wichtigsten
Fille sind:

1. Die eine der beiden Gleichungen ist vom ersten
Grad: man driicke eine Unbekannte aus und setze in
die andere Gleichung ein,

9. Durch Elimination der quadratischen Glieder
entsteht eine Gleichung ersten Grades.

3. Es lisst sich eine Vereinfachung durch Abson-
derung eines Faktors erzielen.

4. Die Einfithrung einer neuen Unbekannten in
die eine Gleichung bewirkt, dass dieselbe nur noch
diese TUnbekannte enthilt, oder es wird das ganze Sy-
stem durch Einfithrung neuer Unbekannten vereinfacht.

5. Durch Addition und Subtraktion, Multiplikation
oder Division der beiden gegebenen Gleichungen, oder
auch durch korrespondierende Addition und Subtraktion
bei einer derselben, entsteht eine Gleichung, in der far

X : :
x-y, x—y, xy oder — oder einen sonstigen Aus-

.

druck in x und y eine neue Unbekannte eingefiihrt
werden kann.
6. Die Gleichung ist homogen; man dividiert mit

| X
y? durch und bestimmt i

7. Bs kommen ausser dem Absolutglied in jeder
(leichung nur guadratische Glieder vor; man eliminiert




Gleichy

die Absolutglieder, so erhilt man eine homog
chung. Oder: Man bringt die quadratischen Glied
nach links, dividiert die eine Gleichung dureh die
andere, dividiert dann Zihler und Nenner durch v

setzb — =t und bestimmt t.
=
8. Man kann z. B. aus x*-Ly?=a, 2 xy—=b durch

Addition und Subtraktion der zweiten (x+y)P=a-+b
und (x—y)* = a — b bilden und hieraus x -I- ¥y und

X — y bestimmen,

¢) Exponentialgleichungen (logarithmische
Gleichungen,)

1. Grundaufeabe:

af=h:

£y

1, ax ar; x )it
: { b\m
2 ( : [ | i Xx=—m,
i}
a \Xx e lor ¢ — lood
8 (3] = 45 a=pme—le
b .
\iib: d log a — logb
m--x n-4x
4, (ab) DX —g bhr+x,
Logarithmiere, sammle die Glieder mit x
nach links, die ohne x naeh rechis, und lése
nach x auf.
B ahx " (d T SR e L N T
5 b ¢ ( y—*) = e; setze und bestimrie

ichst N bhx




lurch
.+ b

und

it x

lose

mrie

grossten Ganzen.) Beispiel:

Diophantische Gleichungen ersten Grades.

6. aX T"E"‘\': q—hx-+ m_‘i.],.\; 1
a¥ (aP - al) = bx (bm-{-bn);
[ a \X pm - pn ;
t ) = ———; hieraus fulgt =.
‘]I aP i al =
7. x'xlogx=Dh;

rlogx-+logx . logx=1logb, setze und bestimme

y=logx u. s £
8. log (ax+ b) 4+ log (cx - d) = m;

es ist log ( (ax -+ b) (ex + d) ) = m, also
(ax - b) (¢x+ d) = 10",
woraus x folgt,
9. axby=p, *dV=gq;
logarithmiere und bestimme aus den erhal-

tenen Gleichungen logx und logy.

§ 24. Diophantische Gleichungen ersten Grades.

a) Mit zwei Unbekannten,

1. Buler'sche Methode. (Absonderung der

61x + Ty = 1000
1000 — 61 x 2x—1,
y=— =148 —8z + =

X = i _:_—l— =3Ju- > ; : (=w)
=2V M— 1, also

) I'i‘v—.)_?'_};l:?\- 5L
1000 — 61 (Tv—3)

i

=169 —61v.

y=




Gleichungen,

v W L ol 2R
e e
0 | —3 169 I 108 ] 47
1 4 108 | sind also die brauchbaren
2 11 47

Werte fiir die Unbekannten,

2, Kettenbruchmethode von Lagrai

128

i O by =c¢ gegeben, so setze man

2. a,x-+ b y=t, dann folgt:

]rl c— Dbt

= T b, = ;1!_' b’

A at—a, c
Jis ab, —a, B

s x und y sind dann ganze Zahlen, wenn a b, — i b= 4-1.

o . a

Dies ist der Fall, wenn ,bl, vorletzter Niherungswert
1
L e - a
des in einen Kettenbruch verwandelten Bruches i
)

(s. § 8,).

Hlf[-_‘-]![l'.]: 1.6l x Ty =1000

Niitherungswerte des in einen Kettenbruch verwandelten
o

g1 SRRy
Bruches el sind: -, —, ==, -, also

st

Tt 7(429 — t)— 3

=¥v—3
t—26x 429—v—182v-+ 178
= et a5Y o 3

= 169 — 61 v.

v
X
v
J

ax

\'l\ili
man
Z Ve

(.fi[ll'

4+
Qle

1
teilb
a b«
¢
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iten,

e:

lelten

hohere Gleichungen.

v 0 1 2 }
= (L T ETT N 0 |
. |— 3 21 00 1 N e Res.: G
e il e it TN
y 169 | 108 | 47 |— 14
3. Ist x =p, y = q eine Einzellésung der Gleichung
ax+by=e¢, s0o st x=p-+bt, y=qF at die allge-

gemeine Lidsung.

b) Mit dret Unbekannten.
4. Man

chungen eine der drei Unbekannten, =z.

rebenen Glei-

eliminiere aus den zwel

B. z, dann lése

man die erhaltene Gleichung nach a) auf und berechne
z vermittelst der erhaltenen Werte von x und y aus

einer der gegebenen Gleichungen.

§ 25.

1. Hat f(x)==x0 4 a x0—1-4 g xn-24, -at={()

Allgemeine Siitze iiber hohere Gleichungen.

die Wurzel x =, so ist f (x) durch x — & ohne Rest
teilbar.

2. Eine Gleichung nten Grades hat n,

aber auch nur n Wurzeln,

3. Sind @, @, ... ep die Wurzeln der Gleichung

) 0, sa 1st
fX)=(x—a1) (x — @)....(X—a,) und

4. Symmetrische Funktionen der Wurzeln:

- N leen) s
. an) (e, 42—+ - - - —}an)}

.-4.r:n) =0 a e 4 e

T o

1¢n;




Gleichungen.

nege

> ) -
dy —_‘:I\.!’/I,a,‘.‘.(:[,- 0 o LA e =
a, ¢ 2= &n L %1
al (— 1), oty s Cgeees On.

Newton's Formeln fiir die Potenzsummen der

\)' u:',’,l'i!'.'_
sind r

pelsl man a,*- (A B el &= Bk, 80 1sL 1
verse
7 8, T 3 0
L& 8 2a 0 t
A 1 )
a 8, a U
R a

Allgemeine rekurrierende Formel:

Sp+ 8,8 —1-8,8 24 -.... T 8r—n U,
8 sie 1st auch noch 15t 8¢ o. |
reelle
Uuai:hiiug‘ Die |
a 1 0 0 slets
‘ Temeaaat B
& 8y a, Ll eaiy 0| d
e [ .
Br—\ 1 o, a, a, « 0

I @ al v N

rar ar—1 4ay

Um aus den Potenzsummen der Wurzeln die Koetli-

(
zienten der Gleichung zu berechnen hat man: )
BiCh £
8 1 0 (8] 8]
s, 8 2 0 ol chung
Y . 2 ) i g
F 3 U
A § - : =
y |
‘ Br Sr—1 —32 °r 3 e o . U

5 Satz von Descartes, Kine Gleichung

reellen Koeffizienten hat hochstens soviel reelle positive soll d
Wurzeln als Zeichenwechsel und hochstens soviel reelle T




Loeill-

g mit
ositive
reelle

Alleemeine Siitze iiber héhere Gleichungen. 49

ive Wurzeln als Zeichenfolgen (die fehlenden

Glieder sind mit -+ O zu erginzen).
Eine Gleichung von ungeradem Grad hat minde-
stens eine reelle Wurzel, deren Vorzeichen entgegen-

tzt ist dem Vorzeichen von ap.

Hat eine Gleichung geraden Grades an negativ, so0
schiedenen Vorzeichen

sind mindestens zwei reelle, mit v
versehene Wurzeln vorhanden.

6. Bei einer Gleichung, die nur reelle Wurzeln
haben kann, ist die Anzahl der positiven gleich der der
Zieichenwechsel, die Anzahl der negativen gleich der

d

T

sr Zeichenfolgen (Bestimmung der Hauptaxen einer
liche II. Ord.)

7. Ist p-Lqi eine Wurzel einer Gleichung mit

reellen Koeffizienten, so ist auch p—qi eine Wurzel.
Die Gleichung hat, wenn sie imaginire Wurzeln hat,
gtets eine gerade Anzahl derselben.

8. Sind die Koeffizienten der r niedersten Potenzen
von x (x° eingeschlossen) gleich null, so hat die Glei-
chung r mal die Wurzel null; sind die der r hdchsten
Potenzen 0, so hat sie r mal die Wurzel oo,

9. Ist  eine Wurzel der Gleichung 1., so ergiebt
gich aus derselben durch Division mit x —« die Glei-
chung n— 1 ten Grades
'f\,.\}
—— =hxt—1 b x2—2 1 . .fby_o xt+tbp_1=0

X—a
dann ist br=br_1.a- ar
Beispiel 3x°— 7x*42x°+4x'—T7x—2=10

goll durch x —2 dividiert werden,

Biirklen, Formelsammlung. 1

e



Gleichungen.

Res.: 3x*—x*t4x+1=0.

Durch diese Division wird festeestellt, o

eine Wurzel der urspriinglichen Gleichung

Um die ganzen ratic

aufzufinden, zerlege man ap in Faktoren p,, p,

(ileichung aufgeht (s. aunch §

3 f(x)=8,x0+a,x"—14 ...+ 8n—1XTan=0
in die Gleichung
- ¢ (x) P = | P, xn—1-4 ”__,g,l,” X pn=0

(#leichung um k kleiner sind als die der g

muss f(x)=g(x —k)

1
, also
LR G e R =P S

-4 I‘H——H\'*k"‘ T Pn

—k)n

die sich ergeben, wenn man f(x) fortlaufend mit x

d.vidiert.
Beispiel: x*—4x*—39x*4 46x+ 80=0
0 —39 —110 360 = pn

O S )
4 93 2

Pn—1

L
die gesuchte Gleichung ist:
xt+12x%+9x* —202x— 360=0.

len Wurzeln einer Gleichunc

v

u;pl \'(;[‘,\'L]\‘.‘u-, :nll X — }v A -'|!. 2 5.ate QEFTEE Ht'.\‘l’. i.!L dle

10. Wurzelverkleinerung. Soll die Gleichuny

11[|1gu'\\';!:1t1v:h werden, so dass die Wurzeln der letzteren

sbenen, st

sein und es sind daher pn, pn—1, ...+ p, die Reste
! Po
k

Soll
(ilie
Py
Beis
I'(x
(x
1
G e

'L‘:‘L\
sl
tion

dies



Allgemeine Sitze itber holere Gleichungen 51

11. Wegschaffong des zweiten Gliedes.
Soll die Gleichung f(x)=0 durch die Einset.ung
Xx=y-+k so umgeformt werden, dass das =zweite
Glied der neuen Gleichung 0 ist, so ist, da
P =8 - nl a, U,

Jo e
n :IU
= 7 SIg e " — 18 J
Beispiel: x®* —18x°4+-105x— 196 =0; k=— ——=1-6;
6) 1 — 12 + 33 + 2 y—x—8;
6) 1 6 — 3
6) 1 0 Res.: y*—8y-+4-2=0.

12. Mehrfache Wurzeln: Haben f(x)=0 und
t/(x)=0 einen gemeinschaftlichen Teiler von der Form
(x—ea)k(x—e)..., so ist o, eine k| 1fache, «
|4+ 1fache Wurzel der Gleichung f(x)=0.

, eine

13. Gemeinschaftliche Wurzeln zweier
Gleichungen, Resultante. — Eine gemeinschaft-
liche Wurzel zweier Gleichuneen f(x) 0 und (,ﬂ(x}' 0
wird gefunden, indem man den gemeinschaftlichen Teiler

der linken Seiten sucht und denselben gleich null setzt.

Die Bedingung fiir das Bestehen einer gemein-
schaftlichen Wurzel zweier Gleichungen heisst die Re-
sultante derselben; sie ist das Resultat der Elimina-
tion der Unbekannten aus den zwei Gleichungen. Sind
diese

:1‘.3{‘1%&‘ x0—1+4, . .. 4ap=0
bexm—b, xm—1+4-,, . -bm=(,

so ist die Resultante




Gleichungen.

BB R R )
1O By e aie e Ba 100 v o A

R::IU (e Sl e AR mit
ol e o S S LY :
i mit
DR ey e £ o

Man findet den Wert der gemeinsamen Wurzel aus

. 8, B, « . By GF e

£ Ol o s s le M

: B el Eeg mi

i (b,x hﬂr B it
]J 1} R ey L e bm O

Gt iy

14. BElimination einer Unbekannten aus Zwel

(Jleichungen mit zwei Unbekannten x und y. — DMMan

ordne beide Gleichungen nach Potenzen der einen Un- ‘
Wobe
bekannten, z. B. von x, und bilde die Resultante aus \I l
welce
beiden, indem man die kuv fizienten jener Unbekannten wE
als bekannte Grossen betrachtet. Die Resultante ver- rithn
schwindet wegen des gleichzeitigen Bestehens beider fedan
i © Sis it ader
3leichungen.  Diese Resultante, das Eliminations-
resultat von x, ist im allgemeinen eine (leichung vow
.nten Grade in y.
§ 26. Binomische Gleichungen.
1. xt—-}1=cos2kzn-1sin2kx;
1
2kn . 9k=x
= (-} 1)® =cos ’*—4‘19111-7
wobei k alle ganzen Werte von O bls n e!.'htlx.
9 xi=——1=cos(2 k -+ l)n—;—l sin(2k--1) 73
n 3 92k - 2k-+1 . 4

x—]-—l—-ws-— nﬁ 71 sin— =l -5 2




Binomische Gleichungen.

8. Beiipiele.

1.x3= 1=
ptie— () e =1
. (1 d ) Sl
mit k= CRCEREE \lv = 03 120"} 1sin 120°- _E"*
¢ b
aus s X
A el l;
] ) e b 5 e e
mit k= f\, o lx= c0s 60°-Hi 8in 60°= —=—"— :{_ fa
B S e v 1)(?—-—1.
§ xn=g xn = — g
- (o PSS T L ) B n S 1
e / e
f&v‘-: x=(}a ) }J+1| x=(}a ) =1
Mar ’
‘- -'3"I ——\ % ]11‘,——-..
n- ol {] a )dcn absoluten, reellen Wertvon J a bedeutet,
aus 2 : L i
; welchen man durch direkte W urzelausziehung oder loga-
inten
: . : R A
Vel rithmische Berechnung erhilt, wihrend J+1 und }'-’_]
fi‘l(‘l' jeden der durch 1. und 2. bestimmten Werte darstellen,
lons-
vOIin

§ 27. Kubische Gleichungen.

1. x3—a=0 x*4+a=0

2 2+ ax?*+bx+c=0




Gleichungen.

Transformiere die Gleichung (durch Wurzelverklei-
a ; : s a
perung Um — oder Substitution von x=y— 5
3 3
8.8 ) anf die Form

ys+3pyt+2q=0

und setze y=u-+ v und u*—4v° 2q=0,

dann 1st 1 3 &
v -

| — { q* n'i
i —a—} I o
- 1eb
Y u-v

u-tv 1 ’ = .
Y. - -+ s E—Y) (Cardan sche J9aX
v i %) -_l /

1 {0 :n‘

el e : Feormeln)

¥s = =i 13 (a—¥)

Die Cardan’schen Formeln fithren zu einer Lidsung

nur so lange ¢*-+p*>0; sie liefern dann 1 reelle und

2 imaginiire Wurzeln.
3, Fall der 3 reellen Wurzeln (casus irredu-
cibilig), Ist 11'1—"—p:"<0, so hat die Gleic

Wurzeln (die Cardan’schen Formeln liefern sie aber in

ung 3 reelle

imagipfirer Form); dann

—q
Cos g fl _p&
= P
Y 2)—p.cos :F
| q
.\vm--—fi*—!n.('usl‘fp ,!_ j
.}';;:1-_.21 ; E]'C”nﬂ\ {; _’GU”]

4. Trigonometrische Auflosung fiir Fall 2:

q*4p*>0.




isung

und
redu-

reelle

er in

‘all 2:

+21p.ctg2y

Y.==TVp ((:tg‘j -+ 1] f :")

Bln =

Y. _:; P ((;Ig‘_),;‘ ) 1) 4 );

sin 2

hiebel sind die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen,

Je nachdem r!(': 0.
2. p <0
sin g tg ?:-—Ptgqp
1
r =1 9 —1p -
Y1 Rl I sin 2
Y. = 1| —-‘I'( : +i]/ etz 2y
<=5 \sin 2 ¥ Tl
; L V3 etr 9w
o sin:fnl_u_li"c"“"'t"

Zeichen wie oben bei 1, zu nehmen,

§ 28. Biquadratische Gleichungen.
1. Besondere Fille s. § 23, 6,, 7,.
[

9

Juler'sche Methode.
1. Transformierung der Gleichung auf die Form
x*+ax*+bxte=(

2. Bildung der Resolvente
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Sin 1 c?i::\Vus‘;P.=]iL dieser Gleichung Y1 Y ¥as ¢

J B
wobel dle

Hihere Numerische Gleichungen. — Niherungss
methoden.

0
S 20.
1. Ganze Wurzelwerte. Dieselben sind in
den Faktoren des Absolutgliedes ap enthalten. Die

Jostimmung  derjenigen Faktoren, welche zugleich

eichtert durch

Folgendes: a) Es konnen nur diejenigen Faktoren in

Wurzeln der Gleichung sind, wird er

der Wurzel;

Betracht kommen, welche innerha

liegen (s. u. 3); b) nimmt man eine Wurzelverk

rung (s. § 25) z. B. um 1 vor und zerl

(leichung ebenfalls das Absolutg

Wurzel der urspriinglichen Gleichung nur ein 8¢
Faktor von ap in Betracht kommen, welcher um 1
grosser ist als ein Faktor von a’y,

9, Wird £ (x) fiir x=p negativ und fiir x=q po-
sitiv, so liegt eine ungerade Zahl von Wurzeln, also
mindestens eine, zwischen p und q.

e, und — ap der numerisch

3. Ist — am der erst

m
grosste negative Koeffizient, so 1st x { 1 4 | ap emne
obere Grenze fir die potitiven Wurzeln. Ver-
tauscht man x mit — x und sucht in der neuen Glei-

hie)
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Hohere numerische Gleichungen,

chung wieder die obere Grenze fiir die positiven War-
zeln, so ist dieselbe mit negativem Zeichen versehen
die untere Grenze fiir die negativen Wurzeln der
gegebenen Gleichung.

4. Satz von Budan (-Fouarier), Bildet man
die Reihe f(x), f*(x), £(x).... £ (x) und setzt man
hierin x=a und x=hb, wobei a ¢ b, so hat die Glei-
chung f(x)=0 nicht mehr Wurzeln zwischen a und b,
als die Reihe Zeichenwechsel verliert, wenn man von
a zu b iibergeht,

5. Satz von Sturm. Sind f,(x), f,(x)....fm(x)
die mit umgekehrten Zeichen genommenen Reste, die
sich bei der Aufsuchung des gréssten gemeinschaftlichen
Teilers der Funktion f(x) und ihres Differentialquo-
tienten f'(x) ergeben, und setzt man in der Reihe der

Funktionen f, £, £, £, f,.... fi fiir x-einmal a, das

)
andremal b, so hat die erste Reihe gerade soviel Zeichen-
wechsel mehr als die zweite, wie die Gleichung f(x)=0

Wurzeln zwischen a und b hat.

6. Newtons Methode. Hat man durch Ver-
suche (oder durch Aufzeichnung der Kurve) gefunden,
dass e annihernd eine Wurzel der Gleichung

¢ = | |
f(x)=aoxt4axn—1-4 .. . tay=0
ist, so ist an @ noch eine Korrektion anzubringen, um
den wirklichen Wert zu erhalten. Die erste Korrektion
p ergiebt sich aus (Taylors Satz s. § 87)

~—(aget=fFg an—1-1 -1 a,) - I (o)

'p —

napat = Lo (n—1)a, 08 =3 -0l - ani—q (@)
Setzt man nun a--p an Stelle von «, so erhilt hiemit
aus der angegebenen Beziehung eine weitere Korrektion

p, u.s. f.




Glei

Recula falsi. Hat

eine Wurzel zwischen @ und e

Aus

man \‘:1 1e11

wwenoesetzte Vorzeichen), S0 erh

also ent
angeniiherten Wert fiir die Wurzel, wenn man
mit der X-A

an Stelle

des Schnittpunktes der Kurve
der Sehne setzt, welche die zu den A bseissen

» hat dann:

gehorigen Kurvenpu 1kte verbind

3 X—a X o .
2 1, semit
f -‘__u-f_} i a, )
(e ) 1 (a)
i—a = =t
: f(a) — Lioy)
{4 i
|:\[|('
vy :
¥

hiing

so |
:\]}_\‘

tracl

vachbarten kann

Mit dem mneuen Wert und einem 1
das Verfahren wiederholt werden u, s. f. — Dieses Vel

nshesondere bei transcendenter Gleicht

fahren ist
anwendbar. Belspiel:
x¥ =100, also

9 oder xlogx — 2=0.

xlogx-



=)

then

inen

telle

Grosste nnd kleinste Werte.

Ausrechnung: x | f(x)=xlogx—2
1| —3
T ST
3 | -—0,b687
4 | 10,4084
5 1.0;57 th
e 3.58
x=3-1—509g ¢
3,58 | - 0,0171 :
3,60 | — 0,0027

0.02.0,0171
00189
— 3,5840,61727=3,69727 u. 8. fi

X = 3,00 7

(die richtize Wurzel liegt zwischen 3,59728 und 3,59729).

§ 30, Grisste und kleinste Werte.
(Elementare Behandlung.)
Ist y eine Funktion von x, also eine von x ab-
hiingige Grisse, und z B.
1. y=ax’+ bx®4ex-d,
sn konnen hiebei die verschiedenen Werte von x als
Abscissen, die von y als Ordinaten einer Kurve be-
trachtet werden,

Y

I

|

!
e o




60 Gleichungen,

Zieht man eine Parallele EF zur Xaxe, welche
die betreffende Funktionskurve in den Punkten E, F,

deren Abscissen x, und x, sind, schneidet, so hat y in

diesen Punkten E und F die gleichen Werte, es ist

also fiir obiges ]':t"l\}_zh'l 1.

+Y

0 e & o,
ax®’tbx *tox +d —ax,®tbx?+ex,+a, woraus
(X '— % —x.%) Fe(x, —x, olich nach

Division mit x, -

2iralx A—x -x,%)+b(x, +x,)+e=0.

Wenn sich nun EF paralle] weiter bewegt, so werden

x, und x, fiir den Punkt, wo y einen grissten oder

kleinsten Wert erreicht, einander gleich. Ist die Ab-

gcisse dieses Punktes x, so ergiebt sich demnach aus 2,
3. 3ax*+2bx-+4c¢=0.

Durch Auflésen dieser Gleichung findet man die Werte

von x, welche y zu einem Maximum oder Minimum

machen,

folo
meh

licht

und

setz

dass

setz
dent

nim

ergl
Ber¢

die

Qua
X, =

Illl\'l

m (x

m(x
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Grosste und kleinste Werte,

Das Verfahren lisst sich nach Vorstehendem in
folgender Weise fassen:*)

Um einen grossten oder kleinsten Wert (oder
mehrere) einer abhiingigen Grisse zu finden, muss man:

1. Die Funktion in einer unabhiingigen verinder-
lichen Grisse x ausdriicken;

2. In diesen Ausdruck x, und dann x, einsetzen
und die sich ergebenden Ausdriicke einander gleich
getzen ;

3. die gleich hohen Glieder zusammenfassen, so
dass sich mit dem Faktor x, —x, durchdividieren lisst;

4. nachdem mit x, —x, durchdividiert ist, hat man

in der hiedurch erhaltenen Gleichung x, =x,=x zu
setzen und die Gleichung aufzulésen. TFiir die gefun=
denen Werte von x erreicht y ein Maximum oder Mi-
nimum.

5. Ob ein grisster oder kleinster Wert vorlieat,
ergiebt sich aus der Natur der Aufgabe oder durch
Berechnung der Werte von y fiir solche Werte von x,
die dem gefundenen benachbart sind.

Bemerkungen: 1. Bei Funktionen, in denen eine
Quadratwurzel vorkommt, muss vor dem Dividieren mit
x,—x, in der Regel noch umgeformt werden.
Beispiel :

mx, +n+Yax *+bx +e=mx, | n-Yax | bx,

*) Vergl. hiezu: Martus, Maxima und Minima, Berlin 1861,




Gleichungen.

afx, -
ich m -~ =
a X, + b x,

Nun ist x, =x, —x zu setzen u. s,

9. Das Anwendungsgebiet der obigen, elementaren

Methode ist orenzt: allgemeine Verfahren filr Auf-
findung grosster und kleinster Werte giebt die hohere

Amnalysis (s.
Y \
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Ebene Geometrie.

§ 31. Gerade Linien und Winkel am Kreis; regel-
miissiges Yieleck,
1. Ein Punkt liegt innerhalb, auf oder ausser-

halb einer Kreislinie, j«‘ nachdem sein .\|i[tt‘|1nliilx‘lh—
<

abstand = als der Halbmesser ist,
>

2. Eine Gerade hat mit einem Kreis zwei, einen

oder keinen Punkt gemeinschaftlich, d. h. sie schneidet,
beriihrt oder trifft micht, je nachdem ihr Mittelpunlts-
<
abstand = als der Halbmesser ist.
>

3. a) Gleiche Sehnen haben gleiche Mittelpunlkts-
abstinde und umgekehrt.

b) Von zwei ungleichen Sehnen hat die grissere
den kleineren Mittelpunktsabstand und umgekehrt.

4. Zu gleichen Zentriwinkeln in gleichen
Kreisen oder in demselben Kreis gehoren gleiche Bégen,
Sehnen, Aus- und Abschnitte und umgekehrt,

5. Ein Peripheriewinkel ist die Hilfte des
zugehirigen Zentriwinkels.

6. Alle Peripheriewinkel fiber demselben Bogen

sind einander gleich,




Ebene Geometrie.

s

Datum a, r,

7. Der Tangentensehnenwinkel ist gluich

dem Peripheriewinkel im nicht eingesc enen Bogeu.

8. 8) Im Kreisviereck ist die Summe zweier
Gegenwinkel gleich der Summe der =zwei andern,
d. hi 2 R,

b) Wenn in einem Viereck d

e Summe zweler

Gegenwinkel 2 R ist, so ist es ein Kreisviereck.

e Summe z

9. a) Im Tangentviereck ist d

genseiten gleich der Summe der zwel ander:

g 1.

b) Wenn einem Viereck die Summe zw
Gegenseiten gleich der Summe der zwel andern ist, Vi
so ist das Viereck ein Tangentenvier
10. Tangentenabschnitte beim Dre Lo
an den Inkreis, an den Ankr. d. Gegens,
iJ (] a
von der Ecke A a), — -3 g |
v n ] B ¥ h): n -(.:-'E]r
£y die
. " LY (=s8— C): ] ents
Datum s, p,, a. halti
11. Zwei Kreise K und K, selb
a) beriihren sich, wenn sie einen Punkt der Zentrale
gemeinschaftlich haben, Dre
b) haben einen Punkt der Zentrale gemeinschaft- Ans
lich, wenn sie sich beriihren, sie
¢) K und K, beriithren sich, wenn z =r -
l“/‘ = r W (J l:‘ H\"i\‘

W pedis it sgchnéiden’ 3% T
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von Strecken, Achnliclikeit.

Proportional

K ]l"-;:‘t inerhalb [\'l. wenn Z<r —p
I ,  ausserhalb , AR

z Zentrale, r der e der klcinere Halb-

messer,

12. Kreisteilung. Zueinem Zentriwinkel von—R
= n
5
— oder einem Peripheriewinkel von — R — gchort der
nte Teil der Kreislinie,

13. Regelmissiges Vieleck.

[Eckenzahl: 3 4 9 6 iy il
ol 2 4 4 2 1
Zentriwinkel: —R 1R -—R -—R...—R
o o o n
9 9
= 3 2 6 2n — 4
Polygonwinkel: =1 TR =R R. RR.
o b ) I

& 32. Proportionalitiit von Strecken, Aehnlichkeit.

1. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind
die Abschnitte auf dem einen Schenkel proportional den
entsprechenden auf dem andern und die Parallelen ver-
halten sich wie die zugehirigen Scheitelabschnitte des-
selben Schenkels, — l:m:;:-jn'il\l; des ersten Teils,

9, Die Halbierungslinie eines Wiunkels im
Dreieck teilt die Gegenseite innerlich im Verhiiltnis der
Anseiten; die Halbierungslinie des Aussenwinkels teilt
sie ausserlich in demselben Verhiiltnis. — Umkehrung.

3. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind
die abgeschnittenen Dreiecke ¢inander ihnlich.

Birklen, Formelsammliung.




Ebene (jr(v metrie.

4. Zwel Dreiecke sind ahnlich, wenn

a) zwel Seiten proportional und der eingeschilossena
Winkel gleich,

b) zwei Wiunkel gleich,

¢) die 3 Seiten proportional,

d) zwei Seiten proportional der Gezenwinkel des
einen Paares gleich und die Gegenwinkel des andern
Paares gleichartig sind. — (Besonderer Fall: Zwei
Dreiecke sind #ihnlich, wenn sie zwei Seiten pro-
portional und den Gegenwinkel der grisseren gleich

o i |-

haben,)

5, Zwei Hohen eines Dreiecks verhalten sich um-
gekehrt wie die zugehirigen Seiten, oder wie die reci-
proken Werte der Seiten und umgekehrt; also

AN L
h:h/:ht=—i—t——
a b'e

6. a) Zieht man von zwei ihnlich liecenden
Punkten bei zwei dhnlichen Vielecken Strahlen nach
allen entsprechenden Ecken, so entstehen paarweis ihn-
liche Dreiecke.

X Besonderer Fall: Durch die Diagonalen aus
zwel entsprechenden Ecken werden zwei ihnliche Viel-
ecke in paarweis #hnliche Dreiecke zerlegt.

b) Entstehen durch Strahlen, die man von zwei
Punkten nach den Ecken zweier Vielecke zieht, paar-
weis iihnliche, in gleicher Reihenfolgs liegende Dreiecke,
go sind die Vielecke iihnlich und die beiden Punkte
ahnlich liegend,

Besondere Fille: . Werden zwei Vielecke

durch die Diagonalen aus zwei Fcken in paarweis

llii.‘i

die

tent
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Proportionalitit von Strecken, Achnlichkeit, 67

iihnliche in gleicher Reihenfolge liegende Dreiecke zer-
legt, so sind die Vielecke #hnlich,

g. Ziwei Parallelogramme sind #hnlich, wenn sia
einen Winkel gleich und die einschliessenden Seiten
proportional haben.

7. Regelmiissige Vielecke von gleicher Seitenzahl
gind #hnlich.

8. In éihnlichen Vielecken sind entsprechende
Winkel einander gleich und entsprechende Lingen pro-
portional; die Umfinge #hnlicher Vielecke verhalten
sich daher wie entsprechende Seiten.

9. a) Sind zwei Vielecke in perspektivischer
Lage und n—1 Seitenpaare (worunter keines, das
mit einem Strahl zusammenfillt) parallel, so ist auch
das nte Paar parallel und die Vielecke sind dhnlich.

b) Sind zwei Vielecke fihnlich und zwei Seiten-
paare parallel, so sind auch die iibrigen parallel und
die Vielecke sind in perspektivischer Lage,

10. a) Die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks

ist mittlere Proportionale zwischen der Hypo-
tenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt,
b) Die Héhe eines rechtwinkligen Dreiecks ist
mittlere Proportionale zu den Hypotenusenabschnitten,
11, Ist in einem gleichschenkligen Dreieck die Basis
gleich dem grisseren Abschnitt des stetig geteilten

9
Schenkels, so ist der Winkel an der Spitze _-R und um-
5

gekehrt. (Bestimmungsdreieck des regelmiissigen Zehn-
ecks).




68 Ebene Geometrie.

len die Schenkel e 3

12, a) Sekantensatz. Wer

Winkels oder zweier Scheitelwinkel von einem Kreis

geschnitten, so sind die S

Schenkels innere, die des andern dussere Gli

Proportion. d. h. das Produkt der Scheitelabschnitte

ist konstant. (Potenz eines Punktes in Beziehun

auf einen Kreis PO —1

Besonderer Fall: Wird der eine Schenl 1

eines Winkels von einem Kreis geschnitten, der anc
i berithrt, so ist das Quadrat des Tange itenabschnitts
9 gleich dem Produkt der Scheitelabschnitte der Sekante.
: b) Sind auf .i1'=1-‘n| Schenkel eines Winkels oder
: zweier Scheitelwinkel vom Scheitel aus je zwei Stiicke
" abgetragen and ist das Produkt der Abschnitte

einen Schenkels gleich dem Produkt der Abschnitte

andern, so liegen die vier Endpunkte der Abschni
anf einem Kreis.
Besonderer Fall: Sind auf dem einen

Schenkel eines Winkels zwei Abschnitte, auf dem lern

ein Abschnitt vom Scheitel aus abgetr:
Produkt der Abschnitte des ers

dem Quadrat des Abschnitts auf dem zweiten S¢

n  Schenkels

so beriihrt der durch die Endpupkte der drei Ab-

schnitte gelegte Kreis den zweiten S 1enkel,
§ 33. shenvergleichung, Inhaltsbezichungen.

arallelogramme und ebenso Dreiecke vor

cher Grundlinie und Hohe sind gleich.

9 Tin Dreieck ist halb so gross als ein Parallelo-

gramm von gleicher Grundlinie und Héhe,

])!‘t-’il

1
absch
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Flichenvergleichung, Inhaltsheziehungen, 69

3. Ein Trapez ist inhaltsgleich mit einem Parallelo-
gramm, wenn beide gleiche Hohe haben und wenn die
Grundlinie des Parallelogrammes gleich der Mittellinie
des Trapezes ist, Trapeze sind gleich, wenn sie gleiche
Héhe und gleiche Mittellinie haben,

4. Datum fir Parallelogramm und Dreieck: a, h, 2,
Eiir das Trapez: b d, h, £

5. Ein Kreis ist gleich einem Dreieck, dessen
Grundlinie gleich dem Umfang und dessen Hiohe gleich
dem Halbmesser ist,

6. Parallelogramme und ebenso Dreiecke, die einen
Winkel gleich haben, verhalten sich wie die Produlkte
der den gleichen Winkel einschliessenden Seiten.

Datum: e, (be), %

7. Aehnliche Vielecke verhalten sich dem Inhalt
nach wie die Quadrate entsprechender Liingen.

8. Das Quadrat iiber einer Kathete eines recht-
winkligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der
Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt,

9. Das Quadrat iiber der Hohe eines rechtwinkligen
Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus den Hypotenusen-
abschnitten.

10. Pythagoreischer Lehrsatz:

a) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Qua-
drat iiber der Hypotenuse gleich der Summe der Qua-
drate iiber den Katheten.

b) Allgemeiner Pythagoreischer Lehrsatz:
Konstruiert man iiber den Seiten eines 1'ec}1t.\~.-i,.]\-“¥,m

Dreiecks dhnliche Figuren, so ist die Figur iiber der




70 Ebene Geometrie.

Hypotenuse gleich der Summe der I'ignren iiber den
Katheten.

¢) Pythagoreischer Lehrsatz fiir das
schiefwinklige Dreieck: Das Quadrat iiber einer
Dreieckseite ist gleich der Summe der Quadrate der
andern Dreiecksseiten vermehrt oder vermindert um
das doppelte Rechteck aus einer dieser Seiten und der
Projektion der andern auf sie, je nachdem der G
winkel der ersten Seite stampf oder spitz ist (vgl. § 48.,6).

_-‘f«i & 34. Liingen- und Fliichenberechnungen.
1. Inhalt des Rechtecks: a.b
) D » Quadrats: 8l
3. Tnhalt des Parallelogramms: ah
» J 5 Dreiecks, (a+b—+c) =25, o Halb-
: me des Inkreises, ©,, ¢g ¢, Halbm. des Ankreises
an der Seite a, bezw. b, ¢
ah
J=- =¢@.8=¢p =)= {J“,!\'_H——M*’ 0,(s—¢c)
== - a be
y eSS A b/‘ Bysls 4 [_'

h(b-4-d)

&, Inhalt des Trapezes: =
e v 1 n.a.g
6. X , regelmissigen n Ecks: =
If Lj.}"
7. Umfang desKreises: 2ra dn; (7= 3,14 16; = p J
\ J
= 5 i b
8, Inhalt des Kreises: r'# = 7%,
(L” rw
v .k —x0.2rn%. Rooge e s
Bogen: 2r7 = «%:360%; Bogen ="
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Lingen- und Flichenberechnungen,

0.2
o 2 et i a’r*n
10. Sektor: r*z —=«a: 360°; Sektor =—-—+=
S60
11. Bogenlinge im Kreise vom Halbmesser 1:
o0 a?
arca = -
180° 180°
T

Regelmissige Vielecke:

12, Dreieck.

a 31
h _Zfl'; o= =3p
2 1
r=-—h e (T
> ]
h a ; 1
) - - - /= -
et )

al - b ]
o ~|;’5 = : V3 =

13. Sechseck,

9 >
& — a ) G
g e o o fi
1_"'*3(‘%’? 0_21,5_7]
3 a° 3r?
f— fi 'RION
o -)|' - .jl;__)g]d
14. Quadrat.
a a r -
) ] — o G
r=5V2 =012 =3 =213
J=a'=2r’=4¢?

i

br

9!




16. Finfeck.

a = - .
g [50+1015=¢ (}5 —1)

a - -
0= l'rl 9511015

a’ : = s
J= 1 13:. L10Y5 = = J/10 2[5

17. Ziehneck,




& 35. Zusammenstellung von Daten ; weitere Formeln.

A) Datumsbeziehungen. Wo nichts bemerkt

ist. beziehen sie sich auf das Dreieck,

'I‘l‘;lluuz: la—‘LtT, h, it
6. [ 5, g, £
1 - | 5—a, o, f,
25 Tangentenviereck: atbtetd o
go(bie), e £
8, b*—c?, (p+q) (p—a) & C,, dieses &

B) Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck,

9. b*=ap, ¢*=aq, (a Hyp, p und q Abschn,
(]1‘1'5;:”]("!‘41.

10. h*=pq.

11. a®* =b*+ :‘."‘:‘ 8= 1H’__ﬁ“l

12. be=ah.
13. Rationale rechtwinklige Dreiecke sind
pestimmt durch
a=nu’+v'
b=u'—v*
1O} 5. c=2uv.
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16. be
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. von b auf ¢)
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Geometrische Oerler,

Inhalt des Kreisvierecks:
s(s—a)(s—Db)(s—c)(s—d)
. atbtotd
wobel § = ————.
9

§ 36. Geomelrische Oerter.

A. Der geometrische Ort fiir einen Punkt, der

1. von einem Punkt A die Entfernung r hat, ist die
Kreislinie um A mit r;

9. von einer Geraden I auf bestimmter Seite der-
selben die Entfernung h hat, ist die Parallele zu L anf
jener Seite im Abstand hj

3. von zwei Punkten A und B gleiche Entfernung
hat, ist das Mittellot zu A Bj

4. von den Schenkeln eines Winkels gleichen Ab-
gtand hat, ist die Halbierungslinie des Winkels;

5. von zwei Parallelen gleichen Abstand hat, ist die
Parallele im mittleren Abstand.

B, Der geometrische Ort fiir den Mittelpunkt
eines Kreises, der

6. den Halbmesser r hat und durch Punkt A geht,
ist die Kreislinie um A mit r;

7. den Halbmesser r hat und die Gerade L aui
hestimmter Seite beriithrt, ist die Parallele im Abstand
r auf jener Seite;

8. durch die Punkte A und B gehen soll, ist das
Mittellot zu A B;

9. die Schenkel eines Winkels beriihren soll, ist die
Halbierungslinie des Winkels;

10. zwei Parallelen beriihrt, ist die mittlere Parallele;
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e I im Punkte A berithrt, ist da
Lot zu L in A;

12, eine Kreis

inie im Punkte A Le

slinie des Mittelpunkts
e I

3. den Halbmesser ¢ hat und e

- “
IIE181

vom Halbmesser r von aussen oder innen beriihrt, ist

sher Kreis mit

ein zu K konzentris n Halb

r o w-}u::‘ r Q, bezw. o—1r,

B. Der g

etrische Ort fiir di

aller Dreiecke auf derselben Seite

uber

meinsamen Grundlinie a mit

14. Iben Winkel @ an der Spitze, ist der K
‘I(l_*__ff‘tL iiber a, welcher den Win
15. dem gleichen Inhalt,

Grundlinie
16. demselben Ver :n fiir di

1st ein Halbkreis tiber der Strecke

Seiten b und ¢

AN - ;
Zwilscnen den bel-

d Punkten, welche a erlich und

Verhiiltnis m : n teilen (Satz des Apo

§ 37. Besondere Linien und Punkte am Dreieck.

In einem Dreieck schr

chn

1. die Mittellote zu den Seiten in einem
Punkt, der von den Eecken gleiche Entfernungen hat
(Umkreismittelpunkt 0);
2. die Halbierungslinien der Winkel in

einem Punkt, der von den Seiten oleiche En

lernungen

hat (Inkreismittelpunk

bierungslinie eines Winkel:

und die der beiden Aussen-
winkel an der Gegenseite
M, M, M,);

3. die Schwerlinien

Ankreismittelpunkte

=

Iail’l'

(Fe

n1s8
Z1
in ¢




ssar

ien

ge-

Zur

em
hat

Harmonische Teilung. i
versalen) in einem Punkt und teilen sich gegenseitig
)

in einem Punkt (Hohenschnitt-

p.

im Verhiiltnis 2:1 (Sch werpunlkt !
4. die Holhe

punkt H).

In einem Dreieck liegen: !

5. Der Hohenschnittpunkt, der Schwerpunkt und
der Umkreismittelpunkt in gerader Linie, und es ist
hiebei HS : SO 25

6. die drei Fusspunkte der Héhen, die drei Hal-

bierungspunkte der Seiten und die drei Halbierungs-

punkte der oberen Hohenabschnitte auf einem Kreis

(Feuerbachscher K
§ 38. Harmonische Teilung,

1. Wenn die Strecke A B durch die Punkte P

0

lich bezw. #dusserlich nach demselben Ver-

hiltnis geteilt ist, dann heissen A, B, P, Q@ harmo-
nische Punkte; A und B, ebenso P und Q heissen
zugeordnet. — PQ wird ebenfalls durch A und B

in gleichem Verhiltnis geteilt.

2, Gehen die Strahlen eines Biischels durch vier
harmonische Punkte, so heisst dasselbe ein harmo-
nisches Biischel; je zwei Strahlen. welche durch
zwel zugeordnete Punkte gehen, heissen selbst zuge-
ordnet,

3. Zu einem Teilpunkt einer Strecke giebt es nur
1l-

strahl eines Winkels giebt es nur einem harmonisch

el

'n_harmonisch zugeordneten Punkt; zu einem T

zugeordneten Strahl,

4. Der zum Halbierungspunkt einer Strecke (in
Bezug auf die Eundpunkte): harmonisch zugeordnete
Punkt ist der unendiich ferne Punkt; der zur Hal-
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1enkel

bierungslinie eines Winkels in Bezug auf die
harmonisch zugeordnete Strahl ist das Lot zur Hal.
bierungslinie,

5. a) Wenn man zu einem Strahl eines
harmonischen Biischels eine Parallele zieht,
so wird das Stiick derselben zwischen dem
andern Paar zugeordneter Strahlen von dem
sordneten Strahl halbiert.

Zum ersten Zuge

(Bestimmung des 4., harmonischen Elementes zu 3 ge-
gebenen.)

b) Umgekehrt: Werden durch drei Strahlen eines
Biischels auf einer Geraden gleiche Strecken abgeschnit-
ten und ist der 4. Strahl dieser Geraden parallel, so
bilden die vier Strahlen ein harmonisches Biischel.

6. Joede Gerade schneidet ein harmoni-
sches Bitsechel in harmonischen Punkten.

7. In einer Nebenecke eines vollstindigen

Vierecks wird der Winkel zweier Gegenseiten durch

die Strahlen nach den andern Nebenecken harmonisch
gr*ivl[t.
8. Au

seits wird der Abstand zweier Gegenecken durch die

iner Nebenseite eines vollstindigen Vier-

andern Nebenseiten harmonisch geteilt.

9, Harmonische Proportion, harmonisches Mittel

9

D,

10. Ist M Halbierungspunkt der durch P und
steilten Strecke A B, so ist:
AM®=MP.MQ.

39. Kreispolaren.

1. Sind A, B, P, Q vier harmonische Punkte und

beschreibt man iiber der Entfernung AB des einen zu-

8. 9

harmonisch g

o
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geor
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die |
Eher
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Punl
rung
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Kreispolaren. 79

geordneten Paares als Durchmesser einen Kreis und

errichtet in P ein Lot auf AB, so heisst dieses Lot

die Polare von QQ in Beziehung auf den Kreis, —
Ebenso ist das Lot in @ die Polare von P; P und
Q heissen zugeordnete Pole,

9. Die Berithrungsseh ne der von einem Punkt

an einen Kreis gezogenen Tangenten ist Polare jenes

Punktes. — Eine Tangente ist Polare ihres Beriih-
rungspunktes, — Die Polare des Mittelpunktes ist die
unendlich ferne Gerade und der Pol eines Durchmes-
gers ist ein unendlich ferner Punkt.

3. Die Polaren aller Punkte einer Gera-
den schneiden sich in einem Punkt, dem
Pole dieser Geraden,

4. Die Pole aller durch einen Punkt ge-

henden Geraden liegen auf einer Geraden,
der Polaren dieses Punktes,

5. Die Polare des Schnittpunktes zweier Geraden
15t die Verbindungslinie der Pole derselben.

6. Der Pol der Verbindungslinie zweier Punkte

ist der Schnittpunkt der Polaren derseclben.

7. Jede durch einen Punkt shende Se-

o€
o

kante wird durch diesen, durchseine Polare
und die Kreislinie harmonisch geteilt.

8. In jedem Sehnenviereclk ist eine Nebenecke
der Pol zur Verbindungslinie der beiden andern Neben-

eck

9. In jedem Tangentenvierseit ist eine Neben-
seite die Polare zum Schnittpunkt der beiden andern

Nehenseiten.
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va-, Menelaos-, Paseal-, Bria

1, Satz des Ceva:

transversalen eines Dreiecks in einem Punkt innerhalb

oder ausserhalb eines Dreiec

dreier nicht aneinanderlic

mkehrung.)

dem Produkt der

*)
versale eines o1 Seiten oder ihre Ver-

lingerungen

so ist das lreier nicht a: -
Seitenab J ] i

3. batz Die drei

je zweier Gege n eines Sehnensech
einer Geraden,

Satz des Brianchon; Die drei Verbin-

je zweier Gegenecken eines Ta

1 H p "
sechsecks schneiden in em Punlkt.

n In zZwel

1. Zieht

leichliufige 11‘:.|"Liu.‘3e

le\']' g
Verbindung
-';i(‘]l wl

Punkte teil

der Ei

i

lie Clentrale innerlich und #dusserlich

sr: sie heissen innerer

im Verhilt

n Aehn-

i iHIie':‘-‘

e: Die drei #dusse

g : 1 | 7¢ 1 3 >
lichkeitspunkte dreier K , ebenso je =z

and ein iusserer liewen auf einer Geraden (Ae hnlich-

keitsachse.)

3. Die Potenzlinie zweier Kreise (d. h. die
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Aehnlichkeitspunkte, Potenzlinien (Chordalen). 21
I { )

gerade Idinie deren siimtliche Punkte in Bezug auf
zwei Kreise gleiche Potenz haben, 8. § 32,,,.) steht
senkrecht auf der Centrale. Wenn gemeinschaftliche,
gleichartige Tangenten vorhanden sind, halbiert sie
dieselben : schneiden oder beriihren sich die Kreise, so
ist die Potenzlinie gemeinschaftliche Sekante oder
Tangente im Beriihrungspunkt; sind die Kreise kon-
zentrisch, so liegt sie in unendlicher Entfernung. Die
von einem Punkt der Potenzlinie an die beiden Kreise
gezogenen Tangenten sind einander gleich.

4. Die Potenzlinien je zweier von drei gegebenen
Kreisen schneiden sich in einem Punkt, dem Potenz-
oder Chordalpunlkt derselben, oder sie sind parallel.

Biirklen, Formelsammlang,.




Stereometrie.

§ 42. Gerade Linien und Ebenen.

1. a) Eine Gerade ist einer Ebene parallel, wenn einer
sie einer in der Ebene liegenden Geraden parallel ist. die s

b) Ist eine Gerade einer Kbene parallel, so

schneidet jede durch die Gerade gelegte Ebene die erste auf

3 Ebene in einer parallelen Geraden.

i ¢) Ist eine Gerade einer Ebene parallel und zieht oder
) man durch einen Punkt der Ebene eine Parallele zu senk

4, der Geraden, so fillt die Gerade ganz in die Ebene
hinein, ist z

2. a) Legt man durch jede von zwei Parallelen

eine Ebene, welche die andere schneidet, so ist die Zwel
Schnittlinie der beiden Ebenen den beiden Geraden Schn
parallel.

b) Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so zZweil
sind sie einander selbst parallel. oder

3. Werden zwei parallele Ebenen von einer drit-
ten geschnitten, so sind die Schuittlinien parallel. Zu e
4. Sind die Schenkel zweier Winkel parallel, so zur

sind auch ihre Ebenen parallel.

5. Sind die Schenkel zweier Winkel parallel und Proj
beide Paare gleichliufiz oder beide gegenlinfig, so sind jekti
die Winkel gleich; ist das eine Schenkelpaar gleich-, ist d

das andere gegenliufig, so sind die Winkel supple-

mentir, senk
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6. Sind zwei Ebenen einer dritten parallel, so sind
sie einander selbst parallel,

7. a) Steht eine Gerade zu zwei Geraden einer
Ebene senkrecht, so steht sie auf allen in der Ebene
liegenden Geraden senkrecht, d, h, sie ist senkrecht
zur Ebene.

b) Alle Geraden, welche in demselben Punkt zu
einer Geraden senkrecht sind, liegen in einer Ebene,
die senkrecht ist zu der Geraden.

8. Zu einer Ebene lisst sich durch einen Punkt
auf oder ausserhalb derselben nur ein Lot ziehen.

9. Zu einer Geraden lisst sich durch einen auf
oder ausserhalb derselben gelegenen Punkt nur eine
senkrechte Ebene legen,

10. a) Jede Ebene durch ein Lot zu einer Ebene
ist zu dieser Ebene senkrecht.

b) Eine Gerade, welche innerhalb einer von
zwel zu einander senkrechten Ebenen senkrecht zu deren
Schnittlinie ist, ist auch senkrecht zur andern Ebene,

¢) Eine Gerade, welche senkrecht zu einer von
zwei senkrechten Ebenen ist, fillt ganz in die andere
oder ist ihr parallel.

d) Sind zwei sich schneidende Ebenen senkrecht
zu einer dritten, so ist auch ihre Schuittlinie senkrecht
zur dritten.

11. Ist ein Winkel, dessen einer Schenkel in der
Projektionsebene liegt ein R, so ist auch seine Pro-
jektion ein R; umgekehrt ist die Projektion ein R, so
ist der Winkel selbst ein R.

12. a) Stehen zwei (Geraden auf derselben Ebene
senkrecht, so sind sie parallel,
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b) Ist die eine von zwei parallelen Geraden
senkrecht zu einer Ebene, so ist es auch die andere.
13. a) Stehen zwei Ebenen auf derselben Gerader
senkrecht, so sind sie parallel.
b) Ist die eine von zwei parallelen Ebenen zu
einer Geraden senkrecht, so ist es auch die andere.

14. Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene ist
die kiirzeste Strecke zwischen Punkt und Ebene und
umgelkehrt,

15, Diejenigen Strecken zwischen einer Ebene und
einem Punkt ausserhalb derselben sind einander gleich,
deren Endpunkte von der Projektion des ersten Punk-
tes gleichweit entfernt sind und umgekehrt.

Die gleichen BStrecken machen mit der kbene
gleiche Winkel und umgekehrt.

16, Von zwel von einem Punkt nach einer Ebene

gezogenen Strecken ist diejenige die kleinere, deren

Endpunkt niher bei der Projektion jenes Punktes liegt
und umgekehrt.

Die kleinere der Strecken macht mit der Ebene
den grisseren Winkel und umgekehrt.

17. Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine
Ebene ist kleiner als der Winkel der Geraden mit
irgend einer GGeraden in der Ebene.

18. Alle parallelen Strecken zwischen zwei paralle-
len Ebenen sind gleich und machen mit derselben Ebene
gleiche Winkel,

19. Die kiirzeste Strecke zwischen zwei wind-
schiefen Geraden ist diejenige, die auf beiden Geraden
senkrecht steht.

ges

unf
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Kugel-, Cylinder-, Kegelfliche.

90, Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten
geschnitten, so sind:

a) entsprechende Keile }

1)) innere Wechselkeile einander gh-h;h]

¢) fiussere B l

und d) innere Gegenkeile
betragen zZusammen

[ 2 rechte Keile.

e) Hussere &
f) gemischte Wechselkeile
Jeder der sechs Sitze ist umkehrbar.

§ 43. Kugels, Cylinder-, Kegelfliiche.
A. Lagebeziehungen,
1. Ein Punkt liegt innerhalb, auf, ausserhalb einer

Kugel, eine Gerade und ebenso eine Ebene schneidet,
l, je nachdem der

berithrt, liegt ganz ausserhalb der Kug
i < . :
Mittelpunktsabstand = r ist. (r Halbm.)
>

2, . Ein Punkt und ebenso eine zur Achse parallele
Gerade liegt inmerhalb, auf, ausserhalb einer Cylinder-
fliche, eine zur Achse nicht parallele Gerade und eine
zur Achse parallele Ebene schuneidet, beriihrt sie, trifft

D " <
sie nicht, je nach dem der Abstand von der Achse = r
.

jst. (v Grundkreishalbm.)

3. Eine durch die Spitze eines Kegels gehende
Gerade liegt inmerhalb, auf, ausserhalb einer Kegel-
fliiche, eine durch die Spitze gehende Ebene schneidet,

beriihrt sie, trifft sie nicht, je nachdem der Winkel der
. . =
Geraden oder der Ebene mit der Achse = der erzeu-

gende Winkel o ist.,
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4, Bine Ebene, welche eine Kugel schneidet, schnei-

det sie in einer Kreislinie. — Eine zur Achse parallele eine
Schnittebene einer Cylinderfliche schneidet diese in Zum
zwel zur Achse parallelen Mantellinien. — Eine durch

die Spitze eines Kegels gehende Schnittebene schnei- Dre|
det die Kegelfliiche in zwei Mantellinien. Win
5. Eine Beriihrungsebene an eine Kugel ist (u a.) sphi
bestimmt durch zwei Tangenten im Berithrungspunkt, spre
eine Beriihrungsebene an eine Cylinder- und ebenso an
eine Kegelfliche ist bestimmt durch Beriihrungsmantel- Pol:

linie und Grundkreistangente.
6. Das Lot vom Kugelmittelpunkt auf eine Kugel- zwel

| "x' 1t bezw.

A kreisebene, Beriihrungsebene, Sehne der Kug

i durch den Kreismittelpunkt, Beriihrungspunkt, Halbie-
" rungspunkt derselben.

Umkehrungen.

7 Zeei K ] beriihr siel ’ o .
(. LWEL \lll‘:"'. n jerunren sic 1y wenn sie elnen

Punkt der Centrale gemeinschaftlich haben und um- glei
oekehrt. |
= zugl

Die Centrale zweier sich beriihrender Kugeln ist
gleich der Summe oder gleich der Differenz der Halb- i
messer. gleis

Ein Punkt der Kuge

flache ist Pol

zugl
kreises, wenn er von drei Punkten desselben
sphiirische Entfernungen hat; er ist Pol eines Gross-
kreises, wenn er von zwei Punkten desselben sphiirisc
T iibe;
Entfernungen von 90° hat, ;
B, Gréssenbeziehungen. gegt
Der Grosskreishogen ist die kiirzeste Linie zwi- ;
drit

schen zwei Punkten auf der Kugelfliche




nei-
lele
in

"
rch

nei-

akt,
an
|tﬁl-

gel-
g
1ZW.

bie-
nen
18430

ist

alb-

088-

sche

wi-
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10. Ist ein sphiirisches Dreieck Polardreieck =zu
einem zweiten, so ist auch das zweite Polardreieck
zum ersten.

11. Die Bogengrade der Seiten eines sphiirischen
Dreiecks ergiinzen die Winkelgrade der entsprechenden
Winkel des Polardreiecks und die Winkelgrade des
sphirischen Dreiecks ergiinzen die Bogengrade der ent-
sprechenden Seiten des Polardreiecks zu 180°

(No. 10 und 11 gelten ebenso fiir Dreikant und
Polardreikant.)

12. Zwei sphiirische Dreiecke gleicher Kugeln oder
zwel Dreikante sind entsprechend gleich, wenn

a) zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel,

b) eine Seite und zwei anliegende Winkel,

¢) die drei Seiten,

d) die drei Winkel,

e) zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen
gleich sind und der Gegenwinkel der andern in beiden

. < . -
zugleich 90° 1st,
- =

f) zwei Winkel und die Gegenseite des eincn
gleich sind und die Gegenseite des andern in beiden

. < :
zugleich = 90° ist.
g =

13. Injedem sphirischen Dreieck und jedem Dreikant

a) liegen gleichen Seiten gleiche Winkel gegen-
iiber und umgekehrt,

b) liegt dem grosseren Winkel die grissere Seite
gegeniiber und umgekehrt,

¢) sind zwei Seiten zusammen grésser als die
dritte,
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d) sind zwei Winkel zusammen kleiner als der
um 2 R vermehrte dritte,

\ . . v N — > o
e) ist, wenn die Summe zweler Seiten ~ 1807

auch die Summe der Gegenwinkel 180° und umee-

kehrt.
14. Ein sphiirisches Ziweieck verhiilt sich zur Kugel-

oberfliche wie sein Winkel zu 4 R; oder

sphiir. Zweie 2 Rrare «
15. Der Inhalt des sphiirischen Dreiecks verhiilt

ische Exzess zu

sich zur Kugeloberfliche wie der sphi
8 R; oder
sphiir, Dreieck = R?arc (¢ 4§+ y — 2 R)
16. In einem sphiirischen Dreieck liegt
a) die Summe der Winkel zwischen 2 R und 6 R
B) » - 5 oeiten X 0 und 4 R.

§ 44. Geometrische Oerter.
1. Eine um Punkt A mit dem Halbmesser r be-
schriebene Kugel ist geometrischer Ort
a) fiir jeden Punkt, der von A den Abstand r hat,
]v} " jmlc Gerade, die 7 = 5 o
R Ebene, s ;
11]

messer r, die durch A geht.

jeder Kugel vom Halb-

) 4 den Mittelpunk
2, Eine um die Gerade I. als Achse mit dem
Grundkreishalbmesser r beschriebene Cylinderfliche ist
geometrischer Ort
a) fiir jeden Punkt, der von I den Abstandr hat,
b) . jede Gerade,die , 4 4 " o

e} ae we bene. . Lh el o &

mes

und

mit

mit

die

o
mel

Sej

riil

gec

En

Er
bil
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d) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb-
messer, die I beriihrt.
3 Bine Kegelfliche mit der Achse L, der Spitze A
und dem erzeugenden Winkel e ist geometrischer Ort
a) fiir jede durch A gehende (Gerade, welche
mit L. den Winkel e bildet,
b) fiir jede durch A gehende KEbene, welche

mit I: den Winkel & bildet,

¢) fiir jede durch A gehende Ebene, welche
mit einer zu Ii senkrechten Ebene den Winkel R—a
bildet.

4. Eine zu einer Ebene E im Abstand r auf einer

Seite derselben parallel gelegte Ebene ist geometri-
scher Ort

a) fiir jeden Punkt auf dieser Seite, der von
E den Abstand r hat,

b) fiir jede parallele Gerade auf dieser Seite,
die von E den Abstand r hat,

¢) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel auf dieser
Seite, die B beriihrt und den Halbmesser r hat,

d) fir die Achse jedes Cylinders auf dieser
Seite, der den Grundkreishalbmesser r hat und E be-
riihrt.

5, Die Mittellotebene zu einer Strecke AB ist

geometrischer Ort.

a) fiir jeden Punkt, der von A und B gleiche
Entfernungen hat,

b) fiir jede Gerade, die von A und B gleiche
Entfernungen hat und mit AB einen rechten Winkel
bildet,
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(:;.‘ den .\Iiﬁl--'[):luk[ jeder Kueel, die durch A
und B geht.

o
6) Die Mittellotebene zu einem Winkel ABCQ
geometrischer Ort

ist

a) fiir jeden Punkt, der von den Schenkeln
gleichen Abstand hat,

b) fiir jede durch B gchende Gera

le, die mit
den Schenkeln gleiche Winkel bildet,

¢) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, wel

che
beide Schenkel beriihrt.

7. Die Halbierungsebene eines Keils (MQ) ist
geometrischer Ort

a) fiir jeden Punkt, der von M und Qg
Abstand hat,

b) fiir den Mittelpunkt Jeder Kugel, welche M
und @ beriihrt.

leichen

8. Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im

Umkreismittelpunkt O desselben ist geometrischer Ort

a) fiir jeden Punkt, der von A, B und C gleiche
Abstiinde hat,

b) fiir den Mittelpunkf Jjeder Kugel, die durch
A, B und C geht,

9. Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im

,[nl{r'eis'ilxith‘lpunl\t oder einem Ankreismitte

Ipunkt des-
selben ist geometrischer Ort

a) fiir jeden Punkt, der von den drej Seiten
gleiche Entfernuncen hat,

b) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche
die drei Seiten beriihrt,

Seite
oleic

drei

dem
Keil
flich
drei

besc

.
el

Sun

als

die

der
der



A

ist

eln

mit

che

1en

rch

im

les-

ten

:he

Siitze iber Polyeder.

10. Die Schnittlinie der drei Mittellotebenen der
Seiten eines Dreikants ist geometrischer Ort

a) fiir jeden Punkt, der von den drei Kanten
gleiche Abstiinde hat,

b) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die
drei Kanten berithrt. Die Schnittlinie ist Achse des
dem Dreikant umbeschriebenen Kegels,

11. Die Schnittlinie der Halbierungsebenen der drei
Keile eines Dreikants ist geometrischer Ort

a) fiir jeden Punkt, der von den drei Seiten-
flichen gleichen Abstand hat,

b) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die
drei Seitenflichen beriihrt.

Die Schnittlinie ist Achse des dem Dreikant ein-
beschriebenen Kegels.

§ 45. Siitze iiber Polyeder. Formeln fiir Oberflichen.
lauminhalte.
A. Allgemeine Sitze.

1. Eulers Satz: Bei jedem Vielflichner ist die
Summe der Anzahl der Ecken und Flichen um 2 grisser
als die Zahl der Kanten,

i+ F=K- 2.

9, Die Anzahl der Kanten ist halb so gross als

die der Winkel,

K= S W.
2

3. Ein Parallelschnitt einer Pyramide ist ein
der Grundfliche #hnliches Vieleck und es verhilt sich
der Inhalt des Parallelschnittes zu dem der Grundfliche
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wie die Quadrate ihrer Entfernungen oder derjenigen

entsprechender Ecken von der Spitze der Pyran

4. Satz des Cavalieri: Haben zwei Korper
gleiche Hohe und gleiche Grundflichen und sind alle
Parallelschnitte, die in denselben Entfernungen von den
entsprechenden Grundflichen gelegt sind, einander gleich,

go sind die Korper selbst inhaltsgleich.

Aehnliche Korper verhalten sich der Oberfliche
nach wie die Quadrate, dem Inhalt nach wie die Kuben

entsprechender Liingen,

B. Berechnungen,

‘ M Mantel, O Oberfliche, G Grundfliche, Q Quer-
schnitt, h Héhe, r Grundkreishalbmesser, R Kugel-
halbmesser, a, b, ¢ Kanten, s Mantellinie, S Mittel-
schnitt, V Rauminhalt,

6. Quader: O=2@b-tbetca)
V=abe
7. Prigma: V=G.h=0Q.s
h

8. Pyramide: V=@G.

9. Cylinder: M=2r=zh
O=2rz(h+r); V=1*zh

Fiir den Hohl cylinder: V (*—r, Y72k
10. Kegel: M=r=as; O=rz(s4r)
. R A
8=1ri+h* V=—1zh

11. Pyramidenrumpf:

’ h i,
e e |
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: a
Sitze iiber Polyeder. 93

‘

92, Kegelrumpf:

M=(r-l-rj= s=2p= h
(p Mittellot zur Mantellinie bis zur Achse).

A B 3
= — (¢ rr, 1, %)
o
Prismatoid:
h s :
V= (G+6,+49)

Schiefabgeschnittenes dreiseit. Prisma,
a-+b-o

v=q.2

b

0=4Rz; V

Kugel:

Kugelzone: O=2R=h
7z h Wi )
=B han A TEY
Kugelabschnitt:

0=2Rzh=(0"4+1%)~

V=

I wh*
v="2@3r*+h?)="7(3R—h)
b 3
2
Kugelausschnitt: V.—=-37R2ﬂh
T{.Sl 0
Kugelkeil: V‘iiﬁﬁi
e L Lt 4
Ellipreid: V=~ nabe

: : 4
Drehungsellipsoid: - zab’ (2a Drehaxe)
[

! Ty
Drehungsparaboloid: V= er‘nh

e o A —
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Abgestumpftes Drehu

ngsparaboloid:

(R

[6he)

H albmesser der Endfl: dchen, h T
] R

V=22"Rr? 0 =45

:
: p umb
(r Halbm, des cedrehten

Kreises, R Abstar

1d  seines a K
Mittelpunktes von der Drehachse).

Schief :lixgeschni{tmlm-, gerader Kreis A
3 .h 4+ h >
cylinder: V=52 = M==r(h,~+h
(b, kiirzeste, h, l-‘iwz'ctn Mantellinie) Wi
1 Cylinderhuf V— % [a(ar —a")}-3r*(b—r) ¢]
1
{ [
M- ‘2;]’,’(3,‘1\ p + a] Ok
(h lingste Mantellinie, 2a T'[u[']unit(', b Liinge des Lotes
vom Fusspunkt von h auf 9a 2 ¢ Linge des Bogens
bezogen aunf dLn Halben, 1). Do
16. Guldins Sitze, a) Die Oberfliche einer
Drebfliiche ist gleich dem Produkt aus der Linge der
erzeugenden Linie und dem W ege des Schwerpunki
derselben.
Besteht die erzeugende | aus den Teilen 1 o I
deren Schwerpunkte die Abstinde By By 8, + . VoD
der Achse haben, wiihrend der \imhmtl Jes (nulmt
schwerpunkfes der .zmnwndun s ist, so ist
sl=g kr_,i,_,—}—.ul_‘—{--_..
b) Der Iu[m]t eines Du’hlwrluz\ ist gleich dem
Pm(hﬂf aus dem Inhalt der erzeugenden Fliche und [s

dem Weg des Schwerpunktes derselben,
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Sitze tber Polyeder. a5

Zerlegt man die erzeugende Fliche i in die Teile i,

i,; 1, . . . und sind die Achsenabstinde der Schwerpunkte

der ganzen Fliche und der Teile s, 8, 8, 8, .. . ., 50 ist
Sl U o S CH O TR

17. Regelmiissige Korper. R Halbmesser der

umbeschriebenen, r derjenige der einbeschriebenen Kugel,

a Kante.

' B /g
Tetraeder. R= - J6;r= Jflm;
o = Il': =
O=2a*}8; ¥ 15 Y 2
a a
Wiirfel R= 5 V3; ke
B e —
et a
Oktaeder. R=—-)2;r=—8;
2 i} ¢
a’
0=2a"13; V= 3 V2.
a& . U
Dodekaeder. R= i (1 -1+1V5)¥3;

= a ctg 36° cos 36°;

V'5);

= — = 4 F.r (F Seitenfliche)

a :
e (15+7YV5) =5a®ctg®36%cos 36°

-

B\ -
[sokaeder. R= i ll_’(:)#’li));
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Ebene Trigonometrie. bl

1. Goniometrie.

§ 46. Funktionen einfacher Winkel.

i. Erklirung der Funktionen.
{ a) Am rechtwinkligen Dreieck (a Hypotenuse,
b und ¢ Katheten.) |
; I '
sing=—; =" |
i LA S e i B
msﬁ——a ,Ltgﬂ_—B—, |
cosec f = = J
E Nl b 3
o &
sec g = —-
C
C
; 2

R AR
b) Am Koordinatensystem (r Fahrstrabl, x und y
Abscisse und Ordinate.)

= 5
sin @ = —}
=

tg a

| ziw.

CO8 %= iy
—1_—r Ctgu——

Biirklen, Formelsammlung.



98 Ebene Trigonometrie.

Der sin hat das Vorzeichen der Ordinate,
der cos das der Abscisse, tg und ctg haben
gleiches Vorzeichen.

¢) Vorzeichen in den vier Quadranten:

|
ey |
sin cos to ctg
[0 -
|
i | 1 1 1
L = ‘ e R ‘ “
] ) ‘ |
|
i s — Shie = e
ITT. — ‘ - JE A=
H | |
|
7y |l ‘ PR g SO
» |
9 |
by l — I o R+e | 2R—@a fi.—f(cl
gin ' —sine Cos ¢ cosa sin ¢ — gine l
cOos l cosae | sine | —sine | —cose | —cosea
tg —tgo | elge ! — cto o —tora +tg —
ctg —clge ‘r to ‘ — 1tz a —ctea | +ctega 2
I 3R—e |8R+a |4nR+e i

—cos e | —cos @ ‘ sin (- a




te,

en

+y

Funktionen einfacher Winkel.

i
1
|
I
|
1
3. Grenzwerte und besonder: Werte:
0 0 180° | 9270° 45°
_)){-'Ucu | b | < | A «
sin 0 1 Q — 1 _)1' 2
i ] —‘—ﬁ 3 3
cos 1 0 ‘ —1 | 0 |3 V2 5
= 18 ‘ e e
g ] 0 | |0 |- 1 E
| R i
e | ]
cto <R O — | 0 1: [




Ebene Trigonometrie.

4. Yusammenhang der Funktionen:

sin’a 4 cos’a=1

sin o 1
iga= — = —— ; 1
COs ctza
oS o |
elgo=——-= :
; sin a tza a)
tga.ctg a=1

‘ 1+tgle= —

A ; c0s’c
. 1
1-telg’o= =

il sin‘a

' sing | cose tg o | eige

sin o= V1 — cos®
|
h)
cosa=| )L —sin"«
|
sin @ J1 —cos*al
+ —
o 1
o Il —sin®« CcOS « |
J1 —sin*a cos o 1 |
ctea= 3 = S
ging | tg « ‘
7 N 7 3 3
a frd
- )

W=SiE @



1.

a)

b)

a)

Funktionen zusammengesetzter Winkel.

un

47, Funktionen zusammengesetzter Winkel.

sin (@ -~ p) =sinea cos g -} cos a sin g

c08 (& 4 g) = ¢08 « oS §

- sin « sin g

g (e + 8)=

ctg (a1 8) =

. 0 0 - - . o L]
sin2a=2sinccosa; sine=2gin 5 LOfS
9 £ LI 2 b in? &
cos2a=cos’a—sin’a; cosa=cos? ——sin?—
2 2
o
9t
2ty
tg2a= o
1—tg?—
gt —
il
o
ctzts —1
l cte? a —1 2
ctg 2= ~ s cte a - e
5 z
2clg e
2 ctg 2
] L ] 1 0 na A 1
2cos'a=1--cos2a; 2c¢08° 5 =1--cosa
. 9 2 L ] o
2sin*e=1-—cos2a; 2gin' 5 =1— cosc
/ 1—cos2e sin2¢ 1—cos2n
!,r:cc:]-__.._ : e — = e
1+ cos2a 14-cos2a 8in 2 «

f sin3a=3sina —4sin’a
| c08 3z =4 cos® ¢ — 3 cos a.
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9 Umformung von Summen und Differenzen.

tk (e , e+ @ c—@
sin e -Lsinf—=28In —5—C08 —5—
2 2

sic ¢ — 8in g =
1 S gl | S 4

coSa-rCoORp=a Ccos — 08 —

cosg — Co8 = —1

cosa-+ sina=12.8in (45° + @)

[ cos o — sin =12 . cos (43° 4 @)

1+tg e

b) v R T g (45«
1—tga 8(456°+4)
etga+

t:ctg (456°— a)

2

etgaet+tga==—5_
o iE sin2 ¢
ctga—tga=2ctg2a

II. Das Dreieck ete. q.

§ 48. Formeln iiber das schiefwinklige Dreieck.

1
! a et
() —cos|R—5|=875"
2. ath:b=sin eisin gsiny. (Sinussatz.)

_bsinae=h"

a sin f
bsiny=c¢ sin § = h

(Hohenformel.)

P

osin @ = asin y =h'

— i




ek

n

sina

a=2r

h=2rsing

c=2rsiny.

a="hb cos

b = ¢ cos e acos y
e=acos f--bcosa.

(c+a)sin

(a--b)sin-

(b—c) cos-,

Y- ccos g

2
8 y—a
- =Dbcos

2 2

¥ a—_
o =CCcos FE

2 2

o A

5 —asin {3—‘1
2 2

(Sehnenformel.)

(Projektionssatz.)

Mollweide'sche
Gluiuhgu.)




Ebene Trigonometrie.

( (c—a) 0057{; =bsin /—:—Cf % )
@ 2 Mollweide’sche
| (a—b) Uosy‘) :_-c;.,-i“u'? Gleichgn,)
6. Pythagoreischer Lehrsatz fiir das schiefwinklige
Dreieck.
1. a®*=Db*"+c’'—2hec.cosu

n o 3 -
Folgerungen:

] (b c)g— 4 b ccos® 7::;-

(b—c)*+4besin®

14—1)—--0- 28
—a-t+b-t+c=2(s—a)

7. Inhalt, In- und Ankreishalbmesser.
1. 2y =absiny = besine=casing,

. - / abe
92, J=2r’sinasinfsiny = - i

—p.8=¢,(s—a)=0¢, Iw—m——n (s—c):

4. 0.0, .0, .03 — J*,
o i %
J == Ui—‘l_)t"" --—-(s—h)tg 5=(@B—c)tg5
b. i o
8 ' ¥y
0 o, =s5tg 53 e, =—stg 5
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Berechnungen.

oA A
6[9—---]5111251[1 :3:3“] 2_

l s=4rcos e cos -g— cos ;—

2

§ 49. Berechnungen.
T. Das rechtwinklige Dreieck,

a Hypotenuse.
1. Gegeben a, B.
b=asinf; e=acosh.
2. Gegeben b, 8.
b o
b= B c¢=Dbetg B.
3. Gegeben a, b. |

t =
gin g = --;—, c—acosf=bectgp; c=)at—b%

t:

4. Gegeben b, c.

b b c L
e =yb*+

tgf——: a=—= 75—
S ¢’ sin B 208

9J =bec=abeccsf=absiny=Db’tg .

IT. Das gleichschenklige Dreieck.
1. Gegeben b, g.
a—2bcosp; h=Dhsing
2. Gegeben a, «,
a a
Ry T 2 B

3. Gegeben a und b,

r
a ! a / a
cosf= h=hznfi=" twﬁ:l* b"——4—

2b’ 9 o
2

2J=Db’sinae= —1 tg g.



Ebene Tri

o

III. Das regelmissige Vieleck,

1. Gegelen a.

a . . 180°
I'=-—-18In
a ‘ 180" na’
0= ctg - d = ctg
= 2 n 1 =
2. Gegeben r.
: . 180° 321 e
a=—2rsin L it AL s St JE 5 sin

3. Gegoben g.

180° 180°

o

€

Tr=—p:00S —ra=2ptg——: J=np 't
¢ n 7 € o n A L4 >
IV. Segment.
i 2 o g0 2
pektor = w75 — Arc .o,
360" 2
Pl
A — g
N g flne

( .2

r? (@ . I
gment — — ( - — gin a| =
g 2 \180° 2

(arc e

V. Das schiefwinklige Dreieck.

1. Gegeben a, 8, 7.

a1 3
SN ¢ ).

asin 8 asiny
)

«a=180"—(@F+9);: b=——: o=
( 7 sina ’

sl @



Berechnungen.

2. Gegeben, b, ¢, a.

Bty o « | oder:
n — — .
2 2 fra b sin
|tgP _E—l) cos e
[ bsina e¢—Dbcosa

&=

sin @ cos

1
30
[
30°
T'

1. J= ]"ﬁ[b_—— a) (s—b)(s—c)

2. g:.T. (25:11—}—}.){7 e).

e h I g

‘ dite e i e g el Ea e

Proben: 1. (s—a)-(s—b)+(s—c)=8



4. Gegeben a, b, p.

a) b > a. :
asinf

1, sin ¢ = et 90°
)

2. y = 180° — (a+ B).

bsiny asiny

: Jd.o=——"=— .
i sin B sin ¢
: asin B
b) b < a; sing= 54
X L4 )
hiebei ¢ und 180° — a brauchbar, daher 2 Werte fiir cz
¢, =acosf-tbeosa

6, =acos§— bcosa.
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Sphiirische Trigonometrie.

50. Das rechtwinklige sphiirische Dreieck.

i

I. Formeln (a Hypotenuse).
1. cosa ==cos b cosc
2. cosa—ctg § ctg y
3. cos f = sin y cos b; cos y = sin g cos &

4 . sin b < gin ¢
4, gin g=— ——3 Bin ¥ =———1,
B slna 7 sin a
gc tob ‘
3 s = __tgh
9. o8 §- -3 COS y = #
tga tga
te b 1{:‘ ¢
G. tg = f‘,u‘ gy = —
v Hiie e sinb

7. Neper's Regel. Der .

cos irgend eines der wie neben- =
stehend angeschriebenen Stiicke \

ist gleich dem Produkt der sin

b
der getrennten und gleich dem -
Produkt der ctg der anliegen-
den Stiicke. |
J1ie . 1 Tor. P
Hiedurch konnen die For- R oy

meln 1—6 mechanisch abgeleitet
werden,
1I. Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks.

1. Gegeben a, b.

cos 4 tg b

cosc=——: ig PR s T —
pog o5

e
At sin b*

sinc’



110 Sphiirische Trigonometrie.

III.

9. Geveben b, c.
o) ?

- te b toe
cosa=cog b cos oy tg = —=—3 Y=
s gim et ¢ sin b !
3. Gegeben a, g. :
ctg y = cos a g f. |
|
tg ¢ = tgacos g tg h = tg a cos ¢
4. Gegeben b, 8. I
sin b Plite T Mg V.
sin a = ——, (zwel Werte fiir a).
sin § /
atg i 1y o= tg a cos f.
eben b, 7.
:

6. Gegeben g, 7.

cos f

cosn = ctg g ctgy; cosb= ——-; co8C=
g & s1n Y sin g

Determ. Sind g und y gleichartig, so muss 8-}y > 90°
and < 270° sein; sind g und y ungleichartig, so mus3

g —y oder y — B < 90° sein (3. 43,13, a)s

& 51. Das schiefwinklige Dreiecks

A. Formeln.

I ‘ cosa =coshcosc-|~inb sinccos a ah e oas

cos hb=cos ¢ cosa--sincsinacos g . .
| Cosinussatz.

] cos ¢ = cos a cos b - sinasinb cosy

1HE sinazsinhb:sine=gsina:sinf: sin y3
I gin asin g=-sin bsin ¢ = h" a,b,a 83 VI

l sin b rin y = sin ¢ sin 0 :
Sinussatz.

sin ¢ sina@ =sinasin y =0’
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mus3

, 0, 08
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III.

Iv.

V.

Das schiefwinklige Dreieck. 111

sina cos g—cos b sinc—sinb cos ¢ cosa; 8,b,c,a,p:
sina cosy—cos ¢ sinb—sine cos b cosa;
sinb cosy—cosc sina—sinec cosa cos §;
ginb cos a=cosa sinc—sina cosc cos 3
gin ¢ cos g=cosa sinb—sina cos b cosy;
8in ¢ cos f=cosb sina-—sinb cosa cosy,

., @ . bte¢ R g—y
sin —-sin ——=sin -cos=7; a, bt 84+7s
] h<4¢ a ==
sin — CO8 — — = €08 - €08 8 ! Vit
= 3 - =~  Delambre'sche
cos = sin it —atn Sutm By bezw.
Gt T A e i 2 Gauss'sche
oos L Gon B o i 7 e
P ey ST 2 2
=
b+4o & OO s a,ble gty g—y
lg — —tp PRFE o Jrad
2 2 B4y
Co5 2 | % Bty bjc i—0
sin ng
b—¢ a 2
te o Prpainlof SO )
2 29 3y
sin £
2
S =8
i 8+ y {2 I Nepersche
Tl e By =
& 2 €3 bh+e¢ Gloichungen.
cos ——
. b—e
8 ¥ sin ——
Sl A R
S % a0
2
a+b-}tec=2s
« /sin (8 — D) Fiﬁs— c)-
in>=|/ T z 1@ & b, e
Bty l ginbsine e i e




VIIL [

[b) [

[1Ib)

08 o — — €08 § c0s y—-sin gsiny cosa; a, &, §, 7.

cos ff

[

1

sin ¢ =

l('lg

— — CO3yCOs i

— V/sins . sin (s — a) sin (s —b) sin (3

28

e e I
sin b sine¢’ ?

(S Eckensinus.)

si

__sin (s —a)

2% k

l- nis—a)sin(s
[+

e=a-t-g-+ry—18

B L

(L'Huilier’sche

a, b, ¢
- h]-siu (== Gy

ns

@ 8 b, ¢

0 ° (sph. Exzess)

-

(leichung.)

Polarformeln.

n y sin e COS b

CO8 y = — c0s @ CO8 f- | sinasin g cos c.

sinacos b=

os fginy - s1n B cosy COS &; 4, by a, 8,7

sin ¢ ¢08 ¢ = cos ¥ sin § - sin y cos f COS &

sin f cos ¢ = cos y sin ¢ +sinycosecosb

sin # cos a =cos ¢siny -|-sin«cosy cosb

3

sin ¥ cosa = cos asin g |-

siny cosb = cos #sina

sin ¢ co8 3 coS ¢

gin g cos & cos C.

VIII

VIII

IXb

-

A




VG

ay @Y

5=/ —cos g cos (60— «) cos (0 — §) cos (0 — 7)3

- \ ) ¥
VIIb) slha=——" .,
8in g sin
9 3 23
sin b = — sin ¢ = ——
sin ,um @’ sin ¢ sin f 1,

n-o—-u) Lo\(rr— u\({]“ \u - ')

‘11:
— C08 ¢
r a _ cos(oc—a)
‘Illb: 1:;?:--- ]i'__
b co8 (0 —p) [V cowr—w)
b ] s te—
2 & 2

d = 360° — (a -} b -} c) (sph. Defekt)

[X b) |:7tg(15°+§ L‘,L_'(l:’;“ : m(w ﬁ*‘):,«(w f_T_z?')

X, Sphérischer Umkreishalbmesser R.

lsln a sinb _ s8in c 2ty R a b
s = =4 ] < 8
!sine  sing sin » B g AN g %
lctg R=k’ (s. VIII).

XI. Sphéarischer Inkreishalbmesser .
tge=k (s. VIII).
XII. Inhalt des phir. Dreiecks s. § 43,;.
B. Berechnungen.
1. Gegeben a, b, c.
1. a1-b+¢—28,8—a=,.sy B—b=1..; 5—C=—,..

Biirklen, Formelsammlung. ]




Sphiirische Trigonometrie.

2. k aus VIIL

o sin (s—a) 8 gin (q.,],)
3. Ctg72—=— _k ; ctg ..2-_.* -[; 3
ViRl sin \s—c)
otg - g F
Proben: 1, (1—a)+(s—b)+(s—c)=S"
1 [ g '/ (L
¢ Ry vil L oot —= —
2. sins'bt“ g.ctg ) .etg 5 =

2. Gegeben g, #
1. Qo=atpfty;0— =10y O—BF=100y 0~ Y= sss
9, k’=—a. VIII b,
a cos (7 —a)
B.tgy ="

Proben: 1. (c—e)+(6—p)+(e—y)=2

, 1.8 w. 8. VIII b,

1 ¢ a " b ¢ ¢ 1
—_—— o — —_ r = ==
2. co:ﬂﬂr'DQ'g2'b2 k’
3. Gegeben b, ¢, .
"osﬂcosb—c
B+ S T TR S
Ltgl=— =g @7)
2 a b+e N

gin 5cos—5— 5

« . b—
bt FURE 5 _»
- g 92 L o +3_N' @

8in - ) - 8in—

L
!



sin?—? cos!
] ]

Ist nur a verlangt, dann dies aus L

4. Gegeben g, », a.

o R g==¥.
gin — cos————
b-+e 2 o Z 3
1. tg——=— —— (8. V)
2 a gty N
S0 €0S 5~ o5~
s —y
b 2 Al
2_ o ———— == — —
o 8 g+y N/
co8 5 sin~

=N .1V, oder
b-+e¢

C08——5—

2 LECIE has N

oy S N
sin —5 COs—5—

Ist nur « verlangt, dann dieses aus Ib.
E Gacaba
5. Gegeben a, b, a,

sin b sin ¢

1. sin g=—

ging e 8
alb o8 o -
2. tgo = tg %—{2 . R

cos— 5
2



Determination.
allgemeinen zwei Werte,
beriicksichtigen, dass

wenn a

AlY

~

und a b 7 18(°% dann P

8. § 53, 13 b und e),

6. Gegeben g, B,

1. sin b = —

e
L NS e
2. tg — =s. b3
o 9 E
3. tg 5 = 8 D2

Determination s.
Anmerkung., Die

T b
g1n

R 1 1} — -
Fiir B ergeben sich aus 1.1im

Bei der Bestimmung ist zu

h, danne = B

ebenfalls vorige Aufzabe,
Aufgaben 2, 4, 6 sind die

Polarfille zu den Aufgaben 1, 3, 5; ihre Lésung kann

deher durch Uebergang auf das Polardreieck auf die

Lisung der Aufgaben 1,

3, b zuriickgefiihrt werden,
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Mathematische Geographie.

I. Beobachtungsmittel.
§ 52. Koordinatensysteme.
A) Zenitlinie, Horizont,
1. Zenitlinie Vertikallinie durch den Be-

obachtungsort; ihre Schnittpunkte mit der Himmels-

] heissen Zenit (Scheitelpunkt) und Nadir
kt).
(

rizont (wahrer Horizont), die durch den

(Fus

un
“iH

Erdmittelpunkt senkrecht zur Zenitlinie gelegte Ebene;

SY
i
9

scheinbarer Horizont Jeriihrungsebene an die

Erdkugel im Beobachtungsort; scheinbarer Horizont

parallel dem wahren. — Horizontalkreise senkrecht
zur Zenitlinie,

d. Ost- und Westpunkt, Schnittpunkte des
Horizonts mit dem -}I;mmi!;'.\‘f'it]lmful.‘ (s. H:}; Siid- und
Nordpunkt je um 90° vom Ost- und Westpunkt ab-
stohend, Mittagslinie verbindet diese beiden.

4. Vertikalkreise (Hohenkreise), Schnittkreise
der durch die Zenitlinie

28

relegten Ebenen mit der

Himmelskugel, sie sind senkrecht zum Horizont; erster
Vertikal geht durch Ost- und Westpunkt,

B) Weltaxe, Aequator,
5. Weltaxe, verlingerte Erdaxe, Drehungsaxe
der Himmelskugel ; Weltpole (Nordpol, Siidpol) Schnitt-
punkte der Weltaxe mit der Himmelskugel.




Mathematische Geographie,

Aequatorebene durch den Erdmittelpunkt

1t zur Weltaxe,

7. Meridiane oder Deklinationskreise,
Grosskreise durch die Weltpole, senkrecht zum Aequa-
for: Hauptmeridian durch Zenit, durch Siid- und
Nordpunkt,

8. Polhthe = Neigungswinkel der Weltaxe gegen
den Horizont. Aequatorhdhe = Neigungswinkel

der Aequatorebene gegen den Horizonf,

Polhéohe = geographischer Breite.

Die Polhéhe hy wird bestimmt durch Beobachtung
der Aequatorhshe hg zur A equinoktialzeit, hy = 90°—h;,
oder als arithmetisches Mittel aus oberer und unterer
Kulminationshdhe eines Circumpolarsternes. — Aus
der Polhohe erhilt man die geographische Breite.

9, Sichtbare Sterne fiir einen Ort von der
geographischen Breite ¢ sind diejenigen, deren A bstand
vom sgichtbaren Pol < 180°—¢, vom unsichtbaren > @ ist.

10, Circumpolarsterne, Abstand vom sicht«
baren Pol <e.

C) BEkliptik, Axe der Ekliptik.

11. Bkliptik = scheinbare jihrliche Bahn der
Sonne, Ebene der Erdhahn.

12. Schiefe der Ekliptik = Neigung der Ekliptik
gecen den Aequator; sie ist veréinderlich, fiir den An-
fang des Jahres 1900 23° 27° 8.

13. Axe der Ekliptik = Lot im Erdmittelpunkt
auf der Ekliptik; Endpunkte dieser Axe Pole der
Ekliptik.

14. Tag-und Nachtgleichepunkte = Schnité-
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Lagebestimmung.

punkte der Ekliptik mit dem Aequator, Frithlings-
iquinoktium (Friihlings- oder Widderpunkt V) und
Herbstiquinoktium; Sonnenwendepunkte oder
Solstitien stehen von den vorigen je um 90° ab.

15. Breitenkreise, Grosskreise durch die Eklip-
tikpole, | zur Sonnenbahn.

§ 53. Lagebestimmung.

1. System A. — Grundkreise: Hauptmeridian und
Horizont.

Hohe h gezihlt auf dem Vertikalkreise vom Ho-
rizont aus, 0° — 90° nordl. oder siidl.

Azimuta (A) gezihlt auf dem Horizont vom Siid-
punkt aus iiber W, N, O von 0° — 360" Ermittlung
dieser Koordinaten durch den Theodolit, Héohe auch
durch den Sextanten und annihernd durch Schatten-

’ 1
linge (tgh — —B—).

2. System B.

a) Deklinationd, nordlich () oder siidlich (—),
sphirischer Abstand des Sterns vom Aequator; Pol-
distanz 90°—3é.

Stundenwinkel t = Aequatorialbogen zwischen
Meridian des Beobachtungsortes und Meridian des
Sterns, gezihlt von dem ersteren aus von 0°—360° iiber
W und N (wie das Azimut); statt Gradzihlung auch
Stundenzihlung (15° = 1 St.) ringsherum 0 — 24h, oder
nach beiden Seiten,

Messung durch Aequ&toreal.




Mathematische Ge

by Deklination 8, wie in a. und
M

’ﬁ——-\"-/ lingspunkt (V°

\“. .’{l'-l‘:l H‘!J]:: ‘|I'E' 1 ch
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>
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Loia ),

geziihlt 1m

wenn Stundenwinkel

unktes 15° 60—t 6
und Uhr nach

Messung mit P

Sternzeit.

Breite g noérdlicher oder
Sterns von der Ekliptik,
Lange A, Bogen der

punkt und Breitenkreis,

aus im Sinn von e, von 0°—360°.
4, Sternbilder,
Die zwolf Sternbilder des

Widder Liwe A
Stier Jung 7
Ziwillinge We %

Krebs

Skorpion 11 | Fische W

§ b4. Die Zeit.

1. Sterntag a 24 Sternstunden

2 oberen Kulminationen eines Sterns,

vollstiindigen Umdrehung der Erde. ob Sternzeit, wenn

der Friithlir im Meridian; Dauer eines

56™m 48 m, 7,

u
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Die Erde. 121

2. Mittlerer Sonnentag = biirgerlicher Tag,
Ziett zwischen 2 Kulminationen der gedachten, im

Aequator mit gleichfarmiger Geschwindiglkeit laufen-
den Sonne,

3. Zieitgleichung = Differenz zwischen wahrer
und mittlerer Zeit.

4, Tropisches Jahr = scheinbare Umlaufszeit

der Sonne, von V* Punkt zu V* Punkt = 365,2422 m. T\
= 365 T. bl 48m 465 m. Z. — 366,2422 Sterntage.
5. Siderisches Jahr = wirkliche Umlaufszeit

der Erde von Fixstern zu Fixstern

= 365,2564 mittl.

Tage = 365 T. 61 9m 115 m. Z. = 366,2564 Sterntage.
6. Siderischer Monat = Umlauf von Fix.
stern zu Fixstern 2092 Tg.
7. Synodischer Monat = Zeit von Neumond
zu Neumond (d. h. von Sonne zu Sonne) 29,53 Tg.

8. Astronomische Jahreszeiten.
Beginn des Friihlings am 21. Miirz, Sonne im Aequator,
im " Punkt, Tag- und Nachtoleiche,

Beginn des Sommers am 21. Juni, Sonne im Wendekreis
des Krebses, lingster Tag (Sommersolstitium),
Beginn des Herbstes am 23. September, Sonne im

Aequator, Tag- und Nachtgleiche,
Beginn des Winters am 21. Dezember, Sonne im Wende-

kreis desStei I]jJ['Ji'I(iJ kiirzest :-_*.I"J.‘:lgi'\\‘r'lu tersolstitium).

IT. Das Sonnensystem,
§ 55. Die Erde.
A) Griinde fiir die Kugelgestalt.
1. Erscheinungen infolge fIl'l'-(Jl‘*“\'\"t‘]'?lfllli!l'{lllgtll]

auf einem Meridian oder einem Parallelkreis.
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2.
Gestalt

3

4.
tungen,

5.

o o OO

Mathematisehe Geographie.

Schattenform bei Mondfinsternissen und die
der andern Himmelskorper.
Depression des Horizonts.

Umschiffungen der Erde in verschiedenen Rich-

Ergebnisse der Gradmessungen.

B) Griinde fiir die Rotation.

. Ablenkung der Luftstrémungen,

. Oestliche Abweichung fallender Kéorper,
. Foucault'scher Pendelversuch,

. Rotation anderer Weltkorper.

. Abplattung der Erde (56 bis '[;,).

L]

Aittlara

|
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and Mond. 19¢

Sonne

Planeten.
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g 56. Planeten, Sonne und Mond.
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Rich-

7 Millionen km = 20 Millionen Mellen.

*) 148,
*¥) Auf

Wasser = 1 bezogen ist die Dichte der Erde 56
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1. Ptolemiisches System. Die
Mittelpunkt des Weltall
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uim sle beweoen
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Merkur, Venus, Sonne, Mars, Jupiter

regel
T
cvkeln ¢

2. Coppernica

keiten in der 1

werden di
weraen di

lirt,

1isches System

steht still, um sie hewegen sich Merkur, V

enus, I"E‘l?“‘

Mars, Jupiter, Saturn in krei;

ligen,

entriscl
ZENTriscl

nNate

eck 2
B }\'i'glhﬂ's Gesetze. ZS

1. Die Bahnen der P

deren einem Brennpunkt die Sonne steht, 180° -
2. Der Planet bewegt sich so, dass d Liei
1 in gfl‘lr'hn-n Zeiten gleiche Flichen beschreibt,

3. Die Quadrate der

Bahnen,

ten sind Ellipsen, in tiberli

sira

Umlaufszeiten

sich wie die dritten Potenzen der crossen

§ 58. Berechnungsaufzaben.

heninhalt J einer Zone z

ischen den
ge

5 5

@, und ¢, :

91 2ra(rsing, —rsing,)

, 4,

e, T@ . @ —@,
=471 % cos ¥1 72 gin -+ d
5]

der Teil dieser Zone, der von den Meridianen zm i
Linge 4, und A, begrenzt wird, ist Héhen

i : )

(=) PP . o —, baren

dJ 53 i r® 7 cos = gin =
361 2 2

T

(Berechnung des Inhalts von Kartenblittern,) die

2. Kimm und Kimmtiefe. — Kimm Kreis

welcher den scheinbaren Horizont begrenzt (Halbmesse
L= \



Sonne
Erde,

ischen

1 den
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EBsel

Berechnungsaufgaben, 125
a = Sehne = Bogen); Kimmtiefe («’) = Winkel zwi-
schen dem Sehstrahl nach der Kimm und der Hori-
zontalen, Hohe des Beobachtungspunktes h,

1, a=}2rh

180.60.60" (21 ; o
e ks il :1_0&{”_“:—‘:] 1-1 . 206 265",

2, ¢
L

hiebei ist von der Strahlenbrechung, welche a ver-

grossert und « verkleinert, abgesehen.

3. Beziehungen zwischen den Koordi-
naten der Systeme A und B (s. § 51). In dem Drei-
eck Zenit-Pol-Stern sind die Seiten Z P =90°— ¢,
78 = 90° — h, PS=90°—4; die Z8S und PS gegen-
iberliegenden Winkel sind t (bezw. 860°—1t) und
180° —a. Aus den Formeln T—ITI des § 51 folgt, wenn

1. a und h gegeben, t und J gesucht (p ist

als bekannt vorausgesetzt):

j sin 0 = sin h sin ¢ — cos h cos ¢ cos a
cosdsint =coshsina
l‘--m d cos t = sin h cos ¢ - cos h sin ¢ cos a),
2. t und 6 gegeben, gesucht a und h,
sin h = gin d sin ¢ - cos J cos ¢ cos t
coshsina=cosdsint
'f-n.a h cos a = — sin J eos ¢ - cos J sin ¢ cos t).
4, Parallaxe; Entfernungeines Gestirns
a) Hohenparallaxe p = Winkel, unter wel
chem vom Glestirn aus der zum Beobacht ungsort g
horige Erdhalbmesser v erscheint, = Unterschied der
Hohenwinkel iiber dem wahren und iiber dem schein-
baren Horizont
p= h'—h;
die Entfernung R des Gestirns ist dann

rcos h




Mathematische Geographie.

b) Ist das Gestirn im Horizont, dann heisst p die
Horizontparallaxe (a),
r

sin 7

[st der in Frage kommende Halbmesse: ein Aequator-
halbmesser, so heisst p die Aequatorial-Horizon-
talparallaxe.

c) Bei Fixsternen ist die Parallaxe des Erdhalb-
messers (tdgl, Parallaxe) verschwindend; man beniitzt
tiir sie die Parallaxe des Erdbahnhalbmessers, die jihr-
liche Parallaxe; sie ist bei keinem Fixstern iiber 14,

d) Die Parallaxe des Mondes kann aus direkter
Beobachtung ermittelt werden; die Horizontalparallaxe
betriagt fiir denselben im Mittel 57/ 2,5,

e) Die Parallaxe der Sonne ist zur Bestimmung durch
direkte Beobachtung zu klein; die mittlere Aequa-
torial-Horizontal-Parallaxe kann gefunden werden ans
den Marsoppositionen und dem dritten Keplerschen
Gesotz (aus der Parallaxe des Mars zuniichst seine
Entfernung d = R,—R von der Erde, dann folgt aus

/83— 8 — 83—
R:R*=t *:t% (R, — R):R= U-t =Tt ) - ],fr.“), oder
durch die Methode der Venusdurchgiinge, oder aus der
Messung der Parallaxe eines Planetoiden (z. B. Flora);
ihr Wert ist etwa 8,85,

f) Ausser vermittelst der Parallaxe kann die Entfer-
nung der Sonne noch durch andere Mittel gefanden wer-
den, inshesondere aus der Geschwindigkeit des Lichts und
der Zeit, welche dasselbe braucht, um von der Sonne zur
Erde zu gelangen (Verfinsterung der Jupiterstrabanten).

5. Auf- und Untergang der Gestirne, Tages-
linge. Aus § 583 folgt fir h=20
cost, = —tgsigg,

winl
und

ZWis
und

auf
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Berechnungsanfgaben.

Die Tageslingeist gleich dem doppelten Stunden-
winkel t, (fiir h=0) der Sonne, Ergiebt sich aus d
und ¢ z B. t,=120°=8k, so ist die Tageslinge 16M.

Fir Morgen- und Abendweite w (Bogen
zwischen Ost- und Aufgangspunkt, bezw, zwischen West-
und Untergangspunkt) ist.

: sin ¢
sinw=-——.
COS ¢
Fiir das Azimut a, des Aufgangspunktes ist
sin d
COS 8, = — -
7 COS @

6. Entfernung e zweier Punkte (4, ¢;; 4, 9,)
auf der Erdoberfliche
cos e =sin ¢, sin @, - cos @, cos @, cos (4, — 4,).
Liegen beide auf demselben Meridian, dann ist
qu); — Py
Liegen sie auf demselben Parallelkreis, dann ist
¢, =¢,=¢ und daher
.8 . A — Ay
sin — =—cos @ gin ———

2 2
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Analytische Geometrie, 80 ©
seiss
1. Geometrie der Ebene, Xax
pun]
§ 59. Aenderung des Koordinatensystemes.
%, y Koordinaten, OX, OY Axen des urspriing-
lichen Systems, x’, y* Koordinaten, OX‘, OY’ Axen die
\ des neuen Systems, a, b Koordinaten des neuen U pun
§ 1. Parallele Verschiebung der Axen: stell
{ =a- x'
y=b-y"
2. Drehung eines rechtwinkligen Systems um
den Ursprung um den Winkel ¢:
j x=x'cosp —y’ sing
| y=x'sing+ ¥/ cos ¢.
3. Verschiebung und Drehung jeder Axe den
(Aenderung des Winkels zwischen den Axen) g di
g - x'sin (XY) -y’ sin (YY) des
ke e den
I ) x’ gin (X’X)) + y* sin (Y‘X)
2t TR I L

§ 60. Allgemeine Siitze.

1. Der Grad einer Gleichung wird durch Verwand.
lung des Koordinaten-Systems nicht g

2. Die Bedingung dafiir, dass der Punkt mit den
Koordinaten x,, y, auf der Linie liegt, deren Gleichung

F (I, Y):Or ist F (Kl'-' YI):O'

geiindert.
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Gleichungsformen.! Lagebeziehungen, 129

3. Die aus den beiden Gleichungen F (x, y)=0
und f (x, y)=0 sich ergebenden Werte von x und y
sind die Koordinaten der Schnittpunkte der beiden
durch jene Gleichungen dargestellten Linien.

Setzt man in F (x, y)=0 fiir y den Wert null,
po ergeben sich aus der erhaltenen (leichung die Ab-
gcissen der Schnittpunkte der betreffenden Linie mit der
Xaxe; aus x = 0 ergeben sich die Ordinaten der Schnitt-
punkte mit der Yaxe.

4. Ist A4 ein Zahlenfaktor, so stellt

F (x, )+ 4 (5 3)=0
die Gleichung einer Linie dar, welche durch die Schnitt-
punkte der durch F (x, y)=0 und f(x,y)=0 darge-
stellten Linien geht,

Linie erster Ordnung, gerade Linie.
8 61, Gleichungsformen. Lagebeziehungen.

Ts seien a und b die Abschnitte der Geraden anf
den Axen (Koordinaten der Schnittpunkte mit den Axen),
¢ der Winkel der Greraden mit der - Xaxe, p die Liinge
des Lotes vom Ursprung auf die Gerade, « der Winkel,
den p mit der + Xaxe bildet.

1. Gleichung der Geraden:*)

erste allgem. Form Ax+By-+C=0,

zweite - y=mx-+Db
dritte . = + %—— 1=0

a
vierte » Xcosatysine—p=0 (Nor-

malform.)

%) Wenn sich eine der Glelchungen oder Formeln auf ein schiel-
winkliges System bezichben soll, ist dies besonders bemerku,

Biirklen, Formelsammiung.




13

Analytische Geometrie.

o . oL .
Symbolische Abk irzung der Gleichung

fiir die allgemeine Form L =0,
»n » Normalform 1=10,.

: C b C
Axenabschnitte: a = — A=—r T o
Winkel mit der Xaxe bestimmt durch

tg p = — & :111:.-————-b = —ctg a
2 3 a ¥y

2. Besondere Fille:

x = a Gleichg. einer Geraden | zur Yaxe

y=b n n n I » X
Ax-LBy=0 = » durch den Ur-
y=mx sprung

y=0 , der Xaxe
X = n i d n
0.x+0.y-+-C=0 , 4, o fernen Geraden.
3. Gerade durch Punkt (x,y,)
A (x—x)+B (y—y,)=0, oder
Y—Y,=m(x—x), oder
(x—x,)cosat-(y—y,)sina=0
{(durch ein veriinderliches m, bezw. « erhiilt man ein
Strahlenbiischel.)

4. Gerade durch zwei Punkte(x,y,),(x,,v.)

y—y,
¥ -x,) oder * :
i & : i
oder (x, —x,)y—(y, — ¥, )X =X, J, — X, ¥,, oder
r el (Zugleich Bedingung da-
| X, ¥y, 1| =0. fiir, dass 3 Punkte in ger.
X,y 1 Linie liegen.)

Gerade durch den Ursprung und Punkt (x,, y,)

xljr_jrl.xjo

gegt

sind

geh

der
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Gleichungsformen. Lagebeziehungen. 131

5. Zwei parallele Gerade
Ax+By+C=0oder [ y=mX -+b
{ Ax+By+C=0 | y=mx- b, oder
[ xcosa-+ysina—p =0
\ xcosa—+ysing—p,= 0
Zwei gerade Linien Ax -} By +C =0 und Ax
+ B, y+ C, =0 sind parallel, wenn A:A =B: T‘.
6. Gerade durch Punkt (X ¥0 PmaHLl zu einer
gegebenen Geraden.
Gegebene Gleichung:
Ax+By+C=0 oder y=mx+b
gesuchte Gleichung:
A(—x)+B(—7,)=0 » J—¥=m(E—x,)
7. Zwei senkrechte Gerade:
Ax+By+ C=0 oder y=mx+b
{ Bx—Ay-+0=0 , {
Die Geraden
Ax+4+ By C=0 ¢ y=mx+b u
n. A xz+B y+C=0]| oder y=mx-}b,
sind senkrecht, wenn
AA-+BB,=0 oder mm +1=0
Gleichung einer Geraden, welche durch Punkt (x,,y,)
geht und senkrecht zu der Geraden Ax-+By-C=0 ist:
Bx—x)—A(y—vy,)=0
8. Drei Gerade Ax} Byt C=0, A x+By
+C,=0, A,x+ B,y+ C,= 0 gehen durch einen
] u 1|Lt oder eins Gerade geht dmch den Schnittpunkt
der Deldbll andern, wenn
ABC
A B, 0,
A,B,C ]

S |

:O!

d. h., wenn



Analytische Geometrie,

A(B,C,—B,C)+B(C,A,—C,A, )+ GATE A B =0

1 gdty ) 2

toren 4, 4,, 4, sich so bestimmen

1

oder wenn die Zahlf

lassen, dass
AAX+By+O) -} 4, (A x+By+C)+4,(Ax

+B,y+0,)=0.

Grissenbestimmungen und -Beziehuugen,

ten (x, y) des Teilpunktes P
) GEANE AN o ) PP
, Endpunkte (x,, y,), (x;, ¥o)y [E, P: PPy

yordina
einer Strecke P, P,

:m:u:Z:IJ 3

x
}f:
4 Sind m und n ungleichzeichig, bezw. ist 4 nega-
tiv, so liegt P ausserhalb 1’1 1'2.

Fiir den Halbierungspunkt

2. Beziehungen zwischen den Koor

harmonischen Punkten (x,

alY Yo %) =\Js S
8. Vier durch den Ursprung
y=mX y=nx

y=

1 1 1 2 Posinaten
bilden ein harmonisches Biischel,

l-n, n,)=(m, +m,)(n, n,

4. Entfernung e zweier Punl

e =V{x,—x)" + (¥, — Y1)

Im schiefwinkligen System mit enwinl
e—=Jx,—x "l" L (y, — = L”\‘\'_: — X, ) (¥e ) Yo

=
2 1 v 2 1/ o '
5. Gerade durch Punkt (x,, y,), welche

Xaxe den < ¢ bildet:
y—n=E—x)tge

das

Ger

X COs

rade

X

Cie
RIng
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B)=0 6. Winkel ¢ zwischen zwei Geraden be-
lmmen stimmt dureh
AB —AB m —m
1 1 1
- = — vgl. 5 und 7
s Al JrA-\ 4+BB, — miu : ( 2 1)
T Gemnie. welche mit y = mx --{- b den < ¢ bil-
onic det und durch Punkt (x,, y,) geht
tes P m-+ige
; y—y = o x)
EVEY. 8 1 —mtgep 3

8. Abstand p des Ursprungs von der Gerader
Ax+By4C=0, oder y=mx-+b
C b
ST L e i
das Zeichen wird so gewihlt, dass p positiv wird.
I mega- 9. Abstand e des Punktes (x,, y,) von der
Geraden Ax+By--C=0, oder y=mx+ b, oder
xcose+ysina—p=20

Ax 4+ By y, — mx, — b
$: 4 v1 V1 1
s 74— VAT - = m] m: | ]_—
von 4 — : . ;
() =x, cos & -y, sin e — p.
Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewiihlt, dass fiir
einen Punkt, der mit dem Ursprung auf derselben
de Seite der Geraden liegt, e positiv wird.

10. Lutitinnn:r e zweier paralleler Ge-
raden (s.§ 615)

C—GC, Gt
8:3 l_\"l_l}*'::i'] I“‘J-: 1 :]}‘-I\[c
x 11. Halbierungslinie des Winkels zweier Ge-
raden
el w Ax+By}+C i .
) €08 T F | ;\."J Tj‘_-H: Brigals= . -]'AI 0[101
1t der xcos e+ ysing— p = (x cos o, + y sin o, —p,).

Sind die Geraden gegeben durch die symbolischen
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Gleichunger 1=0, 1, =0, dann ist die Gleichung der
‘Winkelhalbierenden

171 =0.
2. Inhalt J eines Dreiecks, aus den Ecken

t\ Xh‘? -y-'i)

[y

|
reil ! = ’;*]; (:‘:1 (..Y-z e 51) s Xy {}—3 _},‘\'
b fe + X, (y, — ¥e
rader Linie, so ist J = 0,
in den Ursprung, so ist

v 3

en die drei Punkte in
. 861a. Fillt (x,, ¥

i i
+ T =5 (& T — % ¥

3/

13. Inhalt J eines Dreiecks aus den Glei-
der drei Seiten (Bezs. § 10,)

(34 AB,C,)
(AB,—A,B)(A,B,—A,B)(A,B—AB,)
ehen die Geraden durch einen Punkt, so ist 2 J =0,
§ 61s, sind irgend zwei parallel, so ist 2 J = oo,
Il 52 bls.

14. Inhalt eines Vielecks aus den Koordi-
naten der Ecken

:',:3“: = X [l\l _-Yﬂ) ==y ‘.--YJ =Y i X3 (\1 e .\'gvj =

= Il V1l

§ 63. Polargleichung der Geraden.
r Fahrstrahl, ¢ Azimut, p Lot vom Pol auf die
Gerade, e Winkel zwischen P und der Polaraxe,
1. Lot zur Polaraxe:
I COS P P i.-.
2) Parallele zur Polaraxe:
r sin ¢ = p.
3. Gleichung der Geraden:
reos(p—a)=p

chu

{I"II
die

des
teil
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Strahlbiischel, Doppelverhéltis.

4. Zwei parallele Gerade

l r cos (‘up—u):p

\ roos(p—«)=P;
K. Zwei Gerade sind senkrecht, wenn

oy — &= B
6. Entfernung e zweier Punkte (@yr T ) (P )
o= VR R 7%,y o (e, — 92
7. Inhalt des Dreiecks CP, P,
J=-+ :3— r, T, sin (p, — ;)

8. Tnhalt des Dreiecks P, e
J=

1 - e

I e { r, T 81N (g, —@,) + Fy T, BIN (s —1p,)
- \
-+ 1, 7, sin (@, —@y) I8

9. Bedingung dafiir, dass drei Punkte in gerader

Linie liegen
r, 1, sin (g, — @)+ T2 T sin {T:‘—'rp,:)—}— Iy Ty sln(T1_¢3):0.
10. Gleichung llur\"m-hlndlmgslimc(lerlmldcul’unkte

(‘Ti’ r, ) ((F-z! l‘2;'::

r, v, 8in (p, — g,) -+ T, *5in(g—g,)+ 17 sin (g, —p) =0t
§ 64. Strallbiischel, Doppelverhiilinis, projektivische
Siralilbiischel.

(Abgekiirzte Bezeichnung der Gleichung der Geraden.)

1. Strahlbischel. Sindl, =0,1 = 0 die Glei-
chungen zweier Geraden in Normalform, so ist die all-
gemeine Gleichung einer dritten Geraden (Teilstrahl),
die durch den Schnittpunkt der beiden ersten geht,

1, — 41, =0.

A ist das Verhiltnis der von irgend einem Punkt

des Teilstrahls 1, auf 1, und 1, gefillten Lote (Sinus-

teilverhiltnis)
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sin (I,

]:}
sin (1, L
Ist der Zahlenfaktor A verinderlich, so ist durch
die Gleichung ein Strahlbiischel dargestellt.
Sind die ersten Geraden durch ihre allgemeine
Gleichung L, =0, L, = 0 gegeben, so ist die Gleichung
des Teilstrahls

g ] L

|.‘: —% [.J; = (.
» unterscheidet sich von dem Verhiltnis der Ab-
stinde durch einen konstanten Faktor.
2. Vier sich in einem Punkt schneidende (Geraden
kionnen dargestellt werden durch di
f1,=0 I Ang
L, =0 L, — 4,1 =0
das Doppelverhiltnis (anharmonisches Verhilinis)
(a, by c, d) der vier Strahlen a, b, ¢, d ist

: sin (ac) sin (ad)
—L — (a, b, ¢, 11) = ) e
A it

2 sin (b.-‘;',im (bd)

Satz: Wenn vier von einem Punkt ausgehende
Strahlen a, b, ¢, d von einer beliebigen Geraden in den
Punkten A, B, C, D geschnitten werden, so ist das
Doppelverhiiltnis der vier Schnittpunkte konstant und
oleich dem Doppelverhiiltnis des Biischels d. h.

AC AD sin (ac) sin (ad)
BC BD ™ sin (bc) sin (bd)

Fiir einen gegebenen Wert des Doppelverhiltnisses
ist zu drei Strahlen der vierte eindeutig bestimmt.

Das Doppelverhiiltnis
(L, —4,1,=0
\L—4L=0

l.:'ii:;'r]ll:]:;

verl
ein

1“1"
]]n]
gll’il
(L‘r.‘\

Biis

wer

als
rade
,litlli

Jt}t‘l-
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Homogene Gleichung der Geraden.

3. Harmonisches Biischel. Ist das Doppel-
verhiiltnis der vier Strahlen — — 1, so ist das Biischel
ein harmonisches; es ist dargestelit durch

T = (l,—21,=0
il e L e

Die Beziehungen in Nr. 2 und 3 gelten auch, wenn

die Geraden durch Gleichungen von der Form I, — 4, ]

u. 8. w. gegeben sind.
4, Projektivische Strahlbiischel. Sind
1"1 — _,i'_l lr.r! =0, Ll — Ay L_ﬂ, =0 w8 L.
I\Il —_ .;J.l :\I: = 0, l\]l = /?.b ‘\I—: — 0 uw. 8. f
die Gleichungen der Strahlen zweier Biischel, so ist das
Doppelverhiltnis von vier Strahlen des einen Biischels
gleich dem Doppelverhiltnis der entsprechenden Strahlen
des andern; solche Biischel heissen projektivisch.
Durch drei Paare entsprecheuder Strahlen sind die
Biischel vollstindig und eindeutig bestimmt,

8 656. Homogene Gleichung der Geraden, trimetrische
Punkt-Koordinaten.

Sind 1, =0, 1,=0, 1, =0 die Gleichungen dreier nicht
durch einen Punkt gehenden Geraden, so kann die
(leichung jeder andern Geraden in die Form gebracht
werden

AL 42,4+ 4,1, =0.

Hiebei kénnen 1, 1, 1, auch aufgefasst werden
als Grossen, die den Abstiinden eines Punktes der Ge-
raden von den Seiten des Dreiecks, das von 1, 1, L
gebildet wird, proportional sind (Dreieckskoordinaten).
Jeder Abstand ist positiv oder negativ zu nehmen, je
nachdem er gleich oder gegenliufig ist zu dem von einem
Punkt im Innern des Dreiecks auf dieselbe Seite ge-
fillten Lot.
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§ 66. Linienkoordinatens Gleichung des Punktes; Punkt-
reihe; projektivische Punktreihen und Strahlbiischel.

1, Ist die Gleichung irgend einer Geraden

ux4+vy—+1=0
so ist die Lage der Geraden durch die Konstanten u
und v gegeben; sie heissen daher die Koordinaten jener
geraden Linie oder Liinienkoordinaten. u und v
sind die negativen reziproken Werte der Abschnitte,
welche die Gerade auf den Koordinatenaxen macht.

2. Alle Geraden, deren Koordinaten einer Gleichung

(1) Au++Bv4C=0
geniigen, gehen durch einen Punkt, dessen Koordinaten
o % und y = g sind; die Gleichung (1) heisst all-
gemeine Gleichung des Punktes. Die Gleichung
(2) aut+bv+4+1=0
heisst die Normalform der Gleichung des Punlktes.

3. Eine Gleichung nten Grades in u und v stellt eine
von Greraden eingehiillte Kurve dar; bestimmt man aus
dieser Gleichung und der Gleichung eines Punktes die
gemeinschaftlichen Werte von u und v, so ergeben sich aus
denselben n Tangenten an die Kurve; diese heisst eine
Linie nter Klasse. Die Ordnungszahl giebt die Zahl
der Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden an, die
Klassenzahl die Anzahl der Tangenten der Kurve, die
durch einen bestimmten Punkt gehen.

4. Sind T =0 und 3, =0 die Gleichungen zweier
Umhiillungslinien, so stellt F+ 13, —0 eine Umhiillungs-
linie dar, welche alle gemeinschaftlichen Tangenten von
2 =0 und Z, =0 beriihrt (vgl. § 70).

5. Sind U,=0, U,=0 die Gleichungen zweier
Punkte P, und P,, so ist
U,—4U,=0

die
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Homogene Gleichung des Punktes. 139

die Gleichung eines Punktes auf der Verbindungslinie
von P, und P,; ist 4 veriinderlich, so hat man die
Gleichung einer Punktreihe.
6. Doppelverhidltnis. Sind
[ U,=0 {Ul—ZITng(]
lU?:O Ul'_;".:U‘::O

vier Punkte auf einer Geraden, so ist das Doppelver-
hiltnis derselben ausgedriickt durch —*.

7. Harmonische Punkte. Wenn A A, =—1,
go sind die vier Punkte (von Nr. 6) harmonische Punkte;
sie sind also dargestellt durch

U =0 U,—47,=0
10,=0 { U +4A0,=0

8. Projektivische Punktreihen. Zwei Punkt-
reihen U, — AU, =0 und V, — 4V, =0 sind projek-
tivisch.

Hine Punktreihe U,— 4 U,=0 und ein Strahl-
biischel L,— 4L,=0 sind projektivisch.

§ 67. Homogene Gleichung des Punktes, trimetrische
Linienkoordinaten.

Sind U,=0, U,=0, U,=0 die Gleichungen dreier
nicht auf einer (leraden liegenden festen Punkte, so
kann die Gleichung jedes anderen Punktes in die Form
gebracht werden

}'1 U: + 4, Us * A U, =0.

Linien zweiter Ordnung (Kegelschnitte).
A. Der Kreis.
§ 68. Kurvengleichung; Sekante, Tangente, Polare etc.

Koordinaten des Mittelpunktes (a, b), Halbmesser r,
1. Allgemeine Gleichung des Kreises

O x2+y+Ax+By+C=0.
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2. @ (x—a)y+@Fy—hE=r?

A B | g e L P L
a=— 5 b=— a2 T JA? 4+ B*—4C.

Tst A® =4 C, oder B*=4 C, dann beriibrtder Kreis
die X-, bezw. die Y axe, ist C =0, so geht der ](1"14
durch dvn Ursprung. — Fiir :h(, Koordinaten der Schnit
punkte mit den Axen ist x, + X, =23, 7, + ¥, = 'b

3. Der Ursprung ist Mittelpn nl\L.

3) 2*+y'=r’ (Mittelpunktsgleichung).

4, Mittelpunkt auf der Xaxe im Abstand r

i vom Ursprung:
\ y?=2rx — x* (Scheitelgleichung).
§ 5. Gleichung fiir ein schiefwinkliges System:

(1( —a)l+ (y—Db)*+ 2(x—a)(y —"l}lL.()'a(u iy
. Sekante duuh die Punkte =y ¥ s :.'_,},
Mittu punlxt im Ursprung:
Y _E {—\
Fey = wybw ¥,
7. Tangente, I.’xeriilu‘un;_{sl_mul-.l (\.\'1; ¥,), Mittel-
punkt (0, 0):

) xx +yy =14
Mittelpunkt (a, b):

(2) (x—a)(x, —a)+(y—Db)(y,—b) = r?,
Bezeichnet man den Winkel, den der l[ albmesser zum
Beriihrungspunkt mit der X axe macht, mit «, so gehen
die vorstehenden Gleichungen (1) und (2) iiber in

Xeosaeysine =7r
(x —a)cosx--(y —b)sinz =r.
Die Gerade y=mx+ b ist Tangente an den Kreig
x?+4 y*=r% wenn

oder y —y, = 2 (x —x,)

x r
m=—— b=—-:
Y1 ¥4
Die Koordinatendes Beriihrungspunktes

ziel

sin
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Kurvengleichungen, Sekante, Tangente, Polare. 141
(x,, y,) einer von dem Punkt (x‘, y') ausserhalb des
Kreises gezogenen Tangente ergeben sich aus den Glei-
chungen
x'x, +y'y, =1
“1"‘ -Ii )'l: = l‘g.
Die Gleichung dieser Tangente (zwei Lagen) ist

8. Polare (s.§ 49) des Punktes (x,, y,) in Be-
ziehung auf den Kreis x*+ yo =t
X Xl -E* ‘\.' -\'1 = 1‘3_
Die Koordinaten des Pols der Geraden Ax+By-|C
= 0 sind
Ar? Br?
) 0 L R

9, Kreis durch drei Punkte (x,, ¥,); (Xo» o)y
(x4: ¥q)5 er ist bestimmt durch die vier Gleichungen

geine Gleichung i

|x? pan S e | : :

1‘ 2 \’ ol 1 (Zugleich Bedingung da-
X = X S . < “

It 1 o | — 0. fiir, dass vier Punkte anf

| X 5 X Yo 155

el o g ‘ einem Kreis liegen.)
10. Zwei Kreise
x*ty*+Ax}+ By+C=0
x*4+y*+ A, x+B,y+C, =0
sind konzentrisch, wenn A—A , B=B,.
11. Potenzlinie (s. § 41) zweier Kreise (s. Nr.10):
(A—A)x+(B—B)y+0—-0 =0
(Differenz der Kreisgleichungen, vgl. § 413 und § 604),
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§ 69. Polarkoordinaten. Hype

Ist O der Pol (Anfangspunkt), M der Mittelpunkt, Para
OX die Polaraxe, <« MO X =g, 4 POX=¢, OP=p,

OM —=d, so ist Num

1. die Gleichung des Kreises

(ecos ¢ — d cos &)*- (p sin ¢ — d sin «)? =r? oder g
o*—2pdcos(p —a) | d?—1r% ]
Fiillt OM mit OX Z{H:mmwn(',\_!iﬁn--ip!111|<t auf der Btan
Polaraxe), so ist die Gleichung des Kreises die ]
e*—2e¢dcosp|d?=r"
Liegt ausserdem O auf dem Kreis, so ist Abst
@ = 2r cos ¢.
2, Hat der Leitstrahl fiir seine Schnittpunkte mit
dem Kreis die Lingen ¢, und p,, so ist
dcos (p —a) = < _])_—{)—e
3. Fiir den beriihrenden Leitstrahl ist Hor
dsin(p —o)=r, L
telgl

B. Parabel, Ellipse, Hyperbsl

§ 70. Kurvengleichungen; Sekante, Tangente,
Polare ete.

1. Stiicke und Bezeichnungen.
Y o8a Yo' 97
::l:i)zze A:L ._;IL: } bei Ellipse und Hyperbel ;
Parameter 2 p (= Sehne durch einen Brennpunkt pa-
rallel zu der Leitlinie); fiir Ellipse und Hyperbel ist
b?
A
Lineare Exzentrizitit (Abstand des Brennpunkies
vom Mittelpunkt) ist bei der

Ellipse f=}a*—Db"*; f<a,

p:



Kurvengleichungen, Sekante, Tangente, Polare. 143

Hyperbel f=ya*1b%; f > a.

)
nkt, Parabel: Abstand des Brennpunktes vom Scheitel L:
. . »ia . . L
Numerische Exzentrizitit bei Ellipse u. Hyperbel ¢ = %
e giebt zugleich das Verhiiltnis der Entfernung
eines Kurvenpunktes vom Brennpunkt und seines Ab-

dan standes von der zugehdrigen Leitlinie an. Es ist fiir
die Ellipse, Parabel, Hyperbel bezw. & : 1
Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie = —E—-
o 2. Scheitelgleichung. FErste Form
L y*=2px—(1—¢")x%;
(gemeinschaftliche Gleichung).
Diese Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder
Hyperbel dar, je nachdem & : 1. e=0 giebt die Schei-
telgleichung eines Kreises,
Ziweite Form:
l y=2px— -E:— x* (Ellipse)
II. {y’=2px (Parabel)
=2 pX —-ap— x* (Hyperbel).
3. Mittelpunktsgleichung:
pa- 2 9
ist , -+ 1r =1 (Ellipse)
xi’ \,z
2 _ Y _ 1 (Hyperbel),
l o b3 1 (Hyperbel)

ctes
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4, Polargleichung.
1. Der Brennpunkt ist Pol, die Axe bezw.
Axe 1st Polaraxe, ¢ ist von dem Scheitel a
t

gezihlt, der dem Pol am niichsten lie
]I

&GOS p

Cieay
Die Kurve ist eine Ellipse, Parabel, Hyperbel je nach-
<
dem & =1

2. Der Mittelpunkt ist Pol, die grosse Axe

Polaraxe
: b? SLRE
S e Gy (Ellipse);
5 — bt : -
i e % (Hyperbel).

Die folgenden Gleichungen sind bei der

e ¢ L o toter
Parabel auf die Scheitel-, bei Ellipse und
Hyperbel auf die Mittelpunktsgleichung o
J ; & nen
zu beziehen,
= ] . . ; \ [ v
5. Sekante durch die beiden Punkte (x, y,), Hyp

(%25 Ta) der
1. Parabel:
L)‘i =2 y:{] Yo Ni¥a = 2 pPx oder

(¥
-
#

)

|
~1
—

2, F]]ip-;e:

(x, - X by X%
2 i T 2

& b* 8t o b




Axe

der
und

tung

toten auf einander senkrecht,

Hyperbel nicht, je nachdem m?®

Bitrklen, Formelsamminng. 10

-1, oder

6. Tangente im Punkt Y,)
1. Parabel: yy, = p(E+Xx,).
vy =X ¥
2. Bllipsas  —a——p i =1,
a )
XX
3. Hyperbel: —* —* =1
¥l 2 )
7. Asymptoten der Hyperbel
Baer.
= =0.
a b

Ist der Asymptotenwinkel 2, so ist tge

Bei der gleichseitigen Hyperbel stehen dier Asymp-

Ein Durchmesser y=m x schneidet, beriihrt in einem
dlich fernen Punkt (ist also Asymptote), trifit die
b*

8. Normale im Punkt (x, y,) der

i;l ==y (X* N,‘e = 0 oder

1. Parabel: p (y—y

xy, + Fp).
f a'x ; .
s Ellipm:: = - a’—b? oder
X v
: i
: BY
y—u bix, i/
e
e x by Lol
3. Hyperbel: -+ = a*--b? oder
i ‘\;l n\l ]
a’ Y.
y y — : (=
o 1 l)--_\- \ 1
1
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w

des Scl

9. Bezeichnet man die Abscisse ittpunkt
1

der Tangente im Punkt Ix,. y,) mit der Xaxe mit X,
die Subtangente (Projektion

zwischen Berithrungsp unkt und Xaxe aul die
S
1st

ST, die Subnorm ale mit SN, so 1

. m :
des Tangentenstiickes

Xaxe) mit

X ST SN
1. fiir die Parabel: — =, 9o D
: E : a’ .
.2. n " l‘.ll.p-,e — %
1
a x 2 —
Bt W Hypel"u;l = - — T

erciebt sich fiir jede Kurve

Aus dem Wert von X,
eine Konstrulktion der Tangente im Punkte (%, ¥,
10. Tangente vom Punkd (x;, 3 y,) susserhalb der
1. Parabel:

e
2. B lthz:
S -‘ x *— ;.\’

3. “_ypm‘]w} ;
11. Allgemeine Gleichung der Tangente (Richt-

ung gegolmn) fiir die

: P
1. Parabel: y—mx=g" -
P ||
9. Ellipse: y—mx=1 ym*a
3. Hyperl bel: y—mx=-1"1] mZaZ— b,

. Zieht man durch einen Punkt P eine Sekante
eines huﬂel.ﬂ,hm ts, so heisst der Ort des zu P in Be-
ziehung auf die beiden Schnittpunkte zug geordneten
vierten harmonischen Punktes die Polare von P 1o
auf den Kegelschnitt.

Beziehung




<tes Polare des Punktes (x,¢ y,) in Beziehung auf die
Xo1
skes P (X = X, %
it ¥Y:
=== 1.
b
| T
REREE ;
= Punkt (x,, y,) auf der Kurve, so ist seine
ta Polare zugleich Tangente Die Polare des Mittel-
5 punkts ist die unendlich ferne Gerade die Polare
T eines unendlich fernen Punktes ein  Durchmesser.
rTh 13. Koordinaten des Pols der Geraden Ax- By

o +C =0, fir die

der 1. Parabel: X, gy Vi \
< a’A b*B
2. Ellipse: x, =—- G h=—"g
a’A b*B
3. ”\\'l‘i‘}']it'!l?{lf—*'rl SR 6 P
=X, 14. Zwel Gerade heissen konjugiert in Bezug

auf einen Kegelschnitt, wenn jede durch den Pol der

Lichte andern geht, die Koordinaten des Pols der einen miissen
also die Gleichung der andern befriedigen.
1. Ist bei der Parabel ein unendlich ferner
Punkt gegeben durch die Richtung y=mx,
go ist der zugehirige Durchmesser
p
Y .
K e m
kante : : A =
: 2. Gleichungen fiir zwei konjugierte Durch-
n Be- e
messer bei der
Ineten B
P 1w Ellipse: Ax—B y=0 und - 0.
i
Hyperbel: Ax+ By =0 und - b 0.
a b
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Aunalyusche

der Hyperbel und ihr kon-

Jede Asymptote
ymj

fallen mumen.

jugierter Durchmesser

15. Gleichung in Beziehung aul zwel rierte
T 1
Durchmes )b
- o
Y »
E T - W h.?

vi1* & a
2. Ellipse: < e
1§ f =)
£ 1 1 ks 4 4
3. Hyperbel: x == 2 5 (f,0)
f :

yrennstrahls, bezw. der Brenn-

17. Liinge des

gtrahlen zu dem Puukt (X, Y.)



kon-

drenn-

t(£,0)
(f,0)

3renn-

Kurvengleichungen, Sekante, Tangente, Polare,

1. Parabel: r=x g
2. Ellipse: I' =8 —X,8
rn=a-+xe& r4+rn==2a
3. Hyperbel: r =x,e—a
rn=x848; ri—r—=2a
18. Kriimmungsmittelpunkt (x,, ¥o) und Kriim-

mungshalbmesser ¢ fiir den Punlkt (x;, ¥,) der

1. Parabel:

-

(h*x 2-1_atvy

a*h? “ab ) P
N; Normale vom Punkt (%, ¥7,) bis zur Xaxe,
iir den Scheitel der grossen Axe ist
b?
B=—=D fir den der kleinen

a,
& b
48 ¥
3. Hyperbel: ’ X = t {,'-- = }:2 '\b‘_s
) nr a”
l BT, J‘E.\l»]37 .1.?'{2\[!
o IJJ N T %
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rden:

Sitze iiber Kegelschnitte.

}‘,'l ‘\_" 1
AN LR
4 v

L=1

Diese beiden kor:l'nknlenII{ngelschnitte schneiden
gich rechtwinklig (elliptische Koordinaten).
Die Gleichungen aller konfokalen Zentralkegel-
schnitte sind in der Gleichung enthalten
Xﬂ y )_ﬂ
S
sie stellt eine Ellipse, Hyperbel oder imagindre Kurve
2ar, je nachdem k < b? < a*, oderb® <k < a’ odera’ <k,

=13

§ 71. Sitze iber Kegelschnitte.
A) Fiir jeden Kegelschnitt.

1. Bin Kegelschnitt im allgemeinen ist durch fiinf
Punkte bestimmt.

9. Bine Gerade schneidet einen Kegelschnitt in
zwel Punkten.

3. Die Polaren der simtlichen Punkte einer Geraden
gehen durch den Pol dieser Geraden, und die Pole
gimtlicher Strahlen eines Biischels liegen auf der Polaren
des Biischelmittel punktes,

Die Beriihrungssehne zweier von einem Punkt aus-
gohender Tangenten ist die Polare dieses Punktes.

Die Halbierungspunkte paralleler Sehnen liegen
sguf einem Durchmesser.

4. Das Verhiiltnis der Entfernungen eines Punktes
eines Keogelschnittes vom Brennpunkt und von der
Leitlinie ist konstant und gleich der numerischen Ex.
zentrizitit ». (Fiir die Ellipse ist & <1, fiir die Parabel
a=1, fiir die Hyperbel ¢>1.)
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6. Zieht man in den Endpu

n Sehne
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sich diese auf der Leitlinie, und die Verbi

ennpunkt gehende

yunktes mit dem Brennpunkt st

Der ittpunkt zweler Ta

enigen Durchm

5er, welcher

1
aemj

den Beriihrungspunkien

8. Sind in einer El

nune K und K, und bestimmt man zu je

ST LA e i
von K die Polare in Beziehung aul K,

)

se Polaren eine dritte Kurve
T

9. Satz des Pascal:

einbeschriebenen ¢

drei Paare Gegenseit

(Konstruktion eines Ke
10. Satz des Briancl

schnitt umbeschriebenen

1nem

eck schneiden sich die

je zwel (zegenecken 1n

drei Verl
Punkte.
'L‘;i.lh;jl‘!|1'r'l\.}

11. Der Kriitmmung

albmesser im Scheitel der grossen
Axe ist gleich dem halben Parameter.

B) Fiir die Parabel.

192. Die Durchmesser einer Parabel
zur Axe.
]}4'1'

eine Tancente liegt auf de

spunkt des Lotes vom Brennpunkt
Scheiteltangente, Kol

hnittpunkts zwe ier

struktion der Parabel durch Umhiillung.)

14. Der Ort des S

Lieitlinie,

sten, die senkrecht auf einander stehen, ist die

dem

e
aehi
zeh

Nor
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ha b
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Sitze iber Kegelschnitte.

15. Die Entfernung des Beriihrungspunktes einer
Tangente vom Brennpunkt ist gleich der Entfernung
des letzteren vom Schnittpunkt der Tangente mit der
Axe. (Konstruktion der Tangente.)

16. Die Tangente halbiert den Winkel zwischen
dem Brennstrahl und dem duvch den Berithrungspunkt
gehenden Durchmesser (Konstruktion der Tangente und
Normale).

17. Die Subtangente einer Parabel wird durch den
Scheitel halbiert; die Subnormale ist gleich dem halben
Parameter (p).

18. Die Parabel kann als Ellipse betrachtet werden,
deren zweiter Brennpunkt in unendlicherEntfernung lieg

C) Fiir Ellipse und Hyperbel.
19. Hat man ein Sy
Hyperbeln, welche die Scheitel und die grosse Axe
ich alle '[':!ngt-anl.
welche die néimliche Absc rspunkt
haben, in einem und demselben Punkt der grossen Axe.
(Konsfruktion der Tangente.)
20. Alle Sehnen, welche einem Durchmesser parallel

stem von Kllipsen, bezw,

gemeinschaftlich haben, so schneiden s

isse fiir den Beriihrun

gezogen sind, werden von seinem konjugierten halbiert.
Die ist
parallel zum konjugierten Durchmesser.

21. In jedem einem Kegelschnitt umbeschriebenen
Parallelog
messer; in jedem einem Kege
Parallelogramm sind die Seiten zwei konjugierten Durch-

angente im Endpunkt eines Durchmesse

amm sind die Diagonalen konjugierte Durch-

hnitt einbeschriebenen

3C

messern parallel.

22. Das Produkt der Entfernungen der Brennpunkte
von einer Tangente ist unverdnderlich (=b?) und die
Fusspunkte der ILote liegen auf einem Kreis, der die
r hat. (Konstruktion des
Ilung.)

sse Axe zum l-h]l'i.'h“]'

gr
Kegelschnitts durch Umhi




che Geometrie

154 Analy

le in einem Punkt

93. Die Tangente und die Norms:
der Ellipse oder 11\1‘91'11.,1 halbieren die Winkel, welche
die Brennstrahlen nach r.11-:u=1 Punkt mit einander
bilden, (Konstruktion der Tangente und der Normale,)

Hieraus folgt: Eine Ellipse und eine zu ihr konfo-
‘h unter rechten Winkeln.

kale Hyperbel gchneiden sic

94. Bei der E MLiJ‘w ist die

dis Dilerenz der Brennstrahlen nach einem Punkt der

[ urve unveranderlich und zwar gleich der grossen Axe,
i*aden-Konstruktion der Kurven.)

95, Auf jeder Sekante einer Hyperbel sind die beiden
A bschnitte, welche zwischen der Kurve und ihren beiden
A symptoten liegen, einander gleich; der Abschnitt einer
Tangente zwischen den Asymptoten wird durch den
Berithrungspunkt halbiert.

(Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt und
die Asywmptoten derselben gegeben sind.)

26. l):-r Inhalt eines Dreiecks, das zwischen
konjugierten Halbmessern einer Ellipse und der Ver-
bindungslinie ibrer Endpunkte liegt,

97. Der Inhalt eines Dreiec ks. das von den Asymp-
nden Tangents

unveranderlich,

s Summe, bel der 15\.'{\‘”-{;;%

zZwel

ist unverinderlich.

toten und einer zwischen denselben lic
e¢iner Hyperbel eingeschlossen wird, ist

98, Alle Parabeln sind einander

99, Zwei Ellipsen mit den Halbaxen (3, b), (8, b;)
i . % NE a
gind einander dhnlich, wenn - =

ebenso sind zwel

. a a,
Hyperbeln einander #hnlich, wenn 5 = d. h., wenn
) )
1

gie gleiche A.-s)'m}_.-iutenwinhel haben,
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Konstruktion der Kegelschnitte.

& 72, Konstruktion der Kegelschnitte.
1. Parabel.
a) DX Axe, SY Scheiteltangente, DE Leitlinie,

= p S5 . TR
also DS =8F= . — Ziehe in den beliebig, aber zweck-
miissic gewiihlten Punkten (!, C,, C; ... Lote zur

Axe und beschreibe um F mit DC, einen Bogen, der

das zu C, gehi Lot in A, und B, schuneidet; ver-

fahre ebenso mit DC, u. s. w. A,, i Jie o

A, A
BS B B i sind Parabelpunkte. ILIEegi'ﬁudmag:
Jeder Punkt der Parabel hat vom Brennpunkt und der

Leitlinie gleiche Abatinde.)




Analytische Geometri

b) Durch Umhiillung. — S X Axe, 8, Y Sc
tangente, F Brennpunkt, Ziehe von F nach 5, Y
die Strahlen FA , FA, FA, . .. und errichte auf
denselben in A, A, A, ... die Lote A, B,, A, B,

Y I;/’H //l'// 2

3 >

b7
L) Bre
XX,
ALBL oy 8D hel. (Begriiun-
dung § T1.1a).
2, Ellipse.
s, OX =a, halbe grosse Axe, OY =Db, halbe kleine
Axe. Beschreibe um O mit a und b Kreise; zieho
durch O eine Gerade, welche die Kreise in B und © .
Desc

schneidet, ziehe CA | OX, BA 0X, =0 1st A ein Punkt :

der Ellipse. Aehnlich weitere Punkte.

(Begriindung :



mriin-

leine
ziehe
W C

unkd

=

b. 0X=0X,=a, OY=(Y =Db, Bestimme die
Brennpunkte F' und F, durch FY =F Y =a. Ziehe

xx, = XX, =2a; nimm darauf Punkt a beliebig an,

x e, a, X,

beschreibe um F mit xa, und um F, mit x a Kreis.
béwen, die sich in A, und B, schneiden u. s. f. A,
und B, sind Punkte der Ellipse.

(Begriindung: r—r, 28, 8. § Tloy.)



Ang

3. Hyperbel entl

O0X =0X, =a; OF =0F, =y L 1. fiinf
Ziehe xx, = 2a; nimm auf der Verlingerur 1
xx, einen Punkt a, an und beschrei mit xa, stim
(
a

v ,I,
v '
Tan
Kur
= = P
welc
und um F, mit x a Bégen, die sich in A, und B,
schneiden. A, und B, sind Punkte der Hyperbel. Ver- i
fahre ebenso mit a, u. s, f.
\ g: r—1r, =24, 8. § Tlay.)
indung: 1 g 1, 8, § Tlag.) i
i
s : i T : die
8§ 73. Alleemeine Gleichung zweiten Grades. :
Blch
(Iya x*--2a =y y*+2a_ x+2a,, vy a 0.

1. Nach Division der Gleichung (1) mif

gich, dass die Gleichung fiinf unabh

re Konstanten




Alleemeine Gleichung zweiten Grades 159
enthiilt: eine Kurve zweiten Grades ist daher durch

fiinf Punkte bestimmt.

LA 9. Die Koordinaten des Mittelpunktes be.
it xa, stimmen sich aus den (Gleichungen:

1 [r | e I s

S Lix=8; X" 8., 7;7"'13_'0

1

o iy = By Xm g ¥ = gy = 0

' 23 1
Rerel: Die Gleichung der Polare von (x,,y,)
wird erhalten, indem man in die Kurvengleichung fiir

Frlen Ny o iy s T Sl o o L R
X dxy, 2%, 25 boaw. XX, ¥ Y& ¥ T E¥ X%

?

1
¥, +y setzt,
Die Gleichung der Polare ist Gleichung der

Tangente im Punkt (x,, y,), wenn dieser auf der

=

Kurve liegt.
4, Durchmesser konjugiert zu den Sehunen,
welche mit der Xaxe den Winkel ¢ machen:

d B, cos ¢ f'x + sine f'y = 0 oder
x4 8,718, Tsina(a,x -1~ a,

cos a (a,

1
5. Die Richtung der Hauptaxen (zwei zu ein-
ander senkrechte konjugierte Durchmesser), von welchen
die eine mit der Xaxe den Winkel a bildet, ergiebt
sich aus:
L.
tg 2 a=

" : 4+
Zelgv

anten




‘ Ay, Hyq
Die Gleichung zweiten Grades stellt nun dar:

I. BEigentlichen Kegelschnitt, wenn A 2 0

und zwar ,

1) Kllipse, wenn A, > O;

imagindr, je nachdem a_ und

gleiche Vorzeichen haben; sie ist

a a,, unda,=0;

2) Parabel, wenn A, = 0;

3) Hyperbel, wenn A, <O.

initt, wenn /\=0

II. Zierfallenden Kege
und zwar
1) reelles, sich schneidendes Geradenpaar,
wenn A, <0,
2) paralleles Geradenpaar (reell und ver-
schieden, zusammenfallend, oder imag.), wenn A 0
oy e o . 1oy ; .
3) imaginires, sich schneidendes Geradenpaar,

wenn A >0,

Anderes Verfahren: die Gleichung sei Pan!
Ax*12Bxy+Cy*+Dx-+Ey+ F=0; oite

sie stellt Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar, je nach- a M
riithr

dem bezw, B®* — AC 0.
>



rlei-

a -

i i
=0

l oder
oder

wenn

\=0

) %4 T,

ver-

|p aar,

1
naci=

chuneen weiterer Kurven.

Um zu untersuchen, ob das Gebilde reell, imagi-
niiv oder zerfallend ist, 16se man die gegebene Gleichung
nach einer der Veriinderlichen, z, B. nach y, auf. Wird
ler Radikand der auftretenden Quadratwurzel fiir einen

gewissen Bereich der Werte von x positiv, so 'ist das
(rebilde reell; ist er fiir alle Werte von x negativ, so
imagindr; ist er ein. Quadrat, d. h. die Wurzel
ausziehbar, so ist es zerfallend.

§ 74. Gleichungen weiterer Kurven,

A, Algebraische Kurven.

;]

1. Neilsche Parabel y=ax

2. Lemniskate (x°

b

cos g

x4y (v —b)*=a’y? oder r=a--

Casnta 2 ¢ \ 3
4. Cissoide y*(a—x)=x

5, Deskartes’sches Blatt x?

6. Cassinische Kurve
7. Cardioide (y*--x*—ax)?

r=—a (I_".L‘U.\'f,".'-

B. Transcendente Kurven.
X
1. Logarithmische Linie y—me®

X 4
1

- FAR sl o i
¥ - ol <] b

9. Kettenlinie

3. Cykloide, beschrieben von einem bestimmten
Punkt P auf dem Halbmesser eines Kreises, der suf
einer GGeraden rollt, (a Halbmesser des rollenden Ireises,
a, Mittelpunktsabstand von P, ¢ = arc<x PO X, X Be-
riithrungspunkt)

Biirklen, Formelsammlung, i1




Analytische Geometrie.

X —ap— a sing
y—a—a8a, cos g

4. Bpycykloide, beschrieben von dem Punkt P §
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Aussenseite eines (
Kreises (Halbmesser b), rollt «. 8
B,
S Sk Koor
x = (a 4 b)sin ? _ a sin 48-—4-—-——)-@ ; [.
b - b
a qiy sind
y = (a + b) cos ~? g, cos ol o P. i
b 1 b
5. Hypocykloide, beschrieben von dem Punkt P ]
# (s. Nr. 3), wenn der Kreis aui der Innenseite eines
Kreises (Halbmesser b) rollt
. ap . b—a Cos (r
x = (b — a)sin L
ap b—a
y=((b— a) cos L -+ a, cos —-]-J-—rp. f
Die Cykloide, ebenso die Epi- und Hypocykloide |
ist die gestreckte, gemeine oder verschlungene, je nach-
<
dem a, =& m:n
6. Spirale des Archimedes (lineare Spirale) r = ag. x
7. Parabolische Spirale r* = 2pe.
. ) a f)lll-l'
8. Hyperbolische Spirale r = —
? sind
b lieot
9, Logarithmische Spirale r = mes .
10. Kreisevolvente (Tangente = dem Bogen zwi- Fliich
gchen einem festen Punkt des Kreises und dem Be- ekt

rithrungspunkt): r=a ]«’717;17?, y=¢—aveigp
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Koordinaten- und Grossenbeziehungen.

II. Geometrie des Raumes.
§ 75. Koordinaten-*) und Grissenbeziehungen,
O Ursprung, P ein Punkt im Raum, OP = r;
a, g, ¥y Winkel der OP mit den positiven Teilen der
Koordinatenaxen; x, y, z die Koordinaten von P,
1. Ein Punkt. Die Koordinaten des Punktes P
sind die Projektionen von OP auf die Axen:

=T CcoB &, ¥y — T COS3 ﬁ, Z =— T CO8 %,

iy uus"'u, —}— COB°8 —J,- C():'S"'y 2 (=
2. BAwel Punkte. &x. v, %) ond (x,, 3. 2%
\ By Yy 4y 21 Jg1 g )
T —— 3 =
0P, =1, OP, =

¢os (r,, r,) = 608, CO8 &, —- ¢

308 , €08 8, - cos ¥, COB ¥,

\ /

Stehen r, und r, senkrecht aufeinander, so isf

COS ¢, COS ¢, -+ cos B, COos 8, 1 COS 9, COS g, =0.

T‘,ntfazl‘nung 6= J(x S == e, = T

Bir Pankt P (x, \—, z), der |'.] P, im \'n-'”rhilltnis
m:n=A:1 teilt (P, P: PP, =m:n), ist

S
M, o= DX my, ny, mz, - 07
X = 2 P e = g i,
m-+n - m - n m -+ n
| % +ix, Y, 1y, 7z AT,
Oder x = —— & y 2 % = 1
Iz * 7 1-% * LA

sind m und n ungleichzeichig, bezw. ist 4 negativ, so
liest P ausserhalb BB

3. Projektionen, Ist 1 eine Strecke, f eine

Fliche, sind ferner 1, 1, 1, bezw., £, f,, £, ihre Pro-

Jektionen auf die Koordinatenebenen, so ist

2. f -

*) Es sind stets, wofern nichts anders bemerkt ist, rechtw inklige
rdinaten voraunsgesetzt




Analytische Geometrie.

f =fcosa,

g ={cos y; & 6§, v Neigungs-
winkel der f gegen die |

.l ]
4. Inhs i

1t V der dreiseitigen Pyram ide

1. Eine Ecke im Ur ie drei andern HEeken
3 - | v , o)
sind (%, 2 &) (%

== o088, £

oordinatenebenen.

¢ die erste Hcke nicht im Ursprung, sondern
indem man das
der Ur-

r
¥

im Punkt (x, y, 2), 80 ergiebt sich
hiebt, so ds

]
Koordinatensystem para
orung mit (x, ¥, 2) zusammenfillt; man hat alsdann

statt x,, 7,y 5
Liegt (
fibrigen Punk
der Ebene durcl

Ebene mit den drel
ist die Gleichung

iatensystemes.

§ 76. Aenderung (

T

Parallele Ver

Koordinaten

e s

9. Drehung um den Ur
O X’ bilde mit OX, OY, (
0 Z o = i 4 o . UL

Schreibt man der Kiirze halber die Buchstaben
der Winkel fiir ihre Cosinus, ist:
! x--8, ¥ %

7 s

vyon

ande;
Bprur
der (
3 r-ﬂ}

{ X

ZWIs(
terer
P isi
702
l}I'w:

1'01;1



idern
4

1 das

r Ur-

jdann
g. f.

drei
thung

.'ll]g(,'l).

|
AL
Oy ST

|
@305°1

\ ; /
i % b ¢ — -1 Loy —
V1% T Ve a; =0 oz¢ T/ /31 0.

Ve

3. Euler’sche Formeln fiir den Uebergang

von einem rechtwinkligen System O, XY Z zu einem
andern rechtwinkligen O,X‘Y’Z‘ mit demselben Utr-
sprung, Es sel OA die Spur der OX‘Y'Ebene in
der OXYebene, - A0X =y, €« AOX'=¢, FZ0OZ
= 6, dann ist

x = x’(co8 p o8 Y—sin g sin 4 cos @)y’ (—sin g cosyp

— cos@siny cos @) -z’ sin ¢ sin &

y =x'(cos ¢ 8in ¥ --sin @ cos y cos 6)

~+ ¥/ (—5in ¢ 8in 9 — cos @ cos ¢ cos B)
- 2z (— cosp sin O]

z=x'sin gpsin &y’ cos psin 6 --z‘cos 6,

4. Polarkoordinaten, OP=r, ¢ Winkel
zwischen OP und der X Yebene, geziihlt von der letz-
teren gegen die - Z Axe hin (von — 90° bis + 90°;
t ist der Winkel, den die Ebene ZOP mit der Ebene
Z0X bildet, gezihlt von der -+ Xaxe aus im positiven

ay

Drehungssinn von 0° — 360°.

Uebergang von rechtwinkligen Koordinaten zu
Polarkoordinaten und umgekehrt:
Z x

—— Q) — —
y COB % =

r -3

Bln P = -

1, r = ' x? - }.:717'2

, BID @ =

I COS ( COS P

I COS @ sln P

%Z = r 8in ¢.



Analytische Geometrio.

§ 77. Allgemeine Siitze.

1. Eine Fliche ist durch eine Gleichung zwischen
x, y und z bestimmt! Die Bedingung dafiir, dass der
Punkt (x,,y,, 2,) auf der Fliche liegt, deren Gleichung
F (x, y, 2)=0 ist, ist F (x;, 7,5 %)=0.

9. ine Linie ist durch zwei Gleichungen in x,
y und z bestimmt; die Linie ist die Schnittlinie der
durch jene zwei Gleichungen dargestellten Flichen,
Joder Punkt, dessen Koordinaten die beiden Gleich-
| ungen F (x,y,2)=0 und f (x,y, 2 =0 befriedigen,
liegt auf der Schnittlinie der durch die beiden Gleich-
ungen dargestellten Flichen. (S. auch § 95).
wng F (x, y, z) =0 eine
null, so erhélt man

3. Setzt man in der Gleic
der Koordinaten, z B. z, gl
die Gleichung der Schnittlinie der Fliche mit der
Thene der andern Koordinaten, z. B. der X Yebene.

4. BEliminiert man aus den Gleichungen zweier
Flichen eine Koordinate, so erhilt man die Gleichung
der Projektion der Schnittlinie beider Flichan auf die 808
‘Ebene der beiden andern Koordinaten, Bestimmit man
aus den Gleichungen dreier Flichen die gemeinschaft-
lichen Werte von x, y, 2, so stellen diese die Koordi-
naten der Schnittpunkte der drei Flichen dar.

5. F(x,7,2) + A1 (x,y,2) =0 giebt die Gleich-
ung einer Fliche an, welche durch die Schnittlinie oder
die gemeinschaftlichen Punkte der beiden Flidchen
¥ (x,y,2) =0 und f(x, ¥, 2z) =0 geht.

P Pt

§ 78. Die Ebene.

8, b, ¢ Abschnitte der Ebene auf den Koordinaten-
axeny a, B, v die Winkel, welche das Lot vom Ursprung

auf die Ebene mit den Axen bildet, p die Linge
lieses Liotes,
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Die Ebene.

1. Gleichungsformen fiir die Ebene:
1. allgemeine Form Ax | By | Cz |+ D =0 (E)

2 v —tr+——1=0

i » X cosa-tycosf4zcosy—p=0
(Normalform N)
Spur in der X Yebene Ax-}By+ D=0
- W Rt ey A By+Cz+D=0
" AR Ax+Cz+D=0
Axenabschnitte:

D D D
-~ b=—-]3-, e

Lot vom Ursprung:

D

p=acosz=Dbcosp=ccosy= e

(Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewiihlt, dass
P positiv wird.)
Winkel des Lotes p mit den Axen aus:
Ap A
D IO RERrs s
2. Besondere Fille:
l x=a Ebene parallel zur Y Zebene,

n05u=3=—
a

1. y:b ” n " ZX »
[Ea sl w40 2l E e
Ax-+By-+ D=0 Ebene parallel zur Zaxe
2. A.I—{-‘CZ"—D:O n n pei n
By+CZ+D=O » n " X n
3. Ax4+By+Cz=0 » dureh den Ursprung
Ax+By=0 w w die Zaxe
4. Ax—l-—Cz=0 " ” »
By+Cz=0 Y o 2

e —————————————



(s. auch §

q TG

A x+B,

(]

4,

3. Ebene durch den Punkt (x,, y,, %,):

5, Abstand e eines Punktes (x, y,, 2,)
Ebene E oder N (s. 1.):

Ax =
A}
6. Zwei Ebenen Ax-By-

y+Cz+D,=0;
1. sie sind }'rﬂ.l‘ll“il‘l“ wenn -A\ = 5

also Gleichungen zwe

Analytische Geometrie.

By,+Cz,~+D

r paralleler Ebenen

]:X,{_‘l_']%},_: Oz =¥

1Ax-+ By ( D, =0 oder
[x cosa-y cos f+zcosy—p=0
| x cos e}y cos gtz cos y — p,==0

Abstand zweier i:nmllelnl‘
A D—D,
i I"{:, FBE-F ('7‘3: P—P
Winkel ¢ zweier Ebenen aus:
AA - BB, 4 CC,
TVETET

cos p =

AA +BB, 400, =0

7. Ebenenbiischel, Sind A, =0, A,-
Gleichungen zweier Ebenen (1) u. (2) in Nor

Jie Schnittlinie der beiden ersten geht

A —2A,=0.

B R

Siesindsenkrecht, wenncosp =0, d.

A(x—x,)+B(y—y,)+C 7, ) =0, wobei
|y, 2, 1| |zx 1 %Y1
Ya :B: 4y X 1 y Xy ¥a 1 I
; | X, 1| | X3 1
1655

von der

. 008 y—D
1 ? I

1
n.wenn

0 die

malform

so ist die Gleichung einer dritten Ebene (3) die durch

und
A
ders
reich
oy

und

reic

unge

K
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Gerade Linie; _5_‘(‘1':1114‘ Linie und Fhene.

der _\! .\‘_ QO
S _1)I‘l‘i FEbenen durch eine Gerade.

0 sich in

Damit drei Ebenen B, =0, E, =0,

E=E derselben Geraden schueiden ist notwendig und hin-

und reichend. dass es drei von null verschiedene Zahlfaktoren
s gisbt, fiir welche die [dentitiit besteht

C 7 e e I e e 0

J;’ 9. Vier Ebenen durch einen Punkt, Damit vier

Ebenen E 0, E, =0, B, =0, E, =0 durch einen

‘ ity cHee s
und denselben Punkt gehen, ist notwendig und hin-
end, dass die Idenditiit besteht

AR A44,B +24,E+4E =0

reic

8 79, Gerade Linie: gerade Linie und Ebene.

1. Jede Gerade ist durch zwei nnabhingige Gleich-

ungen ersten Grades zwischen x, y und z bestimmt,

Alleemeine Gleichungsformen:

’ [ A x4 B y+C ztD =0

M)\ A, x+B,y+C,z+D,=0
|
|

wenn o PR S b

7= N 0

¥ Eine Gerade parallel zur YZebene ist durch (2)
form! nicht darstellbar: ihre Gleichungen sind
lurch ol st i B |
Die Koordinaten der Spuren in der XY-, YZ-,
X Zebene ergeben sich aus bezw. z 0. X 0, v 0,
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2. Besondere Fille.

i und
= mx
1. { y Gerade parallel zur X Yebene.

Z=2¢

=)
{ er= “x-lp Gerade parallel zur X Zebens.
{ iz E ik Gerade parallel zur YZebene,

: =b
| 2. { Z:c Gerade parallel zur Xaxe;
| gl
{ §—0 Xaxe,
£ T Gerade parallel zur Yaxe;
To]
e O
{ RER Yaxe,
{ ;;T} Gerade parallel zur Zaxe;
I x=0,
\ y=0 /m_\e.
3 { Yj i Gerade durch den Ursprung.
Z—nx

3. Winkel mit den Axen, «, B, y. Weun die 3
Gleichungen der Geraden sind

y=mx+b, z=nx+ ¢, so ist
i m

Bt = m—m——g, Nl = _—
izl e e B A e

n

R (e e
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Gerado Linie; gerade Linie und Ebena.

4, Gerade bestimmt durch einen Punkt (x,, ¥, %)
und Richtung (= B8, ¥

‘ene, i y - e
cosa _ cosf  co8y’
bene. 5. Gerade durch zwei Punkte (x,, ¥;, %,)s (X3 Yoy Zy)
SR ,S*L R
! X, —X, —F, By
sene,
Durch den Uraprung und den Punki‘. (X9 FuslZy)e
X 1% y Z
xe; = SR
! Toale iRy,
[ 6. Zwei gerade Liinien,
s | y=mx-{+b | y=m, x+b,

z—nx 1o ] Z—n X-10.

1. Die Geraden schneiden sich, wenn

xej
(m—m,): (a—n,) = (b—b,) : (¢—¢,) (s. u. B).
RS 9, Bie sind parallel, wenn m, =m, n,=n.
3, Der Winkel ¢ der Geraden ergiebt sich aus
ek 14 mm, +nn
cos @ = = L
o }(lw-m q—u)U—f—m )
J 4. Sie sind senkrecht, wenn cos g =0, also
ing. wenn 14-mm, -+ nn, =0.
5. Kiirzester Abstand zweier Geraden
die 1—1 = \— =5 i
@ 3 (J ) )(n n)— (c )(m m}) e in

6. Ahst.md e zweler pm alleler Gel aden
{y;—.mx—%—b y=mx-+b.

z=nx-}¢ z—nx—t—cl.

L Y ¢ L —1— 13

s —y wobei
SR STTEE

e = —
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F=(b—b,)m+(c—¢c,)n
G—=(c—ec¢,)mn—(b—Db,)(14n?
H-— [‘b - ‘U1 Jmn—(¢g— ¢, )14 n;"’).
7. Gerade und Ebene.
y=—mx-}+b
I3 it und Ax}Byl-Cz1-D =0,
| z=nx-te¢ BT
1. Die Gerade liegt in der Ebene, wenn
A+Bm+4Cn=0 und Bb4-Cec+D=0.

2. Die Gerade ist parallel der Ebene, wenn
A-l-Bm-}JCn=0.
3. Winkel & zwischen der Geraden und der
Ebene aus

4, Die Gerade ist senkrecht zur Ebene, wenn
B )
g — 1
A A
5. Beliebige Ebene darch die Gerade
y=mx-+b, z=nx-ec:
y—mx—Db
B2 L
Z—nx

e
8. Ebene durch Punkt (x,, y,, z,) senkrecht zur
Geraden
y=mx-b, z=nx-}e¢
(x—x,)+m(y—y,)+n(z—=z
9, Gerade darch Punkt (x,, y,, z,) senkrecht zur
Ebene Ax+4By-+Cz+D=0
B
[)’—3’1 =5 (x—x)
i (¢

lz—zl :7‘\ (x—x,)

—().

Linic

3
oder

Zu z
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10. Ebene durch zwei sich schneidende gerade
Linien (8. Nr. f.;])

(y=mx-1b [y=mx-1b
|z=nx-¢ lz=nx--c,.
- y—mx—b b—b, m-—m,
oder == oder
Z—NX—¢ ¢—¢, n—n,

Ebene durch zwei parallele Gerade

y—mx—b = b—Db,

Z—NLX—C G—¢,
11. Ebene durch e¢ineGeradey=mx-}+b,z=nx-}-¢

parallel zu einer 2, Geraden y=m x-+b,, =

(mn, —m, n)x—-(n—n, )y—(m—m, )z=b, (n—n, )—
12. Ebene durch einen Punkt (x,, y,, z,) parallel

zu zwel (Geraden

(mn,—m, n)(x—x, )-+n—n,)(y—y,)—(m—m, )(z—

1

§ 80. Erzeugung von Fliichen.
Allgemeines: Enthalten die Gleichungen 1)

™7 \ 7

¥ (X,Y¥, 2, p) 0,2

) £(x, y,2,p) =0 einer Linie einen
veriiuderlichen Parameter p, so stellen sie eine beweg-
liche Linie dar. Die Gleichung der durch die bewegte
Linie erzeugten Fliche wird erhalten, indem man
aus den Gleichungen 1) und 2) p eliminiert.
Enthalten die Gleichungen F (x,y,%,p,q,....)=0,

ichen n verinder-

E(=;

Zy Py Qy +0.) =0 der Beweg
liche Parameter p, q ...., die durch n — 1 Gleichungen

mit einander verbunden sind, so ist die Gleichung der er-
zeugten Fldche das Eliminationsresultat der n Para-
meter p, q ....aus den n—-1 gegebenen Gleichungen. —

Die n — 1 Bedingungsgleichungen sind in der Regel

e ——— RS SRR
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der analytische Ausdruck dafiir, dass die bewegliche
Linie auf n — 1 festen gleitet. — Die Bedingung da-
fiir, dass eine Linie eine andere schneidet, erhilt man,
indem man aus den vier (leichungen beider Linien
x, ¥, z entfernt.

Regelflichen werden erzeugt durch die Be-
wegung einer Gleraden; da die Gleichungen einer Ge-
raden im allgemeinen vier Konstanten (Parameter) ent-
halten, so sind drei Leitlinien nétig. Man unter-
scheidet abwickelbare und windschiefe Regel-
flichen. Bei den ersteren liegen zwei unendlich nahe
Mantellinien in einer Ebene (z. B. Cylinder- und Kegel-
fliche), bei den letzteren nicht (einschaliges Hyper-
boleid, hyperbelisches Parabeloid).

A, Zylinderflichen.
I. Leitlinie in der X YEbene:
1) Bx,v)=0,2) =0
Erzeug. Mantellinie: 3) y=mz-t}y, 4) x=pz+=x
Zylinderfliache: F(x—pz,y—mz)=0.
II. Leitlinie im Raum: 1) ¢ (x,7¥,2) =0,

(]

2) ¥ (x,y,2)=0.
1

™ Yoo LU’\ —Ppa X

Erzeugende: 3)y=mz "

Eliminationsresultat von x, y,z aus 1) bis 4):

5) F (x, , y,) = 0
Gleichung der Zylinderflache:
) =10

ITT. Allgemeine Gleichung der Zylinder-

flichen:
Flax+by+eczt+4d),(@ x+b y+eo z+4d)]=0.

1 |

6) ¥ (x—pz, y—mz

B. Kegelfldchen,
Spitze: (x,,7,,2,)

Erzel
Elim

Gleic
und

Erzet
Elim,

Gleicl
und



liche
da-
nan,

nien

Be-
(Ge-
ent-
ater-
sgel-
nahe
agel-

'per-

ler-

Erzeugung von Flichen.

I. L.eitlinie in der XY-Ebene:
1) F(x,y)=0, 2)z=0.
Erzeug. Mantellinie: 3)x —x, =p (z—2,),
1)y
Elimin.-Resultat von x,y,z aus 1) bis 4):
5) K (xl ==P%5 ¥y 55 0 ZI)-:O.
Gleichung der Kegelfliche (Elim.-Resultat von m
und p aus 3) bis 5)):
6) F(xl et M b L5 T
z — %, S8 )
II. Leitlinie im Raum: 1) ¢ (x,¥,2) =0,
%) v (x, ¥, = 0.
Erzeug. Mantellinie: 3)x —x, =p (z— z2,),
) y—y,=m@E—1z)
Elim.-Resultat von x, y, z aus 1) bis 4):
5) F (m, p)=0.
Gleichung der Kegelfliche (Elim.-Resultat von m
und p aus 3) bis 5)):
6) F(E:}(j, y_Y|): 0.
Hi— Zl

Liegt die Spitze im Ursprung, so ist die Gleichung

y, =m(z— 2)e

der Kegelfliiche F(}Zi, Z): 0, d. h. sie ist homogen.

Die Gleichung a x*+by® + cz’|-dxytexaz
-+ fyz=0 stellt einen Kegel zweiten Grades dar mit
der Spitze im Ursprung.

III. Allgemeine Gleichung der Kegel
flichen:

F(alx-F;'{le—kclz—l—dl a,x-}b,y+¢,z- cl,j) 0

ax+bytecz+d ’ ax+bytecz|d

p———————— e B



[. Zaxe ist
Iirzeugende: 1) ¢ (X, 3 0, il T T a

lelkreis: 3)

s
AL von m

Bedingungsgleichung (
bis 4)): 5) F (v, d) =0;

(Elim.-Result. von r und

B¢
6) F (yx*+y* z) 0. dieser

[I. Drehaxe durch den Punkt (x,, v,,

@, f, v Richtungswinkel derselben: !
Erzeugende: 1) und 2) wie bei I. deren

3) (x—

Yo+ (z—z,)"—1° O fliche

Parallelkreis: il

Bedingungsgleichung (
bis 4)):
5) F (r,d) =0.
D
Ordnu

T, v
(%, ¥,

Gleichung der Drehfliche
1 -

d aus 3) bis 5)

6) Fix—=x,)*(y—v,) “z—z,) " xcosa

Geht die Drehaxe durch den Ursprung, so

iither 1n

';I) B (; x y 5 z% X COS & y cos g %008 %) 0.

D. Conoidise

% y & e
Eine Gerade beweg

I sy 1 . . 7
¥l S1chh SO aass sl1e ¢ LR

und eine Leitlinie bestindig scl
XYebene parallel bleibt.

B 3 e y ! 9
Leitlinie: 1) ¢ (x, v, 2 N v (x, v, 2) £

ordnet
[irzeugende :




Allgemeines.

Elim.-Result. von x, y, z aus 1) bis 4):
5 F (m,d) =0.
Gleichung der Conoidfliche (Elim.-Result,
von m und d aus 3) bis 5
us 1) 3
v
iche 6) I“ (XZ>:O
Beispiel: Schraubenfliche. Die Leitlinie
dieser Conoidfliche ist die Schraubenlinie:

T ! ht
x=rcost, y=rsint, z =

2n°

deren Axe die Zaxe ist. Die Gleichung der Schrauben-

y N 2mZ
0 fliche ist: -~ = tg ——.
16 18 = t': b
B ) Fliichen zweiter Ordnung,

§ 81. Allgemeines.

A Die allgemeine Gleichung der Flichen zweiter
Ovdnung ist:
fex o as R R PR B .1 94 x
08 (¢ il\X_.},d)l-—- 8, X T8, | 'Tr;: Z “l“ux) | 2“';3“‘2
4 19 ol e L CR I T e
0 28, Y228, X 28, YT aly, 27 Ay 0.
=y 1) Die Koordinaten des Mittelpunktes ergeben
ht ©) gich aus den Gleichungen:
— . = ! r - 7 -
0. s ix=a,x+a,yT08,%7 a,=0
1 :
Zaxe ) 9 Py=a,x+a,y+a,z1+2,=0
1 der 1 i
Tf‘Z:auax"i'n-m Yty 5By =
0 9) Durchmesser- (Diametral.) Ebene zuge-

ordnet der Richtung x = mz, y = n z, bezw. 4 o, 8, y:
m f'x -+ n 'y 4 £, =0, bezw.
cos a fy + cos gf'y |- cos y £, = 0.

Biirklen, Formelsammlung.
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3) Durchmesser zugeordnet der Richt
Ebene Ax+By-+Cz-+D=0, bezw,
xcosa-Fycospt+zceosy —p=0:
i e i A0 fx o tly £,
o ot i bezw, cose  cosg  cosy
4) Polarebene zum Punkt (x,,y,,%), d. h. Ort

des Punktes auf einer durch (x,,7y,,%,) gehenden Se-
kante, welcher diesem Punkt in Beziehung auf die zwel

Schuittpunkte der Sekante mit der Fliche harmonisch

zugeordnet 1st:
N

i ‘- L’I“\.Z\} J114
auf der Fliche, so ist

(x—x,) ', + —vy) Iy, +(z2—

Liegt der Punkt

!l geine Polarebene zugleich Berithrungsebene an die
Fliiche.
5) Hauptdiametralebene oder Hauptebene

heisst jede Ebene, welche senkrecht ist auf den von
?

ihr halbierten Sehnen (Hauptsehnen), Die Ri
tungscosinus «, @ y dieser Sehnen und die Zahl A Dbe-

stimmen sich aus den Gleichungen:

I:‘i”__;']“_:‘-u"“ BT, 7 =)
5 H
Wyig e

l 84 O

2 ist bestimmt durch die kubische Gleichung

mittelst Asind , g, y aus den Gleichungen (V) erhiltlich,

7 e B0 g 3 I
Ay A &y g ‘
(R) | a4 R | = 0, oder
i
(a,
..-14 H &
13
L)
Die Wurzeln dieser Gleichung sind 11: ver-

Linie

Pu




g der

z

L. Ort
m Se-
» ZWEL

onisch

1) Q.
so 15t

an die

bene
n von
Rich-
A be-

VEer-

3
iltlich,

Allgemeines, 179

6) Hauptaxen. Man verschiebe das urspriiig-

tem parallel durch den Mittelpunkt (x,,

so gelt die allgemeine Gleichung iiber in:

() A i z' 28, X7y X%
+25 M,

Ty iy [ e A S s
hiebei ist M P ey e g2y ) M0

l1ere «

Man divi
den Coéfficienten der neuen Gleichung die

ie Gleichung (') mit M durch und

1?!51!0
Gleichune (R), sie werde mit F (4) = bezeichnet. Die
Wurzeln dieser neuen Gleichung seien 2,, 4,, 4, dann

sind die halben Hauptaxen der Iliche gegeben durch
&
7y Allgemeine Siitze,

2) Eine Fliche Il Ordnung (F. 1L 0.) wird im

omeinen durch neun Punkte oder neun Berithrungs-

euenen hestimmt.
by Eine F. II. O, wird von einer Ebene in einer

Linie II. Ordvung und von einer Geraden in zwel

Pu

en geschnitten.
¢) Wenn ein Teil des Schnittes zweier I,

eine ehene Kurve ist, so ist auch der iibrige "
solche,

d) Wenn ein Punkt eine Iibene durchliuft, so
dreht sich seine Polarebene um einen Punkt, den Pol
dieser Ebene und umgekehrt.

o) Wenn ein Punkt sich auf einer Geraden be-
weot. so dreht sich seine Polarebene um eine in dieser
liegenden geraden Linie und umgekehrt.

fy Durch den Pol und die Schnittlinie seiner Polar-
ebene mit der Fliche II. Ordnung ist der zum Pol
als Spitze gehorige Beriihrangskegel bestimmt,
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) Wenn der Pol einer gecebenen Ob

eine zweite Oberfliche derselben Ordnung

so beviithrt seine Polarebene eine dri
ehrt, wenn di

she II. Ordnung

fliche II. Ordnung und um

ebene einer gegebenen Ober!

bene um eine zweite Oberfliche

Ordnung herumbewegt, so bheschreibt der

dritte Oberfliche II. Orduung,

» der Flichen IL. Ordnung,

zeln der Gleichung (R), bezw, F (2} 0 (s. 8§81, 5w
6) eingeteilt.
| Mli\-‘llzulz\ua lachen,
I ( 0 (s. & 81.) hat keine Wurzel gleich 0.

A. 4, 4,, 4, haben gleiche Zeichen.
| a) M > E,I-q_:‘;-“"ll]':w;i\_""l
| b) M 0 Punkt.

2) A,y Aqy Ay negativ: Imaginiire Fliche.
B. Zwe1 Wurzeln
gegengesetztem Zeichen.

1) Zwei Wurzeln positiv, eine n
a) M> 0, einmanteliges Hyberb¢ loid
b) M 0, Kegel und Punkt.

v

die dritte mit ent-

A mit

9) Zwei Wurzeln negativ: Ziweimanteliges
M> 0 Hyberboloid.
zentrale Flidchen.

1

) hat eine oder zw

en haben 0 oder unend-

lich viele Mittelpunkte
A. Eine Wurzel 4 ist gleich 0, kein Mittelpunkt vor-

handen, Die beiden andern Wurzeln haben:

[T. Ordnune werden nach den Wur-
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1) gleiche Zeichen: Elliptisches Paraboloid;

2) ungleiche Zeichen: Hyperbolisches Para-

boloid.

B. FEine Wurzel ist gleich null, unendlich viele Mittel-

punkte aut einer Geraden. Die beideu andern Wurzeln
haben:

1) gleiche Zei

oder eine Gerade;

en: J‘:]lipifa(:]u}i‘ (‘}']il!%{l'l‘

9) entgegengesetzte Zeichen: Hyperbolischer
Zylinder oder zweisichschneidende Ebenen,
C. Zwei Wurzeln gleich null:

1) kein Mittelpunkt vorhanden: Parabolischer
Ziylinder;

2) unendlich viele Mittelpunkte: Zwei parallele

Ebenen (Doppelebene; zwei imaginiire Ebenen),

§ 83. Die einzelnen Flichen II. Ordnung.

,,.‘
1) Ellipsoid: +—5—1=0.
¥
Die Fliche liegt ganz im Endlichen, sie wird von

jeder Ebene in einer reellen oder imaziniiren Ellipse
{ I

geschnitten; die Hauptschnitte sind ebenfalls Ellipsen,

Durchmesserebene, welche die Sehnen, deren
Richtungscosinus «, g, y sind, halbiert:

ax | gy

Bl

Polarebene des Punktes X, |y, [ 52

X%, 5y

a’ b

Liegt (x,, ¥, 2,) auf der Fliche selbst, so stellt

osebene dar.

die vorige Gleichung die Berithrun




und k

einer

I‘ 7 { N, % l\ m. 7z 1 a
) s

\ Sle 18

| Nz 1M Eess [
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| Kuael iiber.
Kug c'l.) Mitte x*y’z’=r* 4) E

¥ s Sk il
2) Binmantelizes Hyperboloid: e A=—0 YZ-1
Yl = e

je 1n

Die I

I aus einem ins Unendliche sich
erstreckenden Mant

e besteht

einer
Paral

Paral

wird von

1pse, Vi

einer Kl

Hyperbel, von einer beli

] - : i 3 . : 2 schob

Ellipse, einer Parabel oder Hyperbel geschnitten, :
Eben

w1 0 ]

Asymptotenkeg

‘ . £
Scharen von Mantellinien: 5) 1

=i [ — 4 =1 y
| B I a ¢ b endli

’ i s \ von
i llilf'i\.

geme
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Die einzelnen Flichen II. Ordnung.

und keine der eigenen Schar, Die Fliche ist der Ort
einer Geraden, welche immer drei Gerade schueidet.
Sie ist eine windschiefe Kegelfliche.
.3 g Z
3) Zweimanteliges Hyperholoid: \‘ -I- :;“_ :‘.,ﬂ'f 1=0
g ;

Die Fli
erstreckenden Minteln, sie enthiilt keine reellen Gre-
raden, wird von der XY-Ebene in einer imaginiiren
Ellipse, von der XZ- und der YZ-Ebene in Hyper-
beln, von einer beliebigen Ebene in einer reellen oder

9

1o besteht aus zwei sich ins Unendliche

niren Ellipse, einer Parabel oder Hyperbel ge-
schnitten. — Wird a=Db, so geht jedes der Hyper-

boloide in ein Drehungshyperboloid iiber.
- 3

72 i siche
4) Elliptisches Paraboloid: T+ =2 (b0, o gleieh
b "o zeichig.)

Die Fliche besteht aus einem einseitig sich ins
Unendliche erstreckenden Mantel; sie wird von der
YZ-Ebene berithrt, von der XY- und der XZ-Ebene
je in einer Parabel und von einer beliebigen Ebene in
einer reellen oder imaginiren Ellipse oder in einer
Parabel geschnitten. — Die Fliiche entsteht, wenn die
Parabel, die in der X Y-Ebene liegt, parallel so ver-
schoben wird, dass ihr Scheitel auf der in der X 7.
Ebene lieg

Fiir b = ¢ Drehungsparaboloid.

- ‘yﬂ z.
5) Hyperbolisches Paraboloid: ‘T,—-(T:Qx

Die Fliche ist sattelformig, sie hat mit der un-

.nden Parabel weiter riickt,

(b u. e
positiv )
endlich fernen Ebene ein Geradenpaar gemein, sie wird
von der XY- und von der XZ-Ebene je in einer
Parabel (diese beiden Parabeln haben den Ursprung
gemeinschaftlich und ihre auf der X-Axe liegendexn



Analytische Geometrie.

Axen sind entgegengesetzt gerichtet), von der YZ-Ebene
in einem Geradenpaar und von einer beliebigen Ebene
in einer Parabel oder Hyperbel geschnitten. Sie ist
der Ort einer Geraden, welche immer zwei gegebene
Gerade schneidet und einer gegebenen Ebene parallel
bleibt. — Sie wird ferner erzeugt, wenn die in der
XY-Ebene liegende Parabel parallel weiter riickt und
dabei mit ihrem Scheitel auf der in der XZ-Elene
Jiegenden Parabel bleibt.

Die Fliiche enthilt 2 Secharen von Geraden, nimlich

LA R A l y &
¥bi e N2 i Ib Ve =
- und
y zZ N 2 ‘ l N 2x
l b Yeu AR T T Iz

Die Geraden der Schar A sind 1':1]'31]{‘1 der Ebene
ha Z

e =0, die des Systems g parallel zur Ebeue
Vb Ve :
v A
lh'—Ic'-#O'
6) Kegelfliiche, Spitze im Ursprung;

- 2 e ; s
imaginirer Kegel: -

R 2 g

reeller " S

Lietztere Fliche, welche abwickelbar ist, wird von
einer Ebene in einer reellen Ellipse, oder Parabel oder
Hyperbel (oder deren Ausartung
enthiilt eine Schar von Geraden, welche durch die
Spitze gehen, nimlich

en) geschnitten; sie

X Z y X Z Ay
— s —=="— und —— — = — ——.
a G b 4 a

[
T,

we

von
il.l:ll

Gen

Glei

]-,r‘“
Zi-A

eln¢

stel



ibene
:bL‘]Li_!
e i:)t;
sbene
rallel

[i'\.'l.‘

und

:11:‘“0

lich:

ibene

beue

von
oder
sle

1 die

Die einzelnen Flichen II. Ordnung.

7) Elliptischer Cylinder (schiefer):
(x—pz)* (y— mz)?
! 1 L+‘-_. !_141-,:0
a b
x=pz-t+eo
wenn die Erzeugende: pack

y=mz-|d
2 =

und die Leitlinie: ‘:7 -+ il: =il 6z =0

Die sich ins Unendliche erstreckende Fliche wird
von jeder Ebene in einer Ellipse (oder einem Parallelen-
paar) geschnitten und enthilt eine Schar von parallelen
Geraden.

Ist die Erzeugende parallel der Z-Axe, so ist die

Gleichung der Fliche: Ll * ]

&

8) Hyperbolischer Cylinder: --xz-— s—1=0,
a

2 2

— (0 und die Erzeu-

. - - . X o
die Leitlinie ——33—1=0, z
a b*

gende parallel der Z-Axe; er wird von einer Ebene in
einer Hyperbel oder einem Parallelenpaar geschnittei,

: ; s P
9) Parabolischer Cylinder: — — =0,
a’ b
i X 2y
Leitlinie — — = 0, z=0, Erzcugende parallel der
& ) =

Z-Axe; er wird von einer Ebene in einer Parabel oder
einem Parallelenpaar geschnitten.
10) Jede Gleichung von der Form
1) x*+y*4zttaxtbytez-t-d=0
2) ax’+by*+cz*+tdxy-+exz+lyz=0
3) (ax-+by+ez--d) (a,x+ b,y-+e¢z+d)=0

stellt bezw, eine Kugel, einen Kegel, ein Ebenenpaar dar.




Hohere Analysis.

A. Differentialrechnung.
§ 84. Funktion; unendlich kleine Grossen ; Differential-
quotient.
Funktionen,

1. Eine Zahl von unverinderlichem Wert 3, 5,

3a—Db...) heisst ecine Konstante:; eine Zahl, welc
alle Werte der Zahlenrei

eine Verdnderliche (in der Regel bez

- 1 3 i
annehmen kann, heisst

5 X, B f)

inderung von x eine Verinderung von y und jedem

Wert von x ein bestimmter Wert von y entspricht, so
heisst y eine Funktion von x. Man nennt hiebei vy

Verin

oder das Argument, Sind x, y und z so mit einander

die abhidngige, x dieunabhingig rliche

verbunden, dass zu einem willkiirlich gewiihlten Werte-

paar von x und y ein bestimmter Wert von z gehirt,
so ist z eine Funktion von x und y; x und y sind hie-
bei die unabhiingigen Veréinderlichen; u. s. f. Der In-

halt eines Kreises, einer Kugel ist eine Funktion des

Halbmessers: derjenige eines Rechtecks, eines Quaders
ist eine Funktion von Linge und Breite, bezw. von

Linge, Breite und Hghe,

wob

rati



Funktion,

Bezeichnung der Funktion: f(x

g (x), w(x) und dergleichen,

y=1£(x) ist eine Funktion von einer unabhiin
Verinderlichen x,

z=1f(x,y) ist eine Fuulktion von zwel unabhiingigen
Veriinderlichen, x und y.

,v,2) ist eine Funktion von drei unabhingigen

u
sinderlichen, x, y und z.
tial- 3. y=f(x), z= f (x, y) u. s. f. heissen entwickelte
(explizite) Funktionen.
Die Funktion y= f(x) heisst fir einen bestimmten

), a, Wert von x n-deutig, wenn die durch den Ausdruck
lehe von f(x) gegebene Vorschrift zur Berechnung von y
185t aus jenem Wert von x im allgemeinen n verschiedene
mit Werte von y liefert.

F (x,y)=0, F (x, y, 2)=0 u. s. f. heissen unent-
len, wickelte (implizite) Funktionen.
Ver- 4. Man unterscheidet algebraische und trans-
dem condente Funktionen und teilt die algebraischen ein
y 8O in rationale und irrationale. Die allgemeine
By Form einer rationalen Funktion ist
iche e e Joa, %}, . .o apxh
ider = b, +b,x—4+b,x*+4. .. byxm
rie- wobei m und n ganz und positiv sind; eine ganze
1ort, rationale Funktion nten Grades hat die Form
lll_i:: y s I anxn, wobei :1“2 0.
o y ist eine irrationale Funktion von x, wenn zur
lm-é Berechnung des Wertes von y neben rationalen Zahlen-
von verbindungen noch eine oder mehrere Wurzelauszieh-

ungen notwendig sind.



Héhere Analysis.

Eine Funktion heisst transcendent. wenn

Wert derselben nicht vermittelst einer endlichen An-

zahl von einfachen a

yralschen Oy erationen (Add
Subtraktion, Multiplikation, Divisi

Potenzierung

und Radizierung mit konstanten Exponenten) ans

unabhiingigen Verinderlichen b

y=a% y=logx, y=sinx z
Fuanktionen.

5. Eine Funktion f(x) heisst stetio fiir den Wert
a des Arguments, wenn nach Annahme ein

kleinen (risse ¢ die Grisse 6 so hest

kann, dass fiir eine Aenderung des

Arguments unm eiue
Grosse h < d, die Aenderung der Funktion
f'(:l—{—h}——f{';a} < & b](:iiJT, oder i;"i"/,, wenn

lim ‘

\1‘. = lim f (a — h)

h=0 h=0

Unendlich kleine Gréssen und Grenzwerte,
6. Wenn eine veriinderliche Grisse sich der Null
nithert und dabei einen Wert annimmt. d

mt, der

kleiner ist

als jede angebbare Grésse, so nennt man sie

un
lich klein,
7. Zwei unendlich kleine Grossen heissen

von derselben Ordnung, wenn ihr Quotient gegen

einen von null verschiedenen, endlichen Grenzwert kon-

vergiert. Ist a eine endli

¥ eine unendlich kleine

Grosse, so ist ay von derselben Ordn

wie .
?

8. Ist é von der ersten Ordnung, so ist y von der
’ o
nten Ordnung, wenn der Quotient £

v , gegen einen




sen
gen
on-

ine

v
aer

1en

Unendlich kleine G

endlichen, von null verschiedenen Wert konvergiert,

also wenn

lim S — (.

Das nte Differential dvy einer Funktion y={(x)
ist im allgemeinen unendlich klein von der nten Ord-
nung, sofern dx von der ersten Ordnung ist.

9, Eine unendlich kleine Grosse hoherer Ordoung
ist im Vergleich zu einer solchen niederer Ordnung
selber unendlich klein; sie kann daher neben dieser

vernachlissigt werden.

Ist eine endliche Grésse I' gleich der Summe von
unendlich vielen, unendlich kleinen Gréssen y,, ¥, .+
so bleibt [’ unverindert, wenn jede Grosse y um ein
Unendlich kleines e von hiherer Ordnung vermehrt

wird. Ist also

=y +y~+...=1im Ty, so0 ist auch
L=y, - , +e)+. . =lim Z(y + &).
10. Es
I.
: / b S 1 \m
1 -6 —e im 1= =
=0 m/m=—em
: ll'; —1 loga
9. lim ———— Rt - oy
d d—o loge
sin 6 ta s
3 i W R
3. lim — =1:lm
| 6=0 i 9|4

- —e— i AR e Rhiepa' s i sy el



Hihere

11. Differential und Differentialquotient

¢

: {x)—f£(x)

s Ay . P 4x)—1(x)| dy

4x Ax 7,;1:,1 71.\‘.-\1.:|5x
df(x)

dx

- dx heisst das Differential von x, dy dasjenice
il il : i e :
il vony, df(x) =1 (x)dx das von f(x); == heisst Diffe-
Al ‘l.\ 80 18
rentialquotient, die Funktion ¥ (x) die (erste) Ablei-
X tung von f(x).
| Es giebt stetige Funktionen, die keinen Differential-
quotienten haben.
Ist C eine von x unabhiingige Konstante, so ist
dC
=0
dx
Die Ableitung des ersten Differentialquotienten
giebt den zweiten u. s. f.; es ist also
dt(x)  a MR e 1
—— =t gh i (%) D*f (x) die zweite Ablei- S
dx fi i LI ind
tung von f(x). §0 is

8§ 85. Allgemeine Formeln iiber Differentiation

Es seien u, v, w Funktionen von x, A, B, C Kon-

stanten,
df(u) df(u) du
Ax 0 Wu dx
2, d(Au+Bv}+Cw)=Adu-}+Bdvi+Cdw
d(Au+Bv+Cw) 3 du LB dv LG 1w
dx P 5o A dx

— Au’



ent,

iten

lei-

on=-

Al'zemeine Formeln iiber Difterentiation. 191

3. d(uv)=vdu-+udv; d(uvw) = vwdu | uwdyv

+uvdw
d (uv) : Ty,
=u'v-uv' =uv E—
iz \ v
d{uvw...) Al o e Wil
Sei bl L =gl
dx u v W /

i [ )

\ v u'v—uv'
a5 o v*
5. Bezeichnet man die nte Ableitung von u mit u®’
g0 1st:
dn(Au-1Bv)

T Aum®4-Bvyim
LY /
) J 3\ 1. 5 xib S
(u‘.j-n‘—-”'u v ( l;“mfl.v 1) _! (.J) un—2) v 2‘._!__“_
\ /. X

—I—(”Ju 1) y(0—1) - 1 vili)
1,
8. Ist u=1£(2), z=¢(y), y=1v(x), dann ist
du df(z) dz dy
dx~ dz ‘dy dx
7. Vertauschung der unabhiingigen Ver-
inderlichen., Sind x und y Funktionen ven ¢,
80 ist:
dar 0 g ‘\_":1x

LTy

Ist x als Funktion von y gegeben, so hat man
- dy ! dx d¥ 11:’7{. fdx\*
pi T 5 dy’ dx® oy dy? ]l_\')
8. Betrachtet man in der Funktion z=f(x,y) die

eine der Grossen x und y z. B. x als veriinderlich,




192 Hihere Analysis.

die andere als konstant, so heisst die Ableitung der
Funktion nach dieser Verdnderlichen x die partielle
: i ; i G oo
Ableitung nach xj sie wird mit -— oder mit x(x,y)
24 = g

oder auch kurz mit f’x bezeichnet. Es ist also

52 . f(x-+hy —E(xy5)]

—=1Iim - :

ix h Wl

Lo/ I f(x,y+k)—f(x,y)

- =lim e e .

gy k k—0 11
il Das partielle Differential nach x wird mit e

dxz, das nach y mit dyz bezeichnet und es ist wird

\" 8y z oder 3xf (x,y) = ‘ Kflx =’y (x,y)dxod. kurz=13dx tial 1“
Die Aenderung dz, welche z erfihrt, wenn die [
heiden Veriinderlichen x und y zugleich sich um die
von einander unabhiingigen Differentiale dx und dy d
indern, heisst das totale Differential von f(x,v)
und es ist
dz=1fidxt+fydy 1
Fir n=1F(z, ¥, 2z) 1st X un
dn=1tydx- Iy dy114dz d h.
Das totale Differential einer Funktion
ist gleich der Summe der partiellen Dif-
ferentiale nach simtlichen Verinderlichen: |
9. Sind x,y,z Funktionen von t, dann ist I
. nach
df(x,y,2) sf'dx = 8f dy . 61 dz
A e At sy At Lezlan Gleic
10. TFiir die hoheren partiellen Ableitungen der 1
Funktion z=1{(x,y) gelten folgende DBezeichnungen
und Beziehungen: .
wobe

Bi



der
ille

mit

'rdx
die
die
dy

x.‘ }-)

ion
)]1_

Lens

Gleichungen, aus welchen man ¢

wobei 6 ein positiver, dchter Bruch.

Allgemeine Formeln iiber Differentiation.

_457. 5’574

dxﬁ‘jjszt; .(rf.\' 6%z S 3
FER Fal f‘)'}’:tjxﬂ.}' =i
b2 0%
r‘-S 3: 8§z i3 . ”,j v 5z . :
éx dy dx R _,)'}. - 3y — L

%z (i 4 s
dx0y —dyox oder fix,y =1"y,x

§u j \ (@)
4.3 d"‘uL:(E.—dx ‘-rl]¢1)"i'élltlz 4
_r)_\' 'S_y 0z

/

wofern im Zihler jeden Gliedes é u® durch ¢*u ersetzt
wird. — Der Satz gilt ebenso auch fiir das Differen-

tial nter Ordnung,

12. Unentwickelte (implizite) Funktionen

Ist f(x,y)=0, so ist

. s 1y :
df(x,y)=Fxdx-+iydy=0 oder 3> =—fx: Ty
By My —ofh By 85 P

d oy
13. Ist f(x,y,2)=0, so kann z als Funktion von

x und y betrachtet werden, dann ist

rE ! -+ Ei i LI 0, hieraus folgt ,? ,,

X dz éx dx
(Yf._!_rif dz 0 4%
dy ' dz'dy J Py

Differenziert man Gleichung 1) nach x, dann auch

1)

nach y, ferner Gleichung 2) nach y, so ergeben sich

otz 8t édw
, ———, — erhilt.

X" 0xdy oy

14. Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

f(x,+h)— £(x,)= h.f(x,-+ 6h),

Biirklen, Formelsammlang.




Hihere An

§ 86. Specielle

alysis.

Formeln.

1. Das Differential und der Dillerentialquotient 1
einer Konstanten ist null,
dxn
2, — = ek E
dx
dr(xn
3. LG n(n—1)(n—2)....(a—r+1)x""rin :
d xr
d ax d amX ik rh'-\. 3 1
4, — =aXla; ——=an*mla; 5—=e*
dx dx dx
y (1'.“1".:-") = B
5 t_le——a.X([n)f
= 1
S dlogx Wt e i M S
' RN T BT e 97.) § 87
d X
dxneiy
i dr 0g \() . n_;e f.'\x-'-
7 E080 e
8 R e ( L
. dki = C08 X =—S5In “2\ i 9 ol
drsinx J und 1
2 “”(‘”’ ) lich 1
deosx = 1y | = ]
10. e =—sinx=cos X+ .
d 2.4(x)
rcos X oL
11 de = GOS8 (x—r -2’)
dtgx 1
TR N e e
as dx cos’lx( paui ). |
(Fiir hohere Ableitungen kein einfaches Bildungsgesetz., ]
1 ct 1
13. i T —— (=— cosec?x). !
dx sin®x




Die Taylor'sche und die Mac Laurin’sche Reihe. 195

- :1 e ~|u x 1
tient J4- TR 3 1--_—’;._,'
. d arccos x 2k
40 dx _‘_Tl —x
. darctex 1
rsn ey el v
dare cte x 1
17. - dx “:“T?
18 d are Se0X 1 )
dx xyx*—1
19 darc coseex 1 )1
] dx x)x*—1
§ 87. Die Taylor’sche und die Mac Laurin’sche Reihe.
i 1 "J‘ay]or’sche Rﬁi}le'
fx-+-h) = (x) - f‘(x)Jr—{” e %,f‘ (x)

h{n--1)

GOt (et ),
wofern p positiv und < 1, f(x), #(x), #/(x).... endliche
und bestimmte Werte haben und wofern fn+1) (x) end-
lich und stetig fiir alle Werte zwischen x und x -~ h.

Fiir x=a und h=a—x ergiebt sich:
9 f(x R .,HH(, )’ (\ —a)n
24(x)=f(a){x—a)f'(a)+~ f(a)t-. Sh fm)(a)
x—a)n-t
""ft'ﬁ")'n* fo+1 (a4 (x—a)).
diebei muss fn+D (x*) fiir alle Werte von x’
esetz.

zwischen a und x endlich und stetig bleiben.
Fiir a =0 ergiebt sich:




Mac Laurin’se

i’]-'l[lu 1

wofern f(x) und seine Ableitungen im Intervall O bis x

endlich und stetig bleiben. ]
Wird f(:\'\ oder eine seiner Ableitungen fiir x=0
. unendlich oder unstetiz, so kann nicht mehr ver-
i m ttelst der Mac Laurin’schen Reihe entwickelt werd Dies
4 . e '
In diesem IFall ist 2. anzuwenden. 0
e T Ay 2 e A : 11
4. Taylor’s Reihe fiir zwei Verdinderliche. u
J x+ ht P: ¥ e t q, T P, q B 6 ¥ u,
du 1/du & ) der
ctLh, y+k)=u h+ —k - h
5 0x oV ) 0X ay ] €
] /
bl rr:u_‘“ - 1 NG R drucl
Y] \d x T ass hl FLy T e
\s _q 80 11-) T
| N 1 r iy dU _\® [(du du n G
f E— | e = ! = ( h+4 » besor
n!flop og \ix © oy : ¢
| Al 1 - S
£ - X zu
(p=x=—T¢h, q yT+ 9k) ;
nach
§ 88. Werte unbestimmter Ausdriicke. migl

suchi

=4 file) L L : 4
1. Nimmt aE fiir x=a die unbestimmte Form
(

1 i) f (a) : :
lam = = 1n el
@(X)x ;,rj'lill

(o 2]

o 50 wird das Verfahren

wird auch = — oder
i 0



1) (0)

thren
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wiederholt und es ist, wenn f@) (a) und ¢® (a) diejeni
Ableitungen sind, welche zuerst nicht gleichzeitig zu 0O

oe
Dlrll.

oder zu oo werden:
f(x) £ ()

P(x)x —a ¢ (a)

lim

2. sk £ (%) .p(x)=0.cwfirx=m8, 501
filx) .o (x)=1{(x): &

@ (x)
Dieser letztere Ausdruck nimmt fiir x=a, die Form

an, sein Wert ergiebt sich nach 1,

3. Nimmt der Ausdruck (f(x))?® fiir x = a eine
der Formen 0% " 1% an, so setzt man (f (x)) Y™

x)21(x) und untersucht nach 1. oder 2. den Aus-

o(x) L(x).

4. Fiihren die angegebenen Mittel stets wieder zu
demselben unbestimmten Ausdruek, so muss man zu
besonderen Hilfswitteln greifen. Man kann dann fiir
x zuniichst a-+h setzen, den Ausdruck umformen oder
nach steigenden Potenzen von h entwickeln und wenn
moglich, vereinfachen, worauf sich fiir h=0 der ge-
suchte Wert ergeben kann. Hs ist jedoch auch mig-

lich, dass ein Grenzwert der unbestimmten Form

iiberhaupt nicht existiert,

5. Wenn f(x) — o (x) fiir x=a die unbestimmte
Form e« —o0 annimmt, so suche man den Ausdruck
in ein Produkt oder in einen Brueh zu verwandeln,

was z. B. folgendermassen geschehen kann:




fix)

; ! ‘ {
f(x) ¢(x) i
4 4 ol - FRa Minin
Der Wert hiefiir wird nach dem Vorausgegangenen :
iz = S geset:
. s
ermittelt. :
Nun -
6. Die Bestimmung des wahren Wertes eines fiir s e
x =—a unbestimmten Ausdrucks kann hiufig dadurch Mool
3 vereinfacht werden, dass man denselben von solchen o
o Faktoren befreit, welche fiir x=a weder zu null noch £
unendlich gross werden. Das Produkt aus dem wahren oder
5 Wert des iibrig bleibenden Teiles und den bestimmten
; Werten der weggelassenen Faktoren giebt den wahren el

Wert des gegebenen Ausdrucks an.

§ 89. Grosste und kleinste Werte von Funktionen.
1. Die Funktion y =f(x) erreicht fir x=a
ein Maximum, wenn f(a-}-h)—{f(a)<0, )

Minimum, , f(a-+4h)—f(a)>0, ntge:
wobei h sich der Null unbegrenzt nihert.
2. Bei zunehmendem x ist
f(x) wachsend, wenn {(x) > 0,

: nach
f(x) abnehmend, , (x)<O0.
8. y=f(x) erreicht fiir x=a
ein Maximum, wenn f’(a,') = und “(a) < 0, fir |
» Minimum, w HaY=0 ond Ea)8 ) <0
allgemein: Sind f(x), ....f® (x) in der Umgebung von
x = a stetig und verschwinden die (n—1) ersten Ab- von
leitungen fiir x =a, wihrend die nte 0 ist, so ist f(a) Unte
- : (Nel

bezw. ein Maximum oder Minimum von f(x), wenn n
aerade ist.



men
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Grosste und kleinste Werte von Funktionen. 199

Tst die niederste fiir x=a nicht verschwindende
Albleitung von ungerader Ordnung (z. B. von erster)
so ist f(a) weder ein Maximum noch ein Minimum,

Um die Stelle und den Wert des Maximums oder
Minpimums zu finden, wird y’ gebildet, gleich null ge-
gesetzt und die erhaltene Gleichung nach x aufgelost.
Nun wird y* gebildet, es werden die gefundenen Werte
von x eingesetzt und aus dem negativen oder positiven
Ergebnis bestimmt, ob ein Maximum oder Minimum
vorliegt, Durch Hinsetzen der gefundenen Werte von
x in y=1(x) ergiebt sich der Wert des Maximnums
oder Minimums selbst,

4. Funktion zweier unabhingigen Ver-
dnderlichen, z=1(x, y).

Man bestimme x und y aus

df gt
1. —=0und —=290.
0Xx oy
Die erhaltenen Werte miissen der Gleichung ge-

ntgen:

Tt
e

a*f \&2 4*f &
\oxdy dx° 0y
Es findet dann Maximum oder Minimum statt, je

1}
nachdem

3 & f 1 é*f
3. 541 un ;5};

fiir jene Werte von x und y beide gleichzeitig bezw.
<0 oder > 0O sind.

5.Relative Maximaund Minima. Die Werte
von X, y, %, fiir welche die Funktion v={(x,y,z)

unter gleichzeitizem Bestehen der Bedingungsgleichungen

(Nebenbedingungen) ¢ (x,y,2) =0 und ¢ (x,y,2) =0 ein
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T6here Analysis.
Maximum oder Minimum erreicht, ergeben sich aus
den Gleichungen:

A u o |
3 = L cet]
1) 5% £y

o

ll_
L

u

o7

™

5z fiz4 Aoyt 'z = 0§
0 Z

4) 9(x,5,2)=0; 5) v (x,y,2) =0,
aus welchen man zuniichst die willkiirlichen Konstanten
A, i entfernt und wobei

\ =
11:=f[x:3'.z) FAQ (X Y,2) T oy (X Y,2)

B. Integralrechnung.

§ 90. Bezeichnung und Erklirung.

| [ (x) heisst das Inte gral von f(x)dx, geschrieben
[ f(x)dx, wenn
dF(x) £y
=1 (x);
dx !

es ist also dann [f(x)dx= F(x)-+C,
wobei C eine unbestimmte Konstante bedeutet; ferner ist
d/f(x)dx

d x e (\)

§ 91. Integration einfacher Funktionen; Grundformeln.
Bei sdmtlichen nachstehenden Formeln ist reclits

die unbestimmte Konstante zu ergi

-n--1
1. [x» Rl ag o S
f‘( dx S fiir n 2 1

3 (2 bhx)n+1
a1l bx) — 1 L
j( } ) (41).b
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9 r'(l“{i pY t’[\\) 3 Flonon
J =]x; f F(x) dx=If(x).
~ X -

% [azdx=—~ ; Jexdx =e¥,

4. [cosxdx=sinx,

9. [sinxdx=— cosx,

y e odx
G R
COS™ X =
dx
B l[”- — —_—— \'.hjf X
sin’ x
Q sin x e
&, —dx= (= sec x).
COs" X COS X
o [ COSX 1
Y [ ——dx=———— (= — cosec X}.
SIN° X s1n X

Rt sin®x
10. ‘,.‘iHlf\'UDSXdX-':' =

11, ,‘ ogxdx = —1[cosx.

12. J. ctg x dx = lsinx.
1 { dx It { dx 1t X
g — torx: e g
J ginx cosx =i Jigin o
dx [ %
1 ::r:-ft(r( = J
/ CO8SX = : 2
1_ f (i X 2 I_ T
. : - = —@rosHL X =— — 8r0CO8 X :
Fl— x* 2
dx 1 . bx
Z — = — arc sin
-" Va*— b*x? b
dx ; 7
LB T o are tg x = — arc ctg x + T




» 20.

24.

25.

dx 1

=5 — — —arctg
4at— b x* ab S |
d x
| — Arcsecx
X x*—1
dx 1 bx
f =3 = arc sec .
X h*x*—u a a
dx #
| = — —aregin (1—x).
J)2x—x*

=I(x+y1+x5).

I = (E-L) =1

[/ ST . ;1] e T a’ 5 7
[ dx=— |+ L 510
s e e a’
[Yar—xtdx= 5 Ya"—x" + -

: dx T

| : = -—](b—+ecx

Va+2bxFex* Ve

—1-1(71.L L'U;.
, dx 1 i ¢x—b
ﬁl' arc sin
J Ya+2bx—ex* Je Ib*+ac
r X tl\' 1 . -
Jicaes —2bx-t¢
f fa+—2bx X" (v ] I g :

§ 92,

E
konsta
1

[(Au
)
I‘
3
X=g9
B
.
dann
nun ¢

und



Allgemeine Formeln.

§ 92. Allgemeine Formeln; Integrationsweisen ent-
wickelter Funktionen; Rekursionsformeln.
Es seien u, v, w.... Funktionen von xj A, B...
konstante Faktoren.
1. Integration einer Summe.
[(;\u L Bv Cw-}--..,.)dx:A_;"udx—}—vadx-}-wadx-[-...
2. Teilweise Integration.
V== fu dv —}»—If.v du und
fudv:uv—fvdu.
I'w]sl»it’l:
;.\;%ﬂusxdx:fx’ dsinx —x*sinx — 2 [xsinxdx
J‘x sin xd x :——fx deosx=—x u)sx-!-fcos xdx
—=—xcosx+sinx} C, alzo
/’:\;Ef-.osx:lx—-:x?siux—{ﬁ:}'xcusxf 2sinx + C.
3. Integration durch Substitution. Es sei
x = ¢(z), dann ist dx=¢’(z)d z,
[f(x) dx=[f[¢(z)] ¢ (z) d .

dx

Beispiel: _J'r Man setzt Z—F = o

X" (a— bx)0
dann el'gie]lt sich
il (z— bm+n—2
T T am+n—1)"  m
nun entwickelt man nach dem binomischen Lehrsatz
und integriert die einzelnen Summanden,
Die héufigsten Substitu tionen sind:

a

z=a-+bx; z=a-bx?; z=—-b.
X
atbx 1 a z—1
Z—=— oder x = . ——
A bx b'z-+4+1’




m = = zil __ g Y m y
] at+bx=1z, oderx= — ; dx=—g—Adgs
b b
dz

sinx=2z und dx 5

/1—2z

}

X : 2t 1 —t* . 2dt

te t, sinx = 5 G085 X ¢ L

2 B T e
4. Integration durch Zerlegung in Teil-

]!t'[i che.

. 1 o P (X)

Jede unecht gebrochene, rationale Funktion Pl

: 4 F(z

lisst sich in eine ganze Funktion ¢ (x) und eine echt

I(x) = .
S umformen. Die

gebrochene, rationale Funktion
! ) (x

hen zerlegen.

letztere lisst sich in eine Summe von Teilbri
1. Die Wurzeln der Gleichung F (x)=0 selen samt-
lich reell und untereinander verschieden, es sel

Fix)=(x—a)(x—b)(x—e¢)....=0,

dann ist
f(x) A
F(x)  x—a
hiebel ist

2. F(x) =0 hat auch komple Wurzeln. z. B
p-+qi und p— qi, dann ist

f(x) N A .

1 |

Fx) " x—p—gqi ' ' x—p+
hiebel ist

e TR g

’f:'p-—liﬂ_
A F(p4qi) 3 5 Bp=q1)
Fasst man nach der Bestimmung von A, und A,

1
reelle

£

7

Besti

Funk

einze

welel

\'t'-['la

in d:

durel



™
-

5 (x)
F (x)
echt

Diese

egen.

samt-

die beiden ersten Briiche zusammen, s

reellen Bruch mit dem Nenner
3. Mehrfache Wurzeln.

Allgemeine Formeln

geben sie einen
‘

\
. 3
Es sei1

o}
X—Pp)

I;

3 AP

Px)=0=x—a)*xz—bfx—c) ..... dann ist

£(x) &0 X
T T e (ZEapc i s aes
| 1 |
-+ SR A
Setzt man F (x) = (x — a)%. ¢ (x), so hat man zur

Bestimmung

f(a)=A.o(a)
Flay=A". ¢’ (a)

Fi(a) = A @' (a)-+

£ (a) = A

ep(n—

n)(a)

Das Integral der

oo Ay A s AL S

folgende Gleichungen :

;\“
i

A .n.p0—1) (a)-- A .n(n—1)

o+nlAsy 14 (a)

urspriinglichen, gebrochenen

Funktion ergiebt sich nun durch die Integration der

einzelnen Teile.

5. Es bedeute R

welche aus x und der

n |
fax—+b
X,

) eine Funktion,

cX—@

nten Wurzel duareh rationale

Verbindungen derselben aufgebaut ist, dann lisst sich

| R{x
in das Integral einer

durch die Einsetzune

rationalen Funktion iiberfithren
n:

Yax—+b
i El X.

cxX—+e
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x (e>0)

TUm f R (x, Va+

Sy ex-+b
auszufithren beniitzt man die Einsetzung yz—-—‘ it
ac- D"
man erhilt dann
[R(x,JaFtbxrer)dx=(R, (v, V1 E¥)dy.

Hiebei stellt R, wieder eine Funktion dar, die

3 rey-

durch rationale Verbindungen von ¥y und iL”-j‘y
wonnen wird. Ist nun R, eine Summe mehrerer Glie-
der, so integriert man jedes Glied einzeln. Andernfal's
lisst sich das Integral, abuesehen von Integraten ratio-
naler Differentiale, zuriickfithren auf eine Summe von
R, (y)dy

Integralen von der Gestalt | I‘
Y1ty

Wendet man auf R, Partialbruchzerlegung an,

g0 erhilt man eine Summe von Intecralen von der

\ A dy ; dy
Form (—==—=—= wobeli n>0 und —; :
0 (y—a)*ficks
Die letztere lisst sich durch die Einsetzung y—a=—-

und durech Wiederholung des obigen Ganges ebenfalls

anf die erste Form bringen, auf welche nunmehr auch

das urspriingliche Integral zuriickgefiihrt ist.
Rekursionsformel:

AL n—1' ryt-=Sdy

s S T

e
A A
Durch wiederholte Anwendung dieser Rekursions-

formel gelangt man auf das Integral 15. oder 19. von

yd y
3 91 oder auf f‘—]”
7 Mg

Durch unmittelbare Integration vermittelst der

Girunc

l“t‘ Vi
von ¢
£
18
0
2.
a
.
f
4,
5.
de
8.
|
eine
Veri
und



, die

i og=
Glie-
nfal's

ratio-

3 von

1 an,
1 der

mfalls

auch

sions-
). von

t der

die vorstehenden Verfahrungs

Allgemeine Formeln.

(Grundformeln, darch Teilbruchzerlegnng und durch

veisen ist die Integration

von ¢ (x)dx durchfithrbar fiir folgende drei Fille:
A ‘
3 ) { Jax-+ b
L ¢(®)=R(x), IL 9(x)=R ( ] i
IIL ¢ (x)=R (x, Va F2bxFcx),
6. Weitere Rekursionsformeln.
2 sinm+1x gosn—1x
1. [sin®xcostxdx= —.
m - n
n—1
- — [ sin™ x cos" —2x d x.
m-}n-

. sin® —1x gosi+1(
2 fsul“'}icus“.xdx1 . '
m-—n

m—1 f : . .
St cogh xd v
" m - n’

3. [xneXdx=xNeX—n [x0—1¢Xdx,

. g% ex 1 ex
4, | —dx=— — -3———[— — d x.
J xn E‘“il.;ku-—l "n—1Jxn—1"7"
5. [xMsinxdx=—xNcosx—}n[xDP—lcosxdx,
€. [xNeosxdx=xN"sinx —n[x"—1ginxdx,
s X gin x e COS X
l.!' —lX=— il | e = {]X.
L m—1)xB—=1 a7 Jixhei
q 7 COSX coS X { R |
8 | —/—dzx=————— — ——— dx,
'l xI (Il——l) xn—1 n—1/ xa—1

7. Integration durch unendliche Reihen.

1. Wenn f(x)=nu, o, 4w~ .o fmnt ..
eine Reilie ist, deren Glieder stetige Funktionen einer
Veriinderlichen x sind, wenn ferner diese Reihe fiir a

und b und alle Werte zwischen a und b konvergent
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ist und wenn f(x) die Grenze ist, gegen die sie kon-
vergiert, so ist (s. § 93,)

ro
, dx—+ [, mpdx-—...

[JEf(x)dx=|_nu, d x
9. Liefert die Mac Laurin'sche Reihe fiir f (x) eine

konvergente Reihe
f(x)=1(0)L+x{O0)+ ' 0)+..0

so0 ist
. = : i - Galteh e :
[f(X)dx=0C-+=xf(0)+ 7 (0) 4+ —17(0)+...
S g LB 31
Die Integration durch unendliche Reihen besteit
also darin, dass man den betreffenden Ausdruck (z. B.
durch den binomischen Lehrsatz, die logarithmische

Reihe u. a.) in eine unendliche Reihe verwandelt und,
s

nach Untersuchung der Konvergenzverhi
einzelnen Glieder derselben integriert.

§ 93. Bestimmte Integrale.

1. Istf (x) d x das Differential von o(x), so st ¢ (x) - C
das unbestimmte Integral von f(x)dx; dagegen heisst
bon :
[2f(x)dx=o(b) —¢ (a)

i & BN . A
das bestimmte Integral genommen zwischen den
Grenzen a und b, d. h. fir x=a und x=Dh. Das be-

?. : b o o/l " % =
stimmte Integral [, f(x) d x ist die Grenze der Summe der

unendlich kleinen Werte des Differentials f(x)dx, we
% durch unendlich kleine Aenderungen h von a in b

iibergeht; daher auch

["f(x)d x=lim {1'::1.‘ Lfad-h)y+E@at2h)+4... } v Iy
a
9. ,' f(x)dx =— 'f ;l f(x)d=x.
3. ﬁ"“ fxdxteEdx]= J' f(x)dx— | -
8 Irlv e .. : d .‘ ‘ Fol |
4. | “f’\x) dx= [ f(x) dx— | f@)dx+ [, f (=

e und d Werte zwischen a und b.

tervall

nicht ii

6.
Integr

zwisch

wert v

zwisch
und b

naten

T
J[ﬁ.t':_’t'
‘\“

die v¢

cebnis

dass ¢
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Destimmte Integrale.

5. Mittelwertsitze. Wenn f(x) in dom In-
tervall x=a bis x=D> stetig bleibt, ist:

j':"l’ f(x)dx=(b—a)f(ate(b—a), 0<ecl;
wenn ferner f (x) in dem Lntervall a <x <b positiv und
nicht iiberall gleich null, so isb e

J'li e () f(x)dx=09 (C)r"h f

il

c<h,

I~

(x)dx, a
6. Angeniiherte Berechnung eines bestimmten

Integrals f:il\\) dx. — Es sei fiir jeden Wert von =
zwischen a und b fiir eine Funktion ¢ (x)
ff‘ix‘] < f(x)
P(x) > 1

desgleichen fiir eine zweite y (x)
dann ist

e fbp, o b
[edx< [ f(x)dx< [v(x)dx.
Simpsonsche Regel. TUm einen Niherungs-
X ’ ~ . .
wert von [ "f(x)dx zu finden, teile man die Strecke
zwischen x, und x,, in 2n gleiche Teile von der Linge h,
und bestimme die zu den Teilpunkten gehorigen Ordi-

naten ¥,, ¥;; ¥a++o-Yapy dann ist annihernd

[at@dx=50, 45+ 2047+ 25+ v)
(s. anch § 94,,).

7. Summierung von Reihen durch bestimmte
Integrale.

Wird f(x, m) dx zwischen zwei Grenzen a und b,
die von m unabhingig sind integriert, so ist das Er-
gebnis im allgemeinen wieder eine Funktion von m, so

dass also

{:f (x;m)d x =g (m), daher

[P {865, 0) 415, 1) +E(x, D)+ E(x,n—1)] dx
=20 +e®+e@+...te@—1)

Biirklen. Formelsammlang,
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Reihe lei
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cht summieren, so e

rechts stehenden Reihe in

alysis.

man die Summe

:H:'j'l'}llr’.l‘i(':u'ﬂ stenen ]

Form eines bestimmten

Integrals.™)
LR L *b 51 (x, )
8. — \ ) de— ‘ dx
oa Ja o [

wenn die Grenzen a und b konstant sind in B

.
auf ¢, da

é (P

7
0,

| fx el dx—
o

gegen
|-h df(x,a)

4 B o

db

dx-1(b, &) ——f(a,a)
¥ (

l

wenn a und b Funktionen von e sind.

d
|J 3
wenn f(

stetig ist.

([P(x,y)dx)dy=

x,y) fir a<x<b,

b fd g

([ fxy)dy)d=z

) e

e<y<d eindeutig

9, Besondere bestimmte Integrale

5.

0 11 X b

,“, a-Fbx?’  2fab
T r
S

1 x*n 1 00

| Ak L

0o J1—x 2

L)

pnttEdy—

——i ‘._

-"n

1 .\‘ln +1 9
/ a
gl —x" 1.9.

*) Siehe Schleemileh, Uebgsbeh. z. St. d. hih. An. 2. Teil, S

)
8] “ .

Behh aaian —1:) T

5.....8n—1) =

el i

cos®*’xdx; 2n>0

A Bae. 20

9ieavel2n4 1)

und

bei zu

D
(konve
!,\IJ‘!\:
hohl

s



[ sinax

T
dx=+; a>0

0 3 4

FOECNS a X
-dx=w
da 49 E
"% da 7. _ﬁlfﬁ.’*“rlxr?l; '[‘D«:‘x' = j V7
8. _fvo'ﬂ-‘("e"""dx- ﬁ_w“.!_l (a >0, n ganze Zall)
_': 1_1!!:1
C. Anwendung der Infinitesimalrechnung
auf Geometrie,
§ 94. Ebene Kurven.
1. Ist. y=1(x) die Gleichung einer Kurve, 7 der
Winkel der Tangente mit der Xaxe, dann ist
(ds 8. § 94,):
£ PR S Ehidy y
BN 7=, o8t TR e e
Wenn y'=0, dann ist die Tangente parallel der
Xaxe, ist y' =oo, so ist sie parallel der Yaxe.
2. Verlauf. Die Kurve steigt (d. h. y wiichst)
bel zunehmendem x, wenn ¥ >0, sie fillt, wenny’<O0.
Die Kurve ist in irgend einem Punkt erhaben
(konvex) gegen die Xaxe, wenn y und y* fiir diesen
Punkt gleiche Zeichen haben; im andern Fall ist :
hohl (kenkav) gegen die Xaxe (s- § 89,).
3. Besondere Punkte. Fiir einen Wende-
5. 168




212 Héhere Analysis.

punkt der Kurve jy f (x) haben f“(x—h) unt

¢ (x-+h) entg resetzte Vorzeichen (h unendl. kl.).

der Kurvengleichung und aus der Bedingung: " (x)=0,

withrend £ (x) ; 0: oder aus f (x)=ocn.

Fiir die in Polarkoordinaten gegebene Kurve
=1 (¥)
aus dieser Gleichung und aus
2L 9t —rp=0.

Kin Punkt ist ein vielfacher Punkt, wenn

) erhiilt man die Koordinaten der Wendepunkte

r

r¢ in 1thm schneiden, es miissen

sich mehrere Kurvenzweig
sich also fiir ihn mehrere Werte von y’ ergeben.
1y - 0

s . T ay - y
Dies ist méglich, wenn == - die Form —
= 4 ax v 8]

¥

nimmt, wenn also f%4=0, £%y=0. Durch Ableitun

o
o
X

des Zihlers und des Nenners der rechten Seite nach

erhilt man zur Bestimmung von y’:
(z) o L 9f d ‘\'—l—f”... |’
ZE AL XYy ¥y |

D)

hieraus ergeben 1 [ Werte von ¥/, d. h. der Punkt ist
0

Doppelpunkt, beaw. Riickkehrpunkt oder Selbst-
beriihrunespunkt, bezw. isolierter Punkt je-

=] 1 o
nachdem :

2ofree i-.;}_}__

Fiir einen Riickkel.rpunkt (Abscisse x,) erster
Art (Zweige auf verschiedenen Seiten der Tangente)
erhilt man mit x,- h zwel verschiedene Werte von
d*y

d x*

mit entgegengesetzten Zeichen; fiir den Riickkehr-

1
punk
mit g

]
die C

#)

bestiz



und
kl.).
h aus

£)=4,

Kurve

yunkte

wenn
niissen
0
— an-
(0] o
eitung

1ch x

nkt ist

elbst-

1kt je-

erster
1gente)

te von

kkehr-

Ehene Kurven,

punkt 2ter Art erhiilt man in derselben Weise Werte
mit gleichen Zeichen.
Besondere Punkte im Ursprung O. Es sei
A+ Bx+Cy)+ DOx*+Exy+Fy?
S+ (Pt Qxd—iy4-,..|-Sy)=0
Gleichung einer Linie nten Grades. Ist nun
a) A =0, so geht die Linie durch O und es ist
Bx+ Cy=o0 die Gleichung der Tangente in O.
f) A=B=0C=0, so ist O doppelter Punkt und es ist
Dx*+Exy+Fy
chung der Tangenten in O. Ist dabei

w©

e

= () die gemeinschaftliche Glei-

g 4D .h"\:(}, so sind dieselben bezw. reell
getrennt, reell zusammenfallend oder imagindr und

O ist bezw. eigentlicher Doppelpunkt, Riickkehr-

Cinsiedler.

punkt oder I
Einen Doppelpunkt der Kurve x=¢9 (t), y=9 (1)
bestimmt man aus
x=9(t)=9¢ ) y="1v{)=# )
dx dy
R T

In zweifelhaften Fillen ist eine Unh'r'suchlmg der

einen Riickkehrpunkt aus

Kurve in der Ndhe des Punktes notig.
4. Gros

Bogenelement ds=--ydx*fdy* r-_"!'_'l‘er_\."g.d X

senbestimmungen.
— @ FCIP

ds muss bei dor Bestimmung von sinz und cosc
(s. 1.) mit dem Zeichen genommen werden, das dem
fiir tgz entspricht.

Die Tangente und Normale in Punkt P schneiden
die Xaxe in T, bezw. in U, dann ist:




rl';\'n_:'wﬂfe‘ |"]‘ y J1 :'I\";. 71| 1 L .\I

i
¥ 4
Subtangente

- = \I
Normale PU =y j14+3*
Subnormale = yy’.

Polarkoordinaten: @ Winkel der Tangente P T
mit dem Fahrstrahl O P zum 13\1'51;1:\H'g~|-u!:!\1' P. im
Sinne des wachsenden Winkels ¢ genommen; das Lot
a1f OP in O schneide die Tangente in T, die Normale
in N, dann heisst PT die Tangente (T), PN die Nor-
male l__N). OF Pol: '.‘H%J[‘i\llg“:t[V (St), ON Polarsub-

normale (Sp) und es ist

r ( r\*
to - 1 P=rl/f14—]; N=| L3
v do) \r’/
: 2
St - i
5. hung der
Tangente im Punkt (x, y), an die Kurve
y f(x), bezw. l“!\:,‘\ ) 0, bezw. x= @(t), ¥ h(t),
x I;ELS \ ]!i:lt‘l\lill' [\-s'w'-rl‘lil!:'.:'u
3
G
1) Y —y — (X —Xx)
dx /

X —x)+F Y —7)=0
dy dx
o g R, S 0:
dt ;. ) 1 !
6. Bestimmung der Asymptoten. Die Glei-

1 . : : : 3
chune einer Asymptote kann in einer der Formen ge-

schrieben werden:

y=mx-}¢, x=puy-|y; hiebei ist

m 1
0 ]

/
B
lichen
aer ur

A
die W
Kurve
I (%)
die zt



nale
Nor-

wrstth-

Ebene Kurven.
v .. dy : |
m—hbm?’ —lim - , c=lm (y —mx)
e desliaine ey
A 0
b vdx]
g — lim — hm i = lim (x —py)
j Yiy=2= d Yy ¥

Bei einer Linie nten (_%l-:n(l:-s kann man die n még-
lichen Asymptoten (Tangenten in den n b(‘llmtl]mnkh‘n
der unendfich fernen Geraden) erhalten, indem man
ausdriickt, dass die l{.ix'hlantHg“t':MP (y=mx) mit der
Kurvengleichung eine Wurzel x=o0 und dass die
;\&:‘\"mphrh- (\ —-ILL\'—-~:) deren zweil hat., Man setzt
daher das Aggregat der Glieder nter Ordnung gleich

null dividiert mit x® und lést nach = auf. Die n

= g i S : . ea
Wurzelwerte (m) fi - sind die Richtungskoéfficienten.

Man setzt nun y=mx-c¢ in die Kurvengleichung
ein und ordmet nach Potenzen von x. Der Faktor
von x wird von selbst zu null. Aus dem gleich null
gesetzten Faktor von x2—1 ergiebt sich c.

Fiir die Kurve r==£(¢) (Polarkoord.) bestimmt
gich die Richtung einer Asymptote aus dem Wert von g,
fiir welchen r=o wird, die Lage der Asymptote er-

bt sich aus der Polarsubtangente, tiir welche man hat

. S
S =lm - :
Uit — o

Asymptoten parallel der Y-A xe. Man sucht
— Riir die

die Werte von x, fiir welche y
Kurve yP F (x)-}- yp—1 1‘ (\]77 ..+ p{\) =), — H(x),
B (x).. .. ganze t::lnmulw Ausdriicke — ergeben sich

die zur Yaxe parallelen Asymptoten aus F (x)=
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7. Beriithrung von Kurven. Zwei Kurven
y=1(x) und y=¢ (x) haben in c¢inem bestimmten, ge-
meinschaftlichen Punkte (Abscisse x,) eine Beriihrung
nter Ordnung, wenn f (x,) = ¢ (x,) und fiir denselben

alle Ableitungen von f(x) und ¢ (x) bis zur nten ein-

schliesslich einander gleich sind. — Eine Beriihrung

nter Ordnung kann aufgefasst werden als eine Grenz-

lage, bei welcher n - 1 Schnittpunkte der beiden Kurven

in einen zusammenfallen. Eine Gerade y=mx—Db

bildet mit eciner Kurve y=1f(x) eine Berihrung nter
Ordnung, wenn fiir den gemeinschaftlichen Punkt alle
Ableitungen von f(x) bis zur nten einschliesslich ver-
schwinden und ' (x) =m (Wendepunkt, wenn n
gerade, Flachpunkt, wenn n ungerade ist). Das
Berithren ist mit Schneiden oder Nichtschneiden im Be-
rithrungspunkt verbunden, je nachdem die Beriihrung
von gerader oder ungerader Ordnuag ist.

8 Krimmungskreis. Er ist derjenige Kreis,

der mit einer Kurve eine Beriihrung zweiter Ordnung
im Punkt (x,y) hat, der Mittelpunkt desselben, der
Krimmungsmittelpunkt ist der Schnittpunkt
zweier unendlicher naher (zusammenfallender) Normalen.
Der Kriimmungshalbmesser g und die Kordinaten (X, Y)
des Kriimmungsmittelpunktes sind bestimmt durch die
drei Gleichungen

1. (x—X)

D e —X) 4 (5
3. 1+y2+(y—Y)y h

Kriimmungshalbmesser p =

(+ je nachdem y*

ZwWe
Dift
die

Ort
l'J‘l‘JZ
in |
elin
Jed
rl‘:'[
hall

Ev



urven

n, ge-

irung
selben
n eiun-
lhrung
Jrenz-
urven
X—=D
1 nter
kt alle
h ver-
enn n

Da
im Be-
ihrung

Kreis,
‘dnung
1, der
tpunkt
malen.
2%,7X)
:ch die

f R -\—(1-5- i e
Mgkl -Fy -y
Ist die Kurve gugvbcn durch die Gleichungen

x=¢(t) und y=1(t), 80 ist

J:{}(!}.‘I

Fiir Polarkoordinaten hat man
3

= LA -
Lo ‘ 2yt r'f

Der Kontingenzwinkel de ist der Winlel
sweier unendlich naher Tangenten, er ist gleich dem
igungswinkels der '.[‘.‘mgvutc gegen

o

Differential des Ne

¥
=]

die Polaraxe; es ist

dx d?’y—d?xdy A\ pid
ST EE N RS du’"(\d\') :il"?j
ds ds
0= de = W—d; :
1 1 dz
Mass der Krimmung, kurz Krimmung: ?r-&;

9. Die Evolute einer Kurve ist der geometrische
Ort des Kriimmungsmittelpunktes. Ihre Gleichung wird
erhalten, indem man aus den Gleichungen fiir Xund Y
in Nr. 8 unter Beniitzung der Kurvengleichung x und y
eliminiert. Die gegebene Kurve heisst Evolvente.
Jeder Krimmungshalbmesser ist Normale zur Evolvente,
Tangente an die Evolute. Differenz zweier Kritmmungs-
yalbmesser gleich dem dazwischen liegenden Bogen der
Evolute. Wird ein um die Evolute gelegter, bieg-




218 Hohere Analysis.

r Spannung

samer und unausdehnbarer Faden in stra
abgeltst, so beschreibt der Anfangspunkt des Fadens
die Evolvente.

10. Hiillkurven. Die Gleichung F (x,y, p) =0,
worin p ein veriinderlicher Parameter ist, stellt eine
Kurvenschar dar, welche eine Kurve umbhiillt; die
(3]

[Climination von p aus den Gleichungen

durch

hung der umhillten Kurve ergiebt

P B ¥, p) =0 und
! d :
2 . = (),
dla
Enthiilt die Gleichung der beweglic

veriinderliche Parameter P und 1, ZW

Kurve zwei

chen welchen die

'[h'zh-!um;_f ¢ (p, a) besteht, so ergiebt sich die (Glei-

chung der Hiillkurve durch Elimination von p und q

aus den drei Gleichuz

ren ;

6F 6p OF dg

= e——— — =0 P ypg=0 ¢pq=0
()Il 0q 0 q t}ln * ST 5 X Fer
11. Flicheninhalt (Quadratur). Der Inhalt

J der Fliche, welche zwischen der I{urve, der Xaxe

n Ordi-

oe
o

und den zu den Abscissen x, und x, gehori

‘nlossen ist, erziebt sich aus

naten el

J ---_""\] f(x)dx, oder bei schiefw, Koo

Xo

X1 p
fx)dx.
o

Soll die Fliche

y=1(x), y=p(x) und die zu x, und x, gehd

J =siny

1zt sein durch die Kurven

17en

Xy

o E(®) —ep(x)]dx.

Simpsonsche Regel. Ist f(x) héchstens vom

eines

U.'l-}
1
IKCurve
K
g ¢
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3. Grade, ym die Ordinate in der Mitte zwischen xp und

x; dann ist

biﬂl}'“l xS (x, —x%,) (¥, +4yu+7y,)

(s. auch § 93,).

12. Kurvenlinge (Rektifikation). Die Linge s

eines Kurventeils, welcher zwischen den Absecissen x
und X, “l"_"i. 1

1 (X 2
dy'= Y14y d=

13. Pola
Kuryve und den zu ¢, und 0y gehérigen Strahlen
(ISl O

Jiz i B d P

[
& i-{U

koordinaten: Fliche zwischen der

Kurvenlinge:

e 1 TR T oL
i e i i 1)
5 [ ]L‘-'--..r’.d('r ’ 117 |-‘(l1IJ -dr.
v ‘!.0 -+

Py ; . \dd 1

& 95. Ranmkurven (doppelt gekriimmte Kurven).

1. Eine Raumkurve ist gegeben durch die Glei-

oro

chungen

x =g (t) ‘Schnittlini
I ( £(x,y,2)=0 (Schnittlinie der
v — b (t) oder U
/ / % | F(x,y,2)=0. Fliichen.)
y =, (%) (Projektionen
oder § * e

z =g, (x). der Kurve.)
9. Bogenelement

1

ds=VdF T dyFdz=y1+y*+2*%.dx

Gleichungen der Tangente im Punkt

) T




Héhere Analysis.
X—e(t) Y—uy(t) Z—x (t)

¢’ (t) P’ (t) ST

oder

] e (X—x)+4 i (Y—y)+ f” (4 —2z)=0
5 3 Z

'I.;F_ BT R &

’ @
\ :' r \ Haupt
X—x)+-— (Y—y)+-— (Z—2z)=0. l
00X oy C A i |

Winkel o, B, ¥ der positiven Tangenten-

i ge

richtung mit den Axen bestimmt durch 6

. dx e ndy dz Zwel 1

i Eaiae ) e e e R S |
; 4. Gleichung der Normalebene im Punkt (x,y, z) h
(X'—\'Jd\;—E-(\'—y"u]‘\'rr—f—(_}’.-—-z)c.lz770, oder 1]

X—p@®] ¢ &)+ [Y—p )] v )+ [Z—x®)] 2 (t)=0
oder (X —x) cos e~ (Y — y) cos - (Z — z) cos y = 0.

5. Gleichung der Schmiegungsebene (= Kriim- I
mungsebene = Oskulationsebene = Ebene durch Punkt Schmi

(x, y, ) und zwei unendlich nahe Punkte) als S
(:,\;—'\wua‘/f—: (Y —y)cos u~(Z —z) cosv=0 oder’ nahen
A(X —x)4+B(X—y)+C(Z&—z)=0, wobei I
A=dyd*z—d’ydz, B=dzd’x—d’zdx, C=dxd®y—d*xdy: sind

Normale zur Schmiegungsebene (Binormale)
X—x Y—y Z—z
ALY 2T X

Die Winkel 24, 'w, v dieser Normalen mit Jden |
Axen sind bestimmt durch steht
X B C _
CO8 A — ! )'. COSs |” I" cCos» = I} ““'lﬂ’f

D=}A*| B*1-C~
Die Hauptnormale ist die Schnittlinie der
Normalebene mit der Schmiegungsebene; die Glei- rade

chungen der Hauptnormalen sind:
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Fiir die Richtungswinkel & =, £ der positiven
Hauptnormalen hat man:

:'Usg dcoga cOS n dl‘(JhJ ('US_: d cos y

0 ds 04 dg g, ds
6. Kontingenzwinkeldr, d.h. Winkel zwischen

zwei unendlich nahen Tangenten

D et il ORI s S AR
dz= o = V/(d cos &)*—- (d cos g)* ~t (d cos;
Erster Krimmungshalbmesser

ds dss

dinsiga D
Der Kriimmungsmittelpunkt liegt in der
Schmiegungsebene , auf der Hauptnormalen wnd kann
als Schnitt der Hauptnormalen mit einer unendlich
nahen Normalebene betrachtet werden.
Die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes
sind
dx dy daz
d ds dllh‘ d ds
X=%-Fp s Y=y+e’ ds Z=z1o ds"
Unter der (ersten) Kriimmung oder Flexion ver-
steht man
dr 1

ds ¢

s

) ol
Kurven mit der Flexion null (——:O) sind

N1

rade Linien,




Hohere Analy

7. Torsionswinkel d &, d. h.
unendlich

ler Ht'llll\M'jjl]:|<_1‘sw*5n-m~n

d - V(d cos 2)* = (d cos u)* = (d cos z)°.

Zweite Kriimm ung oder Drehune (Torsion)
der Kurve
d 1
& (]H 0
/ '1 \
Kurven mit der Torsion \:uii( =1} ebene
\ 0y
Kurven,
Ziweiter Kriimmungshalbmesser (Halbm,
der Drehung)
s o ) ! ’
€, = 74 (links oder rechts gewundene Kurven),
& d g v
8. Frenet's Formeln:
d cos g cosy dcoswy cos &
- I.T 1 £ -
0 ds 0, ds o,
cosé dcoswe cosy dcosy cos
.()_, 2 ds E 0y 4 \i.‘i —
COS ¢ cos A dcos N ¢ COS 1t
L @2 ds €1 Oa
[!(‘\l\_;\‘

9. Schmiegungskugel, Gre

vier unendlich benachbarte Punkte einer

Rawmkurve
gehenden Kugel; ihr DMittelpunkt (x,, Yor Z, ), der
Schnittpunkt dreier unendlich naher Normalebenen, be-
stimmt sich aus

o ('-{ n,
75 X0 COs&E—p

g  ——eos A
> (e ' IS (7

Der B
ehene

1
d K

S ¥
I

0%
03

)

(X, ¥

Bl .‘ll.'H
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Krumme Fliiche

1
1 o
r ==Y - 08— = 308
¥a ¥ 0, COS g 04 ds C w
11 {‘I
i o )
Z Z1-p; CO8L — 053 cosv.
;i i z as

sehnitt der Schmiegungskugel mit der Schmiegungs-

ebene heisst Schmiegungskreis.

10. Rektifikation, die Linge s eines Bogens
der Kurve x=¢(t), y=2 (), z=y(t) zwischen den
Yankte c - "
Punkten x;, y,, %,

t! :"{""". ,!‘. :  (dz\®
o= YT+

§ 96. Krumme Fliichen.

und x,, y,, %, ist

1. Eine Fliche ist gegeben durch die Gleichung
F(x,y,2) =0, oder entwickelt z—=1(x,y), oder durch

X=¢((W,v), y=¢,Vv), z2=¢ L‘H'.\'}.

Jezeichnungen:

07 0z 6"z 6z 6%z

— =7, - s === —— =8 =%
dx oy 0x” T OexXdy B

9. Gleichung der Beriithrungsebene im Punkt

ll.'\; —x) B (Y —y) Fy+(Z —2z) ¥, =0, oder
p(X—x)+q(Y—y) — (&—2z)=0.

3. Gleichungen der Normalen im Punkt (x, y, 2)

X—x  Y—y A

Tl PRSI T
LA Al

fa W s A S
p q ;

Winkel 7, u, » der Normalen mit den Axen be-

stimmt durch

cos A=




A q i :
COsS A y COB ‘” y COS ¥ — — 7 1\'[211_1(}1
i1 | Il

- (Fy)* =+ (F2)* und
n*—=mn*-qt L.
4. Die Schnittlinie irgend einer durch die Normale
gehenden Ebene mit der Fliche heisst Normalschnitt.
Es sei ¢ der Kriimmungshalbmesser eines Normal-

die

110

schnittes im Punkt P, e, 8, y die Winkel, wel

Tangente des Normalschnittes in P mit den Axen bildet,
J dann ist
Y1+ p*+q°

3 €= Cos’a - 2 5 cos & cos 8 —+ t co

3 I

| Satz von Meunier., Geht eine Ebene durch

; die Tangente eines Normalschnittes (im Fusspunkt P

der Normalen), so ist der Kriimmungshalbmesser ¢’
dieses schiefen Schnittes im Punkt P
¢’ = g cos (g p*) oder

der Kriimmungshalbmesser des schiefen Schnittes wird

erhalten, indem man den Kriimmungshalbmesser des

Normalschnittes auf die Ebene des ersteren projiziert.

5. Die beiden (aufeinander senkrechten) Ebenen,

fiir welche ¢ einen grossten (p,) und einen kleinsten

‘Wert (p,) erreicht, heissen Hauptnormalschnitte,

die Kriimmungshalbmesser o, und p, derselben be-

']

gtimmen sich aus den Gleichungen

4 _(+a)r—2pqs+(A+pIt
R i S e -
ST rt—s*
] “‘1 T v P
l Ch= oder als Wurzeln der Gleichung

schnitt,

!|:|i|[1l]
D

heisst
den be

>
s
bei ein
oder: &
-5
haben
Kriimn
Wi

Zweler

einer [
zur FLi
l‘;“(’.l' e
einer (
einande
normal:
die Gl
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6. Satz von Euler. Fir irgend einen Normal-
schnitt, dessen Ebene mit der Ebene des zu p, gehorigen

Hauptnormalschnittes den Winkel ¢ bildet, ist

Der Ausdruck

0
LS

~

1 2
heisst das (Gauss'sche) Mass der Kriimmung fiir
den betreffenden Punkt.

Satz von Gauss: Das Kriimmungsmass bleibt
bei einer beliebigen Verbiegung der Fliche ungeindert;
oder: Sind zwei Flichen auf einander abwickelbar, so
haben sie in je zwei entsprechenden Punkten gleiches

Kriimmungsmass.

7. Sind ¢ und o die Kriimmungshalbmesser
zweier auf einander senkrechten Normalschnitte, so ist
1 1 1 1

o' : i 0. 0

1 a

d. n. fiir denselben Punkt einer Fliiche ist die Summe

der Kriimmungen konstant.

8, Kriimmungslinie heisst der Ort des Punktes
einer Fliiche, fiir welchen die unendlich nahen Normalen
zur Fliche sich schneiden; die Normalen gehoren daher
einer abwickelbaren Fliche an, Durch jeden Punkt
einer Oberfliche gehen zwei Kriimmungslinien, die auf

einander senkrecht

ind und die Tangenten der Haupt-
normalschnitte berithren. Sie sind dargestellt durch
die Gleichung

Biirklen, Formelsammlung




Hohere

dy\* ] En
: 5 frd y
(1 r?w—]rl‘-‘ . il et on Tl
| | P4 "!l\] [_IT =q°)r (1 P Il!f.rx_‘: S i
I die Gle
| pgr — (1 D -\| ;
resultat

wnd durch die Gleichung der Fliche.

11e1881

9. Eine ‘auf einer ] genide L

geoditische Linie, wenn ihre Schmieg sebenen

Normalebenen zur Fliche sind. Ihre

Da

dcosa decosp  dcos ¥
Die kiirzeste Verbindur

he gehiort einer geoditischen Linie an.

zweler Punkte auf einer ¥, und

0. Hiillfliche. Die Gleichung X Yebe

I (x,7,2 p) =0, naten, 1

. . s : ) Be
worin p ein veriinderlicher P: ne
Flachenschar dar, welche Die

@leichung der Hiillliche er, durch 1

von p aus Be

I

(. '8 76

¥, 7% ) 12

zwel 1 q, die durch di

(xleichung = () mit einander wlen sind, so
wird die G ler Umbhiill e erhallt rel

1II5'1
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Enthiilt die Gleichung der bewegten Fliiche zwei,
von einander unabhingige, Parameter p und q, so wird
die Gleichung der Hiilllliche erhalten als Eliminations-

resultat von p und q aus

R = 0 ’\"['.f\ g 0
(xX,5.%2,p;9) =0, Zp 0, dgo

11. Quadratnr (Komplanation) der Flichen.
Das Dillerential der Fliiche ist
dF )1 J'I ||".ch4.{‘\_'
Xt Yi
daher F = [ dx | Y1d+p™ q*dy,
S <y
y, und

Yo
3 sind die der Abscisse x entsprechenden Ordi-
naten der i'rn.‘[wlciic:u des Umrisses der Fliche anf die

X Yebene, x

und x, sind die Abscissen zu den Ordi-

jene Projektion begrenzen.

F=2z[y)i1+y?dx=2n [yds

Bei Polarkoordinaten hat man:

P ‘ T ey
4 [ 3 COS " 1
fy[Hop) e

for\®

T 11 if ll g‘.'r.

!‘ g

1. Bei Drehflichen (—0X Drehaxe—); die
gedrehte Flache ist begrenzt vom gedrehten
Kurvenbogen, den zu den Endpunkten des-
selben gehorigen Ordinaten und der Xaxe.

V “d x

2. Die gedrehte Fliche ist begrenzt von zwei

R = R e R Lo




Hiliere Analysi

Ordinaten und zwei Kurven y={(x) und
¥i° i‘z (X)
Nz :,’(I‘|_‘\” =y Hdx

3. Es sei u der Inhalt eines 111!‘[';1[](‘1 zur Ebene
YO gefiihrten Schnittes, dann ist der [nhalt
des Korpers, der zwischen zwel parallel zu
YOZ gefiihrten Schnitten mit den Abscissen
x, und x, liegt,

rig Vol X)

V= .‘flu dx (u abhia

Allgemeine Formel:

[1-9

v J.fj'li\\l}"]ZA

5. Fiir Polarkoordinaten (Bezeichn. s. § 706,) er-

giebt sich

2 7
V= | | ricosg dedy.

"
]

§ 07. Yiel gebrauchte Zahlenwerte.

7zahlenwert | Logarithmus Zahlenwert Logarithmus
ye=14142 | 0,15 062 | f2=12399 | 0,10034
| |
V3 :1,7:.;2{.1:,‘ 023856 | 3= 14422 | 0,15 903
.

V5 =22361 ‘ 034948 | J 5=1,7100 | 0,23300
| B

a7
i

16 =2,4495 | 0,38 908 |‘ V6=18171 | 0,259

a0

10=3,16220 0,50 000 ” J/10=2,1544 | 0,33333

m—
Zahle

E]



Viel gebrauchte Zahlenwerte.

229

md - e
Zahlenwert || Logarithmus %‘I Zahlenwert Logarithmus
©—81416 | 049715 | =*=Y,8696 0,99 430
ene i| = i
N 9 n—62832 | 0,79818 Ve =1,7125 | 024857
< L il
|8 —
a1 4 7 = 12,5664 | 1,09 921 h‘n_ 14646 | 0165672
Sen i
-f:- — 15708 | 0,19 612 |—1 —0,31831 | 0,00 285—1
& | T
n _1oste |ropzes. ] 57
o 1,0472 | ,02 0 = 0.10132 | 0,00570—1
I '
2 —0.7854 | 0,89 509—1 [|[7==0/56419 | 0,75 143—1
4 |V =
er- it 1
-5 =08s88 | 0719001 5= =068278 | 0,83428—1
2 | Wy =
4 x ! Il]\'r)
2 2—4,1888 | 0,62 209 ) — 57.99578 | 1,75 212
3 g ‘ 7T
g=081 |oga1r | e=2m188 | 0,48429
E o _ I
gL —— = 4,905 0,69 064 Ii e'=—17,3891 | 086859
us 1 : ‘l
i s 0,019 | 0,00833—1 | e'= 90,086 | 1,80288
Ve =31321 |049583 | Ve=16487 |¢
| |
T ; { e
— = 1,0030 0,00 132 ,! ] e = 1,3956 |
Ve ‘ " !




G. J. Goschen’sche Verlagshandlung, Leipzig.

In unserem Verlage erscheint :

Sammlung Schubert.

Sammlung
mathematischer Lehrbiicher,

die erstens auf wissenschaftlicher ('r\'uuf.“:l;_-'l* beruhen

| zweitens den des Praktikers Rechnung
a tragen, und
drittens durch eine leieht fassliche Darstellung des Stoffs
3 auch fiir den Nichtfachmann verstiindlieh sind.

I)u- soammlung Schubert* umfasst alle Gebiet

te der

Mathematik in einheitlich angelegten, systematisch

wickelnden Einzeldarstellungen, welche streng wissenschaft-

liche Grundlage mit leichtfasslicher Ausdrucksweise ver-
binden. Die Form der Darstellune ist so gewiithlt, dass die
einzelnen Binde in eleicher Weise fiir den Unterricht wie
fiir den Selbstunterricht oder zur Repetition

geeipnet sind

Verzeichnis

der erschienenen und projektierten Binde der
w»oammlung Schubert:,

Erschienen sind bis Oktober 1902:
Band [: Elementare Arithmetik und Aleebra von Prof.
Dr. Hermann Schubert in Hambure. Mk, 2.80

[I: Elementare Planimetrie von Prof. W. Pflieger
in Miinster i. E. Mk, 4.80,
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. XXV3

Ebene und sphiirische Trigonometrie von Dr.
F. Bohnert in Hamburg.

Mk. 2.—.

Elementare Stercometrie von Dr. I. Bohnert in

Hamburg. Mk. 2.40.

. Niedere Analysis L. Teil: Kombinatorik, Wahr-

seheinlichkeitsrechnung, Kettenbriiche und
diophantische Gleichungen von Prof.. Dr.
Hermann Schubert in Hamburg. Mk. 3.60,
Aleebra mit Einschluss d. elementaren Zahlen-
theorie von Dr. Otto Pund in Altona. Mk. 4.40.

. Ebene Geometrie der Lage von Professor Dr.
Rud. Boger in Hamburg. ;

Mk. 5.—.

Analytische Geometrie der Ebene wvon Prof.

Dr. Max Simon in Strasshurg.
Analytische Geometrie des

Mk, 6.—.
taumes I, Teil:

Gerade. Ebene, Kugel von Prof. Dr. Max Simon

in Strassburg. Mk

in Konigsberg. Mk.

Elemente der darstelle
Dr. John Schréder in Hamburg.

. Differentialrechinung von Prof. Dr. Franz Meyer
i

snden Geometrie von
Mk, 5—.

Differentialgleichungen von Prof. Dr. L. Schle-

singer in Klausenburg.

Mk. 8.—.

Praxis der Gleichungen von Prof. C. Runge in

Hannover. Mk. 5.20.

Wahrscheinlichkeits- und Ausgleichungsrech-
nung von Dr. Norbert Herz in Wien. Mk. 8.—.

Versicherungsmathematik von Dr. W. Gross-
mann in Wien. Mk. 5.—.

Analytische Geometrie des Raumes Il. Teil:
Die Flichen zweiten Grades von Prof. Dr. Max

Simon in Strassburg.

Mk. 4.40,

_XXVII: Geometrische Transformationen L Teil: Die

projelktiven Transformationen nebst ihren

Anwendungen von

Doehlemann in Miinchen.

Privatdozent Dr. Karl
Mk, 10.—

XXXI: Theorie der algebraischen Funktionen und
ihrer Integrale von Oberlehrer E. Landfriedt

in Strassbur

Mk. 8.50.

YXXIV: Liniengeometrie m. Anwendungen I. Teil von

Prof. Dr. Konr. Zindler in Innsbruck. Mk. 12:—.



Band XXXV: Mehrdimensionale Geometrie L. Teil: Die
linearen Riiume von Prof. Dr. P. H. Schoute
in Groningen. Mk. 10.—.
XL : Mathematische Optik von Dr. J. Classen in
Hamburg. Mk. 6 —.
B XLVI: Thetafunktionen und hyperelliptische Funlk-
tionen von Oberlehrer E. Landfriedt in Strass-
burg., Mk. 4.50.

In Vorbereitung bezw. projektiert sind:

Integralrechnung von Prof. Dr. Franz Meyer in Kénigsberg.

Elemente der Astronomie von Dr. Ernst Hartwig in Bamberg,

Mathematische Geographie von Dr. Ernst Hartwig in
Bamberg

Anwendungen der darstellenden Geometrie von Dr. John
Schroder in Hamburg.
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