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VERKLARING VAN HET STELKUNSTIG TEEKENSCHRIFT.

§ 1 . In de Stelkunst leert men de getallen met elkander vergelijken
en behandelen , zonder dat liet noodig zij , aan dezelve eene bepaalde
waarde toe te kennen . Het is daarom , dat men in de stelkunst de ge¬
tallen door letters voorstelt , en men is overeengekomen , om, wanneer
men in de oplossing van eenig vraagstuk met gegevene en te zoekene ge¬
tallen te doen heeft , alsdan de gegevene getallen door de eerste letters
a 9 b 9 c , enz. , en de te zoekene getallen door de laatste letters x 9 y ,
z , enz. van het alphabet , voor te stellen .

§ 2 . Om de gelijkheid of ongelijkheid van twee , op die wijze voorge¬
stelde , getallen aan te duiden , gebruikt men de teekens := (gelijk , gelijk
aan) , > (grooter dan) en < (kleiner dan) . Men schrijft derhalve a = b9
om aan te duiden , dat de getallen a en b even groot zijn ; zulk eene
uitdrukking noemt men eene vergelijking ; hetgeen vóór het teeken =
staat , wordt het voorste of eerste lid , en hetgeen achter dat teeken
staat , het achterste , tweede of laatste lid der vergelijking genoemd ;
eene vergelijking , welke dient , om bewezene waarheden of verkre -
gene uitkomsten voor te stellen , noemt men eene formule . Wil
men te kennen geven , dat een getal e grooter is dan een getal ƒ , dan
schrijft men £>ƒ , hetwelk ook kan gelezen worden f < e . Ten einde de
teekens > en < niet met elkander te verwarren , merke men op , dat het
grootste getal aan den open’ kant van het teeken geplaatst wordt .

Om voorts de getallen te kunnen behandelen , zonder aan dezelve eenige
bepaalde waarde toe te kennen , is het noodig , de gewone bewerkingen
der cijferkunst , die op zulke onbepaalde getallen moeten worden uitge¬
voerd , door teekens te kunnen aanduiden .

§ 3 . Wanneer twee of meer getallen bij elkander w'orden opgeteld ,
wordt de uitkomst dezer optelling de sowdier getallen genoemd , en om
deze bewerking op de getallen aan te duiden , gebruikt men het tee-

1 .



§ 5' a
ken + (plus ) , dat men tussclieü dezelve plaatst . AIzoo is 2 + 3= 5 ;
4+ 7+ 5= 16 . Op gelijke wijze beteekent a + b de som der getallen « eni ;
<z+ ft+ c de soin der getallen a , J cn c ; rf+ e+ 5 de som der getallen
d 9 e 9 en 5 ; enz . Zoo lang aan onbepaalde getallen , door letters , b . v.
a 9 b 9 c , voorgesteld , geene bepaalde waarde wordt gegeven , kan hun¬
ne som niet anders , dan door «+ /,+ c worden voorgesteld , en deze som
aldus voor te stellen , is eigenlijk wat men in de stelkunst optellen
noemt ; zoodra men echter aan de letters a 9 b 9 c bepaalde getallen¬
waarden geeft , kan derzelver som door een enkel getal worden uitge¬
drukt : zoo zou , wanneer men bij voorbeeld az=.12 , 7 en e= 9 nam ,
✓/+ />+ c= 12+ 7+ 9= 2S zijn . Het vinden van dit getal 2S , als de som van
12 , 7 en 9 , is hetgeen men in de cijferkunst als de optelling heeft leeren
kennen .

Het is klaar , dat men bij de optelling van getallen niet behoeft te let¬
ten op de rangorde , waarin dezelve voorkomen , en dat dus «r+ fr+ c
hetzelfde beteekent , als £+ «+ c of c+ a + h , enz . ; men heeft echter tot
regel aangenomen , om de letters , waaruit de som bestaat , te rang¬
schikken naar de orde , waarin zij in het alphabet voorkomen , Men
schrijft dus niet ƒ + fl+ c+ / +̂ e ,
maar a + c -\- e+ f ~\-h .

Hieruit blijkt tevens , dat het eerste der getallen , waaruit eene som
beslaat , altijd geacht kan worden , het teeken + vóór zich te hebben ;
zoodat men in plaats van cj - ft kan schrijven + «+ &. Hit is ook daaruit
op te maken , dat + /r+ ft de som beteekent , die men verkrijgt dooreen
b bij niets op te tellen , welke som natuurlijk a + b is .

§ 4 . Worden twee getallen van elkander afgetrokken , dan wordt
hetgeen er na die aftrekking overblijft , het verschil dezer getal¬
len genoemd , en om deze bewerking op de getallen aan te duiden ,
gebruikt men het teeken — (min ) , welk teeken zoodanig tusschen die
beide getallen geplaatst wordt , dat het af te trekken getal achter aan
komt te staan . Zoo is 17—8= 9 . Op gelijke wijze beteekent a — b het
verschil der getallen a en h 9 dat is , hetgeen ex overblijft , wanneer b
van ö wordt afgetrokken ; insgelijks geeft a —5 te kennen een getal ,
dat 5 minder is dan a 9 enz . Zoo lang aan twee getallen a en 7»geene be¬

paalde waarde wordt toegekend , kan men hun verschil niet anders , dan
door a —b voorstellen ; het op deze wijze voorstellen van dit verschil is
eigenlijk hetgeen men in de stelkunst aftrekken noemt ; terwijl weder ,
hetgeen men in de cijferkunst als aftrekking heeft leeren kennen , daar¬
in bestaat , dat men , als a en b bepaalde getallen zijn , een enkel getal
vindt , hetwelk dit verschil aangeeft .

§ 5 . Om aan te duiden , dat eenig getal achtervolgens met eenige an¬
dere getallen vermeerderd en verminderd wordt , plaatst men achter
het eerste getal al die andere , en wel elk met het teeken + of — vóór
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zich , naarmate zij opgeteld of afgetrokken moeten worden . Dus lietee -
kent a+ b— c—d+ e , de uitkomst , die men verkrijgt , wanneer men bij
a optelt h , van deze som c aftrekt , het overschot nog eens met d ver¬
mindert , en bij de laatstverkregene rest e voegt .

Het is klaar , dat ook hier de rangorde , waarin die optellingen en af¬
trekkingen voorkomen , geenen invloed op de uitkomst kan hebben , en
dat gevolgelijk a + b—c— d+ e hetzelfde beteekent , als b— d+ a+ e—c ,
e—c+ b— d+ a , enz . Men schrijft zelfs somtijds, om ook in dit geval de
alphabetische rangorde te bewaren , een der af te trekken getallen voor¬
aan , zoodat men in plaats van

b—a+ d—c
ook schrijft — a+ b—c+ d.

§ 6 . Worden twee getallen met elkander vermenigvuldigd , dan wordt
de uitkomst dezer vermenigvuldiging het product dier getallen , en de ge¬
tallen zelven de factoren van dit product genoemd . Om de vermenig¬
vuldiging aan te duiden , gebruikt men het teeken X (maal) , dat men
somtijds door een enkel punt vervangt , of ook geheel weglaat , wanneer
dit tot geene dubbelzinnigheid kan aanleiding geven . Alzoo is 7x9= 63 ,
stelt ayjb of ah het product der getallen a en b voor , en is 3X« of 3«
het product der getallen 3 en a .

Worden meerdere getallen met elkander vermenigvuldigd , dan noemt
men de uitkomst een gedurig product , waarvan de getallen zelven weder
de factoren heeten . Om zulke gedurige producten aan te duiden , ge¬
bruikt men het teeken van vermenigvuldiging eenige achtervolgende malen .
Aldus is 3X5X7X12 = 15X7X12 = 105X12= 1260 ; 1 . 3 . 5 .7 . 9= 945 ; ingelijks is
2 xyz het gedurig product der getallen 2 , .r , y en z , enz.

In het op deze wijze voorstellen van producten en gedurige producten ,
bestaat het stelkunstig vermenigvuldigen ; terwijl het vermenigvuldigen ,
dat in de cijferkunst geleerd is , een enkel getal doet vinden, voor het
product van twee of meer getallen .

Het is uit de cijferkunst gebleken , dat men in een gedurig product
de factoren in zoodanige rangorde met elkander vermenigvuldigen kan ,
als men verkiest , zonder dat daardoor het product verandert . Men kan
dus willekeurig schrijven : abc of b ca ; 2 xy of xyXXy o fy ,rX2 ;
men is echter overeengekomen , om de factoren , door cijfers aangeduid
wordende , vóóraan te plaatsen , en de letters in alphabetische rangorde
te schikken , en men schrijft dus niet dyyiytiXfyfyh , maar 2 . 3 . bdfh
of 6 bdfh .

§ 7 . Walmeer men een getal door een ander getal deelt , wordt het
eerste getal het deeltal , het tweede de deeler , en de uitkomst dezer
deeling het quotiënt dier getallen genoemd . Om deze bewerking op de
getallen aan te duiden , gebruikt men het teeken : (gedeeld door) , het¬
welk zoodanig tusschen de heide getallen geplaatst wordt , dat de deeler
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achteraan komt te staan ; of ook , daar men in de cijferkunst geleerd

heeft , dat eene uitgedrukte deeling en eene breuk in het wezen der

zaak hetzelfde zijn , gebruikt men , om eene deeling aan te duiden ,

dezelfde schrijfwijze , die men in de cijferkunst /tot het voorstellen

van breuken heeft leeren kennen : men schrijft namelijk het deeltal

boven den deeler , met een dwars streepje tusschen beiden . Aldus is

12 : 3— k , 13 : 8r= i ? = 1,626 . Op gelijke wijze beteekent a : b of ~
3 o o

4
het quotiënt , dat er tornt , wanneer ?/ in a gedeeld wordt , en — stelt het

quotiënt voor der deeling van 4 door c . Zoo lang a en h onbepaalde ge¬

tallen zijn , kan men liun quotiënt niet eenvoudiger voorstellen , dan

door te schrijven a : h of , en het op deze wijze voorstellen van het

quotiënt is eigenlijk stelkunstig dcelen ; hetgeen men daarentegen in de

cijferkunst als deeling heeft leeren kennen , is het vinden van een enkel

getal voor het quotiënt van twee bepaalde getallen .

§ 8 . Wanneer men de som van eenige gelijke getallen moet nemen ,

kan deze som eenvoudiger worden voorgesteld , dan door het teeken -j-

tussclien al die gelijke getallen te plaatsen ; het is namelijk klaar , dat

men heeft a + a + a —Za , want a + a + a stelt de som voor van 3 gelijke

getallen a , en 3a beteekent het product der getallen a en 3 , of het ge •

tal ff driemaal genomen . Het op deze wijze verkregene getal , dat aanduidt

uit hoeveel gelijke getallen eene som is zamengesteld , wordt de coëf¬

ficiënt genoemd van het getal , dat eenige malen genomen is . Zoo is in

5 abc het getal 5 de coëfficiënt van abc , omdat S abc niets anders be¬

teekent dan de som van 5 gelijke getallen , die elk door abc worden

voorgesteld .
In plaats van bepaalde getallen te zijn , kunnen coëfficiënten ook

door letters worden aangednid ; zoo zoude men na als de som van

n gelijke getallen a kunnen beschouwen , en dan zou n de coëfficiënt

van a zijn ; of ook zou men na als de som van a gelijke getallen n

kunnen aanzien , en in dat geval zou a de coëfficiënt van n genoemd wor¬

den . Het is hieruit klaar , dat wanneer men een gedurig product , b . v .

3 abc heeft , 3 als de coëfficiënt van abc , 3a als de coëfficiënt van b c ,

Sac als de coëfficiënt van b , c als de coëfficiënt van 3 ab enz . , kan wor¬

den beschouwd . Het gebruik heeft echter gewild , dat , als in eenige pro¬

ducten een zelfde factor voorkomt , men dan in elk dezer producten meer

bepaaldelijk den overblijvenden factor als coëfficiënt aanmerkt . Had

men , b . v .
2 a .r , 3 a .r , 5 ar en 8 a .r

dan zou men 2 , 3 , 5 en 8 ; had men echter
2 a .r , 3 b.r , 5 c .r en 8 i .r

dan zou men 2a , 3b , 5c en 8ii coëfficiënten noemen . Indien eene stel -
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kunstige grootheid geen’ coëfficiënt heeft , kan men dezelve altijd aan¬

merken , als de eenheid tot coëfficiënt te hebben ; immers is het duide¬

lijk , dat a= :lx .a= la is .
§ 9 . Om liet product van eenige gelijke factoren eenvoudiger voor te

stellen , dan door al die gelijke factoren met het teeken van vermenig¬

vuldiging naast elkander te plaatsen , schrijft men dien gelijken factor

slechte eenmaal , en plaatst , een weinig hooger , ter regterzijde van dien

factor , eene kleine cijfer , die het aantal gelijke factoren aanwijst , waar¬

uit het product bestaat . In plaats van aaa schrijft men alzoo a 3 . Ge¬

lijkerwijze heeft men a o= «a , bböb —b*, 2X2X2X2X2—25 , enz . Zulke

producten van gelijke factoren , noemt men magten , en de cijfers , die

aanwijzen uit hoeveel gelijke factoren die magten bestaan , worden der -

zelver exponenten genoemd . Aldus is a 2 de tweede magt van a , b3 de

derde magt van &, c" de nde magt van c , enz . Indien eene stelkunstige

grootheid geen ’ exponent heeft , kan men dezelve altijd aanmerken als

de eenheid tot exponent te hebben ; immers is het duidelijk , dat

is , want de exponent 1 wijst aan , dat de grootheid a x slechts uit éénen

enkelen factor a bestaat , en het is daarom , dat men elke grootheid ook

de eerste magt van zich zelve noemt .
Van elk bepaald getal kan men door eenvoudige vermenigvuldiging ai de

verschillende magten berekenen . Was , b . v. a= 3 , danzou #2;= 3a= 3x3= :9,

«s= 3s= 3x3X3= 2r , # *= 3 *= 3X3X3X3—81 , enz. zijn. Indien men in

a ~ 4 en u~ ö nam , zou men hebben #”= 't5= iX ^X^X^X^—1024 •

Deze bewerking noemt men de mag tsver heffing. Zoo wil b . v . het

getal 4 tot de vijfde magt te verheffen , niets anders zeggen , dan het

berekenen van 45= 1024. Ten gevolge van meetkunstige beschouwingen ,

noemt men de tweede magt van een getal , ook het vierkant of quadraal

van dat getal , en de spreekwijze , een getal in het vierkant brengen ,

beteekent dan ook niets anders , dan een getal tot de tweede magt te

verheffen . Even zoo wordt somtijds ook de derde magt van een getal

deszelfs cubus genoemd.
§ 10 . Elk getal , dat tot eene zekere magt verheven is , noemt men

den wortel van. &\e magt ; zoo is b . v. a de «demagtswortel van a n , en

4de vijfdemagtswortel van 45 of van 1024 , enz . Om dezelfde reden , als

bij de magten gezegd is , noemt men den tweedemagtswortel van eenig ge¬

tal , gevvoonlijk deszelfs vierkantswortel of quadraatswortel ? zoo alsook

somtijds het woord derdemagtswortel , door dat van cubuswortel vervan¬

gen wordt .
Wanneer eenige magt gegeven is , en men wil den wortel van diemagl

vinden , wordt de bewerking , waardoor dit geschiedt , worteltrekking

genoemd. Alzoo beteekent het trekken van den wdemagtswortel uit

eenig gegeven getal , een getal te vinden , dat tot de n&e magt verbeven

wordende , dit gegeven getal vooi (brengt . Hoe deze bewerking uitge -
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voerd wordt , zal in liet vervolg geleerd worden . Voor het tegenwoor¬
dige is het genoegzaam te weten , dat deze bewerking wordt aangeduid
door het teeken y (wortel uit ) vóór het getal te plaatsen , waaruit de
wortel moet worden getrokken , en dat men in dit teeken eene kleine
cijfer stelt , om aan te wijzen den hoeveelstemagtswortel men begeert ;
bij den tweedemagtswortel , vierkants - of quadraafs -wortel wordt die
cijfer echter weggelaten . Men heeft b . v. y 25= 5 ; y 27= 3 , j/1024= k,
enz. Alzoo beteekent ook ya den vierkantswortel uit a , dat is , een
getal , waarvan de tweede magt a is ; j/ a beteekent even zoo een ge¬
tal , waarvan de nfe magt a is , enz.

§ 11 . Wij hebben nu gezien , hoe men getallen voorstelt , die door eene
der zes bewerkingen : optelling , aftrekking , vermenigvuldiging , dee-
ling , magtsverheffing en worteltrekking uit andere getallen moeten
worden afgeleid . De alzoo voorgestelde getallen noemt men stelkunsti¬
ge vormen , stelkunstige grootheden , welke benaming men zelfs toepast
op getallen , die door eene enkele letter worden aangeduid . Op stel¬
kunstige vormen , die reeds uit zekere getallen zijn zamengesteld , kan
3nen op nieuw eene der genoemde zes bewerkingen toepassen , door zich
van de aangewezene teekens te bedienen ; alsdan beschouwt men die vor¬
men als enkele getallen , en plaatst dezelve , in het algemeen , tusschen
twee haakjes , om aan te duiden , dat de aangewezene bewerking den
gelieelen vorm betreft ; wanneer zulks echter ook zonder haakjes duide¬
lijk genoeg blijken zou , kan men dezelve weglaten . Wil men , bij voor¬
beeld , de producten ac en ódbij elkander optellerf , dan schrijft men

ac -\ -hd .
Moet deze som nu nog vermenigvuldigd worden met de tweede magt
van het verschil e—ƒ , dan wordt voor het product geschreven

(ac + hdi (e—f )1
Wil men van dit product weder aftrekken de derde magt van het pro¬
duct g A i , dan schrijft men voor de rest

( ,ac+ bd ) (e—fy —(ghiy .
Moet deze laatste vorm nog gedeeld worden door het verschil der

kreuken -^- en dan schrijft men voor het quotiënt

cac+ bd) ( e—fj — (g h i)3

k m
l n

Begeerde men eindelijk nog den vierdemagtswortel uit de laatstverkre -
gene uitdrukking te trekken , dan zou men voor dien wortel schrij¬
ven :

I (ac -ï-hd) (e—fY — jghiy
* k m

_ •—
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Het kan gebeuren , dat men eenen stelkunstigen vorm , waarin . reeds
haakjes voorkomen , op nieuw tusschen haakjes moet stellen ; in dat ge¬
val gebruikt men dikwijls duidelijkheidshalve haakjes van eene andere
gedaante . Zoo zou , bij voorbeeld , de stelkunstige grootheid

)] gh
beteekenen , dat men c—2>f met ft* moet vermenigvuldigen , dit product
van het product ad aftrekken , en eindelijk de rest metgA vermenig¬
vuldigen .

Om zich met de regte beteekenis van deze schrijfwijzen gemeenzaam
te maken , is het zeer nuttig , om voor elk der letters , die in eenen
stelkunstigen vorm voorkomen , bepaalde , hetzij dan geheele of gebro-
kene , getallen aan te nemen , en te berekenen , welke waarde de vorm
hierdoor verkrijgt .

Ook zal men wel doen , de volgende vormen twee aan twee met elkan¬
der te vergelijken , en derzelver beteekenis te verklaren , ten einde het
onderscheid in te zien , dat uitbet al of niet gebruiken der haakjes
ontstaat :

a —ft+ c en a —( ft-hc) ;
a — bc en (a—ft)c ;

a + bc— d en (cH- ft) (c—d)-
a+ b(c—d) en ( a -K >}c—d \

j/ 'a-hb en y '(a-hb) ;
cH-ft* en ( «-f-ft)*

ab-i - ( cd)n en (al ~\~cd)n

( a —ft)* en a *—ft* .
§ 12 . Het is duidelijk , dat men door de omsclirevene bewerkingen op

onbepaalde getallen toe te passen , uit die getallen een oneindig groot
aantal stelkunstige vormen kan zamenstellen ; men onderscheidt dezelve
in een- en veelledige vormen ,

Wanneer een stelkunstige vorm bestaat uit de som of het verschil van
twee andere , noemt men dien vorm een ’ tweeledigen 9 terwijl de vor¬
men , waaruit zulk een tweeledige is zamengesteld , deszelfs termen
heeten . Zoo zijn <H- ft en a —ft tweeledige vormen , waarvan a en ft dc
termen zijn. Even zoo zijn

2^ + 3^ , ( 1 -y - yJL , pg+ ^ f . ,

(a+ b)3c—(ac — bd)e ,
™ ~

tl ■ , ,
?g

„ i/a 2+ . ,
p m+ n Ai— klm+ n

alle tweeledige vormen ; het valt van zelf in het oog , wat de beide ter¬
men van elk dezer vormen zijn.

Is een stelkunstige vorm uit drie of meer andere door optelling of af¬
trekking zamengesteld , dan noemt men denzelven , in het algemeen , een’
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veelledige » vorm , waarvan dan weder elk der drie of meer zamenstel-
lende vormen de termen zijn . Het is hieruit klaar , wat men verstaat
door een’ drieledigen vorm , vierledigen vorm , enz .

Zoo zijn van de volgende vormen :
ab+ ac+ bc ,

(cd + ef ) (g 'hi —hlm ) + abcd
q+ r

c—d) h{i—&+ /)
M/ + gO m ( n+ p ) + a~ V

9]/ (a -Ki)—5( a ~ b)+ (7a hf + c d efg ,
de twee eerste drieledige , en de twee laatste vierledige vormen.

JSlke vorm , die niet uit de som of het verschil van twee of meer an¬
dere bestaat , noemt men een’ eenledigen vorm ; bij gevolg zijn alle pro¬
ducten , quotiënten , magfen en wortels , van welke de vermenigvuldi¬
ging , deeling , magtsverhefling en worteltrekking op de boven verklaar¬
de wijze is aangeduid , eenledige vormen , al ware het dan ook , dat twee-
of veelledige vormen tot derzelver zamenstelling gediend hadden . Al¬
dus zyn :

( ab+ cd) (etc—ld ) ,
a+ b+ c
a —b—c 5

(pq + qr + pr )» ,

tl i.- rc )—1{a—c )
b( a+ c)+ c{a —b)

alle eenledige vormen . Het is voorts duidelijk , dat elke eenledige vorm
slechts eenen enkelen term van eenen veelledigen vorm kan uitmaken .

§ 13 . Men onderscheidt de stelkunstige vormen ook nog in geheele en
gebrokene . Een geheele vorm is zoodanig een , waarin geene deeling
voorkomt , terwijl elke uitgedrukte deeling een gebroken vorm genoemd
wordt , waarvan het deeltal de teller , en de deeler de noemer is. Door
een ’ gemengden vorm verstaat men zoodanig eenen , die uit de som of
het verschil van eenen geheele » en gebrokenen bestaat ; terwijl men een
samengesteld gebroken noemt , eiken gebrokenen vorm , waarvan teller
en noemer beide of een van beide gebrokene of gemengde vormen zijn.
Eindelijk noemt men worlelgrootheden zulke vormen , waarin wortel -
teekens voorkomen .

§ 14 . Even als men in de cijferkunst , wanneer de deeling van twee
getallen niet in den eigenlijken zin kan plaats hebben , eene nieuwe soort
van grootheden , namelijk de gebrokens , heeft leeren kennen , zoo ook
ontstaat in de stelkunst , wanneer eene aftrekking niet in den eigenlij¬
ken zin kan geschieden , omdat het af te trekken getal [grooter is , dan



9 § 15*

het getal , waarvan moet afgetrokken worden , eene nieuwe soort van
grootheden , die men negatieve getallen noemt . Door negatieve getal¬
len verstaat mennamelijk de resten van al zulke aftrekkingen . Getallen ,
die niet negatief zijn , noemt men , in tegenoverstelling , positieve ge¬
tallen . In de cijferkunst , heeft men slechts met bepaalde getallen te
doen , en men kan dus vooraf altijd beoordeelen , welk van twee getal¬
len het grootst is , zoodat men alleen kleinere van grootere getallen be¬
hoeft af te trekken ; maar in de stelkunst trekt men getallen van elkan¬
der af , door letters voorgesteld , waaraan men geene bepaalde waarde
toekent , en waarvoor men alle mogelijke getallenwaarden zou kunnen
nemen : bij zulk eene aftrekking kan men dus in het onzekere zijn , of
men een kleiner getal van een grooter , dan wel een grooter van een
kleiner getal heeft afgetrokken , en van hier , dat de negatieve getallen
alleen aan de stelkunstige aftrekking hunnen oorsprong te danken heb¬
ben . Neemt men , b . v . in a—b 9 «= 10 en fr= 17 , dan is a—fc= 10— 17
een negatief getal . Het negatieve getal 10 — 17 kan eenvoudiger voor¬
gesteld worden , door op te merken , dat de rest eener aftrekking on¬
veranderd blijft , wanneer men beide getallen met eenzelfde getal ver¬
mindert ; aldus is

10— 17= 9—16= 2—9= 0—7= — 7 .
Hieruit blijkt , dat het negatief getal 10—17 voorgesteld moet worden ,

door het teeken — te plaatsen voor het verschil 17 — 10= 7,
In het algemeen heeft men

a —b= .(a —a )—(b—a )—Q~~(h—a )——(/>— a ') 9
of ook b—a—Qb~~b)—(«—ft)= 0—( a —h)——iQa—b) ;
waaruit blijkt , dat men de orde , waarin twee getallen van elkander
moeten afgetrokken worden , mag omkeeren , mits men het teeken —
voor het alsdan komende verschil plaatse .

Is dus a > b en het verschil van a en b gelijk c , dan is
a —b—c en b—a——c .

Is echter a <jb en het verschil van a en b gelijk c , dan is
a —//= — c en b—a—c .

Men kan ook een negatief getal door eene enkele letter voorstellen , en
in het vervolg zal genoegzaam blijken , dat bij de stelkunstige behandeling
der getallen dezelfde regels moeten gevolgd worden , onverschillig of de
letters positieve , dan wel negatieve getallen voorstellen .

§ 15 . Men kan zelfs eiken stelkunstigen vorm door eene enkele letter
voorstellen , het zij , dat dit ter bekorting strekt , het zij , dat zulks
noodig is in algemeene stelkunstige beschouwingen .

Indien eene enkele letter een’ stelkunstigen vorm verbeeldt , stelt zij
echter altijd het positieve of negatieve getal voor , dat uit het berekenen
der waarde van die stelkunstige uitdrukking zou voortkomen » In al het
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verder voor te dragene, moet het dus , behoudens het aangemerkte in
het slot der vorige § , onverschillig zijn , of de letters onmiddellijkge¬tallen , dan wel stelkunstige uitdrukkingen verbeelden.

§ 16 . Uit het voorgaande is gebleken , hoe menstelkunstige grootheden
voorstelt , die op eene bepaalde wijze uit andere stelkunstige grootheden
worden gevormd ; gewoonlijk kunnen de aldus verkregene vormen tot
andere gedaanten gebragt worden, welke gedaanteveranderingen, in
het algemeen , herleidihgen genoemd worden , en in het bijzonder den
naam van ontwikkelingen dragen, wanneer zij dienen , om aan te too-
nen , hoe de bewerkingen, op veelledige vormen aangeduid, afhangen
van de bewerkingen op de enkele termen van die vormen. Het zijn
deze gedaanteveranderingen, die in de volgende § § zullen behandeld
worden , en wel vooreerst , ten aanzien van gelieele stelkunstige vormen ,
waarin geene wortelteekens voorkomen.

BEHANDELING DER GEHEELE STELKUNSTIGE VORMEN .
Herleiding tot eenvoudiger> vorm van de som en het verschil

van twee of meer stelkunstige grootheden,
§ 17 . Indien eenige stelkunstige grootheden alleen van elkander on¬

derscheidenzijn door derzelver coëfficiënten, noemt men dezelve gelijk¬
soortig . De som van twee of meer gelijksoortige grootheden kan altijd
vereenvoudigd worden, door werkelijke optelling dezer coëfficiënten.
Aldus is 2a+ 3flr= (2-|-3 ) ff= 5tf , a ö *+ 3« bh+ 7a ^ = ( 1+ 3+ 7)0^ = 110 64 ,
enz. Worden de coëfficiënten door letters voorgesteld , dan kan men
denzelfden weg volgen. Zoo is a x+ b x= (a -\-b') x , 2by+ cy -\-2dyz=.
(2fr+ c+ 3<i )y .

§ 18. Het verschil van twee gelijksoortige grootheden kan almede,
door werkelijke aftrekking der coëfficiënten , vereenvoudigd worden.
Aldus is 5a—oa~ (5—3)0= 20 , a3—7a3—Cl—7)a3——6« 3 , Sa2x —a2x—
(8—1 2 a 3xy — %h%xy —{2a 3—%l 2jxy 9 enz .

§ 19. Indien eenige grootheid aclitervolgens met eenige gelijksoortige
moet vermeerderd en verminderd worden, voert de optelling en aftrek¬
king der coëfficiëntentoteenedergelijke vereenvoudiging. Menheeftdus :
7p q + 3p q — bp q = (7-f 3 — k)p q= 6pq , 5a b x r̂ \ ah x — Sah x — abx = .
( 5+ i — 8— 1> b x=z (9 — hx = 0 , 7b c2d — 3b c*d — 8b c2d + 2b cxd =
(7 — 3 — 8 + 2 )hc 2d = ( 7 -+- 2 — 3— S) fi c 2d — (9 — l \ )h c 2d — — 2b c2d,
max + 2nax — mnax + ax = (m -f2 n — tnn + 1) 0 x , enz.

§ 20. Hetgeen in de drie vorige § § gezegd is , is uit zich zelf klaar ,
en behoeft dus geen bewijs . Omdat alle stelkunstige grootheden, die
een’ gemeenschappelijkenfactor hebben , ten opzigte van dien factor ,
als gelijksoortig kunnen worden beschouwd, blijkt hieruit tevens, dat
bij eiken vorm , die door optelling en aftrekking van zulke grootheden
ontstaan is , die gemeenschappelijke factor buiten haakjes kan gebragt
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worden . Deze eigenschap wordt stelkunstig uitgedrukt door de verge¬
lijking :

a x+ b x —c x—(a+ b —c)x . (IJ .
§ 21 . Wanneer een veelledige vorm , b . V. p + q+ r , moet opgeteld

worden bij eenen anderen stelkunstigen vorm A , dan is bet klaar , dat
het onverschillig is , of men de grootheid A aclitervolgens met elk der
termen p , q en r vermeerdert , dan wel of men de som der termen p ,
q en r in eens bij de grootheid A voegt ; derhalve is

A+ (p+ q+ r )= .A+ p+ q+ r . (2 '.
Komen er in den op te tellen ’ vorm , af te trekken termen voor , b . v .

moest p + q— r opgeteld worden bij den vorm A , dan is het even duide¬
lijk , dat men zal hebben :

A+ (p + q—rf = A+ p+ q— r . (3) .
Hieruit blijkt , dat , als eenige veelledige vormen bij elkander moeten

worden opgeteld , men onmiddellijk al de termen van die vormen , elk
met zijn eigen teeken , achter elkander kan schrijven . Aldus is

(a+ b)+ (c+ d—e)+ (f —g—A)= a+ b+ c+ d~ e+f —g— /t . . . (4J .

§ 22. Wanneer een veelledige vorm , b . v . p + q+ r van eenen anderen
vorm A moet afgetrokken worden , dan is het klaar , dat het onverschil¬

lig is , of men den vorm A aclitervolgens met elk der termen p , q en r ,
dan wel in eens met de som dier termen vermindert . Men heeft dus

A—{p+ q+ r )= A—p —q— r . . . . . . (5)
Is in den af te trekken ’ vorm een term , die het teeken — vóór zich

heeft , zoodat , b . v . p —q van A moest worden afgetrokken , dan merke

men op , dat indien A alleen met p verminderd werd , de rest A—p de

grootheid q te klein zou zijn , omdat A niet met p , maar met p —q moest
verminderd worden , en men moet dus de rest A—p nog met q vermeer¬
deren , om de rest A—( p—q ) te verkrijgen , derhalve is

A—(p —q) = A—p + q . . . . (6>
Zijn in den af te trekken ’ vorm verscheidene termen , die de teekens

+ of — vóór zich hebben , zoodat b . v . p + q—r+ s—t— u van den vormA
moest worden afgetrokken , dan zou men voor dien af te trekken ’ vorm

volgens § 5 vooreerst schrijven p + q+ s—r—t— u , daarna ingevolge
vergelijking (5) ( p+ ï + sj — ( r -K + wJ .
Men heeft dus

A— 'p+ q— r+ s — t—«}= A— [(p + 5+ s)— ( r + f+ u) ] ,
ingevolge vergelijking (6) is dan ook

A- -{p + q — r+ s— t—v ') —\ — (,]>+ q+ s )+ {r+ l+ u ~
) ;

ingevolge vergelijking ( 4 ) en (5 ) is verder
A —(p+ q—r + s — t—n)= :A—p —q—s+ r+ t+ u ,

en eindelijk volgens § 5 , is
A— (p + q —r+ s — t—a)—A—p —q+ r—s+ t+ u . (7 ) .

Hieruit blijkt , dat , wanneer een veelledige vorm van eenen anderen

—i



moet afgetrokken worden , men al de termen van dien af te trekken ’
vorm slechts met tegengestelde teekens achter den anderen vorm behoeft
te schrijven .

§ 23. Wordt een negatief getal bij een ander getal A opgeteld , dan
geeft dit dezelfde uitkomst , als of men een even groot positief getal van
het getal A aftrok .

En wordt een negatief getal van een ander getal A afgetrokken , dan
dan geeft dit dezelfde uitkomst , alsof men een even groot positief getal
bij het getal A optelde .

Om deze beide stellingen te bewijzen , merke men op , dat volgens ( 3)
A+ 0 >—q ^—A+ p— q

en volgens (6) A —( g—p)= A—q+ p
is . Daar nu klaarblijkelijk

A-\-p —q—A— q-\-p
is , heeft men ook A-h(p —q)z=:A—(q—p ) . . . . . . . . . . (8) .

Onderstellen wij nu p < q , dan is p— q volgens § 14 een negatief ge¬
tal , b . v.

p —q- —(t ,
maar , volgens dezelfde § , is dan ook q—p een even groot positief ge¬
tal , en dus

q—p—a ;
deze waarden van p —q en g—p in (8) overbrengende , komt er

A-J- ( —a ) = A—a . * * (9 ) .
Onderstellen wij echter p > q , danisj ?— geen positief , en volgens § 14 ,

q —p een even groot negatief getal , zoodat
p ~ q—a

stellende , q—p ——a
is . Door deze laatste onderstelling , gaat (8) over in

A-t-ff= A— ( — a ) . (10 ) ;
zijnde door de vergelijkingen (9 ) en ( 10) het gestelde bewezen.

XJit het bewezene volgt onmiddellijk , dat een veelledige vorm , waar¬

van de termen door de teekens + en — met elkander verbonden zijn , b . v .
a -\-h—c-\-d— e —ƒ'—g

niet alleen kan aangezïen Morden als de uitkomst , die men verkrijgt ,
door de som van a 9 b en d achtervolgens te verminderen met c , e 9 f
en g , maar ook als de som van « , b , — c , d , — e 9 — ƒ , en — g.

Men kan dus de termen , die het teeken — vóór zich hebben , zoowel

negatieve termen als af te trekken ’ termen noemen.
Uit de vergelijkingen (9) en (5) volgt nog , dat men heeft

A-4- (—« )H- (—6)H-(— c)= A—a — b—c—A— ( cr-WH- c ) . ( H ) *
stelt men nu A= 0 , dan zoude men hebben

(—«)+ (— &)+ (—C)= —«—6— c= — ( ff+ ft+ c ) . ( 12) s
waaruit blijkt , dat de som van eenige negatieve getallen niets anders
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is , dan de negatieve som dier getallen , elk in het bijzonder positief

genomen . Daar in het algemeen volgens § 14

p —q= — (q —p )
is , heeft men , door ^ = a ~M -f- enz » en qz=za ' + b' -\ - enz . te stellen ,

enz . —(a ' + ft'4 - enz . jzz — [(a ' -t- ft' -f-ens . )— (a+ ft+ enz . )] ,
of volgens (5) ,
a + l -j- enz . —a f—b’— enz . =z~ (a > enz . —a —h— enz *)
dat is ,
«+ />+ enz . - -̂a —-b' — enz . r= — (—a —h— enz . -f -ör -W/ + enz .) . ( 12 ' ) .

Uit de vergelijkingen (12) en ( 12 r) blijkt , dat als eene veelledige

grootheid , tusschen twee haakjes staande , het teeken — voor zich

heeft , men deze haakjes weg kan laten , mits men de teekens van al de

termen dezer grootheid omkeere .

§ 24. De herleiding tot eenvoudiger ’ vorm van de som of het verschil van

eenige stelkunstige vormen steunt op hetgeen in § 17 tot en met § 23

gezegd is . Men heeft hiertoe den volgenden
Regel . Schryf al de termen der gegevene vormen achter elkander ,

laat daarbij eiken term van een’ op te tellen ’ vorm , of vaneen ’ vorm,

waarvan afgetrokken moet worden , zijn eigen teeken behouden , maar

verander het teeken van eiken term eens af te trekken ’ vorms . Veree -

nig vervolgens al de gelijksoortige termen , door de positieve en nega¬
tieve , elk in het bijzonder , tot éénen term , en deze twee termen we¬

der tot eenen enkelen te herleiden .
Voorbeeld . Zij gegeven de som te vinden van de vormen 3a2ft— ftc2+

2abc— h3 , 2a2c— aft2+ 4a2fts 5a hc , 7ftc 2+ 4a ft2, —5a2c , 2h e2—a 2b—3a bc,

5a s~ 6a 2b—aftc -f-c3 , 3c 3— 11b c2—2ft 3 , dan heeft men

(3a 2ft—ftc2+ 2aft c—b3)~\- (2a 2c— aft2+ 4a 2ft)H-5a b c+ (7ftc 2+ 4aft2)-b (—5a 2c)

+ ( 2 b c%—a 2h— 3a b e )+ (5a 2— 6a 2ft — afte+ c 3)+ ( 3c 3 — 11b c 2—2ft3)= 3a 2ft—

h c 2-\-2d b c—b 3-t-2a2c— a ft2+ 4aV/+ 5a h c-\-7b c2-hka l %—5a2c-h2b c2—a 2b—

3a b c+ 5a 3 — 6a 2ft — a b c+ cH - 3c3— lift c2—2ft3= 3a 2?H- 4a 2ft — a 2ft— 6a 2/H-

7ft c2+ 2ft c2—'ft c 2— lift c 2+ 2a ft c -\rZab c—3abc —aftc —ft3—2ft3+ 2a 2c—5« 2c-t-

ka b2—a b2-h5a *+ c3+ 3c s= 7a2b—7aH + 9b e2—12ft c2-f-7a ft c—ka ft c~ 3ftH-

2a 2e—5a 2c+ ka ft2—aft 2H- 5a 3+ 4c3= —3ftcH -3aftc —3ft3—3a 2c+ 3aft 2+ 5a 3+

4c 3= 5a 3—3a 2c -f3aft 2+ 3a ft c—3ft3—3ft c2-H*c 3.
Voorbeeld . Laat gevraagd worden om den vorm 5a 3~ 2a ft+ 3a—1 af

te trekken van 2a 3+ 5a ft—3ft—5 , en deze rest nog te verminderen met

—al >—4 , dan heeft men :

(2a 34-5a ft—3ft—5)—(5a 3—2a ft-f-3a — 1)—( —a ft—4) = 2a 3+ 5a ft—3ft—5—5c ®

+ 2a ft—3a -|- l + « ft-b4= 2a 3— 5a 3+ 5a ft+ 2aft + a ft—3ft—3a —5+ 1+ 4= —3a 3

+ 8a b—3b —3a= ~-3a3+ 8a ft—3a—3ft .
§ 25. Indien men vooruit ziet , dat onder de vormen , die opgeteld

en afgetrokken moeten worden , onderscheidene gelijksoortige termen

voorkomen , schrijft men die vormen zoodanig onder elkander , dat de
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onderling gelijksoortige termen in eenen zelfden kolom komen te staan ,
ten einde derzelver vereeniging tot eenen enkelen term gemakkelijker
te maken . Voor de voorbeelden , in de vorige § behandeld , zou deze
bewerking aldus komen te staan .
Eerste voorbeeld . + 3a 3b— bc3+ 2abe —■b3

+ 4a 3b . . . » . + 2«1e— al ,3
-1-5a b e

+ 7bc3 . + ia b3
—5a3e

— a 3l,+ 2bc3—3abc
—6a 3b . . . — abc . + 5a 3+ c 3

—11bc3 . . . —2b 3 . + 3c3

som : — 3 b c2+ 3abc —3b3—3« 2c + 3« + 5«3 -t- 4c 3.
Tweede voorbeeld . 2a3+ 5ab —3b—5

ba3—2a b . . . — 1+ 3«

le rest : — 3« 3+ 7« b—Sb— 4 — 3a
— a b —'4

2e rest : — 3a3+ S a l—'Ah . . — 3a.

§ 26. Wanneer in op te tellen en af te trekken vormen verschillende
magten van eene zelfde letter voorkomen , kan men volgens § 8 de ter¬
men , welke dezelfde magtvandie letter als factor bevatten , als gelijk¬
soortig beschouwen , en vervolgens de handelwijze van de vorige § toe
passen . Men heeft in zoodanig geval tot regel aangenomen , die vor¬
men vooraf naar de afdalende of opklimmende magten van die letter te
rangschikken .

Voorbeelden . 1». De som te vinden van de vormen a x 3+ b x+ c—d x 3 ,
c x3—d—3b x 3 , en 2d+ b x 3—c x .

2° . Insgelijks van de vormen b3y3+ c i- 2c 3y~i-2a y 3+ a3y+ 3b y 3—3a3y 3,
a y 3+ c3y+ y3—2y 3— b '‘+ 2b 3y3 en 3y 3—3ay s—y3+ 3a3y 3—3b 3y3—2a3y .

3° . Te verminderen ax + by+ cz met a 'x+ b 'y+ c ' z .
De bewerkingen komen nu , volgens het gezegde , aldus te staan :
1°. ax 3 — dx3 4 - bx + c

—3bx 3 + cx3 . — d
bx 3 . — c .r + 2d

som : (a —2b )x 3+ ( c—d)x 3+ (b— c )x+ (c+ d)
2°. (2a+ 3b )y 3 — (3a 3— l 3)y3+ (a 3—2c 3)y + c *

( a —2 )y 3 + (2b 3+ l )y3 + c3y — b "
( 3—3a)y 3— ( 3b3—Ar, 1-}- 1 )_// - —■ 2a 3y

som : ( 34+ 1 )// 3 . —(a 3 + c 3)y — (A4—c 4)
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3n. o.r 4 ly + cz
a ' x 4 - b ' y 4 - c ' z

rest : (a —a ' )x+ (b—b ' )y+ {c—c ' )s .
Herleiding en ontwikkeling van de producten der

stelkunstige vormen .
§ 27 . Wanneer twee stelkunstige grootheden beide magten vaneen ’ zelf¬

den wortel zijn , kan derzelver product eenvoudiger worden vonrgcsteld ,
dan door dezelve met of zonder het teeken Xnaast elkander te plaatsen .
Moest bij voorbeeld « ’ met a “ vermenigvuldigd worden , dan zou men
hebben

a :‘Xe *—rrr/uX/ruaa —oaa nuaa —.cr ;
zijnde het duidelijk , dat de exponent 7 van het product niet anders
is en niet anders zijn kan , dan de som der exponenten 3 en 4 van de
factoren .

Even zoo is in het algemeen
a . . ( 13J ;

want ap is het product van p gelijke factoren a , Uq is het product
van q gelijke factoren a , dus is a pX>e q het product van p + q gelijke
factoren a , dat is np 9 .
Men moet echter wel opmerken , dat in de vergelijking ( 13 ) p en q
geheele positieve getallen beteekenen .

Het is klaar , dat men even zoo hebben zal
apXnqX<' r- ap+ g+ r

§ 28 . Hetgeen in de vorige § is aangetoond , in verband met hetgeen
in § 6 is gezegd , is voldoende om het product van twee of meer eenle-
dige stelkunstige vormen , die het teeken 4 - voor zich hebben , zoo een¬
voudig mogelijk voor te stellen .

Moest bij voorbeeld 3ab 2c 3d vermenigvuldigd worden met 7b 3cde 3 , dan
zou men hebben :

3a b2c3dxU 3c de 2— 3x1a b%b3c 3cdde i= H \ a frcWe *;
even zoo is ha2b c3X5ac ‘‘X’la 3d= hx5X7a 3a a 3b c3c ud—li0a ebc ': d.

Voor het vermenigvuldigen van eenledige stelkunstige vormen , die
het teeken + voor zich hebben , heeft men dus den volgenden

Regel . Vermenigvuldig de getallencoëfficiënten der gegevene vor¬
men met elkander , schrijf achter dit product al de overige facto¬
ren , in alphabetische rangorde , en geef aan eiken factor tot expo¬
nent , de som der exponenten , die deze factor in de gegevene vormen
heeft .
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Deze regel blijft even goed doorgaan , wanneer de opgegevene vormen ,
hoezeer eenledig , veelledige factoren bevatten . Zoo is , bijvoorbeeld ,
3a(a 2+ h2)(c —.d)2x6b(a 2+ b2)2(c—d)2= 18« b{a 2+ b2> (c— dj 2.

§ 29. Walmeer de som van eenige getallen a , b , e , enz. met een ze-
. ker getal n moet vermenigvuldigd worden , is liet klaarblijkelijk on¬

verschillig , of men de som dier getallen in eens n maal neemt , of wel,
dat men elk dezer getallen in het bijzonder met n vermenigvuldigt , en
daarna de som neemt van die producten .

Men heeft dus (a+ l,+ c+ enz . )n= a n+ bn+ c n+ enz . ( 14 ) ;
deze regel is het omgekeerde van hetgeen in § 17 gezegd is .

Wanneer het verschil van twee getallen a en b met een zeker getal m
moet vermenigvuldigd worden , is het even duidelijk , dat het onver¬
schillig is , of men in eens het verschil m maal neemt , dan wel , of men
elk der getallen a en b met m vermenigvuldigt , en het verschil dezer
producten neemt .

Men heeft dus (a —b '
ym—am —bm . . ( 15) ;

deze regel is het omgekeerde van hetgeen in § 18 gezegd is.
Wanneer eindelijk een vorm , waarin op te tellen en af te trekken

termen voorkomen , bij voorbeeld , a —b+ c—d— e met een zeker getal p
moet vermenigvuldigd worden , dan heeft men vooreerst , volgens (5) ,

PX («- i+ r- d- «]= ? X [( ff+ c) - (i+ (t+ e) ].
Volgens (15 ) is

pX [ ( a+ c ) —(b+ d+ e ) ]= p (a+ c )—p (l+ d+ e ) ,
en dus ook

pX.(g—b+ c—d—e )= p (a+ c ) —p (b+ d+ e ) ;
maar men heeft volgens (14)

p (a + c)= a p + cp
en p ( b+ d+ e)=zbp + dp + ep ,
zoodat

PX.(a— b+ c—d—e)—{ap + cp )—{bp + dp + ep )
is ; en eindelijk heeft men , volgens (5) ,

pX(a—b+ c—d—e)= a p + cp —bp — dp —ep ,
of pX (a— b+ c—d— e) = ap — bp + cp — dp —ep . (16) .

Wanneer het product van eenen veelledigen vorm met eenen eenledi -
gen moet ontwikkeld worden , volg? men dus slechts dezen

Rsgel . Vermenigvuldig eiken term van den veelledigen vorm met
den eenledigen , en verbind deze gedeeltelijke producten door dezelfde
teekens , waardoor de overeenkomstig ^ termen van den veelledigen
vorm verbonden zijn . Hierbij moet overigens , ter vereenvoudiging van
elk gedeeltelijk product , de regel van § 28 gevolgd worden .

Voorbeeld . Zij te vermenigvuldigen 4a1b 3c—7« b ‘C- — lfic 2d+ h\ acde
met \ a 2b d e 2 , dan heeft men deze bewerking ;



(4alb*c—7a 5 *ea— b*c 3d+ 5%a e de) X | «35 d e *= 4a3i 3eX | «3ó d e1—la i *c2x
\ a *b d e 1— S5c3dxl «3S d e 3+ 5J« c d eX$«3S (te 3= 2§a 3ó *e <fe1—l | a »63c3<f e3_
| a 3AGc3rfac ï+ 3^or4i c (lzc :l .

§ 30. Wanneer de som ran eenige getallen a , h , c , enz. met de som
van eenige andere getallen p , q , r , enz. moet vermenigvuldigd worden ,kan men dit product , volgens den regel der voorgaande §, eerst ontwik¬
kelen , alsof p + q+ r enz, een eenledige vorm ware . Men heeft dus

(a + b + c -1- enz . ') X (P + ï + r + enz . ) =
aX (P+ 'l + r + enz . )+ b X {p+ q+ r+ enz . ) + cx (p + q + r + enz . )+ enz . ;
maar volgens dienzelfden regel heeft men ook

aX {p+ l + r+ enz .)—ap + a q+ a r+ enz .
bX(p + q+ r+ enz . ) = Ip + b q-\-b r+ enz,
«X(p+ 9+ r+ enz .)— cp + eq + cr + enz.

alzoo is dan ook
( «-K/+ C+ enz . ) x {p+ q+ r+ enz. )—

ap + aq+ ar + bp+ bq+ br+ cpJrCq+ cr+ enz . (17 ).
De ontwikkeling van dit product bestaat dus uit de som der gedeelte¬
lijke producten , die men verkrijgt , door eiken term van den eenenvorm
met eiken term van den anderen te vermenigvuldigen .

Wanneer het verschil van twee getallen , b . v. a —b, met het verschil
van twee andere getallen , b . v. p — q, moet vermenigvuldigd worden ,
kan men , even zoo , vooreerst p —q als een’ eenledigen vorm beschou¬
wen , en men heeft dus , volgens (151 ,

(a— b)X{p —q)= a (p —q ) - b(j >—q ) ;
verder is , mede volgens (15) ,

a (P—d)= ‘l p —a q
en bip—q)= bp — bq ,
zoodat men heeft

( a —b)X(.p —q)= { ap ~ aq )—( bp - bq )
of Ca—b ) X(p — i )= ap — aq — bp + bq . (18).
Ook hier bestaat dus de ontwikkeling van het product uit eene veree -
niging van de gedeeltelijke producten der afzonderlijke termen ; maar
deze vereeniging geschiedt door de teekens H- en — beide , zoodanig ,dat elk gedeeltelijk product het teeken H- of — vóór zich heeft , naar¬
gelang de termen , uit welker vermenigvuldiging dit gedeeltelijk product
voortkomt , gelijke of ongelijke teekens vóór zich hebben.

Moet eindelijk het product van twee veelledige vormen , welker ter¬
men willekeurig door de teekens + en — verbonden zijn, ontwikkeld
worden , dan kan men deze vormen algemeen voorstellen door

a + b+ enzi —e— d—enz . en a ' + b ' + enz . —e ' —d‘ — enz .
stelt men nu
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en

a + enz, = p
c + d -h enz . —q
a ' -\-hf ■+- enz . -zzp*
c -Hf' -f- enz,z=q ’

dan gaan deze algemeene vormen over in
en

en stelt men, kortheidshalve , derzelver product doorPvoor , dan heeft
P=<P—?) XQ>' —9 ' ) .men ,

Volgens ( 18 ) is dan ook
V= pp ' —p q ' —p ' q+ q q ' .

Nu is volgens (17)
pp ' = ( a + b + enz . ) (a '+ b ' + enz . ) — aa >+ a h + a ' b + bb ' + enz.
pq ’ — (a + b + enz . ) ( c '+ d' + enz . ) = a et + a d ' + bc + bd ' + enz .
piq = (« ' + b' + enz . ) ( c + d -h enz . ) = a ' c + a ' d + b ' c + b ' d + enz .
qq' = (c + d + enz . ) (c ' + d ' + enz . ) = c e' + cd ' + c f d + d d ' + enz .
zoodat men heeft

P = a a ' + a b
‘+ a ' b+ bb '+ enz . — act —ad ' —b c' —bd ' — enz . — a ' c—

a ' d—b ' e— b ' d — enz . + e eJ+ ed '+ c 'd+ dd ' -+- enz . (19) ;
waaruit blijkt , dat de ontwikkeling van het product van twee veelle¬
dige vormen gevonden wordt door den volgenden

IIkkki, . Neem al de gedeeltelijke producten der termen ; en verbind
dezelve zoodanig met elkander , dat elk gedeeltelijk product het tre¬
ken + of — vóór zich heeft , naargelang de termen , uit welker ver¬
menigvuldiging hetzelve voortkomt , gelijke of ongelijke teekens heb¬
ben ,

§ 31 . De regel , dien wij in de vorige § gevonden hebben , dat produc¬
ten het teeken + of — vóór zich verkrijgen , naargelang de factoren ,
waaruit die producten voortkomen , gelijke of ongelijke teekens hebben,
geldt niet alleen , wanneer die teekens , zoo als daar het geval was ,
tusschen de termen slaan , ter aanduiding van optelling of aftrekking ,
maar ook dan nog , wanneer zij vóór de termen geplaatst zijn, en dus
aanduiden , dat dezelve positieve of negatieve getallen zijn.

Men heeft namelijk t « x+ » = + « »
aX + h

tfiX — b
a X — b — + ab .

( 20) .

De eerste dezer vergelijkingen is uit zich zelve klaar . Om de tweede
te bewijzen , hebben wij volgens (15)

(p — q) X + b = bp — bq ,
bp — bq = — (bq — bp ),

b q — bpzz (q — p ) b
— (t>9 - t>P ) = ~ (9 - P) b ,

volgens § 14 is
volgens § IS is
en dus ook
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hieruit volgt (p — g ) X + b — — (? — P)b ',
stelt men nu , dat p < q , en het verschil van p en q gelijk » is , dan
is , volgens§ 14 , p —q= —a en q —p —a . Hierdoor verandert dan de laat¬
ste vergelijking in —«X+ fi= —« b .

Om de derde en vierde der gestelde vergelijkingen te bewijzen , merke
men op , dat volgens (18)

ip —q ) (P ' - ïO = pp - p ' q- pq '+ qqf
(q~ P ) (q ' —P ' ) = qq' —pq ' —p ' q + pp '

en dus ook (p —q ) (p ' — q ' ) = (q—p ) (q' - p ' ) . (21 )
is . Stelt men nu , dat p> q en p — q—+ a , dat p ' < q ' en q ' —p ' = + b is ,
dan is , volgens § 14 , q—p = —a en p ' —q ' z=—b , en hierdoor zal (21 )
overgaan in + aX—b= —aX+ b ',
maar , volgens het zoo even bewezene , is —aX+ b= —ab , en dus is ook

+ «X—b= — a b .
Stelt men ten laatste , datp < q en q—p —+ a , dat p ' <.q ' en q' —p '—+ b
is , dan is weder , volgens § 14 , p —q——a en p ' —q' -zz—b , waardoor dan
(21 ) overgaat in —»X —b= .+ aX+ b ,
maar + «X+ fc =+ « b zijnde , is ook

— «X—h—+ a b.
Volgens het hier aangetoonde , kan men den regel , in § 28 voor het

vermenigvuldigen van eenledige vormen gegeven , algemeener maken ,
door er bij te voegen , dat vóór bet product het teekeu + of — moet
geplaatst worden , naargelang die vormen gelijke of ongelijke tee-
kens hebben.

§ 32 . De voorgedragene regels zijn genoegzaam , om de producten van
stelkunstige vormen te ontwikkelen en te herleiden . Bij eene toepas¬
sing van die regels , is het gemakkelijk op de volgende wijze te han¬
delen .

Maak de gedeeltelijke producten op van eiken term van den eenen met
eiken term van den anderen vorm ; bepaal daartoe van elk gedeelte¬
lijk product vooreerst het teeken , fen tweede den getallen -coejficiënt ,
ten derde de letters , die er in moeten voorkomen , en ten vierde de
exponenten , die elke letter moet hebben, Schrijf al deze gedeeltelijke
producten met hun eigen teeken achter elkander , envereenigde ge¬
lijksoortige termen , die in hetgeheele product mogten voorkomen , tot
eenen enkelen term .

Ten einde bij het opmaken der gedeeltelijke producten er geene over
te slaan , is het noodig , hierbij eene geregelde volgorde in het oog te
houden , zoodat men , bij voorbeeld , ïndien A en B de gegevene vormen
zijn , eerst den eersten term van A achtervolgens met den eersten , twee¬
den , derden term enz. , van B vermenigvuldigt , daarna den tweeden
term van A met den eersten , tweeden , derden term , enz. van B , en
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zoo vervolgens , tot flat men al de gedeeltelijke producten verkregen
heeft .

Voorbeeld. Het product ( 2a sb— 3a*b1+ 7abz') (5al>—b9') te ontwikkelen .
Men lieeft,de bovenopgegevene handelwijze volgende, (2a 35—3a3i 3-|-7«S3)

( 5a b— b9)= 10a ib9—15«3i 3+ 35«3S*—2a3ê ’+ 3a>ê 4—7ab9= 10a ib1— 17«35>+
5HaV, ' —7al,K

§ 33. Om het in het oog houden van de zoo even genoemde volgorde ,
bij het opmaken van de gedeeltelijke producten , alsmede het vereenigen
der gelijksoortige gedeeltelijke producten , gemakkelijker te maken ,
gaat men op eene dergelijke wijze te werk , als in de vermenigvuldi¬
ging der getallen ; men schrijft namelijk de te vermenigvuldigen vor¬
men , die wij gemakshalve A en B zullen noemen , onder elkander , bij
voorbeeld A onder B, plaatst in eenen zelfden regel al de gedeeltelij ke pro¬
ducten van den eersten term van A met al de termen van B ; in eenen
tweeden regel al de gedeeltelijke producten van den tweeden term van
A met al de termen van B en zoo vervolgens , en wel zoodanig , dat de
gelijksoortige termen , die in deze regels voorkomen , onder elkander
komen te staan , vervolgens vereenigt men al deze gedeeltelijke produc¬
ten op de wijze , in § 25 voorgeschreven.

Wanneer men , alvorens tot deze bewerking over te gaan , ook nog de
vormen , wier product ontwikkeld moet worden , naar de afdalende of
opklimmende magten van eene zelfde letter rangschikt , verkrijgt men
de gedeeltelijke producten , die ten opzigte van eene zelfde magt dier
letter gelijksoortig zijn , onder elkander geplaatst , zonder de volgorde
te veranderen , waarin zij achtervolgens ontstaan , en hierdoor verkrijgt
men tevens het geheele product naar de magten van diezelfde letter ge¬
rangschikt . Het is uit dien hoofde , dat bij de ontwikkeling van stel¬
kunstige producten als maatregel van orde op den voorgrond moet
staan , het rangschikken der vormen naar de opklimmende of afdalende
magten van eene zelfde letter .

Passen wij het hier gezegde op het voorbeeld der vorige § toe , dan
komt de bewerking aldus te staan :

2a9b —Za9b9-\~7ab 9
5ah — i*

10a *J2—15«3S3+ 35a 3i *
— 2a ‘b9+ 3<z35*—lab 9

product : \0akb9—17a 3?)3+ 3Sa3?>*—7ab ‘ .
Zie hier nog een paar voorbeelden,

Eerste Voorbeeld. Te ontwikkelen het product der vormen
Zahc 9-i-2ab 9— ka 9c9 en b%—3c*—lab .

Deze vormen naar de afdalende magten van de letter b rangschikkende ,
komt de bewerking aldus te staan :



2a &H -3afte »— ka 2c2

4»— 3c*

2tf65 . -J-3a/>3ca — 4ö i />1c 1
— 2ö2/>. — 6fiE2/>2c2H- 8ö *fic*

—6«J3ca . — 9«6c4 . . . . . . -hl2 «2c *

product : 2ét6s—2ca 6*— 3e/>3c 2— I0 « i 6ac ï+ (8a3c2— 9# c *)M-12#2c *.
Tweede Voorbeeld. Het product der vormen ó2.r —2&r 2-f*.r *—cx2 en

‘2c-j-2x2—3/az* te vinden.
Deze vormen naar de afdalende magten van x rangschikkende , heeft

men de volgende bewerking :
x h—{2b-\-c)x2+ b2x

2;i 2— 2b .r ~\~‘2e

2x* . . . . —2 ( 2/i-bc)^ M-26 2.r 3
—Zbx* . + Zb( 2b+ c)x *—M*x*

+ 2c^ * . . . — 2c(2b+ c)x*-\-2b2cx

product : 2.r 6—3//r5— 4&rH -#(8M~3c)*r 3—(3&3-h4£c+ 2ca) .r 2-h2/<2c.r .

§ 34. Daar het zeer omslagtig zoude zijn , om bij geringe vermenig¬

vuldigingen , altijd de bovenstaande handelwijze te volgen , is het van

belang , zich de uitkomsten van een aantal vermenigvuldigingen in het

geheugen te prenten , ten einde zich daarvan in andere overeenkom¬

stige gevallen te kunnen bedienen .
Deze vermenigvuldigingen zijn hoofdzakelijk de volgende :

( a-\-bj (a —b)z=za2— 6*

( fl+ A) *= a*+ 2a&-H *

( «— b) 2= ö2—2ab+ b*

( a+ hj 2—:«34-3«2 63+ 63

( a—b ) 3= fl *—3ö 3H -3ai 2—b*

C«—ft) ( « *+ « 6+ ®*) = ®*— ö*

( ö 2—ab + b1) = « 3+ &*

C^*+ «) = + («+ ft> + a6 .

De eerste dezer vermenigvuldigingen leert , dat het product van de

som van twee grootheden , met derzelver verschil , gelijk is aan het

verschil van de vierkanten dezer grootheden •
De tweede leert , rfrt? vierkant van eene tweeledige grootheid ,

gelijk is aan het vierkant van het eerste lid 9 plus het dubbele product
der beide leden en het vierkant van het tweede lid .

Even zoo zou men al de andere in woorden kunnen overbrengen . Dit

zij ter oefening aan den lezer overgelaten ; zullende het gebruik , dat

men van de kennis der opgegevene producten kan . maken , uit de vol¬

gende voorbeelden blijken .
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Eerste Foorbeeld . Het product te vinden van 2ab— 3bc en 2ab+ 3bc .
Past men hier den regel toe in de Vergelijking («+ /<) («—A)—«2—A2

begrepen , dan vindt men terstond
( 2ab—3bc) ( 2«A+ 3Ac )= ( 2«A)2—l3A<02:= 2«Ax2«A--3AcX3Ac= 4a2A2—9A2c2.

Tweede Voorbeeld, Te ontwikkelen ia ^+ ab+ b1) (a2—ab+ l 2).
Verschikt men de termen der factoren , en past men vervolgens den-

zelfden regel toe , als in het vorige voorbeeld , dan heeft men
(a*+ ab+ b2) (a 2—ab+ b2)= [(a 2-l-b2)+ ab] [(a2+ b2)-ab]= (a 2+ b2)2- (ab)2i
volgens den regel , begrepen in de vergelijking (a+ b)1=za I+ 2ab+ b1 , is

(,a 1-t-b*)1=z(a*y + 2a1b*+ (bi y = a*Xat+ 2a2b*+ biXl>2= a t+ 2a1b2+ bt ;
verder is ( aby —abX(tl>—a 2l 2 ,
en dus is het gevraagde product

« *+ 2aV;*+ A*—a 2A2= « 4+ «24H-A4.
Derde Voorbeeld. Te vermenigvuldigen jc+ 2 met x —3 .
Hier de vergelijking (x+ a ) (x+ b)—x 2+ ( a+ b)x+ ab toepassende,

heeft men onmiddeUijk
(x + 2) (x —3)= x 2—.r —6.

§ 35. Hoe het product van drie of meer eenledige vormen kan her¬
leid worden , is reeds in § 28 gebleken ; moet het product van drie of
meer vormen , waaronder veelledige voorkomen , ontwikkeld worden ,
dan is het klaar , dat men hiertoe eerst het product van twee factoren ,
vervolgens het product van dit product met eenen derden factor , en
zoo vervolgens , moet ontwikkelen . De handelwijze , in de vorige § op¬
gegeven , kan ook hier dikwijls met vrucht gevolgd worden , zoo als
blijkt uit het volgende

Voorbeeld. Te ontwikkelen het product van de vier factorenja + A-t- c ,
a -t-A—c , a — A-f- c , —a-f-A+ c .

Den voorgeschreven ’ weg volgende , heeft men
(a + b + c) X (« + b — c) X (« — * + «) X ( — a + b -+• c) =
[O + b) + c] [ (« + A) — c ] [c + (a — *)1 [e — (a — A)] =
lO + by — e2] [c2 — (a —A)2]= (a 2+ 2aA -l-A2 — c2) (e2 — a 2+ 2ab — A2)=
[2«A+ (a ‘ + A2 - c2) ] [ 2ab — (a 2 + Ir — c2) ] = 4a 2A2 - ( a 2 + A2 — e2) 2 =
ta ’ i,’ — [(o2 + A2) — c! j 2 — \ u2h2 — I ( a 2 + A2)2 — 2 ( a 2 + A2)c2 + c ' ] -
4a JA2— (aM -2a 2A2-|-A4—2a 2e2— 2A2c2+ c 4)= 2a 2A2+ 2a 2c2-l-2A2c1—a 4- A4- c 4.

§ 36. In § 31 is gebleken , dat
-t-rrX+ &= —'«X— S

en —aX+ A= + «X—*
is. Hieruit volgt , dat men , wanneer een product uit twee factoren be¬
staat , de teekens dezer factoren gelijktijdig mag omkeeren ; zoo is bij
voorbeeld

( A— a ) (d—cj= —(A—a )x — (d—e )—(n—b) ( c—d) .
In dezelfde § 31 is nog gebleken , dat
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(4 -« X— 'O»
—«X—A= —(+ flX — ft)= —<“"a X+ ft) >

en + «X —fc=—f ~ « X—A)= — ( *H*X+ ö)
is. Hieruit volgt , dat men in een product van twee factoren , een der -

zelve van teeken mag veranderen , mits men te gelijkertijd het teeken

van het product omkeere ; zoo is , bij voorbeeld ,
{h— a) ( c—d) = .—( «— b) {c —d) .

Eindelijk valt , omtrent het teeken van een gedurig product op te

merken , dat Öit teeken + of — zal zijn , naargelang het aantal negatieve
factoren even of oneven is. Want is het aantal negatieve factoren even ,
dan kan men dezelve paarsgewijze met elkander vermenigvuldigen , en

hierdoor zal dan het gelieele product uit positieve factoren komen te

bestaan ; is echter het aantal negatieve factoren oneven , dan zal men ,
even zoo handelende , altijd een’ negatieven factor overhouden , terwijl
het product van al de overige positief zal zijn ; in dit geval is dus het

geheele product negatief .
§ 37. Zeer dikwijls is het bij de ontwikkeling van producten , tot

voorkoming van misslagen , van belang , te letten op den graad der

stelkunstige vormen . Men noemt namelijk eiken eenledigen stelkunstigen
vorm van den eersten , tweeden , in het algemeen van den «den graad ,

naargelang er in dien vorm een, twee , of in het algemeen n factoren

voorkomen , die door eene enkele letter worden voorgesteid ; zoo zijn
bij voorbeeld abc , 12a*b en 5a s van den derden ; 3a2b2 9 1a3c , 2c 4 van
den vierden en 5öV>, ö 362 , 7p*qxr van den vijfden graad . Men ziet

hieruit , dat het getal , waardoor de graad aangewezen wordt , bestaat
uit de som der exponenten , die bij de verschillende letters staan. Zijn
al de termen van eenen veelledigen vorm van denzelfden graad , dan
noemt men dien vorm gelijkslachtig , en dan wordt ook die geheele
vorm gezegd van dienzelfden graad te zijn. Uit de regels , die voor de

ontwikkeling van producten gegeven zijn , volgt onmiddellijk , dat de

graad van het product van twee of meer eenledige , of gelijkslachtige
veelledige vormen , zal aangewezen worden , door de som der getallen ,
die de graden der afzonderlijke vormen aangeven . Heeft men dus het

product van gelijkslachtige vormen ontwikkeld , en zijn al de termen
van het verkregene product niet van den behoorlijken graad , dan kan
men zeker zijn, zich ergens vergist te hebben .

§ 38 . «Wanneer het product van twee of meer stelkunstige vormen
ontwikkeld is geworden , kan men , in plaats van dat ontwikkelde pro¬
duct , weder het niet ontwikkeld product der factoren schrijven ; deze

herleiding noemt men : een) vorm in deszelfs factoren te ontbinden , en
wanneer elk dezer factoren niet meer het product van andere is , zegt
men , dat de vorm in zijne eenvoudigste factoren is ontbonden . In het
voorbeeld van § 35 , is voor het ontwikkeld product gevonden
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2« 3//*H“2« ac3+ 2i *c*— 6 *—c * ;schrijft men nu voor dien vorm
[ c »— ( « —dan zegt men , dat die vorm infactorenis ontbonden ; schrijft men echtervoor denzelven

(ör-HH-c) (a -\~b—c) («— l+ c) (—a+ b+ c) ,dan zegt men, dat die vorm in zijne eenvoudigste factoren is ont¬bonden.
De ontbinding van vormen in factoren is dus eene herleiding ; die hettegengestelde is van de ontwikkeling der producten ; ten aanzien vaneenledige vormen , valt het van zelf in het oog , hoe die ontbinding kanplaats hebben ; ten aanzien der veelledige is zij , in het algemeen , een deringewikkeldste vraagstukken , die in de stelkunst voorkomen. In demeest voorkomende gevallen , zal echter een weinig oefening en dekennis der , in § 3k opgegevene , uitkomsten , toereikend zijn , om zulkeontbindingen te bewerkstelligen .

Herleiding en ontwikkeling van de quotiëntender stelkunstige vormen .
§ 39. Indien twee stelkunstige vormen in elkander gedeeld moetenworden , en de deeler als factor in het deeltal voorkomt , kan het quo¬tiënt eenvoudiger dan door het , voor de deeling aangenomen, teekenworden voorgesteld . Het is namelijk uit de cijferkunst bekend , dat hetquotiënt niets anders is, dan een getal , dat , met den deeler vermenig¬vuldigd , het deeltal oplevert ; zoodat men in het algemeen heeft

P
Xq —P (22) .

Moet dus ab door b gedeeld worden , dan moet het quotiënt een getalzijn , dat , met den deeler b vermenigvuldigd , het deeltal ab oplevert ;dit quotiënt kan dus niets anders dan a zijn ; zoo dat men heeft
ab _
b (23) .

Hieruit blijkt , dat hef quotiënt in dit geval gevonden wordt , doorden deeler ah factor uit het deeltal weg te laten .
Bestaat de deeler uit factoren , en komen deze factoren ook allein het deeltal als factoren voor , dan kan men het deeltal als het pro¬duct van twee vormen schrijven , waarvan de eene juist de deeler is , ener vervolgens de vergelijking (23) op toepassen. Moest men, bijvoorbeeld ,deelen 15abcd door 3ad 9 dan zou men hebben

15a bed bbcX̂ Zad—— = - -— =s 5bc,Zad Zad
In dit geval zal dus het quotiënt in zijnen eenvoudigsten vorm gevon¬den worden , door den coëfficiënt van den deeler werkelijk in dien van

I
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het deeltal te deelen , en de letter -factoren , die in den deeler voorko¬
men , uit het deeltal weg te laten .

Komt in het deeltal eenige factor tot zekere magt voor , en bevat de
deeler dienzelfden factor in eene lagere magt , dan kan men op dezelfde
wijze handelen als zoo even. Moest hij voorbeeld a 3b3c gedeeld worden
door al 2 dan zou men hebben

a 3b3c a ',bcy,al 2
— 7- —= - - — a “bc ,ah2 ah2

waaruit blijkt , dat in zoodanig geval , de exponenten van de factoren
des deelers moeten afgetrokken worden van de exponenten , die dezelfde
letters in het deeltal hebben , om de exponenten te verkrijgen , welke
die letters in het vereenvoudigde quotiënt moeten hebben.

In het algemeen is

— . (24) ,
a *

want, volgens hetgeen vroeger is gebleken, is aP~ q x aP- aP, en dus vol ■

„P- l X — nP - * .gens (23) a

Wat de teekens betreft , die voor de quotiënten moeten geplaatst wor¬
den , merken wij op , dat uit de , in § 31 bewezene , vergelijkingen

-Vab —-VaX+ b
—ah——ax + b
- ab= -VaX—b
■Vab——«X—b

onmiddellijk volgt
H-ab
-Va

■= + b ,
—ah -+ b

~ a !'
= l

+ <ll>
— fi’ + a ~ ’ — a - (25) .
vóór zich moetenwaaruit blijkt , dat de quotiënten het teeken -1- of ■

hebben , naargelang deeler en deeltal gelijke of ongelijke peekeushebben.
Uit (25 ) volgt

+ ab —ab —ab + ab
+ a a + a —a

en hieruit ziet men , dat een quotiënt niet verandert , wanneer men de
teekens van deeler en deeltal beide omkeert .

Verder volgt uit (25) ook nog
+ ab _ —ab _ + ab
-Va -Va —a
—ab _ -Vab _ —ab
—a - a + « ’ ,
—ab _ -Vab _ — ab
•Va -Va —a ’
-Vab _ -Vab _ — ab
—a -Va —a ’
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uit welke vergelijkingen men leert , dat men in eene deeling de tee-
kens van deeler of deeltal een van beide mag veranderen , mits men
daarna ook het teeken van het quotiënt omkeere .

§ 40. Ingevalle al de factoren van den deeler ook als factoren in
het deeltal voorkomen, zegt men gewoonlijk , dat de deeling opgaat .
Hetgeen in de vorige § gezegd is , is voldoende , om in zoodanig geval
het quotiënt van eenledige stelkunstige vormen zoo eenvoudig mogelijk
Voor te stellen . Men heeft hiertoe den volgenden

Regel . Bepaal eerst het teeken van het quotiënt , dat -f- of — zal
moeten zijn , naargelang deeler en deeltal gelijke of ongelijke teekens
hebbeti; deel vervolgens den coëfficiënt des deelers in dien des deel-
tals , hierdoor wordt de coëfficiënt van het quotiënt gevonden ; schrijf
daarna achter dezen coëfficiënt al de letter factoren des deeltals 9 voor
zoo verre zij in den deeler niet tot dezelfde magt als in het deeltal
voorkomen , engeefeindelijk aan eiken letterfaclor tot exponent de rest 9
die er overblijft 9 als men zijnen exponent in den deeler aftrekt van
zijnen exponent in het deeltal .

§ 41 . Het is eene algemeene stelling , dat het quotiënt eener deeling
niet verandert , wanneer men deeler en deeltal door een zelfde getal
deelt , of met een zelfde getal vermenigvuldigt .

Laat , om deze stelling te bewijzen , het quotiënt ~ door q voorge¬
elsteld worden , en alzoo — — q

zijn, dan is azzbq
en dus , welk willekeurig getal men ook door n wil voorstellen ,

anzzbqn 9
waaruit weder volgt = q ,° bn

ofook £ = f . <26>’
en hierdoor is de stelling bewezen , omdat a en h verkregen worden ,
indien men a n en b n beide door n deelt , terwijl a n en b n verkregen
worden , wanneer men a en b beide met n vermenigvuldigt .

§ 42. Ingevalle de deeling van eenledige stelkunstige vormen niet op¬
gaat , kan het quotiënt niet eenvoudiger voorgesteld worden , dan door ,
op grond van de zoo even bewezene stelling , deeler en deeltal te dee-
len door al de factoren , die zij gemeen hebben. Zoo is bij voorbeeld

12a ^lflc _
iac

15a ^b -d
~

51,2d ’

7c sds 1

21a K,‘diic 2f 3acdcH
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In het eerste dezer voorbeelden heeft men deeler en deeltal door 3 ,
en in het tweede door 7c 3ds gedeeld.

§ 43. Hetgeen wij van de deeling van eenledige stelkunstige vormen

gezegd hebben , blijft even zeer toepasselijk , wanneer de stelkunstige
vormen , hoewel eenledig zijnde , veelledige factoren bevatten . Zoo is ,
bij voorbeeld ,

9a1(a + b) (c+ d)*

3(u+ 6) (c+ d)
12 (a I+ /,2y

== 3« ! ( c+ d) ,

27 (a *+ t>*y ( e—ƒ ) 9 («2+ /,2) (e- / )
§ 44. Wanneer een veelledige vorm a+ b—c—d+ e door een’ eenledi-

genp moet gedeeld worden , dan kan men het quotiënt naar welgeval-

a + b—e— d+ e , a b c d e
len , door - of door — H- -I- voorstellen ,

P P P P P P
omdat beide uitdrukkingen met den deeler p vermenigvuldigd ,
deeltal weder opleveren . Men heeft namelijk : volgens (22)

a + b— c—d+ e
- X p = a+ b—c— d+ e ,

P

het

volgens ( 16) en (221

a b c d e
— XpH — XP — — XP - XP + —XP — a + b — c — d + e
p P P P P

en dus ook
a + b — c — d + e a b c d e

- . = - + - + - . . . . (271 .
p p p p p p

Op dezelfde wijze heeft men
a + b — c —d + e a + b — c —d + e

— p P

(
a b e d e \ a h c d e
- + - + - ) = - + - + - . o ( 28 ) .

p p p p pj P P P P P

Hieruit blijkt , dat men bij het deelen van veelledige vormen door een¬

ledige gebruik kan maken van den volgenden
Regel . Deel eiken term van het deeltal door den deeler , en schrijf

de gedeeltelyke quotiënten met de teekens , die zij verkrijgen , achter

elkander . Hierbij moet overigens , ter vereenvoudiging van elk gedeel¬
telijk quotiënt , de regel van § 40 gevolgd worden .

Bij de deeling van eenen veelledigen vorm door een’ eenlcdigen wordt



de deeling alleen dan gezegd op te gaan , wanneer dit opgaan bij al de
termen van het deeltal plaats heeft , en in dit geval dient de gegeven
regel tot wezenlijke vereenvoudiging van het quotiënt . Heeft dit op¬
gaan slechts bij sommige of bij geene der termen plaats , dan kan men
evenwel denzelfden regel gebruiken , om het quotiënt onder eene an¬
dere gedaante voor te stellen . Zoo is , bij voorbeeld :

12 a 3 ft4 c + 9 a 2 ft3 c 3 d — 15 ft3 c *
1° . — - = 4 «3 ft* -h3 «2 ftc* cf — 5ftc 3 ;

3 ft2 c

2° .
i a71ft -f- m n bn‘

— ab
— na — m b '

16p 3 q k r — lkp ^ q 3 $ + 2p 2 q2 r 2 s2 3 r2 s2
3° . * . . . .. . — = 8q r — - ;

2 p 3 q * 2pq
a b + ac -hbc 1 1 1

4». - * = h —+ — •
abc c ba

§ 45 . Het herleiden der quotiënten van veelledige stelkunstige vormen ,
tot derzelver eenvoudigste gedaante , zou onmiddellijk kunnen terugge -
bragt worden, tot hetgeen van de behandeling der eenledige stelkunstige
vormen gezegd is , ingevalle men slechts even gemakkelijk , als bij de
eenledige vormen , kon ontdekken , of de veelledige vormen uithetpro -
duct van eenige factoren bestaan , en men tevens wist te vinden , welke
die factoren zijn. Moest bij voorbeeld 2 a 3+ a 2 h — 5 « ft2 -h2ft3 gedeeld
worden door — 2 4* , en wist men , dat de eerste vorm niets an¬
ders is , dan de ontwikkeling van het product (a —b) (2a —b) (a-H2ft)
en de tweede niets anders dan ( a —b) («-J-2ft ) , dan zou men voor het
quotiënt terstond hebben

2 a z + a2 b — 5aft * + 2ft * (a —ft) (2a — ft) (a -j-2b)
- - — ■ . ■ = 2a — ft.

a2 + « ft — 2fta ( «—ft) («+ 2 ft)
Haar men echter doorgaans niet zien kan , of er , en welke factoren

er in de veelledige vormen aanwezig zijn , moet men ,in zulke gevallen
eenen anderen weg inslaan , die echter weder geheel en al steunt op
het beginsel , dat de deeler , vermenigvuldigd met het quotiënt , het
deeltal moet opleveren .

Beschouwt men namelijk het deeltal , als voortgekomen te zijn , uit de
vermenigvuldiging van den deeler met het quotiënt , en stelt men zich
alle drie deze vormen voor , als naar de afdalende magten van eene zelf¬
de letter gerangschikt te zijn, dan is het duidelijk , dat de eerste term
van het deeltal ontstaan is uit de vermenigvuldiging van den eersten term
desdeelers met den eersten term vanhet quotiënt . Omgekeerd zal dan ook,
deeler en deeltal beide naar de afdalende magten van eene zelfde letter
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gerangschikt zijnde , de eerste term van het quotiënt moeten gevonden
worden , door den eersten term des deelers in den eersten term des
deeltals te deelen . Beschouwt men nu het deeltal , als te bestaan uit
de som van twee stelkunstige vormen , waarvan de eene is het product
van den deeler met den gevonden’ eersten term van het qnotient , en
waarvan de andere gevonden wordt , door dit product van het deeltal
at te trekken , dan wordt , door toepassing van den regel , in § 44 op¬
gegeven , het quotiënt herleid tot de som van dien gevonden’ eersten
term en een nieuw quotiënt , waarvan men weder , op dezelfde wijze als

boven gezegd is , den eersten term bepalen kan , die dan de tweede term
van het te zoeken quotiënt zijn zal . Met deze bewerking gaat men dan
voort , totdat men het quotiënt in dien vorm , waarvoor het vatbaar is ,

gevonden heeft .
Moet bij voorbeeld «3 ft + 2 ft3 — 5 « ft3 + 2 «3 gedeeld worden door

2 « — ft , zoo rangschikke men eerst deeler en deeltal volgens de afda¬

lende maglen van eene zelfde letter , b . v. a , dan heeft men , het quo¬
tiënt gemakshalve Q noemende ,

2 «3+ «3 ft — 5 « ft3 + 2ft3
Q = - -

2 « - ft

Deelt men nu 2 a in 2 «3, dan vindt men voor den eersten term van

het quotiënt a1 ; dezen eersten term met den deeler vermenigvuldigen¬
de , komt er tot product 2 a 3 — o3 ft , en dit product van het deeltal af¬

trekkende , blijft er over 2 o’ ft — 5 « ft’ + 2 ft3 ; men kan dus voor het

quotiënt ook schrijven
(2 « — ft) g*+ (2 «3 ft— 5 « ft3 + 2ft3)

volgens den regel van § 44 , is nu
2 «3 ft — 5 « ft3+ 2 ft3

behandelt men nu het tweede gedeelte van dit quotiënt op dezelfde wij
ze , dan heeft men

2 «3 ft — 5 « ft* + 2 ft3 (2 « — ft) « ft+ (— 4 « ft3 + 2ft3)

2a — b

= « ft +

2 « — ft
— 4 « ft3 + 2ft3

2a — b
hierdoor wordt

— 4 « ft3+ 263
Q = «’ + « ft + ■' ■ .. ;

2a — ft
en herhaalt men nu nog eens dezelfde bewerking , dan vindt men



— kab 1 + 2h 1

§ 46 - 30

— 2 b1 (2a — b)
2a — b

waardoor eindelijk het quotiënt wordt
Q = a 1 + ah — 2b1.

§ 46. Ten einde over al de bewerkingen , die bij dit achtervolgend op¬
maken der termen van het quotiënt voorkomen , een geregeld overzigt
te kunnen houden , is men gewoon, dezelve aldus te plaatsen :

2a — b 2a 1+ a 1 b — 5ab 1 + 2b 1 \ ai + ab — 211

2a 1 b — 5ab 1 + 2b1
2 a1 b — ab 1

— iab 1 + 2b1
— iab 1 + 2b1

0.

Vermenigvuldigt men nu weder den deeler met het quotiënt , volgens
liet voorschrift van § 33 , aldus :

2a — b
a 1 + ab — 2 b1

2 a 1 —a 1b
2 — ab 1

kab 1 -h2b 1
2a 1+ a 1 b — Bab ' + 2b 13

dan ziet men , dat de vormen , die men achtervolgens bij het opmaken
van het quotiënt heeft afgetrokken , niets anders zijn , dan de rijen van
gedeeltelijke producten , die bij de vermenigvuldiging van den deeler
met het quotiënt ontstaan .

Uit het aangevoerde blijkt , dat men , om het quotiënt van twee veel¬
ledige stelkunstige vormen te ontwikkelen , in acht moet nemen den vol¬
genden *

Regel . Rangschik deeler en deeltal naar de afdalende magtenvan
eene zelfde letter , deel den eersten term van den deeler in den eer¬
sten term des deeltals , waardoor de eerste term van het quotiënt ge¬
vonden wordt , vermenigvuldig den deeler met dien term van het quo¬
tiënt , trek dat product van het deeltal af , rangschik de rest behoor¬
lijk , handel met dezelve , even als met het deeltal gedaan is , en ga
hiermede voort , totdat er eene rest nul te voorschijn komt , of totdat
de rest , ten op &igte van de letter , waarnaar gerangschikt is , van
eenen lageren graad is , dan de deeler .

Zoo men , bij deze bewerking , tot eene rest nul komt , zegt men ,
dat de deeling opgaat , en in dit geval dient de gegeven regel tot we-
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zenlijke vereenvoudiging van het quotiënt . Heeft dit opgaan geene
plaats , dan kan deze regel dienen :

1” . Om het quotiënt in de gedaante van eenen gemengden vorm voor
te stellen , die dan , volgens § 45 , bestaan zal , uit de som der gevonde¬
ne termen , plus een gebroken , dat de laatste rest tot teller en den dee-
ler tot noemer heeft , of ook

2°. Om het quotiënt in eene oneindig voortloopende reeks te ontwik¬
kelen , zoo als nader in § 92 zal worden aangetoond .

Het herleiden van eenig quotiënt tot eenen gemengden vorm , of tot
eene oneindig voortloopende reeks , kan echter geenewezenlijke vereen¬

voudiging genoemd worden . Ingevalle de deeling dus niet opgaat , is
de eenige wezenlijke vereenvoudiging , waarvoor het quotiënt vatbaar
is , dat men deeler en deeltal , op grond der in § 41 bewezene stelling ,
deele door al de factoren , die zij gemeen mogten hebben. Hoe deze

gemeenschappelijke factoren gevonden worden , zal in § 59 en volgende
blijken .

§ 47 . Bij het toepassen van den regel der vorige § kan hef gebeuren ,
dat er in de af te trekken ’ vormen termen voorkomen , die zich niet in
het deeltal bevinden . De bewerking blijft dan dezelfde , mits men slechts

zorg drage , de resten behoorlijk te rangschikken . Het is echter nut¬

tig , op te merken , dat zulke termen juist diegenen zijn , welke bij
de vermenigvuldiging van deeler en quotiënt door andere vernietigd
worden .

Ook kan het gebeuren , dat men bij het rangschikken van deeler en
deeltal naar de afdalende magtcn van eene zelfde letter , verschillende
termen aantreft , waarin dezelfde magt van die letter voorkomt . Men
moet dan , ten einde de rangschikking hare wezenlijke beteekenis niet
verlieze , de som van zulke termen als eenen enkelen term beschouwen ,
welks coëfficiënt dan tusschen haakjes geplaatst wordt , en dit moet ,
zoowel in de achtervolgende resten , als in deeler en deeltal , plaats heb¬
ben . Moest bij voorbeeld a 3— hze1-\- ‘Ln !r r+ l/i - c1—ba3c—4a 3b3 gedeeld
worden door bc+ a3—2ac—2ab , dan zou de bewerking aldus te staan
komen : .
a 3- (2b+ 2c) a+ bcJ a u—4a 3c—(45 ’ —bc3)a 3+ iab 3c—b3c3 r a3+ (2b-2c) a -bc

a H~ (2b+ 2c )a 3 + a 3bc

(2b —2c)a 3—(bb3+ bc—hc3)a 3+ bab 3e . —b3c3
(2b—2c)a 3—(bb 3 . . . —ie 3)a 3+ (2b3c—2bc3)a

— a 3 bc + (2b 3c+ 2bc3)a —b3c3
— a3bc+ (2b3c+ 2bc3) a—b3c3

ÖT
~ ’

§ 48 . Heeft men zich , volgens § 34 , de uitkomsten van sommige ver-
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§ 51 . 3 »

menlgvuldigingen in het geheugen geprent , dan kan dit dikwijls dienen,om de bewerkingen der deeling geheel te ontwijken , o£ te vereenvou¬
digen , door op te merken uit welke factoren deeler en deeltal bestaan.

Moest , bij voorbeeld , 4a24 4—9c 4</® door 2a/i 3+ 3c2d3 gedeeld worden ,dan zou men hebben , volgens § 34 ,
4a2/)4—9c 4d® (2ai 2—3c2(/2jf2 «/)2+ 3c2(/2l
2« &2+ 3c2rfa 2« />2+ 3c2rfa — zco ÓC a -

Had men nog «2+ 3ff &-f-£* te deelen door «a-f-2«ö+ 6a , dan zou men
mede volgens § 34 hebben .

« 2H- 3»z/j-|- /ja

c 2-h2öf &-+-Aa
( flf+ 2A) fa -̂ -h ')

ta + 6)1
ö+ 26 b
cH- h «4-6

’

§ 49. Van sommige deelingen , die opgaan , is het almede van belang ,zich de uitkomsten in het geheugen te prenten . De merkwaardigste zijn :
1° . Wanneer het verschil van twee grootheden , die totdezelfde magt

verheven zijn , gedeeld moet worden door het verschil dezer grootheden ;
2° . Wanneer de som van twee grootheden , die tot eene zelfde onevene

magt verheven zijn, gedeeld moet worden door de som dezer grootheden ;
3° . Wanneer het verschil van twee grootheden , die tot eene zelfde

evene magt verheven zijn , gedeeld moet worden door de som dier
grootheden , —
dan zullen deze deelingen altijd opgaan , en de quotiënten zijn begre¬
pen in de volgende vormen :

x —y
x ln+ ' + yin* i

= x n~ ' + x n~ *y + x ni y *+ . • • + y

x+ y
-V ”

y + x ±y

x+ y
(x —y) (x*n~ 2+ .r s" *y* + x*

V ‘

-1 . . . . (29 )

. . . . (30)

(31 )+ y
waarvan men zich kan overtuigen , door elk dezer quotiënten weder
met den deeler te vermenigvuldigen , als wanneer men zien zal , dat dit
product het deeltal oplevert .

§ 50 . Uit hetgeen in § 32 gezegdis , volgt onmiddellijk’, dat , wanneer
deeltal en deeler gelijkslachtige vormen zijn, ook het quotiënt een ge¬
lijkslachtige vorm moet wezen , en dat de graad van het quotiënt gevon¬
den zal worden , door het verschil te nemen van de getallen , die aan¬
wijzen van welken graad deeler en deeltal zijn.

Herleiding der magten van stelkunstige grootheden .

§ 51 . De herleiding der magten van eenledige stelkunstige vormen
is geheel begrepen in de beide volgende formulen :

(a pf - a p1 . ( 32)
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en (abed , . . . )" = a nb n cn dn . enz . . . . (33) .
Om de eerste dezer formulen te bewijzen , merke men op , dat volgens

§ 9 , ( a p )? het product voorstelt van q gelijke factoren , die elk aP ziin .
Men heeft dus , volgens § 27 ,

(a pf = ap X a p= a? +P = a 2’’ ;
( B P) 3 = aP X «p X «'’ = op-|' p+ p = « 3|0 ;

en in het algemeen
(a V'f = ap Y. aP X (P X enz . = «Pd-Pd-TH- CT*. =

Om de frweede formule te bewijzen , heeft men even zoo
(abcd . . . )2 - - abcd . . . X abed . . . . ;= aabhccdd . . . = «2i 2c2d2 . . . .
( abcd . . )3 =z abcd . . X «5cd • • X «5c<f . . = aaabbbcccddd . . zza 3b3c3d3 . .
en in het algemeen
(abcd . . . )” = abcd . . . X «&cd ■• • X abed . . . X enz . = a 'lPc 'dP . . .

Verder valt op te merken , dat overeenkomstig hetgeen in § 36 gezegd
is , alle erene magten altijd het teeken + vóór zich zullen hebben ; maar
dat de onevene magten altijd hetzelfde teeken zullen moeten hebben ,
als de vorm , welke tot die onevene magt verheven wordt . Men heeft
dus

(+ «)*'* - + «« . (34)
C- « )“ = + “ "

. .
( + ar + ' = + a n+ '

. (36)
- an -f- i „C—a ) ^ ==— a T . . (37 )

in al welke uitdrukkingen n eenïg gekeel getal moet verbeelden , opdat
door In een even, en door 2«~H . een oneven getal zou voorgesteld worden .

§ 52. Volgens de vorige § heeft men dus , om eenledige stelkunstige
vormen tot eene zekere magt te verheffen , den volgenden

Kegel . Bepaal eerst het teeken , dat de magt moet verkrijgen ; dit
teeken zal — zijn 9 indien de aanwijzer der magtsverheffing oneven
is 9 en de grootheid , welke tot die magt verheven moet worden , het
teeken — vóór zich heeft ; in alle andere gevallen zal dit teeken 4-
zijn . Ferhef daarna eiken factor van den vorm tot de verlangde tnagt ,
daartoe aan dien factor tot nieuwen exponent gevende het product van
den exponent 9 dien hij reeds heeft 9 met den aanwijzer der magt ,
waartoe men verheffen moet , en neem vervolgens het product van al
deze magten der factoren .

Uit dezen regel volgt onmiddellijk , dat ingevalle de vorm , die tot
eenige magt moet verheven worden , een> getallen - coëfficiënt bij zich
heeft , men dezen coëfficiënt almede tot die magt zal moeten verheffen ,
hetgeen , volgens § 9, door bloote vermenigvuldiging geschiedt .
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De volgende voorbeelden kunnen strekken tot toepassing van den ge-

gerenen regel :
1° - (3a .r2 y sy = 3‘•a “x 3y 13 — SI a * x* y'

2°. (~ 2 |7> x z3)3 = 7\ b3 .r 2 z4 ;
3° . l — 10 .ï 4 r 2) 3 = — 1000 ]>ls q 12 r c ;

4° . (5 a36” c )” = 5” a 3a i”" , e”;

5° . (ap cr ds )n — aPn b',n èrn dsn.

§ 53. De ontwikkeling van veelledige stelkunstige vormen tot gegeve-

ne magten kan geheel en al geschieden door de regels , voor de ont¬

wikkeling der producten van veelledige vormen gegeven . Het is nut¬

tig , zich de volgende uitkomsten , die op deze wijze verkregen zijn , in

het geheugen te prenten :

(a+ 5)2 = «2 + 2a h + 72 ;
(«—*)> = a * — 2a b -|- ft2 ;
(a + ft)3 = a 3 + 3a2 b + 3a b3 + • b3 ;
(a —5)* ~ a 3 — 3a2 b -1- 3a b3 — b3 ;
(a+ 5 ) 4 = a 4 + 4a3 b -f- 6a2 52 4- 4a b 3 -1- 5 4 ;
(a —5) 4 — a 4 — 4a3 b -f- 6a2 52 — 4 ah 3 -f- b k.

Zoo men dan eenen tweeledigen vorm tot de tweede , derde , vierde magt

te verheffen heeft , kan men de ontwikkeling van die magt terstond door

toepassing van die bekende uitkomsten verkrijgen . Had men , bij voor¬

beeld , te ontwikkelen (3a-2 y — 1y3 z)3 , dan zou men vooreerst hebben

( 3 z-2 y - 2 .g2 z )3 = (3.r 2»/ ) 2 - 3 (3.r 2̂ 2 ( 2.v22) + 3 (3a-2̂ ) ( 22/2z)2 - ( 2^ 2z)3 ,

en hierop den regel der vorige § toepassende , /

( 3 ^ 1 y — iy * Z)3 — 27 x e y 3 — 3 . 8x ’, y 3. 2y 3 z + 3 . 2x ' y . 4 y hz3 — 8y 3 z 3 ,

hetwelk , na herleiding der termen , wordt ,

(3 ^., y — 2y 3 z) 3 — 27x 3y 3 — 5ix ',y t z + 36 x 3y 3 z2 — 8y 3 z3.

De boven opgegevene uitkomsten voor de tweede , derde en vierde mag¬

ten zijn slechts bijzondere gevallen van de volgende algemeenere formu¬

le , die onder den naam van het binominm van Newton bekend is , te

weten :
n n .

( «+ !<) = a ±
n—i n/n—1) n—z n{n—l ) (n—‘i) n—3

T72~ a b ± 17777 " b3+

n( n—1 ) ( n—2 ) (n—3) a "~ 4 J » -j- enz . (39 ).
1 . 2 . 3 . 4
Het is bier de plaats niet , om het bewijs dezer formule , die voor alle

geheele , gebrokene , positieveen negatieve waarden van n doorgaat ,

voortedragen ; men zal echter wel doen , zich die formule zelve in het

geheugen te prenten , en daartoe op te merken , welk verband er tus-

schen de opvolgende termen bestaat .
Deze zelfde formule kan ook nog dienen , om magten van veelledige
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vormen te ontwikkelen , omdat men eiken veelledigen vorm ook onder
de gedaante van eenen tweeledigen kan schrijven . Moest, bijvoorbeeld ,
ontwikkeld worden (a 2—52—rz ) :t , dan zon men hebben :

— b1 — e! )«
= [(a2 — 62) — e2] 2= ( «2 — b*y — 3 (a2 — fi2) 2c2 -i-3 ( «2 — — c '
= «6 — 3« ‘ü 1 + 3a2/)4— — 3a4c2+ 6a2/j2c 2 — 35 4c2 + 3a2c 4 — 3 i 2c 4— c6.

Overeenkomstig hetgeen in het slot der vorige § gezegd is , kan men
nog opmerken , dat wanneer een vorm tot eene evene magt moet verhe¬
ven worden , de uitkomst dezelfde zal blijven , indien men vooraf de
teekens der termen omkeert , en dat wanneer de verheffing tot eeneon -
evene magt moet plaats hebben , het omkeeren van de teekens der ter¬
men ook eene omkeering van de teekens der ontwikkeling ten gevolge
zal hebben . Zoo is :

( « - /)ƒ " = C/)- «ƒ "
. . (40 "

)

( "+ 1 - _ ( h- a f n ± ' . ( 41)
C- a - b

~
f n = (a + bf n . . ( 42 )

( _ „ _ fi) 2n+ 2 = _ <> + /,r + I
. ( 43)

welke formulen men evenzeer tot veelledige vormen kan uitstrekken .

Herleiding der wortels uit stelkunstige grootheden .

§ 54 . Zoo als in § 10 gezegd is , verstaat men door den 7>demagtswor -
tel uit een getal a niets anders , dan een getal , dat tot de )>de
magt verheven , het getal a oplevert . Dit wordt stelkunstig uitgedrukt ,
door de formule p p

( ]/a ) — a . ■ . (44 ) .
Verder volgt uit de bepaling van magtsverlieffing en worteltrekking ,
in § 9 en 10 gegeven , dat als men een getal a tot de p ie magt ver¬
heft , en uit die magt weder den p de magfsworteI trekt , men het getal
a zal terug bekomen , zoodat men heeft

P pV ar = a . (45 ) .
Overigens is de herleiding der wortels uit eenledige stelkunstige vormen
geheel begrepen in de beide volgende formulen :

ya ’"’ = a 1 . . (46)
n n n n n

en y a b cd . . . = y a . y b . y c . j/ d. enz . ( 47) .
Om de eerste dezer formulen te bewijzen , heeft men , volgens (32) ,

( « Y = «W-
De p A magtsworteluit («<7)p is , volgens (45 ) , a? , en de ))demagtswor-

Ptel uit dPV wordt voorgesteld door Daar nu zelfdemagtswortels
uit gelijke grootheden klaarblijkelijk even groot zijn , heeft men
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« ? = y aPU

of y/ a p? r=
Om de tweede formule te bewijzen , heeft men , volgens (33) ,

n n n n n n n n n n n n n
{ya . yb . ye . yd . . > . ) = {y a ) . {y b) . {yc ) . {yd )

volgens (44) kan men hiervoor schrijven
n n n n n

( y/a . y/ b , V c . j/ d . . . . ) = a be £? . . . . ;
7t n n n n ,

nu is volgens (45) uit {y a . y b . y c . y d . . . . ) de Kinagtswortel
71 71 71 71 V
ya . yb . yc . yd . . . . , en de « emaglswor (el uit ah cd . wordt

n
voorgesteld door y ah cd . . . . , waaruit volgt

n n n n n
y a . y b . y c . y d . . . . = y abcd . .
n n n n Ti

of y ab c d . . . . = y a . y b. y c . y d . . . .
Ten aanzien van de teekens , valt bij de herleiding der wortels uit

stelkunstige vormen het volgende op te merken . Wanneer men + a en
de

— a beide tot eene zelfde onevene , b . v . de ( 2n+ l ) magt verheft , ver¬

krijgt men , volgens (36) en (37) , in het eene geval + «“ + 1 , en in het

Hieruit volgt , dat dan ook de (2n+ l )
de magtswortelandere

uit + a1'!~t~I zal zijn + a , en dat die uit —a 2n^~T zal wezen —a ,
en dat men dus heeft

-r
| / — d

271-f-X : — y/a en —- ]/ — a
« •+ > M + i

: -h y/ a (48 ) ;
derhalve mag men , bij onevenemagtswortels , het teeken van de uitdruk¬

king onder het wortelteeken veranderen , mits men te gelijker tijd het

teeken , dat vóór het wortelteeken staat , omkeere . Zoo is , bij voor-

beelds y/ — 8 = — ]/8 = — 2 ; — y — 3 = j/3 ; enz .

Wanneer men + « en —a tot eene zelfde evene magt , b; v . tot de

magt 2n verheft , leveren beide , volgens (34) en (35 ) , -\-a2n op ; er be¬

staat dus geen positief of negatief getal , dat , tot eene evene magt ver¬

heven zijnde , een negatief getal voortbrengt ; voor den evenemagfs-

wortel uit een negatief getal kan dus geenerlei getallenwaarde worden

aangewezen , en het is daarom , dat men zulke , door stelkunstige tee-

kens voorgestelde , wortels onbestaanbare uitdrukkingen noemt . Zoo
4 %n

zijn b . v . j/ —4 , j/ —1 , en in het algemeen y/ — azn onbestaanbare uit¬

drukkingen . Daarentegen is de 2ndemagtswortel uit ö2” niet alleen 4 - a ,
maar ook — a 9 men heeft dus

%n ïti
y a ‘n z= + a en y — «2n onbestaanbaar . . (49 ) ,

waaruit volgt , dat bij wortels eener evene magt de gedaanteverandering ,
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die in (4$) voor dej wortels eener onevene magljs aangetoond , niet kan

plaats hebben*
Uit het gezegde is gebleken , dat wanneer uit een getal of uit een*

stelkunstigen vorm de wortel eener evene magt moet getrokken worden ,

er altijd twee zulke wortels zijn , die van elkander alleen in teeken ver¬

schillen ; men heeft tot gebruik aangenomen , om , bij het aanduiden

van zulk eene worteltrekking , die wortels reeds van elkander te onder *.

scheiden , door de teekens + en — vóór het wortelteeken te plaatsen .
2»

Toor den 2«demagtswortei uit A schrijft men alzoo 4 ; j/A , en nu duidt
27» »/» 2Tl

-f- j/A of f/Aden eenen , en — j/A den anderen wortel aan , zoodat ten-
27» 272

gevolge van dat aangenomen gebruik , ]/A en — i/A ieder nu slechts

ééne beteekenis hebben . 2n
Is A een enkel positief getal , dan bedoelt men altijd door y A den

zn
positieven , endoor — yA den negatieven wortel uit dat getal ; zoo

is , bij voorbeeld , de vierkantswortel uit 9 zoowel — 3 ais 4- 3 , maar

door 5 + y 9 wordt alleen het getal 8 , en door 5 — ]/9 alleen het ge¬
tal 2 bedoeld .

Is echter A een stelkunstige vorm , dan hangt het van bijzondere om-
2.71 s.n

standiglieden af , of y A den positieven en — j/A den negatieven wortel

voorstelt , dan wel of dit omgekeerd plaats heeft ; het zou buiten het

bestek dezer beginselen gaan , hieromtrent in meer bijzonderheden te‘ 27»

treden ; men kan echter uit de volgende voorbeelden zien , dat 4 - yA
in sommige gevallen een negatief getal aanduidt ;

1° . l/ (- 3)*= - 3 ; y (—2 ) ‘t= .—2 ;
2° . j/ (—3) (- 27 )= v/ ( - l )*X3X27 = t/ (- l )2XSI ==- lX9= ~ 9 ;
3». 1>(—4) (—16 ) (- 2y = i>(—l ) *X4X16X2 2= |/ (—l ) 4X256= - lX *= - 4■

§ 55 . Yolgens de vorige § heeft men dus , ter herleiding der wortels

uit eenledige stelkunstige vormen den volgenden
Beoex . Bepaal eerst het teeken , dat de wortel moet verkrijgen :

indien de aanwijzer der worteltrekking oneven is , en de grootheid
achter het wortelteeken het teeken — vóór zich heeft , dan moet het
teeken van den begeerden wortel — of 4 - zjn 9 naargelang er + of —

voor het wortelteeken mogt staan ; in alle andere gevallen blijft de
wortel het teeken behouden , dot vóór het wortelteeken staal . Trek

vervolgens den gewaagden tcortel uit eiken factor van den vorm ,
daartoe aaii dien factor tot nieuwen exponent gevende het quotiënt ,
dat er komt , wa7ineer men den exponent , welken die faetor reeds

heeft , deelt door den aanwijzer der worteltrekking , en neem vervol¬

gens het product van al deze wortels uit de factoren *
Uit dezen regel volgt onmiddellijk , dat , ingeval^e de vorm , waaruit

eenige wortel moet getrokken worden , een ’ getallen -coëfficiënt bij zich
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heeft , men uit dezen coëfficiënt almede dien wortel zal moeten trekken ,
waartoe later de weg zal aangewezen worden .

De volgende voorbeelden kunnen strekken tot toepassing van den ge -
gevenen regel :

1° . \/ 16 a * b2 c 6 = 4 a 1 b c 3 ;
2Ö. y27x 3 y Gz ° =
3° . 1/ — 64 j?9 = — 4 _p 3 ff ;
4° . — 1/ 16 = — 2 « tf2 ;
5° . i/5 <i 6 c = 5o a 5 c .

§ 56 . Ingevalle de aanwijzer der worteltrekking een even getal is ,en de grootheid achter het wortelteeken het teeken — vóór zich heeft ,is de zoo even gegeven regel voor geene volkomene toepassing vatbaar ;dit is evenmin het geval , wanneer niet uit elk der factoren van den
eenledigen vorm de begeerde wortel , zonder het gebruik van een wor¬
telteeken , kan worden uitgedrukt ; tot dit laatste wordt vereischt , dat
de exponenten van al de letter - factoren deelbaar zijn door den aan¬
wijzer der worteltrekking , en dat ook de getallen - coëfficiënten in de
gedaante van magten geschreven kunnen worden , waarvan de exponen¬
ten mede door den aanwijzer der worteltrekking deelbaar zijn . De
voorbeelden , in de vorige § gegeven , verkeeren alle in dit geval .

Hebben de eenledige vormen , waarvan men de wortels begeert , die
eigenschappen niet , dan kan dezelfde regel in vele gevallen dienen , om ,
zoo als men zegt , factoren buiten het wortelteeken te brengen ; in dit
geval , is de herleiding der wortels begrepen in de algemeene formule

y a n b = ayb . . . . (50) ,
die een onmiddellijk gevolg van de bewezene vergelijking (47) is . Om
deze herleiding te bewerkstelligen , neine men in acht den volgenden

Kegel . Ontbind den vorm , waaruit de wortel moet getrokken wor ^
den 9 sdoo mogelijk , in twee factoren 9 waarvan de eene de eigenschap
heeft , dat de begeerde wortel uit de7izelven> zonder behulp van wor¬
telteeken , kati worden uitgedrukt , terwijl de andere geene factoren
meer bevat , die dezelfde eigenschap hebben , schrijf den wortel nit
dien eersten factor buiten het wortelteeken , en laat den tweeden fac¬
tor onder het wortelteeken staan »

Zie hier eenige voorbeelden , tot toepassing van den gegevenen regel .
1®. y I2 = y 21. 3 = 2 y 2 ;
2° . y —m = y7 * x ~ 3 =z7y —3 ;
3° . y 5lt~ y 27»2 = 3 y 2 ;
4° . ]> - 375 = i/ —125 . 3 = - 5j/3 ;
5° . l/ ' 8 « U 5 = J/2 1 « 4 i ‘. 2fl = 2« i i 2 1/2// ;
6° . y $ l x 3y '*z7 — y3 3 x z y 3 3yz -= . %xyz z y 3 yz \
7 ° . y ~ 16a 9 b7 = y 2 *a s b 4 X — ah 3= 2a * b y ~ ab 3 ;
8° . y —64 p 7 q l0 r *= y —25p 5ff1° .2j!32 r 2——2pg 2y2p 2 r 2;

9®. y — a * h* -=zahy — \ .
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Inilien men de vergelijking (50) aldus schrijft :
n n

a y h = ]/ «” /»,

leert zij , zoo er factoren buiten het wortelteeken staan , tlie factoren

onder het wortelteeken te brengen . Men heeft daartoe den volgenden

Regel . Verhef den factor , die buiten het wortelteeken staat , lot

zoodanige magt , als door den aanwijzer der worteltrekking icordt aan¬

gewezen , en breng die verkregene magt , als factor , onder het wor¬

telteeken .
In de zoo even gegevene voorbeelden , behoeft -men de leden der ver¬

gelijkingen slechts te verplaatsen , om even zoo vele voorbeelden lei*

toepassing van dezen regel te verkrijgen .

Het volgens § 54 aangenomen gebruik , om de beide evenemagtswor -

tels uit eenige grootheid , door de teekens + en — van elkander te

onderscheiden , vordert , dat men bij het toepassen van den laatslen

regel , om factoren ondereen evenemaglswortelteeken te brengen , nim¬

mer het teeken — onder de binnen te brengen factoren moet begrijpen ,

daar hierdoor de genoemde onderscheiding zou verloren gaan . Men moet

dus niet schrijven
—aybz =̂ / {—ayb — i/a *h ,
—a \/l ~ —y (a)2b=i:—\Za 2b .maar

Toorts is het luer de geschikte plaats , om op te nier ken , dat , zoo

eene vvortelgroolheid met eene grootheid zonder wortelteeken moet

worden vermenigvuldigd , men altijd dezen laatsten factor vóór den

eersten moet schrijven , dewijl men anders een’ factor , die buiten het

wortelteeken behoort , onveranderd onder hetzelve zou brengen . Voor

het product van a 2 en \/b schrijve men dus atyb of \Za eh , ennietj/4 «2 ;

even zoo is van 3 en ]/ 5 het product 3 ]/ 5 of y/ 45 , en niet 1/5x3 .

§ 57. De wortels uit stelkunstige vormen zijn somtijds nog voor eene

andere herleiding vatbaar , die begrepen is in de formule

( M ) .

Oni deze formule te bewijzen , merke men op , dat volgens (44)

is . Brengt men nu elk Lid dezer vergelijking tot de n*0 magt , dan

blijkt , dat men ook heeft
(y ' ai ) nP = : a n t

Nu is , volgens (45) , de wjjdemagtswortei uit het eerste lid dezer ver-

P np

gelijking \/ a g , die uit het tweede lid wordt door j/ «*? voorgesteld ,

en bijgevolg is

waardoor de opgegevenc formule bewezen is.
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Dezelve toont aan , dat wanneer de aanwijzer eener worleltrekking en
de exponent van de grootheid onder het wortelteeken eenen gemeenen
deeler mogten hebben , men dien gemeenen deeler uit beide die getallen
kan weglaten , zonder daardoor de waarde van den vorm te veranderen .

npDaar in deze formule onder het teeken y niets anders dan alleen de
grootheid slaat , kan dezelve ook alleen dan toegepast worden ,
wanneer al , wat onder het wortelteeken staat , ( het teeken en de ge-
tallen -coëfficiënt daaronder begrepen ) in de gedaante eener magt kan
worden geschreven , waarvan de exponent eenen gemeenen deeler met
den aanwijzer der worteltrekking heeft .

Zie hier eenige voorbeelden van deze herleiding :
1». ]/8 = ]/2 == t/2 ;
2S. y4a *be= ]/ (2ab :sy = y2ab *= by2ab ;
3». V — 21a *b*—y (—3ab *y = y —Sal *——j/3ai s ;
4°. y —512a ’—i/ (—2ay —y (—2a)3——2ai/ —2a ;
5». ya ’,*t>nrcr,s= y (aH rcsT = .ya ‘!br c*.

§ 58 . De regels , in de drie laatste § § gegeven , zijn even zeer toepas¬
selijk op eenledige stelkunstige vormen , die veelledige factoren bevatten .

Zie hier eenige voorbeelden :
1° . y («—5)2 ( c+ (f)4= (a— 5) (c+ (f)s ;
2° . yp e (p *+ q *y —p * (j >*+ q *) -,
3» . y 2b 1 (e *+f *y = !>y *+p ) y 2 ( e*+f *) ;
4° . y 160 (m s— ns)6= 2 (m5—ns ) y 5 (m*—u ;

B". y (a*—b*)~ (a+ b 'y (a —by = y (a+ b 'y * ( a —by — y (a+ b 'y (a —b)«
= y ( a+ b) ( a *— b*)s .

De herleiding der wortels uit veelledige vormen komt dan eigenlijk
ook daarop neder , dat men die veelledige vormen , in zulke gedaan¬
ten weet te schrijven , dat de regels voor de eenledige vormen op dezelve,
even als in de bovenstaande voorbeelden , kunnen worden toegepast ; dit
kan echter slechts in sommige gevallen plaats hebben , en of dit kan
geschieden , zal men het best ontdekken , door de vormen zoo eenvoudig
mogelijk voor te stellen , waartoe het nuttig is , zich steeds de uitkom¬
sten , in § 34 en 53 opgegeven , te herinneren . Zoo is , bij voorbeeld :

1° - y ( ia * — 8a * b + 4a* b*) = y 4a* ( a *~ 2ab + b*)
: : y4u *(a —b)* = 2 «(o—b) ;

2». y l (a — 2by + Sa 5] = y (a * — 4ab+ 41 * -+- 8ab)
= y (a *+ 4ab+ 4b *) = y (a+ 2b )*= a + 2b ;

3». y (a*— b*)(a+ b) = y (a — b) (a+ b)(a+ b)
— y (a - b)(a+ /,y = (a+ b)y ( a— b) ;

4®. y (a 3—b*)(a *+ al + h*f = j/ (a — b)( a*+ ab+ b*)(a *+ ab+ b*y
== (n*+ ab+ b*)y (n—b) .
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De meest voorkomende herleidingen van wortels uit stelkunstige vor¬

men hebben plaats ten opzigte der vierkantswortels ; liet is daarom van

belang op te merken , dat de ontwikkelde tweede magt van eenen twee-

ledigen vorm altijd drie termen bevat , en dat de ontwikkelde tweede

magt van eenen drieledigen uit zes termen bestaat ; waaruit volgt , dat

de vierkantswortel uit eene twee - vier - of vijfledige grootheid nooit

zonder behulp van het wortelleeken zal kunnen worden voorgesteld ; en

hij eene drieledige zal dit alleen dan kunnen plaats hebben , indienzulks

bij twee der termen kan geschieden , en tevens de derde term het dub¬

bel product is van de wortels uit de beide andere . Was , bij voorbeeld ,

gegeven y ( 25a 2 b‘* — 70 a * h%c -+• 49a Gc2 ), dan zou men opmerken ,

dat y 25 è* = ba /,% y 49 a « c 2 = 7fl3 cen 2* bal 1 . 7a*c = 70«* 51 c

is , en dat men derhalve voor den gegevenen vorm schrijven kan

y (5 a b%— 7 «3 c)2 = bal* — 7 c .

BEHANDELING DEB GEBROKENE STELKUNSTIGE VORMEN .

§ 59. Wanneer een stelkunstige vorm een factor is van eenen anderen

vorm , en men den eersten in den laatsten deelt , zal deze deeling op¬

gaan ; hierom wordt de eerste vorm een deeler van den tweeden , en de

tweede een veelvoud van den eersten genoemd.
Wanneer twee stelkunstige vormen eenen zelfden vorm als factor be¬

vatten , wordt die laatste vorm een gemeene deeler der beide eerste ge¬
noemd ; zoo is , bij voorbeeld , a een gemeene deeler der vormen 3a%b

en 2ac2.
Twee vormen kunnen verscheidene gemeene deelers hebben ; zoo heb¬

ben , bij voorbeeld , 6a 2 62 c en 15ab 3d tot gemeene deelers 3 , a , 5 ,
ab , 3a , 3ab enz . ; wanneer echter s een gemeene deeler in twee stelkun¬

stige vormen gedeeld wordende , de quotiënten , die er komen , geene

gemeenschappelijke factoren meer hebben , noemt men dien gemeenen
deeler den groolsten gemeenen deeler ; van 6 a2 />* c en 15 a b3 d is alzoo

5 a1 b1 e \ bab3d
Zal1 de grootste gemeene deeler , omdat .- * zzz2ac en _— — z=zbld

3 ab1 2ab*

geene gemeenschappelijke factoren meer bevatten .
Wanneer een stelkunstige vorm te gelijker tijd een veelvoud van eenige

andere stelkunstige vormen is , wordt de eerste een gemeen veelvoud van

die andere vormen genoemd ; zoo is , bij voorbeeld , 6a2b3c een gemeen
veelvoud van 2abc , 3a c en 65* . Het gedurig product van eenige stel¬

kunstige vormen is dus altijd een gemeen veelvoud van dezelve ; van de

zoo even genoemde vormen 2abc , 3a c en 65 * , is dan ook het gedurig

product 36 «* 5 * c* een gemeen veelvoud .
Eenige stelkunstige vormen hebben altijd een oneindig aantal gemeene
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veelvouden , onder welke er een is , dat men het kleinste gemeene veel¬
voud dezer vormen noemt , omdat het uit minder factoren bestaat , dan
elk ander gemeen veelvoud.

Zijn er onder eenige gegevene stelkunstige vormen geene , die gemeen-
schappelijke factoren hebben , dan zal het gedurig product van die vor¬
men hun kleinste gemeene veelvoud zijn ; want zoo men uit dit gedurig
product slechts een enkele factor wegliet , zou de komende vorm geen
gemeen veelvoud der gegevene vormen zijn.

Komen onder eenige gegevene stelkunstige vormen zoodanige voor ,
die gemeenschappelijke factoren hebben , d<*n zal , als men uit hun ge¬
durig product die gemeenschappelijke factoren weglaat , de komende
vorm nog een gemeen veelvoud der gegevene vormen zijn , en dit gemee¬
ne veelvoud zal het kleinste wezen , omdat , zoo men er nog meer fac¬
toren uit wegliet , de komende vorm geen gemeen veelvoud meer zijn zou.

Van de zoo even genoemde vormen 2 abc 9 3ac en 6//1 is 6ab 2 c het
kleinste gemeene veelvoud, want laat men uit hun gedurig product 3&a 2hzc2

achtervolgens weg : den factor ac , die aan de beide eerste ; den factor
3 , die aan de beide laatste , en den factor 2/>, die aan de eerste en laat¬
ste vormen gemeen is , dan verkrijgt men 6ai >%c , en wilde men hieruit
nu nog meer factoren weglaten , dan zou de komende vorm klaarblijke¬
lijk geen gemeen veelvoud meer wezen van de opgegevene vormen .

Alvorens tot de behandeling der stelkunstige gebrokens over te gaan ,
zal het noodig zijn, vooraf aan te wijzen , hoe de grootste gemeene
deelers en kleinste gemeene veelvouden van gegevene stelkunstige vormen
gevonden worden .

Over het vinden van de grootste gemeene deelers
der stelkunstige vormen .

§ 60. Bij twee eenledige vormen vallen niet alleen de gemeene dee¬
lers , maar ook de grootste gemeene deelers , van zelven in het oog,
mits men slechts vooraf den grootsten gemeenen deeler der getallen¬
coëfficiënten , zoo als dit in de cijferkunst geleerd is , bepaald heeft .

Uit hetgeen in de vorige § gezegd is , blijkt duidelijk , dat men , om
den grootsten gemeenen deeler van twee of meer eenledige stelkunstige
vormen te vinden , gebruik kan maken van den volgenden

Regel . Bepaal eerst den grootsten gemeenen deeler der getallen¬

coëfficiënten , en vermenigvuldig dien met al de Jetterf actoren , die de
vormen met elkander gemeen hebben 9 elk verheven tot de laagste ?nagt ,
waartoe die letterfactor in de gegevene vormen voorkomt , dan zal dit

gedurig product de grootste gemeene deeler zijn .
Het is klaar , dat de vormen geenen gemeenen deeler zullen hebben ,

wanneer de getallen -coëfficiënten er geenen hebben , en er ook geene
gemeenschappelijke factoren in de opgegevene vormen voorkomen .
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§ 61 . In § 29 is gebleken , dat , als men eenen veelledigen vorm met
eenen eenledigen vermenigvuldigt , die eenledige in al de termen van
het ontwikkelde product voorkomt; hieruit volgt 9 dat een veelledige
vorm geen’ eenledigen factor kan hebben , tenzij die eenledige factor
zich in al de termen van den veelledigen vorm als factor bevinde. Wan¬
neer men dus de factoren , die aan ai de termen van eenen veelledigen
vorm gemeen zijn , buiten haakjes brengt , zal die veelledige vorm

geene andere eenledige factoren bevatten.
Om alzoo den grootsten gemeenen deeler van eenen eenledigen en

eenen veelledigen vorm te vinden, brenge men de factoren, die aan al
de termen van den veelledigen vorm gemeen zijn , buiten haakjes , waar¬
door de veelledige vorm de gedaante van eenen eenledigen zal hebben

verkregen , en daarna passé men den regel der vorige § toe .
§ 62. Het vinden van den grootsten gemeenen deeler van twee veel¬

ledige vormen, zou omniddellijk tot den regel , voor de eenledige ge¬
geven , teruggebragt kunnen worden, indien men slechts die veelledige
vormen in derzelver eenvoudigste factoren wist te ontbinden; want het
is klaar , dat iudieii men die vormen, in hunne eenvoudigste factoren
ontbonden, schrijft , daarna volgens den regel van § 60 den grootsten
gemeenen deeler bepaalt , en de vormen alsdan door dien deeler deelt ,
de komende quotiënten geene gemeenschappelijke factoren meer zullen
hebben.

Verkeeren dus twee veelledige vormen, waarvande grootste gemeene
deeler moet gezocht worden, in dit geval , dan volge men de2i boven
aangeduiden weg . Wilde men , bij voorbeeld , den grootsten gemeenen
deeler vinden van de vormen

4 «2 63 2 a3 A* + 2 ah *
en 8 a *h
dan zou men deze vormen naar de afdalende maglen van eene zelfde
letter , b. v . a rangschikken, en vervolgens zoo eenvoudig mogelijk
schrijven. Hierdoor zou men voor den eersten vorm verkrijgen

2a* (t* + 4a 1 b* + 2ah * — 2a l 2 («2 + 2a h + A2) r=z 2a A2 (a + ft)2 ,
en voor den tweeden

8a * b — 8«2 A3 = 8« 2 b (a2 - b*) = S« 2 b ( a - b) (a + A).
Door toepassing van den regel , voor de eenledige vormen gegeven ,
vindt men nu voor den grootsten gemeenen deeler dadelijk 2ah{a + b) .
Deelt men de beide vormen door dezen deeler , dan verkrijgt men tot
quotiënten b(a+ h) en 4 a ( a— b) 9 die nu klaarblijkelijk geene gemeen¬
schappelijke factoren meer hebben .

Daar men echter altijd zoo gemakkelijk niet zien kan , of een veelle¬
dige vorm in factoren ontbonden kan worden, en welke die zijn , zoo
heeft men, om de grootste gemeene deelers van twee veelledige vormen
in alle gevallen te kunnen ontdekken, naar andere hulpmiddelen omge¬
zien.



§ 63 . Het is vooreerst klaar , dat , indien van twee veelledige vormen
een gemeene factor van zelf in het oog mogt vallen , deze een factor van
den grootsten gemeenen deeler dezer vormen zou wezen ; men kan dus
de vormen door dezen gemeenschappelijken factor deelen , en dan blijft
er nog over , den grootsten gemeenen deeler te zoeken van de komende
quotiënten ; deze gevonden wordende , zal men denzelven met den reeds
opgemerkten factor moeten vermenigvuldigen , en dit product zal dan
de grootste gemeene deeler der beide vormen wezen . Indien liet mogt
blijken , dat de genoemde quotiënten geenen gemeenen deeler hadden ,
zou alleen de reeds ontdekte factor de grootste gemeene deeler der
beide vormen zijn.

Het w'eglaten van gemeenschappelijke factoren is dus een eerste hulp¬
middel , om het zoeken der gemeene deelers van gegevene vormen tot het
zoeken der gemeene deelers van eenvoudiger vormen terug te brengen .

Kernen wij tot een voorbeeld , dat gevraagd werd , den grootsten ge *
meenen deeler te vinden van 2a 3c2 — 2b*c% en 2a uci — 2dan valt
terstond in het oog , dat heide vormen den factor 2c2 gemeen hebben ,
die dus reeds een factor van den grootsten gemeenen deeler moet zijn.
Deelen wij beide vormen nu door dien factor , dan zijn de quotiënten
tt3—b3 en /A Het opgemerkte in § 49 is genoegzaam , om dadelijk
te zien , dat de beide laatste vormen, den factor a — b gemeen hebben .
Weder door dezen deelende , komt er a1~\-al + b'1 en a3-ha 2b-hab z+ b 3 ,
en er blijft dus slechts over , den grootsten gemeenen deeler van de laat¬
ste vormen te zoeken . Mogt het nu blijken , dat deze vormen geen’ ge¬
meenen deeler hebben , dan is het product der reeds gevondene factoren ,
dat is 2cz(a —b) de begeerde grootste gemeene deeler . Mogten echter
a *+ -ah-\ -hz en a 3+ azb-\- al z+ b3 gemeene deelers hebben , dan zou men
hunnen grootsten gemeenen deeler met 2c2(«— b) moeten vermenigvuldi¬
gen , om den begeerden grootsten gemeenen deeler te verkrijgen .

§ 64. Het is klaar , dat als men een’ der gegevene vormen met eenen
factor vermenigvuldigt , of door eenen factor deelt , die geen factor is
van den anderen vorm , en ook geene deelers heeft , die in den anderen
vorm als factoren voorkomen , de nieuwe vorm , die daardoor ontstaat ,
met den anderen vorm nog denzelfden grootsten gemeenen deeler zal
hebben , als de beide oorspronkelijke vormen , omdat de gemeene deeler
uit factoren moet bestaan , die aan beide vormen gemeen zijn . Mogt
dus bij eenen der gegevene vormen van zelf zulk een factor in het oog
vallen , dan kan men dien factor weglaten , en den aldus verkregenen
vorm in plaats van den opgegevenen nemen.

Het weglaten van factoren , die niet aan de beide vormen gemeen zijn,
is dus een tweede hulpmiddel , om het zoeken van gemeene deelers een¬
voudiger te maken.

Kernen wij tot een voorbeeld , dat gevraagd werd den grootsten ge-
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meenen deeler te vinden van 2a *c*d — 2 b*c *d en 3aVA -f- 3«55 , dan valt
terstond in het oog » dat de eerste dezer vormen den factor Ie - tl bevat ,
die geen factor is van den anderen vorm , en ook geene deelers heeft ,
die in den anderen vorm voorkomen . Hetzelfde heeft plaats met den
factor 3ab1 , die in den tweeden vorm begrepen is . Deelt men nu eiken
vorm door den daarin opgemerkten factor , dan zijn de quotiënten
a 3—b” en «3+ 53. Volgens het opgemerkte in § 49 , is nu a —b een
factor van den eersten , en a+ b een factor van den laatsten dezer beide
vormen . Heeft men zich nu verzekerd , dat a —b geen factor is van
a 3+ b3 en a + b geen factor van a 3— b3 , dan kan men weder deze vormen
door den daarin opgemerkten factor deelen , waardoor men de quotiën¬
ten a *+ ab+ h* en «2—ab+ b3 zal bekomen , en er blijft dus slechts
over , den grootsten gemeenen deeler van de laatste vormen te zoeken ,

§ 65 . Een derde hulpmiddel , om het zoeken der grootste gemeene
deelers te vereenvoudigen , steunt op de stelling , dat , wanneer men op
twee stelkunstige vormen , die gemeene deelers hebben , de gewone
bewerking der deeling toepast (§ 46) , en daardoor een gedeelte van het

quotiënt gevonden heeft , de deeler en de rest dezer deeling nog den-
zelfden grootsten gemeenen deeler zullen hebben , als de beide oor¬
spronkelijke vormen.

Om deze stelling te bewijzen , neme men aan , dat twee gegevene stel¬

kunstige vormen eenen anderen vorm tot grootsten gemeenen deeler
hebben ; noemt men dan kortheidshalve dien gemeenen deeler D , en de

quotiënten , die er komen zouden , als men de gegevene vormen door
dien gemeenen deeler deelde , A en B , dan hebben de vormen A en B geene
gemeenschappelijke factoren meer , en dan worden de gegevene vormen
zelven door ADenBDvoorgesteld . Wordt nu AD in BD gedeeld , en stelt
men het gevondene gedeelte van het quotiënt door Q voor , zoodat de be¬
werking aldus te staan komt ,

AD ! BD IQ
/ ADO /

IiD - ADQ ,
dan ziet men duidelijk , dat de rest in de factoren D en B—AQ kan ont¬
bonden worden , en dus met AD den deeler D gemeen heeft . Deelt men
nu AD en BD—ADQ beide door D , dan hebben de komende quotiënten
A en B—AQ geene gemeenschappelijke factoren meer , omdat elke factor
van A , volgens de onderstelling , geen factor van B is , en dus ook (§ 44 )
geen factor van B—AQ kan wezen . Hieruit volgt , dat D niet alleen een
gemeene deeler , maar ook de grootste gemeene deeler van AD en
BD—ADQ is , waardoor de opgegevene stelling bewezen is .

Begeert men nu den grootsten gemeenen deeler van twee stelkunstige
vormen te vinden , en past men daarop , na behoorlijke rangschikking
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der vormen , de bewerking der deeling , zoover mogeiijk , toe , daarbij
tot deeler aannemende den vorm , die ten opzigte der rangletter van
den laagsten graad is , dan zal de rest , ten opzigte dezer rangletter ,
van lageren graad zijn , dan deeler of deeltal ; en , volgens de bewezene
stelling , met den deeler denzelfden grootsten gemeenen deeler hebben ,
als de beide opgegevene vormen . Om dus den grootsten gemeenen dee¬
ler der beide opgegevene vormen te vinden , behoeft men slechts den
grootsten gemeenen deeler van den deeler en de rest te zoeken , waar¬
door het zoeken der gemeene deelers van gegevene vormen tot het zoe¬
ken der gemeene deelers van eenvoudiger vormen wordt teruggebragt .

Op deze eenvoudiger vormen kan men hetzelfde hulpmiddel nogmaals
toepassen , ten einde vormen van nog lageren graad te bekomen , die
weder denzelfden grootsten gemeenen deeler als de oorspronkelijke moe¬
ten hebben ; de laatst verkregene vormen kan men weder op dezelfde
Wijze behandelen , en zoo vervolgens .

Komt men nu bij eene der hiertoe vereischte deelingen tot eene rest
O , dan is de laatste deeler klaarblijkelijk de grootste gemeene deeler
van zich zelven en de vóórlaatste rest , en dus ook van de opgegevene
vormen .

Komt men niet tot eene rest O , dan kan men de achtervolgende dee¬
lingen zoo ver voortzetten , tot dat men eene rest verkrijgt , waarin de
rangletter niet meer voorkomt , en dewijl ook deze rest altijd nog den
grootsten gemeenen deeler der gegevene vormen , als factor , moet be¬
vatten , zal er in dit geval geen gemeene deeler , afhankelijk van die
rangletter , kunnen wezen.

Indien er een , van die rangletter afhangende , gemeene deeler in de

gegevene vormen aanwezig is , zal men dan ook , bij de achtervolgende
deelingen , eens tot eene rest O moeten komen.

§ 66 . Ka dus , waar dit plaats kan hebben , door toepassing der !n
§ 63 en 64 aangegevene hulpmiddelen , het zoeken der grootste gemeene
deelers van twee veelledige stelkunstige vormen , te hebben teruggebragt ,
tot het zoeken dier deelers van zulke vormen , waarin men op het oog
geene factoren meer ontdekt , heeft men , overeenkomstig het derde aan¬
gewezen hulpmiddel den volgenden

Kegel . Rangschik de beide vormen naar de afdalende magten van
eene zelfde letter ; deel 9 volgens den regel van § 46 , de vorm 9 die
ten opzigte der rangletter van den laagsten graad is 9 in den anderen 9
totdat er eene rest van lageren graad dan de deeler komt ; deel deze
rest even zoo in den vorigen deeler , en ga hiermede voort , totdat
er eene rest 0 , of eene rest , die onafhankelijk van de rangletter is ,
te voorschijn komt ; in het eerste geval is de laatste deeler de ge¬
zochte grootste gemeene deeler , en in het laatste geval hebben de
vormen geenen gemeenen deeler ,, die van de rangletter afhankelijk is -



Bij het toepassen van dezen regel , zal het dikwijls gebeuren , dat de eer¬

ste ferm des deelers niet opgaat in den eersten term des deeltals ; om nu

evenwel de bewerking te kunnen voortzetten , zonder in gebrokens te

vervallen , kan men , om de deeling der eerste termen te doen opgaan ,

overeenkomstig het opgemerkte in § 64 , in het deeltal factoren invoe¬

ren , of , zoo mogelijk , factoren uit den deeler weglaten , mits die fac¬

toren aan de voorwaarden , in § 64 opgegeven , voldoen . Bij het ach¬

tervolgend deelen moet men voorts zorgen , dat na elke aftrekking de

resten weder behoorlijk gerangschikt zijn , en hetgeen hierboven gezegd

is , omtrent het weglaten en invoeren van factoren blijft ook , na elke

aftrekking , op nieuw toepasselijk . Verder is het klaar , dat tw'ee vor¬

men geene gemeene deelers zullen hebben , warneer al ie getallen -coëffi -

ciënten geenen zelfden factor bevatten , en er ook geene gemeenschap¬

pelijke letters in voorkomen ; zoo is het , bij voorbeeld , blijkbaar , dat

de vormen
2a 3+ 5o ^A+ 7oA2—4A3 en ! 7.r 3—Xr2y+ B.ry 2~ 25y 3

geenen gemeenen deeler kunnen liehben .
Ter opheldering van den gegevenen regel , strekken de volgende

voorbeelden : »
Eerste Voorbeeld . Den grootsten gemeenen deeler te vinden van de

vormen 5ab i+ a s b^— 10?>*—2o 2A3 en o 2A2—8b “—2aA3+ a 3A.
De bewerking komt aldus te staan :

<z3A2—2a 2A3+ 5aA*—10A5 ; a 3A+ « 2A2—2aA3—8A‘ ;
a 3A —2n 2A2+ 5aA3—10A4 ; a 3 -)-a 2A —2aA2—8A3 ;

a 3 —2ö 2A + 5aA2—10b3
Ja

* + a *b —2aA 2—8A3 Jl
o 3—2a 2A -f-balt *— 1Oh3

3a 2A — 7« A2+ 2A3
3o» —lab + 2A2

3a 1—7 « S+ 2A*
j a 3—2u 2A+ Bah3—10b 3
'

3a 3—6a *b+ 15ab *—3063 \ a
3« 3—7« 3/)+ 2« i » 1

a 2A+ 13aA2—30A3 . •

3n 2 + 39aA —901,2 | 1
3a 2 — lab + tb 11

46aA —92 A2
a ' - 2A

«—2A/ 3a 2 —7afi+ 2t 2 i 3« —A

3ö * —6ffb

0



§ 66 , 48

Vooreerst zijn liier de vormen gerangschikt naar de afdalende magten
van ft ; vervolgens is opgemerkt , dat de beide vormen den gemeenscliap-

pelijken factor 6 hadden , deze factor is dusweggelaten ; verder is opge¬
merkt , dat b toen nog een factor vondeneersten , maar niet meer van den

tweeden vorm was , derhalve is ook die factor uit deneersten vorm weggela¬
ten ; daarna zijnde komende vormen in elkander gedeeld , en daar zij beide ,

ten opzigte van a , van denzelfden graad waren , was het hier onver¬

schillig , welken men voor deeler aannam. De rest dezer deeling eenen

factor b bevattende , die geen factor van den deeler was , zoo is die

factor uit de rest weggelaten , en deze vereenvoudigde rest , ten opzigte

van a , van eenen lageren graad dan de deeler zijnde, is als nieuwe dee¬

ler en de vorige deeler als nieuw deeltal aangenomen . Om bij deze

tweede deeling de eerste termen in elkander te doen opgaan , is in het

deeltal de factor 3 ingevoerd , hetgeen mogt geschieden , omdat 3 geen

factor van den deeler was ; na de eerste aftrekking is , om dezelfde re¬

den , de factor 3 ingevoerd , en ter vereenvoudiging de factor b wegge¬

laten , even zoo is in de volgende rest de factor 464 weggelaten , het¬

geen alweder mogt plaats hebben , omdat 464 geen factor van den dee¬

ler was , en ook geene deelers bevatta , die factoren van den deeler wa¬

ren . De vereenvoudigde rest «—24 is eindelijk weder in den voiigen

deeler gedeeld , en deze deeling opgegaan zijnde , zoo volgt hieruit ,

dat «—26 de grootste gemeene deeler van de twee opgegevene vormen

zijn zou , indien uit die opgegevene vormen geene gemeenschappelijke

factoren waren weggelaten ; daar echter hier reeds in den beginne de

gemeenschappelijke factor 6 is weggelaten geworden , is 6(«— 24) do

gevraagde grootste gemeene deeler .
Tweede Voorbeeld. Den grootsten gemeenen deeler te vinden van de

vormen 2 .r 1 -1- 3a * -I- I ca .r3 -{- 2 j: -j- 1 .

De bewerking is deze :
a-3 + 2a- + 12 .r 2 + 3 .z- + l

2a-3 4 - 4a- + 2 > ^’

lx 3 + 3r 2 + x
— 3a-3 + 3x + 2
— 6x 3 + + 4
— 6.r 2 — 9.r — 3

15a- + 7

15 .r + 7y 2a-2 + 3z- + 1
I 30.r * 4 - 45a- + 1512*

30a -2 + 14a- *

31a- 4 - 15
465a- + 225 l 31
465r + 217 *

8
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Daar de laatste rest 8 geheel onafhankelijk van .ris , en klaarblijkelijk
geene factoren bevat , die ook factoren van de opgegevene vormen zijn ,
zoo hebben dezelve geenen gemeenen deeler .

§ 67. Indien men , bij het rangschikken der vormen naar de afdalende

magten vaneene zelfde letter , verschillende termen aantreft , waarin de¬
zelfde magt van die letter voorkomt , is het vooral noodig , het opge¬
merkte in § 47 in het oog te houden , daar zich anders de zwarigheid
zou kunnen opdoen , dat men door de deeling tot geene resten van lage -

ren graad geraakte . Zie hier een paar voorbeelden ter toepassing.
Eerste Voorbeeld . Den grootsten gemeenen deeler te zoeken van de

vormen ab — — ac -\- bc en a 7b — b 3 + a zc — b7c .
Verzuimde men hier het boven opgemerkte , dan zou men de volgende

bewerking verkrijgen
ab—ac —b*+ bc j a *h -f- a 3c — b * — bsc fa

' a *h a*c — ab%-4- abc
2a2c 4- ab7 — abc -
2a 7bc -+- ff/)3 — ff/)*c-

6* b' c
h4 — b2c > 2ac

2 a 2bc—2ff*c2— 2ff/>1c-f*2ff/)c t

2a: c*+ ab3+ ab2c—2abc3—h k“~b3c

en nu ziet men , dat er , na elke aftrekking , een term met a 7 is over¬

gebleven , welk verschijnsel zou blijven plaats hebben , hoe ver men de

bewerking ook voortzette .
Rangschikt men echter de vormen behoorlijk , volgens § 47 , dan ver¬

krijgen zij de volgende gedaanten
a ( li—c)— b( b— c ) en az(b+ c) — bz( lH~c) .

Nu ziet men terstond , dat de factor b—c uit den eersten en b+ c uit den
tweeden kan worden weggelaten , waardoor men komt tot de eenvoudi¬

ger vormen
a —b en ca— h1 ,

die klaarblijkelijk geene andere factoren dan ff—b gemeen hebben , zoo -
dat dan ook ff —b de grootste gemeene deeler van de opgegevene vor¬
men is,

Tweede Voorbeeld . Den grootsten gemeenen deeler te zoeken van de
vormen ah+ ac+ b* en a 2b+ ab*+ c 3.

Men heeft hier het volgende

<r( ft+ e)+ ft* / a 7b -f- ah7 4- c *
«*ft(^_j- c)4-fffia<^+ e )4- c8C/;4- c ) l ah
«a/>(fi4-c)4-ff/>3

abzc 4- c 3( />4-c )
al 7( h+ c) 4-r a(i4 -c)a H 1
« />i ( 64- c) 4- /><1
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waaruit blijkt , dat er geen gemeene deeler , afhankelijk van de rang -
letter , is.

§ 68. Wanneer het gebleken is , dat twee vormen geenen gemeenen
deeler hebben , afhankelijk van de letter , waarnaar alles gerangschikt
is , dan zouden zij evenwel nog eenen veelledigen gemeenen deeler kun-
ben , die onafhankelijk van deze rangletter is . In zulk een geval , moe¬
ten al de coëfficiënten van de verschillende magten der rangletter dien
gemeenen deeler als factor bevatten .

Stellen wij , om deze stelling te bewijzen , dat dedeeling van een’ der
gegevene vormen , door zulk eenen gemeenen deeler , tot quotiënt gaf

Prta+ 0«2+ Rc+ S ,
waarin P , Q , R , S een- of veelledige stelkunstige vormen verbeelden ,waarin de letter a niet voorkomt , en laatDdien gemeenen deeler voor¬
stellen , dan zal men den gegevenen vorm moeten terug vinden , zoo
men dat quotiënt met dien deeler vermenigvuldigt ; de vorm zelf zal
dus wezen DP«3 4 - I )Oa - + DR« + DS .
Deze vorm is nu , omdat D , P , Q , R , S geen van allen de letter a
bevatten , nog naar a gerangschikt , en al de coëfficiënten van de
verschillende magten van a hebben klaarblijkelijk D tot factor , waar¬
uit de waarheid van het gestelde volgt .

Zoodra dus de magten der rangletter veelledige coëfficiënten hebben ,
is het raadzaam , vooraf te onderzoeken , of al die coëfficiënten ook
eenen gemeenen deeler hebben ; want dit zoo zijnde, zal de grootste ge¬
meene deeler van al die coëfficiënten , tevens een gemeene deeler van
de opgegevene vormen zijn , en dezen gemeenen deeler uit de vormen
weglatende , zal het zoeken der gemeene deelers , die van de ranglet¬
ter afhankelijk zijn, veel vereenvoudigd worden .

Men zal uit het hier gezegde gemakkelijk kunnen opmaken , dat in het
laatste voorbeeld der voorgaande § ook geen gemeene deeler onafhan¬
kelijk van de rangletter aanwezig is.

Verder kan , tot opheldering van hetgeen in deze § gezegd is, dienen
het volgende

Voorbeeld. Den groofsten gemeenen deeler te zoeken van de vormen
2ftM-8i1c1 en a ' b—2« *c— ia 2b3+ 8a2b2c+ 4b*—8J4e .

Vooreerst schrijve men deze vormen aldus :
o2( fi2—4c2)— 2ft1(t 1—4c1)

en « *( ft—2c)—4«2ft2(ft—2c ) + 4ft \ ft—2c ) ,
dan ziet men , in aanmerking nemende , dat ft2— 4c 2= Ci+ 2c ) ( ft—2c ) is ,
terstond , dat al de coëfficiënten ft—2c als factor bevatten . Men kan
dus dezen weglaten , opmerkende , dat dezelve een factor van den groot -
sten gemeenen deeler moet wezen ; hierdoor verkrijgt men , in plaats
van de opgegevene vormen
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«2( i + 2c) —2i*( i+ 20
en « * — 4«*6* 4 - 46 *.
Nu ziet men weder , dat 6+ 2c een factor van den eersten , maar niet
van den tweeden vorm is ; men laat dus ook dezen factor weg , en dan
verkrijgt men , in plaats van de opgegevene vormen

«*—26 *
en « *—4«*6*+ 46*.
Op deze laatste vormen nu den gegeven ’ regel toepassende , zal men
vinden , dat de eerste in den tweeden deelbaar is , en bijgevolg is
(« *—26*) (6—2c) de gevraagde gemeene deeler .

§ 69. Wanneer de grootste gemeene deeler van drie of meer veelledige
stelkunstige vormen gevraagd wordt , zoeke men eerst den groofsten ge-
meenendeeler Tan twee der vormen , vervolgens dien van den gevonden’
gemeenen deeler en den derden vorm , daarna dien van den laatstgevon -
den’ gemeenen deeler en den vierden vorm , en liiermede ga men voort
tot aan den laatsten vorm toe , dan is de laatste gemeene deeler , dien
men gevonden zal hebben , de grootste gemeene deeler van al de vor¬
men. Het is klaar , dat men bij dit onderzoek de vormen in eene wil¬
lekeurige rangorde kan gebruiken , en dat , wanneer bij eene van die
bewerkingen geen gemeene deeler mogt gevonden worden , de opgege¬
vene vormen ook geenen gemeenen deeler zullen hebben .

Over het vinden van de kleinste gemeene veelvouden
der stelkunstige vormen .

§ 70. Omdat by eenledige stelkunstige vormen de gemeenschappelijke
factoren van zelven in het oog vallen , zoo ziet men ook dadelijk , welke
vorm het kleinste gemeene veelvoud van eenige gegevene- eenledige vor¬
men is , mits men slechts vooraf het kleinste gemeene veelvoud der getal -
len - coëfficiënten , zoo als dit in de cijferkunst geleerd is, bepaald heeft .

Uit hetgeen in § 59 gezegd is , blijkt duidelijk , dat men , om het
kleinste gemeene veelvoud van eenige eenledige vormen te vinden , ge¬
bruik kan maken van den volgenden ■ * r ' :

Reüex . Bepaal eerst het kleinste gemeene veelvoud vandégetültèn -
coèfficiënten , vermenigvuldig dit met al de verschillende, in de vor¬
men voorkomende, letter-factoren > elk verheven tot de hoogste magt,
waartoe die letter-factor in de gegevene vormen voorkomt , dan zal
dit gedurig product het kleinste gemeene veelvoud zijn .

§ 71 . Wanneer onder de vormen , waarvan men het kleinste gemeene
veelvoud begeert , ook veelledige voorkomeny zou het bepalen van dat
veelvoud onmiddellijk tot den regel der vorige § terug gebragt zijn , in¬
dien men slechts die veelledige vormen ïn derzelver eenvoudigste facto¬
ren wist te ontbinden . Zijn dus de veelledige vormen van dien aard ,
dat die ontbinding op het oog kan geschieden , dan schrijve men de
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vormen in hunne factoren ontbonden , en passé er den vorigen regel op
toe . Moest, bij voorbeeld , liet kleinste gemeene veelvoud gezocht wor¬
den van 4öH-8rtö-t-442 , 6«2—6/>* en Za1—6al -hZb2 , dan zou men deze
vormen schrijven in de gedaante

4(or-hfi)2 5 6{a+ b ') ( a —b
') en 3 ( «—b)2 ,

en hierdoor , volgens dén regel , voor het kleinste gemeene veelvoud ,
verkrijgen : 12 ( a + by (a—fl)2.

§ 72 . Daar , zoo als reeds in § 59 is opgemerkt geworden , alleen het
aanwezen van gemeenschappelijke factoren , in twee of meer der vormen ,
waarvan men het kleinste gemeene veelvoud begeert , oorzaak kan zijn ,
dat het kleinste gemeene veelvoud uit minder factoren bestaat dan
het gedurig product , behoeft men de veelledige vormen slechts in
zoo verre in factoren te ontbinden , als noodig zou zijn , om gemeen¬
schappelijke factoren in de gegevene vormen te ontdekken , en de re¬

gels , voor het zoeken der gemeene deelers gegeven , zijn altijd genoeg¬
zaam , om die ontbinding in zoo ? erre te doen kennen . Ook bij veelle¬

dige vormen is dus de regel van § 70 altijd toepasselijk , mits menslechts
vooraf de genoemde ontbinding bewerkstelligd hebbe . Ter opheldering
van het gezegde , strekke het volgende

Voorbeeld , Het kleinste gemeene veelvoud te vinden van de vormen :
3«V/ , 2ff 3c-j- 4(z2ic — 6oó2c , 3a*b+ $a *h* — 3afi * — en 6«3<M- 12 «V/c+
V2ah2c-\-&hzc .

Vooreerst brenge men de eenledige factoren buiten haakjes , waardoor
men voor de opgegevene vormen verkrijgt :

ZaH2,
* 2<rc(«2+ 2ttfl—3fi2) ,

3* (« *+ 3^ —.ah *—\3£»)
en 6c ( a 3-h2ff2/H-2fft>2+ &3).

Nu zoeke men den grootsten geraeenen deeler van a *+ 2ab —Zb2 en

a s-$-Za2h—ah*—3b? , dan zal men vinden , dat ö*,4-2ö5— zelf die dee¬

ler is , en in a 3~{~Za2b— ab%—3ó 3, gedeeld wordende , «+ /> tot quotiënt

geeft . Hierdoor ziet men , dat voor de opgegevene vormen geschreven

3a2b2 ,
2ac (a2-\-2ab—3ft2) •
3b (a+ b) (a*+ 2ab~ Zh2)
6c (a *+ 2a*£+ 2aft*-l-fl3) .

Verder zal men bij onderzoek vinden , dat 36a en «3-f-2ö2/,-f-

2al 2%b3 geenen gemeenen deeler hebben ; er blijft dus nog slechts over

te onderzoeken of a + b en a 3+ 2a2h-\-2ab 2+ l 3 eenen gemeenen deeler

hebben ; men vindt weder , dat <H-b zelf deze deeler is ; en in c 3H-2«2/;-h

2ab*-\ -h* gedeeld wordende a 2-\-ab+ l 2 tot qnotiént geeft . Hierdoor ziet

men, dat de opgegevene vormen ook aldus geschreven kunnen worden :

kan gorden :
•UV.V v'. " "

'M - •
■ ^ e

-

en
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en

3aH ' ,

3Ca 2+ 2« ö- 3/-*}

Gc(a -hó ) (a 2~hab ■+■ A1) .

JJaar er nu onder de drie veelledige factoren a+ &, #24-2#Z»—3/>2 en

«*+ aA+ ft* » die in deze vormen voorkomen , geene zijn , die gemeene

deelers hebben , zoo kan men den regel van § 70 toepassen , en vindt

daardoor , voor het begeerde kleinste gemeene veelvoud ,
6a zbzc(a-t~b) («24-uft-H '2) («2+ 2«Z>—3Z»2) ,

welk veelvoud vrij wat eenvoudiger , dan het gedurig product der opge -»

gevene vormen , is .
Bij dit voorbeeld kan men nog opmerken , dat a3-j-2ab—3/>* In de factoren

11— b en a + 2b kan ontbonden worden , maar dat het kennen dezer ont¬

binding , ter bepaling van het kleinste gemeene veelvoud , niet noodig

is , omdat a —b en a+ 2b in de opgegevene vormen niet anders , dan als

factoren van a z+ 2ab—Zb * voorkomen .

Herleiding der stelkunstige gebrokens .

§ 73 . Een gebroken stelkunstige vorm , ook wel bij verkorting breuk

genoemd , is , zoo als reeds in § 13 is gezegd , niet anders , dan eene

uitgedrukte deeling ; het deeltal wordt dan de teller en de deeler de

noemer van den gebrokenen vorm genoemd. Be in § 41 bewezene stel¬

ling kan dus op gebrokene vormen toegepast worden , en luidt dan als

volgt : de waarde van een gebroken verandert niet , wanneer teller en

noemer met eenen zelfden vorm vermenigvuldigd , of door eenen zelfden

vorm gedeeld worden .
§ 74 . Beze stelling verschaft dadelijk een middel , om , wanneer tel¬

ler en noemer vaneen gegeven stelkunstig gebroken gemeenschappelijke

factoren mogten hebben , dat gebroken eenvoudiger voor te stellen .

Men heeft hiertoe den volgenden
Regel . Zoek den grootstcn gemeenen deeler van teller en noemer ;

deel elk in het bijzonder door den gevonden > grootsten gemeenen dee¬

ler 9 dan zullen de komende quotiënten de teller en noemer zijn van

het vereenvoudigde gebroken . t
6an

Eerste Voorbeeld. Het gebroken -— ■■■ - —- te vereenvoudigen .
9an+ 1c\ r m- 1

_
De grootste gemeene deeler is , volgens den regel van § 60 , 3a”

.r ™ 1
,

teller en noemer hierdoor deelende , vindt men

6abx 2b*x *

3a ' c -
9n"+ acV ”-

Tweede Voorbeeld. Het

voudigen .
a *b + «»*»—2a/;3— 8!>h
n *J*—2«*i ,+ 5aAt— lOi* te vereen -
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In het le voorbeeld van § 66 is voor den grootsten gemeenen deelervan teller en noemer reeds gevonden b(a—2ft) ; deelt men dezen deelerin den teller , dan komt er 5ö 3 , en in den noemer , dan vindt mena a-}-3ai *i-44 2 , derhalve is
iOfl » __a 3b + aW —Hab3— 8b “ ~ «2+ 3« 4+ Ma" *

Het is vooral van belang , deze vereenvoudiging , die men ge- •
woonlijk het verkleinen der breuken noemt , waar dezelve plaats kanhebben , nimmer achterwege te laten . Een gebroken , waarbij deze
vereenvoudiging niet kan plaats hebben , en waarvan dus teller en noe¬mer geene gemeenschappelijke factoren bevatten , wordt dan ook een
onverkletnhaar gebroken genoemd.

§ 75 . De stelling van § 73 kan ook dienen , om een gegeven gebrokente herleiden tot een ander , waarvan de noemer een veelvoud is van den
noemer van het gegevene. Men heeft hiertoe den volgenden

Regel . Deelden noemer van het gegevene in den noemer van het
begeerde gebroken ; ontwikkel dit quotiënt 9 en vermenigvuldig daar¬mede teller en noemer van het gegeven gebroken , dan zullen de ko¬
mende producten de teller en noemer zijn van het begeerde gebroken .

Eerste Voorbeeld . Het gebroken ™ te herleiden tot een ander , dat
ab—bz tot noemer heeft .

Den noemer ab— h* door den noemer b deelende , komt er a—h , en
teller en noemer van het gegeven gebroken met a —b vermenigvuldigen¬de , heeft men

a a {a—b) <z2— ah
b b{a —b) ab—b1

Tweede Voorbeeld . Het gebroken te herleiden tot een ander ,
dat tot noemer heeft .

Men heeft vooreerst - - = a—26 : vermenigvuldigt men hiermedea + 2o
den teller en noemer van het gegeven gebroken , dan komt er

a+ h O -h b )(a~ 2b) _ a*~ ab—2b \
a+ W>

~~
{a+ %){a —2b)

”
§ 76 . Daar men eiken geheelen vorm kan schrijven in de gedaante van

een gebroken , dat de eenheid tot noemer en den gegeven ’ vorm zelf tot
teller heeft , kan de regel der vorige § dienen , om eiken geheelen vorm
te herleiden tot een gebroken , dat eenen willekeurigen noemer heeft .

Wilde men , bij voorbeeld , den vorm x + y herleiden tot een gebro¬ken, dat a —b tot noemer heeft , dan zou men hebben :
.. . . . x + V Cx+ y ){a~ b)x+ y _ - j - _ - —

b
- .
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§ 77 . Wanneer teller en noemer van een stelkunstig gebroken beide ,

of een van beide , veelledige vormen zijn , kan men veeltijds dit gebro¬

ken tot eenen gemengden vorm herleiden ; daartoe behoeft men alleen de

regels in § 44 en 46 , tot het ontwikkelen van quotiënten gegeven , toe

te passen.
Zie hier eenige voorbeelden :

2°,

3».

4° .

a»
i—b = a +

ah
a — b — tt + b 4 * ft»

a — b
b‘

_ 2ft»

e s+ 6» — «2-t-6» ’

a 3+ ab 1 t _ _ _
3a1- 26» — 3® + ' 3a1—26»

“*

§ 78. TJit hetgeen in het slot van § 39 gezegd is , blijkt ook nog on¬

middellijk , dat de waarde van een gebroken niet verandert , indien men

de teekens van teller en noemer te gelijker tijd omkeert , of ook , indien

men slechts de teekens van een van beide omkeert , en dan tevens het

teeken , dat vóór de breuk staat , verandert .
Zoo is , bij voorbeeld ,

m%—n% rri1— n% # , .
- — — -- ■= — {711+ 71) ■= . — m —n >

Herleidmg van de som en het verschil van
stelkunstige gebrokens •

§ 79. Overeenkomstig den regel van § heeft men :

* a -\ -h+ c abc
- -

P P P P
a —b a 6

P PP
’

tf+ 6—c —d -+-e a b c d e

P P P V P P
derhalve is ook

abc a+ b+ c
- + - + - = - ;
P P P P

a b a —b

a b c d e a+ b—c—d+ c

P P P V P P
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Hieruit Volgen deze
Regels . 1°. De som van eenige breuken , die gelijke noemers heb¬ben , is gelijk aan desom der tellers , gedeeld door dengelijken noemer .2° . Het verschil van twee breuken , die gelyke noemers hebben,is gelijk aan het verschil der tellers , gedeeld door den gelijken noemer.3° . Eenige breuken , die gelyke noemers hebben , en door de

teekens 4- en — met elkander verbonden zijn , kunnen tot eene enkele
breuk vereenigd worden , door de tellers op dezelfde wijze te verbinden ,en den vorm , die hierdoor ontstaat , door den gelijken noemer ie deelen.Overigens moet men , na deze regels toegepast te hebben , de verkre -
gene breuk , zooveel mogelijk trachten te vereenvoudigen .

Zie hier eenige voorbeelden :
(3c3—2d3) + (d3—2c 3) _ c 3—d31” .

2°.

3° .

4».

5°.

6».

3c 3— 2d3 d3—2c3
bpq

Axp—3
P2+ q2

3a 3h

bpq
+

p 2+ q 2
3ab2

+
bpq
x 2+ 2.ry + t/2

bpq
( r+ y)2

a 2—b2 a 2—b2
3c 2—2d3 d2—2c 2 _ (3c3— 2d2j —( d3—2c 3)

bpq bpq

kg2—2xy'
P 2+ q 2 p2+ q 2 ~

p 2+ q 2 '
3a 2b+ 3ab 2

__ 3ab (a + b) _ _ 3ab
a 2—O2 ~~

a 2—b2 ~
a — b ’

3c3—2rf3—d3-j~2e*
bpq

bc3—3d2 bpq

3a2b 3alt2
bpq
3a2b- 3ab2 3ab(a — b)

a 2—!,2 ~ d1— b2
~a ab 4flr3/y2—-4« * 3a 3l-\~nb3

3ah
ct+ b ’

« 2+ 2£2 a 2- j- 2/,2
3 —a 3b~

«2+ 26 2
-3a 3h—ab3

a *+ 2b *
~4a 3b—4«2/t2- ah3

a24 -262
baH + katlt + ah3 _ ab(ka 3-¥iah + b3}

a 2-t -‘2b* “ “ ~
a 2+ 2o *

r ‘M,*

«2H-26 2
§ 80 , Wanneer eenige gegevene stelkunstige gebrokens verschillendenoemers hebben , kan men dezelve , volgens § 75 , alle tot breuken vaneenen zelfden noemer herleiden , mits slechts die noemer een gemeenveelvoud zij van de noemers der gegevene gebrokens . De alzoo herleidebreuken zullen klaarblijkelijk het eenvoudigste zijn , wanneer men voordien gemeenschappelijken noemer niet slechts een gemeen veelvoud vaude noemers der gegevene gebrokens , maar het kleinste geineene veel¬voud dezer noemers genomen heeft . Om de som of het verschil van tweeof meer gegevene stelkunstige gebrokens , die ongelijke noemers hebben,tot eene enkele breuk te herleiden , behoeft men dus slechts te vol¬

gen dezen
Regel . Zoek het kleinste gemeene veelvoud van de noemers der ge -

gevene gebrokens ; herleid daarna elk dezer gebrokens tot een ander ,hetwelk dit kleinste gemeene veelvoud tot noemer heeft 9 en pas ver -
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volgens op deze breuken , die na alle denzelfden noemer hellen , de

regels van de vorige § toe .
Om de som of het verschil van eenige vormen, waaronder zoowel ge-

heele als gebrokene voorkomen, tot eene enkele breuk te herleiden,
kan men klaarblijkelijk denzelfden regel volgen , indien men slechts ,

volgens § 76 , die geheele vormen in de gedaante Van breuken schrijft ,
welke den daartoe vereiscliten noemer hebben . Xot opheldering van

den gegeven’ regel , diene het volgende
Voorleeld , Laat gevraagd worden tot eene enkele breuk te herlei-

, al, a2+ l 2 a2b— 2ab2+ 3h2
den den vorm a— l + - - - —r- :—rz-a ~ l a+ l a2—b3

Hier is a2—l 2 het kleinste gemeene veelvoudder noemersjmea schrijve

dus den geheelenvorm a —l in de gedaante —— — - ; het gebroken

al
a—b herleide men tot eene breuk, die a2—A- tot noemer heeft , door

volgens § 75 teller en noemer te vermenigvuldigen, met a+ l , waardoor

.. . oé (a+ A) , . 1 * 11 a 2+ l 2
men verkrijgt — jeven zoo herleide men het gebroken -

door teller en noemermet a—b te vermenigvuldigen, tot -

a+ b
> »+ /,») ( «- &)

a2— l2

Hierdoor al de termen nu tot breuken van gelijke noemers herleid

zijnde , is
a— b +

at. a2+ l 2 a2l —2al 2+ 3t,3

( « —l )( a l 2) ab(a+ l )
b2 h a2—h2

a+ b a2—b3
(a 2+ l 2) {a— l ) a2l - 2al 2+ 2l2

a2—b2 a2—b2 a2—b2 a 2—b2

_ («— /;)(«1— l 2)+ al ( a+ l )— [a 2+ l 2){a—h)—a 2h+ 2al 2— 38 S_
_ («— l )(a2— l 2)+ a2l+ al 2—{a 2+ l 2Xa —!>)—a2l + 2al 2—3b2
~ a ' —k'

_ (a— l )(a2—l 2) —(a 2+ l 2)(a— l ) + 3«l 2—3l3 _ a2— l 2—( a2+ l 2)+ 3b2
a2—b2 • a+ b

— ‘’-' — V —a ' - V + W _
a + b a + b'

§ 81 . Volgens de vorige § heeft men
a , c ad he ad -hhc
7,

+ d — bd + Td ~ ld ■
a c ad bc ad —bc
7,

~
d ~ bd bd bd

U +
/, _ ac +

^ ac + b— ;
’ b ac b ac— l

c - *■ c c c
Haar het nu onverschillig is, of ‘de letters enkele getallen , dan wel
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stelkunstige vormen voorstellen , heeft men ook , zoo A , B , C , D wil¬
lekeurige stelkunstige vormen zijn,

A C _ AD±BC f52V A + Ë - £ £ ±5 . (ssyB * D —
BI) ‘ & ± C ~

C ’ ' ‘
welke vergelijkingen een beknopt voorschrift bevatten , om de som of
liet verschil van twee breuken , alsmede gemengde vormen , tot enkele
breuken te herleiden .

Hoezeer dit voorschrift eigenlijk reeds in den regel der voorgaande §
ligt opgesloten , verdient hetzelve eene bijzondere vermelding , omdat
de toepassing daarvan zeer dikwijls voorkomt . Alleen moet men daarbij
opmerken , dat zoo de vormen B en D eenen gemeenen deeler mogten
hebben , BD niet hun kleinste gemeene veelvoud, en dus ook

jBJD
A Cniet de eenvoudigste breuk is , waardoor — -f- - kan worden voorge-
D 1)

steld ; men kan echter ook in dit geval de vergelijking (52 ) altijd toe¬
passen , mits men slechts zorge , daarna de komende breuk behoorlijk
te verkleinen * Zie hier eenige voorbeelden :

1° .

2° . a+ h

2yz a

Zpq
a -\- h

4p 2q 2 10y 3z 2-M2p 3g 3 #
5y 2z Xbpqy2z 9

—ab ) —( a + b )( a 2 -ab)
a 2— ab l 3—ab ( a 2—ab ) ( b2—ab )

_ b(a -j -b)( b— a )— a (a + ?>X a —ft) —b(a -\-b) (a —b )—a ( a + b)(ft—b)
ab {a — b){Ji —a } —abQa — b ) ( a —•b '

)
—b(a -{-b )—a («+ ft) h( a ~]-b)-i ~a (a -]- b) (er-f- fi)2

—ab {a — b)
’

3° . 17m*n -h

ab(a — 6) ab(a— b) 9

%m2n 3—7*» *» 17m2n (m2+ n2)-h(3m2n3—7m *jt)
m2+ n%

17mun + V7m2n 3-\-2>m2ii3—7m ‘tn
m2+ n2

10m *n+ 20m2n3
»«*+ »*

i °. 2J_ * _ *L _ £ £2»Z2t± :

m ^+ n1

2ah—«J — l 1 o*— 2ah+ l*

’iOm- nfm ' + 'hi *)
m1+ n2 1

(a —by

§ 82. In het voorgaande is gebleken , hoe men de som of het verschil
van eenige breuken tot eene enkele breuk kan herleiden ; omgekeerd
kan men elke enkele breuk verdeelen in de som of liet verschil van
eenige andere , die alle denzelfden noemer als de oorspronkelijke breuk ,
en elk een gedeelte van derzelver teller tot teller hebben . Deze gedeel¬
telijke breuken zullen somtijds verkleinbaar zijn , en zelfs kan men ,
alvorens tot de verdeeling over te gaan , bij den teller der oorspronke¬
lijke breuk een’ zelfden vorm optellen en aftrekken , ten einde die ver¬
kleinbaarheid te bevorderen .
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Zie hier eenige voorbeelden van deze verdeeling :

1" ( ” + * )*
_ a 2+ 2ah + b2 a 2

[
2 ah l 2

_ 2 +
e

+ - ■
ab ab ab ab ab ba '

2 , a 2 a 2+ ab — ab _ a 2+ ah ah _ a ( a + b) _
ab

a 2—b2 a 2— (r a 2—O2 a 2—b2 ~~ a 2— b2 a 2— b2

_ a ah
a —b u2 ’

a2 a 2+ ah—ab _ a 2— ab ah _ a (a —b) ab
' a 2—b2 a 2— b2 a 2—02 + a 2—b2 ~ a 2—b2 a 2— b2

_ a ah _
a -k-b a 2— b2 ’

( n a 2-k-h2 _ a 2+ b2~\-ab—ab ( «*+ «5) — (ah—h2') _ a 2~krab _ ah—h2
‘ a 2—b2 a 2—b2 a 2—b2 ■a 2— b2 a 2—b2

_ a (a + b ) h(a— h ) a h
a 2— b2 a 2—b2 a —b a+ b

'

Herleiding van de producten der stelkunstige gebrokens .

§ 83. Het gebroken —, waarin A en B twee willekeurige stelkun¬

stige vormen verbeelden , stelt bet quotiënt voor der deeling van A door
B , en dus is , volgens vergelijking (22) ,

A
— X B = A . i . . . (5ï ) .
B

Men heeft dus den
Regel . Het product van een stelkunstig gebroken met deszelfs noe¬

mer is gelijk aan den teller .
Omte vinden , hoe het product van twee gebrokens - en — , waarin A ,B 1>

B , C , D willekeurige stelkunstige vormen verbeelden , kan herleid
worden , stelle men het eerste door x en het tweede door y voor, dan is

dus ook

x =

Bx =

0
C

Dy = — X D ,D
of , volgens (54)

Bx = A , Dy — C .
Baar nu gelijke grootheden , met gelijke vermenigvuldigd , gelijke
producten moeten geven , heeft men

BDxy = AC ;
elk lid van deze vergelijking door BD deelende , verkrijgt men

AC
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of, voor .r cn y wederom - en - schrijvende ,
O l)

A C _ AC
B X 5 BD (55) .

Daar het gedurig product van eenige stelkunstige gebrokens door
achtervolgende vermenigvuldiging gevonden moet worden , is het klaar ,
dat men voor het product van drie of meer stelkunstige gebrokens
ook heeft

ACE ACE enz .
B X 5 X F X enZ ' ~ BUF enz . C56) .

Hieruit bljjkt deze
Kegel . Het product van eenige stelkunstige gebrokens is gelijk aan

het product hunner tellers , gedeeld door het product hunner noemers .
De herleiding der producten van geheele en gebrokene vormen is in

dezen regel begrepen , aangezien men eiken gelieelen vormkan schrijven
in de gedaante van een gebroken , dat de eenheid tot noemer heeft . Zoo
is , bij voorbeeld ,

A „ A C AC
B X — B X l ~ B (57 ) .

Als een bijzonder geval van den vorigen , heeft men dus ook dezen
Kegel . Het product van een stelkunstig gebroken met eenen gehee -

len vorm is gelijk aan liet product van den teller met dien geheelen
vorm > gedeeld door den noemer .

Overeenkomstig het vroeger gezegde , wordt het product van eenen
geheelen met eenen gebrokenen vorm aangeduid , door die vormen, zon¬
der teeken tusschen beide, naast elkander (den geheelen vorm , zoo die
veelledig mogt zijn , tusschen haakjes ) te plaatsen . Men moet zich dus
wel wachten , zulke uitdrukkingen met gemengde vormen te ver¬
warren , waartoe men ligtelijk zou kunnen verleid worden , omdat het
in cijfers gebruikelijk is , de geheelen en het gebroken , waaruit een
gemengd getal bestaat , zonder teeken naast elkander te schrijven . Zoo

is , b . v . 3 -~~ hefèelfde als 3+ — ; maar hetzelfde als óX -- - *
4 4 c c

§ 84 . Door de regels , in de vorige § gegeven , is het herleiden der
producten van stelkunstige gebrokens terug gebragt tot vroeger geleer¬
de bewerkingen . Daar de breuk , die men voor het product verkrijgt ,
altijd zooveel mogelijk moet verkleind worden , is het van belang , op
te merken , dat die verkleining , indien zij mogelijk is , reeds vóór het
opmaken van het product kan plaats hebben , door de gelijke factoren ,
die in den noemer van eene , en in den teller van eene andere der te ver¬
menigvuldigen breuken voorkomen , tegen elkander weg te laten . Hierin
ligt opgesloten , dat men , bij het vermenigvuldigen van eenen gebrokenen
met eenen geheelen vorm , ook de gemeenschappelijke factoren kan
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weglaten , die in den noemer van het gebroken en in den geheelen vorm

mogten voorkomen . De weg , dien men , bij de genoemde verkleining
te volgen heeft , wordt kortelijk aangewezen , door de volgende verge¬
lijkingen :

A CM .4 c

BM
X

D
_

B
X

. D

AU C A C

B
X

DN
~

B
X

D

AN CM A C

BM
X

DN
_

B
X

D
A A

— X CM = - x c \
BM B 1

AA f
— x BM = — X M = AM \ . . - (69) .
BI f

A A Al
— X B = — X 1 = — 1
BM M M /

De twee laatste dezer vergelijkingen a in woorden overgebragt , .ver¬
schaffen nog den volgenden

Kegel . Wanneer een geheele en een gebroken vorm met elkander
vermenigvuldigd moeten worden , en de noemer een factor van den gè-
lieelen vorm , of de geheele vorm een factor van den noemer is , wordt
het product verkregen : in het eerste geval ) door den noemer in den
geheelen vorm ie deelen en het quotiënt met den teller te vermenigvuldig
gen , en in het tweede geval ) door aan het gebroken slechts dieverande -

ring toe te brengen , dat men dien geheelen vorm in den noemer deelt ,
Zie hier eenige voorbeelden :

1° .
2a 2-h3b *—4c 2

al )— cd (ah —cd ) = 2w *-f3 2—<4c* ;

g»— 2a*+ b* __ (a*—2b *)(2a>+ hxy -~ - 2a k—3a*b* —2b * _
a -bh X a —h (a ~bb)(a —b) . a 2—b2 1

3a w a(a-bb ) w 3 9a2(a -bb )z
3° ' 5b X c(a - b)

X 5b ~~ 25b2c( a- bf

tn a 2~\~ab+ b2 w f —b ^ a 3—b3
a 3+ b* X C' } " ' “ a *-hf>3 5

Kn Ga 3( c 2— tf2) w 7cz(c—d) 2a (c—rf)w 7c*(e—d) 1kaCz(c—d)%
Zb{a+ h )

X Sa ^ Mc+ d) 2 ~ 5t («+ t>)X Zb{c+ d ~ l5b\ a -\ -b )( c+ dy
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J5»«*»a(p + <7)* 2w3(jpa4 ' (7i ) w tn3
(p J+ 9 2)2 ' X '

bm(p 2—g 2)
X (Fn ' pg

3mn 2(p + q ) ‘lji 2( ji 2+ ip ) m*
( p 2+ ï 2)2 *

? G/Ppq
%mril (p + q ) 2n 3

P2+ S 2 X P ~ <I X bn 'pq
m(p+ q

')
>

2» 2
^ m2 __mQH-g ) ” ”' 3 _ w 'apH-g )'

i >2+ ï 2 g 2tPpq p l+ q2 * p —q
A vq vu (p - <i )(p l+ q ' ) '

7° .

8”.

« H + *
6ab ( a *— /P )

a + b
p ' q \ a —b)

X 7P n
q
m (a *- l *) = ( a + b) X 7 (« + S)

— 7p n~

9° .
«+ ft

X p *q ‘ (a — b) = - ^ 7

m_ ’ («+ i > ;

yp n
q

m (« — W* 7p q m ~ \ a —b)
§ 85 . In liet voorgaande is gebleken , hoe men het product van eenige

breuken , of ook het product vangeheele en gebrokene vormen tot eene
enkele breuk kau herleiden ; omgekeerd kan elke breuk in het product
van twee of meer andere vormen ontbonden worden . Zoo is , b . v .

ofte
1». - -

def

2 ° .

« ft c ac b a ft cal e— X — := — X — = - x — X 1 II 1 X 1 X — — enz . ■
de ƒ de ƒ d e / e ƒ d
led ft ld 1

- == — Xcd =z — Xbdzz X c = “ X bed :z=z enz . ;a a a a a
aal 1

3° . — = — X — = « X = enz . ;bc b c bc
a 1 '

4». — = — X « .
b b

De ontbinding , in het laatste voorbeeld aangetoond , wordt zeer dik¬

wijls gebruikt ; zoo schrijft men — a , in plaats van i « (—1+ 1/5 ) ,Z Z 2
• , , « (— 1+ 1/5 ) 1 .. . , , | /3in plaats van —-- - - •; —-j/3 , in plaats van a— ; enz .

§ 86. Wanneer het product van gemengde vormen , óf het product van
gemengde met gelieele of gebrokene vormen , moet herleid worden , kan
men eerst de gemengde vormen , volgens § 81 , tot enkele breuken her¬
leiden , en daarna de regels voor de vermenigvuldiging der gebrokene
vormen toepassen ; of ook kan men de gemengde vormen als tweeledige
beschouwen , waarvan de eerste term de gelieelen , en de tweede het
gebroken bevat , vervolgens de producten , overeenkomstig § 29 en 30,
ontwikkelen en daarna het ontwikkelde product , volgens § 80 , tot eene
enkele breuk herleiden . Tot opheldering diene het volgende
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Voorbeeld. Teherleiden hetproduct van «-H >-l—- -- .

Volgens de eerste handelwijze , heeft men

ff+ H-
a —b a— b ’

a —b-
a -\-b

en derhalve
«*+ fi“

a *+ b2 __ ( ff— O aH- fla) _ ca— //*—a 2— ^ _ — 24»
c+ è

a *+ b

a -\-b a+ b

—4=a*b% 4n i bif , a 1+ b2 \ f , 2a 2 ~ 2ft» —4ff 2ft* 4 « *fla
( « + J+'^ rJl a- 5- ^rr ) - s=ï x T+è = - ^ =5

Volgens de tweede handelwijze, heeft men
f , n «M-A* 1 f , IN «M- ft» l
| (a+ fi)+ _ _ [ x | (a _ S)_ __ _ j

= (a —b)(a+ b) + (a— b)
u 2+ 5 2

■C" + ;0 « 2+ 52

= « * - « *+ (« » + »‘ ) - («2+ i 2) - cï _ /ja -

_ ( a 2— 5 2) 2 — ( a 2+ 52) 2
_ —4a 25»

_ 4a »5»

a 2+ 5 * a 2+ ft2

(a 2+ 5 2) ( ra2+ />2 )a 2—ft2 a 2—o»

a 2— 52 a 2—ó 2 a 2— b1

Herleiding van de quotiënten der stelkunstigegebrokens .

§ 87 . Om te vinden , hoe het quotiënt van twee gebrokens ~
B I)

waarin A , B , C , D willekeurige stelkunstige vormen verbeelden ,
kan herleid worden , stelle men weder

A C
* = — » y = — ,B D

dan is , even als in § 83 ,
B i' — A , Dy ~ C .

Vermenigvuldigt men de beide leden der eerste vergelijking met D ,en die der laatste met B , dan heeft men
BD.r = AD , BDy = BC .

Daar nu gelijke grootheden , in gelijke gedeeld , gelijke quotiënten
moeten geven , zoo volgt hieruit ,

BD .r _ AD
BDy

~ BC ’
maar men heeft ook , volgens § 749

BD.r X A C

en , volgens § 85 ,
BDy

— ~
J

'v : y B 11 D ’

AD A
X

D
BC ~ B C 9

derhalve is
A C A D
B ' D ~ B X C 2 . (60}.
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Hieruit blijkt deze
Regel . Het quotiënt van twee stelkunstige gebrokens is gelijk aan

het product van het deeltal met het omgekeerde van den deeler . Door
het omgekeerde van een gebroken wordt namelijk een ander gebroken
bedoeld , dat verkregen wordt , door teller en noemer van het eerste
met elkander te verwisselen .

De herleiding der quotiënten van geheele door gebrokene , of van
gebrokene door geheele vormen , is in dezen regel begrepen , aangezien
men weder eiken gelieelen vorm in de gedaante van eene breuk kan
schrijven , die de eenheid tot noemer heeft . Zoo is , bij voorbeeld ,

A :
C A

D
~

1

C D AD

D
X

C
~

C

A
en — :

B

A
: C = — :

B

C A 1 A

1
~

B
X

C
~

BC
. (62).

Mogt in het laatste geval C ee» factor van A zijn ,
A— CM , dan zou men , volgens (621 hebben ,

CM CM M

B BC B
.

zoodat men had

(63) .

De vergelijkingen (62) en (63) , in woorden overgebragt , verschaffen

nog den volgenden
Regel . Wanneer een gebroken vorm door een> geheelen moet ge¬

deeld worden , wordt het quotiënt verkregen , door aan het gebroken
slechts die verandering toe te brengen , dat men dien geheelen vorm ,
zoo dit kan , in den teller deelt , of anders met den noemer verme¬

nigvuldigt .
Mogten van een te herleiden quotiënt , deeltal en deeler beide , of

een van beide , gemengde vormen zijn , dan kan men die gemengde vor¬

men , volgens § 81 , tot enkele breuken herleiden , en dus is , door het

in deze § aangetoonde , het herleiden der quotiënten van gebrokene of

gemengde vormen teruggebragt tot het herleiden van producten , en

men behoeft dus overigens slechts de daarvoor gegevene regels te volgen .

§ 8S. Wanneer twee vormen beide , of een van beide , gebrokene of

gemengde vormen zijn , kan men hun quotiënt dadelijk in de gedaante
van een zamengesteld gebroken schrijven , en daarxta dit zamengesteld

gebroken tot de eenvoudigste gedaante herleiden . Bij deze herleiding
kunnen zich de twee gevallen voordoen , dat teller of noemer van het

zamengesteld gebroken slechts een van beide eene breuk bevatten , of

dat er in beide eene breuk voorkomt . In het eerste geval vermenig -

vuldige men teller en noemer van het zamengesteld gebroken met den

noemer der breuk , die in een van beide voorkomt ; in het tweede geval

vermenigvuldigc men teller en noemer van het zamengesteld gebroken
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met het kleinste gemeene veelvoud van de noemers der breuken , die
zich in beide bevinden. Hierdoor zal men , in plaats van het zameuge-
steld , een ander gebroken verkregen hebben , dat dan nog zooveel
mogelijk verkleind moet worden .

Zie hier eenige voorbeelden :
3a 2b 3a 2b-- - ,— v 35 cd ^e

3a 2b . 6ab 2c _ 5cd _ 5cd _ 3a 2bXlde
öcd ' 7rf2e 6ab 2c 6a /,1c1° . ' 6ah 2c ~

7 d2e
n X 1de

2° . (a 2+ ab)

lbo X 5c
o ’ — b2 a 2+ ab

7d*e

_ lade~ Wbc2 ’

X 35 cd 2e 6ab *cx 5 c

a 2+ b2 ~b2
( a 2+ ab ) X(a 2+ b2 )
a 2—b2
Sq 3 rx («*+ i *)

3° .
rt-f- fr a a — b

_ a(a *-hf>z)
«a— «—5 1

a («H-3A) a (a -\-Zb)
a — b a —b

a (3a+ b) a (3a-\~b)

_ (c -hA ) ( 3<ï-+-5 ) 3<x*-f-4fffi+ 5*
“

( a —ö) («4 -36 )
= ö *+ 2a6 — 3A» ’

4». • ( g - - 21 ) - ■■■«+ ? . _ - Ca + q ) X fg - g )

( ?- — ) xM

_ «2—g 2 _ «2—g2 _
:
~

g («— g)— «* — «g^ -g 2—« 2 « 2— « g+ g2 ’

3« 2.r + «x 2

5 " . / . . . 3«2r + ff.r2\I « 2+ .r 2 H- -- 1 : (« 2—.r 2) ;
\ « —3X >

( « 2+ T2X« —3.r )+ 3a 2x + ax 2

a 2+ x2 + -
a —3x

a 2—x 2

a 2+ 2ax 2—3.r 2

6».

( «2— r2 )Qa—3.//)
_ (a ', + ax + 3x 2')( a —x )

( a ‘ —x 2) (a —3x)
ax

ax A bx ^ _ Jy
by

' ' +
wy.

(a 2—.r 2; (o —3x )

a2+ ax + 3x2 a 2+ ax + 3x2
(«+ £-) («—3*)

aby

a2—2ax — 3x2 2

1 +
, X ,bx aby

a 2x a 2x
aby+ b2x b( ay + bx) ’

ay

10.

— - ^ i + JfL
/ , _ 2ub v / 2 « A , _ « 2+ A2

_ a 2+ b2- i-2ab _ ( a -f-d ) 2

V + « 2+ 62/ 1 V « 2+ ftV
~

t
2a6 ~ a 2+ i 2— 2ab ~

( a —b )2 ’

a 2+ b2

5.
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8° .
, * x
( a + - 1-
V *—r ) ( + x+ y

+ x%—y'- )JI x+ y,

a +
X

+ V
x —y x+ y «f .r 2—y1)+ x (.r + y y+y (x —y )

. x y ( 3x —y )
'

a + — . -f- - ■■—
x + y x %—y *

a (x *—y %j + x (x —y )+ y ( 3x —y)

a (x 2—y 2y+ x *+ xy + xy —y1 a (x i —y i )+ x l+ 2xy —y1
ajx '1—y 1)-\-x 2—xy + 'ixy —y1 a {x 1—yxy+ x 1+ 2xy —y*

Herleiding der mayten van stelkunstige gebrokens .

§ 89. Volgens de beteekenis , in § 9 aan het woord magt gegeven , is
de magt van een stelkunstig gebroken niets anders dan liet product van
zooveel gelijke factoren , als de exponent dier magt eenheden bevat ,
welke factoren ieder op zich zelven dat gebroken zijn. Daar nu de
regel , voor het herleiden der producten van gebrokens , in de vergelijking
(56) aangetoond , even zeer moet doorgaan , als die gebrokens onderling
gelijk zijn, zoo is klaarblijkelijk

(
a \ % a a ax / a \+ a a a «3

T /
~

l>
*

b
~~

S* \ 4 /
~

b
X

b
X

b
~

ê3 ’

/ A \ * Are
en in het algemeen , ( — I = . . . . . (64) ,VB/ B"
waarin A en B zoowel enkele getallen als stelkuustige vormen kunnen
voorstellen . Men heeft dus dezen

Regel . De nde. magt van een stelkunstig gebroken is gelijk aan de
nde , magt van den teller , gedeeld door de nde . magt van den noemer .
Mogt het gebroken het teeken — vóór zich hebben , dan zal men bij het
loepassen van dezen regel in het oog moeten houden hetgeen in § 51 ten
aanzien van de teekens der magten van eenledige vormen gezegd is.

Door dezen regel , is de herleiding der magten van gebrokene vormen
onmiddellijk teruggebragt , tot de herleiding der magten van een- of veel¬
ledige vormen , die in § 51 en volgende is behandeld geworden .

Zie hier eenige voorbeelden :

1». ( 2a*x \ 4 (2a xx *) * 16« 8.r ia
' ‘M,y“ ) (3by -Y

—
8ióy >’

2° » ( 1 • / 1 V 13 1
\ 5mz')

~
\ 5p

3/ -
(5/ffl3)3 — 125«8“ ’

3° . il a+ b'
' a — b)

’
= ( a+ l \ *

\ a ~ b)
(ff+ ó)3~
( o- ó)3 ’

4°. ( ?/ 3+ j -3\ 3 lx *+ y *\ 8 .. . {x I + y xY
V yz—x 2^ \ vz~~ -

( ,r3— y2) 3 '
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Het is duidelijk , dat als gemengde vormen tot magten moeten verhe¬ven worden , men die vormen eerst , volgens § 81 , tot enkele breukenkan herleiden , en daarna den bovenstaanden regel toepassen.
§ 90. Het is van belang op te merken , dat indien — eenonverklein -

baar stelkunstig gebroken is , ook al deszelfs magten onverkleïnbaarzullen zijn.
Onderstellen wij , om dit aan te toonen , dat men de eenvoudigste fac¬toren kent , waarin teller en noemer van een stelkunstig gebroken kun¬nen ontbonden worden , dan bestaat de onverkleinbaarheid van dit ge¬broken alleen daarin , dat er onder die factoren geene voorkomen , dieaan teller en noemer gemeen zijn . Nemen wij dus aan , datp , q , r ,enz . de eenvoudigste factoren van eenen vorm A , en p ' , q ' , r ' , enz.die van eenen vorm B zijn , dan is

en dus

A _ pqr enz .
B p 'q ' r ' enz .

'A\ * A " ppqqrr enz .
lï - p 'p 'qfq ' r ' r ' enz .

T)Qt* enz .A.Daar nu ■ ■ - - het gebroken — in dien toestand voorstelt , dat tel -piqr ' enz . B
Ier en noemer in derzelver eenvoudigste factoren ontbonden zijn , zoo
stelt ook —— —- -— het gebroken ( - 1 in dienzelfden toestandpPq ' r ' r ' enz . VB/
voor . Hebbende producten pqr enz . en p ' g *r f enz * geene gemeenschap¬pelijke factoren , dan hebben de producten ppqqrr enz* en p 'p ' q' q ' r ' r '

Aenz . er ook geene . Is derhalve — een onverkleïnbaar gebroken , dan zal

(A\* A- ) onverkleïnbaar wezen . Op dezelfde wijze blijkt , dat als —15'
B

onverkleïnbaar is , ook (—) , ( jj) , en in het algemeen (g )
"

onverklein¬
baar zal zijn.

Heeft men dus , volgens de vorige § , een gebroken tot eene zekere
magt verheven , en zich vooraf van deszelfs onverkleinbaarheid over¬
tuigd , dan zal bet onnoodig zijn , te onderzoeken , of die ontwikkelde
magt verkleinbaar is . Voorts is het duidelijk , dat de , in deze§ bewezene ,eigenschap insgelijks doorgaat , wanneer A en B getallen , in plaats van
stelkunstige vormen , zijn.

Herleiding der wortels uit stelkunstige gebrokens .
§ 91 . Volgens de vergelijking (64) is



Daar nu de «demagtswortel uit het eerste lid van deze vergelijking

is , en die uit het laatste lid door j/ — wordt roorgesteld , zoo
n D

kb

is
1/ A * A w A J/A
n ^ B of ^ B ~ n

1/B i/B
C65)

en dus heeft men dezen
Regel . De ndemagtswortel wit een stelkunstig gebroken is gelijk

aan den ndemagtswortel uit den teller , gedeeld door den ndemagts-

wortel uit den noemer . Mogt het gebroken het teeken — vóór zich

hébben , dan zal men , bij het toepassen van dezen regel in het oog

moeten houden , hetgeen in § 54 , ten aanzien van de teekens der wor¬

tels uit eenledige vormen gezegd is.
Door dezen regel is de herleiding der wortels uit gebrokene vormen

onmiddellijk teruggebragt tot de herleiding der wortels uit geheele

vormen , die in § 5i en volgende is behandeld geworden .
Indien de wortels uit gebrokene vormen niet zonder behulp van wor-

telteekens kunnen worden voorgesteld , kan men de herleidingen , in

§ 56 en 57 opgegeven , ook hier volgen . Deze herleidingen zijn lioofd-

zakelijk begrepen in de volgende vergelijkingen :

V 7Td
= V ^ ) - d - "

c V d (66) ;

» anb t, b __ n b

n b 7i / K * ft 1 ” b
^ e”d ~ ^ ( c/

' d c ^ d

(67) ;

(68) ;

np a Tr
_

nP f « n p ” ar
V

lfi
~ V

l4 ? J
~ V

M

yair - r
vt = v *n

b J»

1 ” , n—i
— - r/ab

b

• (69);

• (70) .

De herleiding , in deze laatste vergelijking begrepen , verdient .Aijzon-

dere opmerking , daar zij aanloont , hoe men wortels uit gebrokene tot

wortels uit geheele vormen kan herleiden » Hiertoe behoeft men slechts

te volgen dezen
Regel . Vermenigvuldig den teller en noemer van het gebroken , dat

onder het wortelteeken staat , met zoodanigen vorm , dat de wortelmt

den noemer , zonder behulp van wortelteeken , kan worden voorge¬

steld , en pas daarna den laatstvoorgaanden regel toe.

Zie hier eenige voorbeelden :
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1».

2».

4°

6»

7°

S»

IC®

V

1/ -

49a ' b'
(Ac ^d10

8c «rf3M

7 ab*
8c3rf’ ’

2e*d"

1/ ~

125i >6m+ 3

ïab - a ' —b1
2 aé + a ‘H- 6* 1/

5;i2m+ ‘

- 2« /,+ 43
«2+ 2rt6+ 62

« — 5
« + 6 ’

1/ - 25 «2
646J

5a
~

%b V 1 ;

» «* ö „ « ft 1/ ah 1
^ 6? = V~

b
= 17 -F = — ■=

6 l' fl * 5

V*, 16« ‘5
3c 5rf3

2« s
= ~ ^

lab
3c*d‘

V

16

2« 3 ISabcd 2« 3 , , , ,= T ' , WMë = M *71" '

3 ^ 5 3 125
j/15 - ^ K — = * = 2 -1 .

2 2

Het is duidelijk, dat als wortels uit gemengde vormen herleid moe¬
ten worden, men die vormen eerst , volgens § 81 , tot enkele breuken
kan herleiden , en daarna de bovenstaande regels toepassen.

Herleiding van quotiënten of gebrokens tot oneindig
voortloopende reeksen .

§ 92 . Reeds in § 46 is gezegd , dat , als bij de ontwikkeling van een
quotiënt de deeling niet opgaat, de gewone bewerking dienen kan ,
om het quotiënt in eene oneindig voortloopende reeks te ontwikkelen ,
dat wil zeggen , voor het quotiënt eene rij van termen te vinden , die
onophoudelijkvoortgaat, en volgens de magten van eene zelfde letter
afdaalt of opklimt. Om deze ontwikkeling te verkrijgen, behoeft men ,
door den regel van § 46 eene rest verkregen hebbende , die ten opzigte
der rangletter van eenen lagerén graad is , dan de deeler , slechts op
die rest denzelfden regel toe te passen , en daartoe eenen gebrokenen
terra in het quotiënt te schrijven ; de rest , die men daarna verkrijgt ,
kan menop dezelfde wijze behandelen, en hiermedekan menvoortgaan,
zoo ver men verkiest. Wil men , bij voorbeeld, het quotiënt of het ge -
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broken in eene oneindig voortloopende reeks ontwikkelen , dan
komt de bewerking aldus te staan :

/ 1 ¥ ¥ ¥
« >+ 4» a 3+ ¥ > a - 1- (-

« *+ oa* ra»

¥

a *

- «//2+ S*
¥

- ai 2— —
a

¥
¥ + —

a
¥

b3 H-
a 3

¥

Men heeft dus

«3+a-

a a ‘
¥ ¥
- 1-
a a 3

¥ ¥

a 3 a 3
¥ ¥

a 3 a “

¥ ¥
- 1-
a 3 a “

¥ ¥ ¥ ¥- — a - 1- — H- enz .a 3+ ¥ a a 3 a 3 a 4

§ 93. Indien men , alvorens de bewerking der deeling toe te passen,deeltal en deeler , of teller en noemer , naar de opklimmende magteneener letter rangschikt , zal men even zoo eene oneindig voortloopendereeks verkrijgen , welke ook naar de magten van die letter zal opklim¬men , en dus eene geheel andere gedaante zal hebben , dan die , welke
men door de rangschikking naar de afdalende magten van dezelfde letter
zou hebben verkregen . Zoo zal men , in het zoo even gegeven voor¬
beeld , door eene rangschikking naar de opklimmende magten van a ,de volgende bewerking hebben :
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A3+ «3 A

—A«3+ «3
a “

—ba 3— —
b

a;» «3 tf5
- |- H — - enz .
b b3 b 3 A*

a 3
a 3+ —

b

a ‘

* ft1

— H-
6 A3

«5 «'

A3

A3

A3
«7

A*
« 6 «’

- -f- —
A3 A‘

Men heeft dus
b’-i-a * a 3 «3

■■ = A - b -- ï- ' ■
A3+ « 3 A A3 A3 A*

§ 94 . Uit de beide vorige § § blijkt dus, dat men elk gebroken in twee
verschillende reeksen zal kunnen ontwikkelen , waarvan de eene de op¬
klimmende magten der rangletter in de noemers, en de andere die mag-

' ten in de tellers der termen van het quotiënt heeft . Zie hier nog eenige
voorbeelden van gebrokens , die op beide wijzen ontwikkeld zijn :

1° .

2° .

3° .

l —.r
a

—.r+ 1
a

l + .r
a

x + 1
3+ 2x

■■a + ax + ax 3 + ax 3 -+- iix 4 -t- enz . ;

a a a au

X X 3 X 3 X 4 X 3

— a — ax + ax 3 — ax 3 + ax h

o a a a a
— — —. -- L, —

X X 3 X3 X h X3

= S—7x + 2ix 3- 79x3 + 2&lx

enz .

enz

l+ 3x—x 3
2x+ 3 2 9 29 96

—x 3+ 3x+ l x 3 x 3 x '



§ 94, 72
Walmeer voor eene bepaalde getallen -waarde van de letter , volgens

welker magten eene reeks voortgaat , de termen aclitervolgens grooter
worden , noemt men die reeks eene divergerende ; worden echter de
termen aclitervolgens kleiner , dan heet de reeks eene convergerende .

Het verdient opmerking , dat van de beide reeksen , die men door de
ontwikkeling van een zelfde gebroken verkrijgt , voor eene zelfde waar¬
de van de rangletter , altijd de eene divergerend en de andere conver¬
gerend zal wezen .

Neemt men , in de opgegevene voorbeelden , x > 1 , dan zullen de
reeksen , die de magten van x in de tellers hebben , divergeren , en
die , welke de magten van x in de noemers hebben , convergeren ; neemt
men echter .r < l , dan zal juist het omgekeerde plaats hebben . Zoo is,
in het l e voorbeeld , voor x =z2 9

a .-- = — a =z a + 2 a + 4 « + 8a + 16 « + enz . ;1—x

en a
—.r+ 1 = — a

a

2

«

4

a

8

a

16
enz .

De eerste dezer reeksen is nu divergerend , omdat de termen hoe lan¬
ger hoe grooter worden ; hoeveel termen men dus ook van die reeks
mogt verkiezen te nemen , zal zij nimmer , zelfs niet ten naasten bij , de
waarde — a van het gebroken kunnen voorstellen , en in die voorstel¬
ling wijkt zij meer van de waarheid af , naar gelang men meer termen
neemt .

De tweede dezer reeksen convergeert , omdat de termen hoe langer
hoe kleiner worden ; neemt men dus een groot aantal termen van deze
reeks , dan zal zij , ten naasten bij , de waarde — a van het gebroken
voorstellen , en in die voorstelling wijkt zij minder van de waarheid af ,
naarmate men meer termen neemt .

Neemt men , in hetzelfde voorbeeld , x —
1
7 ’ dan heeft men ;

a 3 111
—— = — - a -1- a + — a + enz . ;
1—x 2 3 9 27
a 3

■— . ■■■ = — azx . — 3 « — 9 « — 27 « -t- 81 « — enz . ,
—x + 1 2

van welke reeksen nu de eerste convergeert en de tweede divergeert .
Hoe meer termen men dus van de eerste neemt , des te minder zal de

3som dier termen van - a verschillen ; terwijl men , door een grooter

3aantal termen van de tweede te nemen , meer en meer van '—a zal af¬
wijken.
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BEHANDELING DER WORTELGROOTHEDEN.

Herleiding tot eenvoudiger > vorm van de som en het

verschil van wortelgrootheden .

§ 95 . Indien eenige eenledige wortelgrootheden , waardoor men ver-
n

staan moet zulke , die de gedaante Aj/B hebben , ten opzigte van den

wortel , die daarin voorkomt , gelijksoortig , en dus alleen van elkander

onderscheiden zijn door de factoren , die vóór het wortelteeken staan ,

kan derzelver som en verschil , volgens § 17 , 18 en 19 dadelijk vereen¬

voudigd worden , door optelling en aftrekking der coëfficiënten. Zoo is ,

bij voorbeeld , 5 /̂3 -t-7]/3 —9l/3 = 3j/3 ;

PV ï + 2ïl / q ]/q = Q>+ 2g- l ) yq -,

{a —h)\/ (a+ b ) — ( a+ S)j/ (<z+ 6 ) = — 2by ( a+ 6 ) .
Wanneer eenledige wortelgrootheden niet gelijksoortig zijn , kan der¬

zelver som o£ verschil niet anders worden voorgesteld , dan door dezel¬

ve met de teekens + of — er tusschen naast elkander te schrijven. Zoo

zijn , bij voorbeeld , de uitdrukkingen

2t/5 + 3(/7 ; 7«l/c + 3iV <i ;

(p + q) V ( c+ d) + cV (p ~ q ) ~ dy (c —d)
voor geene vereenvoudiging vatbaar .

§ 96. Alvorens over het al of niet gelijksoortig zijn van eenledige

wortelgrootheden te oordeelen , moet men dezelve , door toepassing der

vroeger gegevene regels , zooveel mogelijk vereenvoudigen , omdat som¬

tijds schijnbaar ongelijksoortige wortelgrootheden , na toepassing dezer

regels , zullen blijken gelijksoortig te zijn. Zoo is , bij voorbeeld ,
1». 5l/12 -t-p/27- 4j/3 = 10t/3 + 31/3—41/3 = 91/3 ;

2» . 4)/24 —2t/81 + l/32 - 5v/2 = 8t/3 - 6l/3 + 2|/2 - Sl/2 = 2t/3 - 3t/2 ;

3» . 2t/64 + 8v/8 - i/18 =z2i/8 + 8t/2 —3t/2 =^ iy2 + S ]/2 —3 ]/2 = 9y2j

121 . 31 16 1 . 271 1 132
4<’- 2/5 - 31/35 + 5 / 24 = & \

- & ? + b^ 4x 6 = üvg - ^ ï+ 5 vü

| v6+| v6=| i/si
5 ° . ]/8a 2ó3c — b ]/2bc i 4 - 2a\/2a 2bc = 2aby2bc — bc \/2hc ■+- 2a2\/2bc

= (2«5— bc-\-2a2)y2bc = (2a2-\-2ab—bc)y2bc ;
1 3 4

v ‘èx 2y x ^
729y ' - JL ^ 3y = l/ J 3L

xy * v 9x2y 2 x
■v' 1

+ — Viy

= c'3xy
1

'iy 1 —) l/ ty -
Xy >

iy —x
\’ixy 2 / 3y .

6° .
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§ 97. Volgens hetgeen in dè twee vorige § § gezegd is, heeft men dus ,
om de som en het verschil van eenledige wortelgrootheden tot de een¬
voudigste gedaante te herleiden , dezen

Regel . Herleid , volgens de vroeger gegevene regels , de wortel -
grootheden tot derzelver eenvoudigsten vorm ; vereenig daarna de
gelijksoortige termen tot eenen enkelen term , en schrijf de hierdoor
verkregene termen met hun eigen teeken achter elkander,

Om de som en het verschil van veelledige wortelgrootheden te herlei¬
den , verbindt men dezen regel met dien van § 24.

Herleiding en ontwikkeling der producten van wortelgrootheden .

§ 98. Wanneer de wortels uit stelkunstige vormen door behulp van
wortelteekens zijn aangeduid , noemt men dezelve gelijknamig of onge¬
lijknamig, naargelang de aanwijzers der worteltrekkingengelijk of on¬
gelijk zijn. Zoo zijn, bijvoorbeeld , y 'bc , ]/ pq 9 1/3 » alsmede Va ,

3 3 3 4
yh , y (a+ /i) gelijknamige wartels ; daarentegen zijn y a , ya , yh ,

5 6
j/2 «r , \/b alle ongelijknamig .

De vroeger bewezene vergelijking (47 ) aldus geschreven wordende :
n n 7i 7i n

Va . i/ h . V c . i/ d . = y'aöcd .
verschaft tot het h'erleiden van de producten van gelijknamige wortels
den volgenden

Regel . Vermenigvuldig de grootheden , die onder de wortelteekens
staan , met elkander; neem daaruit den gelijknamigen wortel, en
herleid dien wortel, volgens vorige regels , tot deszelfs eenvoudig¬
ste gedaante.

Zie hier eenige voorbeelden :
lo . ]/3 Xf/6 = 1/18 = 3j/2 ;
2» . J/18X1/60 = 1/1080 = 6 |/5 ;

3». v \ y.v \ = 1/1 = 1 ;

4». l>14Xl/ ?Xl/27 = l>567 = 3^ 7 ;

5° . i/c («+ J)X ]/ft ( «H-S) = l/ ah(a+ by = (a + h)y ah ;

6° . j/3 a*b X V — X |/3J Jc = y —5ba 3è 3c 3 = — ‘iahcyl .
Wanneer men dezen regel wil tóepassen , om het product van twee

onbestaanbare gelijknamige wortels te herleiden , moet men deze bij¬
zonderheid in het oog houden , dat men voor den wortel uit het vierkant
van een negatief getal weder datzelfde negatieve getal moet nemen.
Men heeft derhalve

y —axy —6 — y {— <t){—ï>) = Vi — ij ix «é = —yai ;

l/ - aXl/ - «= l/ (- o)XC- *)= t/ ( - l ) 2X«i= l/C- l )2Xl/ «*= V/ - lXl/ «i ;

y —axy —h—y {-a ) (- h ')—y (-\ y (ih—y {-\ 'yyah —y —\ .yah ——yab -,
enz .



75 8 99 '

Een dieper onderzoek omtrent liet vermenigvuldigen der onbestaan¬
bare wortels achterwege latende , kan men evenwel ten opzigte der vier¬
kantswortels opmerken , dat zonder de genoemde bijzonderheid in het
oog te houden , het product van de heide factoren + \/ ~ a en + j/ —b ,
volgens den regel toch altijd of -f- j/ ah of — ]/ab zijn moet , en dat het
in acht nemen dier bijzonderheid alleen dient , om aan het product het
teeken te geven , dat hetzelve , naar aanleiding van de teekens der fac¬
toren , hebben moet .

§ 99 . De vroeger bcwezene vergelijking (51 ) aldus geschreven wor¬
dende :

P q _ nP nqT/eC — \/a
verschaft het middel , om ongelijknamige wortels gelijknamig te maken .
Zij leert namelijk , dat men den aanwijzer der worteltrekking en den
exponent van de grootheid onder het wortelteeken altijd met een zelfde
willekeurig getal mag vermenigvuldigen .

Men kan hierdoor een’ willekeurigen wortel herleiden tot eenen an¬
deren , waarvan de aanwijzer een veelvoud van denvorigen aanwijzer is.
Indien men dus eenige ongelijknamige wortels heeft , kan men ze alle
herleiden tot andere wortels , die denzelfden aanwijzer hebben , mits
slechts die gemeenschappelijke aanwijzer een gemeen veelvoud zij van de
vorige aanwijzers , en klaarblijkelijk zal dit op de eenvoudigste wijze
geschieden , indien men het kleinste gemeene veelvoud neemt .

Men heeft alzoo, voor het herleiden Van ongelijknamige wortels tot ge¬
lijknamige , den volgenden

Regel . Neem het kleinste gemeene veelvoud van de aanwijzers der
worteltrekkingen ,* deel den aanwijzer van eiken wortel in dit kleinste
gemeene veelvoud , en vermenigvuldig den aanwijzer van dien wortel ,
alsmede den exponent van de grootheid onder het wortelteeken , met
het quotiënt van genoemde (h eling.

Voorbeeld . De wortels y2ah , yitb 2c en y3a 3c gelijknamig te maken .
Hier zijn de aanwijzers der worteltrekkingen 2 , 3 en 4 ; hun kleinste

gemeene veelvoud is 12 , de quotiënten van 12 door 2 , 3 en 4 zijn 6 , 4
en 3 ; men vermenigvuldige dus den aanwijzer en den exponent van {/ ‘lab
met 6 , dan komt er

1/2ab = y ( 2ab )1 = y ( 2ab)e = y64a eb e ;
om voorts ]/45 2c te herleiden , neme men 4 tot vermenigvuldiger , waar¬
door men verkrijgt

yWc — y ( ibzcy = y (l 6ae) * = y256b Bc ‘ ;
even zoo heeft men , 3 tot vermenigvuldiger nemende ,

y3a 3c = y (3a3c) t = i/ ( 3«3c)3 = y27a ac 3.
Derhalve zijn i/64a s 5B, i/256i 1!c 4 en y27a *c * de gevraagde gelijknamige
wortels .



§ 101 . 90

§ 100 . Wanneer men het product van ongelijknamige wortels wil her¬
leiden , makt' men dezelve dus eerst volgens de vorige § gelijknamig , en

passé daarna den regel Van § 98 toe .
Zie hier eenige voorbeelden :

1" . 1/6XJ/12 = y '216xyii -l — 1/8X27x8X18= 1/6ÏX4S6

= 2j/486 = 2 )/2 . 3» ;
2° . y3xyis = J/9X1/18 = 1/162 = 3j/2 ;

3° . yixyO = )/2 2 X 1/2 -3 = p/2 10Xl/2 3. 33 = j/2 13. 33 ;

4° . y2aö x yli ‘ c X l/3a sc = j/2 ea G6e X ^ ^ c 4 x l/3 3a »cs

= y2 iri .33a 15/,14c*= . 2<r<',J/2 3.33« :l7,, e' ;

5° . , 2« , 91,>
^ -5üXi / — = i/ .

6 31,
_ Sa 3 6 8U ‘ _ O Sn̂ 81fi 4

3b ^ V 4a* ~~ V Hjb3 X ^ 16 « 4 ~ ^ 2703 X 16 «4

Wanneer men den regel voor het gelijknamig maken op onbestaanbare
wortels wil toepassen, en daartoe het negatieve getal , dat onder het

wortelteekenstaat , tot eene evene magt zou moeten verheven worden ,
zou men , door het bewerkstelligen dier magtsverliefling, het kenmerk
der onbestaanbaarheid laten verloren gaan , in zulke gevallen moet men
dus van dezen regel geen gebruik maken .

Was, bij voorbeeld , gevraagd het product te vinden van l/ —2 en y 3,
dan moet dit product klaarblijkelijk onbestaanbaar zijn; past men echter
den regel onvoorwaardelijk toe , dan vindt men

I/ - 2Xl > 3 = y (~ 2) - xy3 = 1/4X3 = V 12 ,
welke uitkomst bestaanbaar is , en dus het bedoelde onbestaanbare pro¬
duct niet meer voorstelt . De uitdrukkingen

V —2X1/3 en 1/12
komen , hoezeer de eerste onbestaanbaar en de laatste bestaanbaar is ,
echter daarin overeen , dat elk derzelve , tot de vierde magt verheven

wordende , bet getal 12 oplevert , zoodat de onzuiverheid van de ver¬

gelijking
1/ - 2XV/3 — 1/12

slechts een gevolg is van bet aangenomen gebruik , om door y 12 alleen
het positieve getal te bedoelen , dat tot de vierde magt verheven , het

getall2 oplevert , en geenszins eene stelkunstige uitdrukking , die hier¬

aan mogt voldoen.
§ 101 , Het herleiden der producten van een- of veelledige wortel -

grootlieden heeft na het verhandelde nu geene de minste zwarigheid ,
daar men hiertoe slechts de vroeger gegevene regels voor het herleiden
der producten van een- of veelledige vormen met de Tegels van § 98

en 99 behoeft te verbinden . Bij de veelledige vormen , kan men het uit¬

voeren der bewerking op dezeifde wijze inrigten , als in } 33 ia aange¬
wezen.



§ 102.77

Moest , bijvoorbeeld , 2aya — 3ayb + 7yab vermenigvuldigd worden
met 5ya —]/b , dan zou de bewerking aldus te staan komen :

2aya — Say b + 7yab
5y a «■» y b

10<z2 — 15al/ « S+ 35 « i/6
— 2ayab . . . . + 3« ft—ïbya

10a1 — 17ayab + ‘i5ayb + 'Aab—7bya .
Zie hier nog eenige voorbeelden , betreffende de herleiding van pro¬

ducten van een- en veelledige wortelgrootheden .
1». 5]/6x3j/3 = 151/18 = 45]/2 ;
2° . 2y3x7y4 = 2y27X7ylB = 14y432 ;
3° . a \/bxc \/d = ac \/hd \
4° . Z(a -t-b^ ]/2a {a —b) X 2(a —b ) y ' 3b(a+ b ) =

3:a+ b)ySa 1(a—byx2 (a - b )y %1(a+ b)1= 6(a 1- b1)y72a 1b1(a + b)1(a- b )3
5». (2+ i/3 -t-]/2 )X5p/6 = 10l/6+ 5l/18 + 5|/12 = 10l/6 + 15l/2+ 10i/3 ;
6 ». ( 2y2 —iy3 ) x5y2 = 10l/2 . | /2 —201/3 -1/2 = 10j/ï . 1/8 —20 [/3 . J,>ï

= 101/32 —201/12 ;
7° . ( 5+ 3y5 ) (5- 2-y5 ) = - 5+ 51/5 ;
8° . (3y3 —2y7 ) ( 2y3 —3 ]/7 ) = 60—131/21 ;
9" . (2« 25+ l l̂/ ^c- 3l/c ^̂ )^2« 25- <iI/ ^c+ 3 )/cd )= 4fl!4i 2- ic ^̂ 2- 9crf+ 6crf /̂ ^ î,,
§ 102. Hetgeen in § 38 , betrekkelijk de ontbinding in factoren ge¬

zegd is , kan ook op wortelgrootheden worden toegepast . Zelfs kan
men stelkunstige vormen , waarin geene wortelteekens voorkomen , in
factoren ontbinden , die ieder op zich zelven wortelgrootheden zijn .
Zoo is , bijvoorbeeld , yab = ya . yb ; ya 2 = ya . ya ; azzya . ya ;
a — ya ^t ya ; ayb —cyab — (a - cya )yb ; 2+ 1/6 = (y2 + y3 )y2 ;
4 = ( —l+ l/5 ) ( l+ l/5 ) ; enz .

Zulke ontbindingen , in factoren die beide of een van beide eenledig
zijn , vallen , indien men eenige vaardigheid in het opmaken van produc¬
ten verkregen heeft , van zelven in het oog In het bewerkstelligen van
zulke ontbindingen in veelledige factoren , zal men even gemakkelijk sla¬

gen , indien men zich de volgende ontwikkelingen in het geheugen ge¬
prent heeft .

{a + yh )(a — y b~) = «2— b ;
(ya + yb )(ya —yb ) = a —b ;

( ayb + cyd )(ayb —cyd ) — a 2b—e 1d ;
{a+ hyc )(c + dyc ) = ac + bcd+ (ad+ bc)y c ;

(ya + byc )(ya + dyc ) — a+ bcd+ (b+ d)y ac ;
( ff+ 5l/ )2 = «2+ + h2«i/ft ;

(a+ byc )1 = a 1-i-b1c+ 2abyc ;
( l/n + l//ij 2 — ir+ 5+ l/2n5 ;

( ya 1+ yab + yb 1) (ya — yb ) -= a —b;

( ya 1—yab + yb * )(ya + yb ) = «+ J .



§ 103. 78

Herleiding der quotiënten van wortelgrootheden .

I

§ 103.
tiende :

De vroeger bewezene vergelijking (65 ) aldus geschreven wor -

l/ a » a•— = V -n hVb b
verschaft tot het herleiden der quotiënten van gelijknamige wortels den
volgenden

Kegei . Deel de grootheid , die in het deeltal onder het worteltee -
leu staat , door de grootheid , die in den deeler onder het wortelteehen
voorkomt ; neem den gelijknamigen wortel uit dat quotiënt , en her¬
leid dien wortel , volgens vorige regels , tot deszelfs eenvoudigste
gedaante .

Tot het herleiden der quotiënten van ongelijknamige wortels , volge
men denzelfden regel , na eerst die ongelijknamige wortels , door den
regel van § 99 , gelijknamig gemaakt te hebben ,

Brengt men nu dezen regel in verband met hetgeen in § 85 gezegd is ,waardoor men verkrijgt

pVa _ p Va _ p_
n a

B ~ T " ~
5t bqylt 1/ b

(71 ) ,

dan is dezelve voldoende , om de quotiënten van eenledige wortelgroot -
heden te herleiden .

Zie hier eenige voorbeelden :

1".

2° .

3».

3 = ^ 5 = ^
1/3 ab , 3ab a 1
VÜc = V Wc = V rc = Tc V2aC '

3 |/6
vi

: : 3- ^ = 3l>
3

fa 2
„ 4 24 3 4
3^ Ï6 =

2 ^ 24’

4”.

5" .

777: = 2
~ = 2 ^ T* = 1 = ë 1/35 = fi ,/243 ;

a 4 a—b
b «H-&

]/3 __ 1 ]/3 3 1 e 33 1 c,3 5

2j/9 * y9 *

ay (a—b) _ a y ( a— (>y _ a 4
^ (g—h )%

viaï — b*}
*

Wanneer men dezen regel wil toepassen in het geval , dat het deeltal
bestaanbaar , maar de deeler onbestaanbaar is , moet men dezelfde bij¬
zonderheid in het oog houden , die in het slot van § 98 is opgejmerkt.
Zoo is , by voorbeeld , '

y ab — yab —1
y —a ya ^ y —t = — yb . y —l =: - y ~ b ;



79 § 105 .

}̂ ± _ x -_ L = - y a . V(- iy = - Va . 1>( — 1)
y —b yi > y — i

— — ya . y —1 . y — i = —y — a . y —1 .

§ 104. Indien het deeltal of de teller geene wortelteekens rnogt be¬
vatten , en de deeler of de noemer eene eenledige wortelgrootheid is ,
bepaalt de herleiding van het quotiënt zich tot het vermenigvuldigen
van teller en noemer met zoodanigen vorm , dat de nieuwe noemer , dien
men daardoor verkrijgt , zonder behulp van wortelteeken kan worden
voorgesteld , In het algemeen , is deze herleiding begrepen in de formule

P , ftp -y « PVa

qya qya . ya n 1 a 1
Zie hier eenige voorbeelden van dezelve :

1
y3

2
_

2 . y 2'

3y2
7 _ 7

3 o
51/12

c cj/ 'a c \/a

p n= -
qV «”- 1 C72 ) .

1° .

2».

3».

l ^ - Lys -
y3 . y3 3 3 V ’

2yi 1 i ,= -jj =
3 ^ 4 ;

3y2 . y2 *

_ 7-y/ 2-3J __ IKl 8 _ I ^ 1S .
5]/2 2.3 5 ]/2 2. 3 . l/2 . 32 5-2 ' 3 30

4° .

5° . p *—q *
__ (p 1—q 1) y2ptp + g)

qy2p (p + q)
~

qi/ 2p (p + q) . y 2p (p + q )

= ywp + g) .

= 7b vai

_ (j )2—qt )y 2p (p+ q
')

§ 105. Indien de deeler eene eenledige wortelgrootheid en het deeltal
een veelledige vorm is , waarvan de termen al of niet wortelgrootheden
zijn , kan men eerst den regel van § 44 toepassen , en de daardoor ver -
kregene gedeeltelijke quotiënten verder volgens § 103 en 104 herleiden .
Of ook kan men, het quotiënt in de gedaante van een gebroken geschre¬
ven hebbende , teller en noemer met zoodanigen vorm vermenigvuldi¬
gen , dat de nieuwe noemer , dien men daardoor verkrijgt , zonder be¬
hulp van wortelteeken kan worden voorgesteld .

Zie hier een paar voorbeelden :

2+ j/3 - 2 j/6 _ Ji __ j/3 ^ __ 2]/6 _ 2j/6 1 1 _ 2 ]/6 a
5j/6

“
5j/6

+ l ]/G b \/Q
"" 30 +

5 ^ 2 5 6*

1 __ 1 2 2c 65 1 . 1 1 G
15 ^ 4

“
5 15 l/6 + iÏÏ ,/2 ~ i5 '^ 65 i6 ' 15 ’ 10 1 15

1° .



§ 106. § o

2» .
2nxlA—cd ]/ (a i —b u) [ 2« 252— crfi/ (a ‘—5 ») ] i/ (u 2+ J2)

abcd]/ (a*+ tdf « 5erfj/ (a 2+ 62) . l/ ( a 2+ 42)

2a */>t V (a t+ t>‘)—cdia *+ ?>* ) l/ ( a >—b>)_ 2ah
«5crf ( a2+ i 2) cdia ^+b1)l/ ( « 2+ {2)- —l/ (a 2_ i 2)

§ 106. Wanneer 6e deeler eene veelledige wortelgrootheid is , onver¬
schillig wat dan ook het deeltal zijn moge , herleidt men het quotiënt
gewoonlijk, door teller en noemer van het gebroken, waardoor dat
quotiënt wordt voorgesteld, met zulk eenen veelledigen vorm te ver¬
menigvuldigen, dat in den nieuwen noemer geene wortelteekens voor¬
komen . In de meest voorkomende gevallen van deze herleiding bestaat
de deeler uit de som of het verschil van twee termen , waarin , hetzij
in beide, hetzij in een van beide , geene andere dan vierkanlswortel-
teekens voorkomen ; en in deze gevallen kan men zich , blijkens de , in

§ 102 opgegevene , producten, bedienen van den volgenden
Regei . Vermenigvuldig teller en noemer van het gebroken , waar

door het quotiënt wordt voorgesteld , met den vorm , die ontstaat ,
door de termen van den noemer te verbinden met het tegengestelde
teeken , als waarmede die termen in den noemer verbonden zijn .

Deze regel is vervat in de volgende formulen:

A _ A(g—bye ) A _ Afa+ by c )
a+ byc — /de ’ a—byc a2— ü2c ’ |

A A{ayb — cyd ) A_ A(a \/l + c ]/d ) I

„yb + cyd
~~ a, b—c2d ’ ayb —cyd ~~ a' b—c'd

Zie hier eenige voorbeelden :

• (73) .

1° .

2».

3» .

2 a _ 2a ( l + l/5 )
- 1+ 1/5

“ (- l+ l/5 )( l+ l/5 )
= ^ «(1+ 1/5) ;

10 - 21/5 _ ( 10 - 2l/5 )(10- 2K5 ) _ 120- 401/5 _ 1

10+ 21/5
~

( 10+ 2l/5 ) (10 - 2l/5 ) 80 ~ 2 ^

8+ 41/3 _ ( 8 + 41/3 Xl/7 + 1/11 ) _ (8+ 4l/3 ) ( l/7 -H/l l )

1/7 - 1/lï
”

(1/7 - 1/11X1/7 + 1/11 ) - 4

= - ( 2+ 1/3X1/7 + 1/11 ) i

33 33(2t/3 - 3t/5 ) 33 ( 2i/3 —3i/5 )
4° '

21/3 + 31/5 (2i/3 + 3l/5 ) (2l/3 —3l/5 ) — 33 ^ 5 2 )/S '

gVg —bVb _ (gVg — Wb ){Vg + Vb ) _ g2—ft2+ (g—b) ybg
. / _ , / K r — ( 1/ n— i /"/»V i / rr-4—1/ /A rt—.ffVg- V h ~

a 2 _ a 2| .r —l/ ( .r 2—a 2) l

,! + l/ (,r 2—« *)
—

r .r + l/ ( .yJ —« 2) j Lr — l/ ( .y J— o ! ) |
u 2[ .r —1/ (^ 2—a 2) | . . , , ,

= —-- —- ; zz ,r — i/ (,r 2—a ! ) .
a1

6».



§ 108 .81

Wanneer de noemer uit het verschil of de som van twee derde - ,
vierdemagtswortehi enz. mogt besta .an , of ook somtijds, wanneer de
noemer meer dan twee termen mogt bevatten , kunnen er dergelijke
herleidingen plaats hebben , waaromtrent echter het bestek dezer begin¬
selen niet gedoogt , in nadere bijzonderheden te treden .

Herleiding der magten van wortelgrootheden .

§ 107 . Daar de magt van eenigen wortel niets anders is , dan het
product of gedurig product van eenige wortels , die alle onderling ge¬
lijk , en dus ook gelijknamig zijn , kan de herleiding van zulk eene
magt onmiddellijk tot den regel van § 98 worden teruggebragt . Men
heeft namelijk

71 71 71 Tl 71
{Va )1 = = )/ «X« = j/ffl 3 i

71 n 71 71 Tl 71
( ]/ «)3 = i/aXV a XV a = = V a3 ;

en zoo ook in liet algemeen

{Vaf = VaP . (74) .
Om dus eenen gegevenen wortel tot eene gegevene magt te verheffen ,
lieeft men den volgenden

Regei . . Verhef de grootheid ^ die onder het wortelteeken staat , tot
de gegevene magt , neem uit die magt den , met den gegevenen , gelijk -
namigen wortel , en herleid dien wortel , volgens vorige regels , tot
deszelfs eenvoudigste gedaante .

Deze regel , met dien van § 52 in verband gebragt , is genoegzaam ,
om eenledige wortelgrootheden tot gegevene magten te verheffen . Zie
hier eenige voorbeelden :
1 °. U/3 )* = 1/33 = 3^ 3 ;
2° . (2l/5 )2 = 2a(]/5 )a = 4j/5 3 = 4[/25 ;
3». (— 7 V &y = + 72( V &)1 = 49[/6 3 = 49J/6 ;
4° . C3aJj/2ac } » = { 3ab) *{V2ac ) * = ( 3ff ?0 3|/ (2«c) 3

— 27«3A3l/8 «3c 3 = 54« 4S3c ]/2nc ;

5° . (
3 a2b \ * / 3 a%h \ % . / 3 «aA\a

2tt3c |/ Zcdj) = ( ~ 2i,e »/ 3Sp ) = + P «*cKv / 35? )

. 3 « V/* . 3 oaMficd * 4 «rA%c* 3 ^ a
= tó “C, ^ 9^ 3= 4S ‘C2l/ -

27? IF = -
top

- ^ 30 ^ ^ = -
» , /3 ', SC 'i '

Wanneer men dezen regel wil (oepassen , om eenen onbestaanbaren
wortel tot zekere magt te verheffen , moet men weder de , aan het slot
van § 98 opgemerkte , bijzonderheid in het oog houden . Zoo is , bij
voorbeeld ,
( V ~ «)* = — a ; {V —« )3 = — aV —a i (t/ —«) * = + «2 ;
Cl/ —« ) 3 — p/ — ( j/ — « )3 = V —! X (/ - «3 ; ( !/ - «) " = — « ; enz.

§ 108. Wanneer de exponent van de magt , waartoe een wortel moet
verheven worden , gelijk is/jan den aanwijzer der wortel trekkingbq -

6.



§ 110. S2
staat de magtsverheffing , volgens de vergelijking (44) , alleen in liet
weglaten van het wortelteeken . *.

Indien voorts de aanwijzer der worteltrekking een factor is van den
exponent der magt , waartoe de wortel moet verheven worden , heeft
men , volgens (74 ) en (46 ) ,

(75) ,
zoodat in zoodanig geval het wortelteeken verdwijnt , en de verlangde
magt verkregen wordt , door de grootheid onder het wortelteeken tot
exponent te geven het quotiënt , dat er komt , wanneer men den aanwij¬
zer der worteltrekking deelt in den exponent van de magt , waartoe
men verheffen moet . In zoodanige gevallen , moet men dus den regel
der vorige § niet toepassen , daar zulks niet alleen overbodig is , maar
ook somtijds, indien men de meer genoemde bijzonderheid uit het oog
verloor , tot verkeerde uitkomsten zou geleiden .

Zoo is , bij voorbeeld :

1». (3a*l>y —45 2e)»= ( 3a>5 )3x ( l/ —U ’ c ) 3 = 27«653X— 4Aac = —108ö eA5e;
2° . (y —5) 12 = ( — 5 ) * = 625 ;
3®. ( 2y —3) ’ = 2B( )/ —3)0 = 2 6(—3)3 = — 26. 33 = — 1728 ;
4° . ( cd ]/e ?;C<f ) 15 = ( cif ) ls ( j/fl !5eif ) 15 = c t5 d 1‘ X (.aicd ) a — « 5Ss c 13<f 18 .

§ 109. Om de magten van veelledige wortelgrootlieden te ontwikke¬
len , behoeft men , hetgeen in § 53 gezegd is , slechts te verbinden met
de regels , die voor de herleiding der producten en magten van wortels
gegeven zijn.

Zie hier eenige voorbeelden :
1». r- l + l/5 )* = (— l )3+ 2C- l )Xl/5 + C)/5 )8 - 1—2)/5 + 5 = 6- 2p/5 ;
2». (3+ 1/3 )* = 32+ 2 . 3 . ]/3 + ( )/3 )a = 9+ 6J/3+ 3 = 12+ 6)/3 ;
3». (ys — ysy = ( i/5 )a— 2. y5 . y3 + (y3 )* = 5—2j/is + 3 = 8—2j/is ;
4° . (V -r+ J/y )2 = (y .r ) ‘‘+ 2. y .r . Vy + (Vy ) '‘ = x+ y+ 2y .ry ;
5° . ( ayb —cyd )3 — ( ayl )3—3(ayi >) :‘ . cyd + 3 . ayii . (cyd )1—(eyd ) 3

= a *h—2a 2r )/ lid2— c3rf ;
6° . ( - 1+ 1/ —3)2 = (- l ) 2+ 3(— ïy .y —3+ 3(—1) . (1/ —3)*+ (u»—3)>

= —1+ 3)/ — 3+ 9— 3y —3 — 8.

Herleiding van de wortels uit wortelgrootheden .

§ 110. Wanneer uit eenen wortel , of uit eene eenledige wortelgroot -
heid , wederom een wortel van zekere magt moet worden getrokken ,
stelt men , in het algemeen , de grootheid , waaruit die laatste wortel¬
trekking moet plaats hebben , tusschen twee haakjes , alvorens men het

pnieuwe wortelteeken daarvoor plaatst . Moest , bij voorbeeld , uit ya



§ 111 .83

p
of uit hya de gdemagts\vortel worden getrokken , dan zou inen dezen

<t p q p
wortel aanduiden , door te schrijven y ( ]/a ) of y {hya ) . Men moet
opmerken , dat in het eerste geval de haakjes wel mogen worden weg¬
gelaten , omdat dit weglaten geene verwarring kan veroorzaken , maar
dat zulks in het tweede geval niet mag geschieden : want zoo men

q p _
schreef j/ « , zou door deze uitdrukking toch niets anders dan ViVu )

q p
verstaan kunnen worden , maar zoo men schreef yhya , zou daardoor

q p
het product der beide grootheden yb en ya worden aangewezen , zoo -

q p q p
dat yhya geheel iets anders beteekent , dan y (bya ).

§ 111 . De herleiding van wortels uit wortels is begrepen in de vol¬
gende formule :

9 ( P v vq
l/Kl/a ) = i/ a . .

Om deze formule te bewijzen , heeft men , volgens (44) ,

( l/ ( l/ a ) Y = \/a -,
verheft men de heide leden dezer vergelijking tot de pie magt , dan
verkrijgt men , volgens (32 ) en ( 44) ,

y (% ) T = a -,
trekt men eindelijk uit beide leden dezer laatste vergelijking den pqio -
magtswortel , dan komt er

0 , P . Pi
V ( V a> = Va ->

zijnde dit juist de gestelde formule . Uit dezelve volgt terstond , voor
het herleiden van wortels uit wortels , dezen

Regel . Vermenigvuldig de heide aanwijzers der worteltrekkingen
met elkander, en neem uit de grootheid, die onder het wortelteekcn
staat , den wortel , welke dit product tot aanwijzer heeft.

Om wortels uit eenledige wortelgrootheden te herleiden , kan men ,
hetgeen in § 56 over het brengen van factoren onder een wortelteeken
gezegd is, met dezen regel verbinden ; of ook kan men eerst de formule
( 47 ) , daarna den bovenstaanden regel , en eindelijk de regels , die voor
het herleiden der producten -tan wortels gegeven zijn , toepassen .

Zie hier eenige voorbeelden , op beide wijzen behandeld :
1».

2».

l/ ( 2 |/3 ) = VO/24 ) = V24 ;
V (2l/3 ) — y2 . y ( y3j = 1/2 . J/3 — V 8 .1/3= 1/24 ;

V (3ay2al /3) = v^( J/ (3a ) *.2aA 3) = yl62a 3h 3 ;
V ( 3ay2ah *) = y3a . y (y2ah 3) .. . . y (3a) \ y2ah 3 = ]/162 «V,3 ;

V (2ay2a ) = y ( y (2a ) ’ . 2a) = y (2a) > = y2a ;

V (2ay2a ) = y2a . V (l/2a ) = y (2a)*. y2a = V ( 2a ) ' — y2a .

3».



§ 1X3. $ 4

Het kan gebeuren , dat uit eene eenledige wortelgrootheid , die liet
teeken — vuur zich heeft , op nieuw een wortel moet getrokken worden .
Zijn nu de aanwijzers der worteltrekkingen beide of een van beide oneven ,
dan kan men , volgens (48 ), dat teeken — altijd onder liet eene of buiten
het andere vvortelleeken brengen . Zoo is , bij voorbeeld :

p/C- 21/3) = - ]/ (2j/3 ) of ]/ ( - 2l/3 ) = l/ (2 |/ - 3) ;
- 1/ (- 2 l/ 3) == j/ (2j/ - 3 ) ;

'
]/ (- 2 ]/3 ) = - l/ ( 2K3 -) .

In zoodanige gevallen , vereisclit het toepassen der gegevene regels
geene bijzondere voorzorg . Zijn echter de aanwijzers der worteltrek¬
kingen beide even , dan zal , naargelang men de eerste of de tweede der
opgegevene handelwijzen wil volgen , in het oog gehouden moeten
worden , hetgeen te dezen aanzien in § 56 of in § 100 is aangemerkt .
Men heeft , bij voorbeeld :

y (—a]/b ) — l/ (- l/ «25) = 1/- 1 • = V - l . Va *b ,
of V (.—«l/ *)= I/ —'a . yi —V — \ . V a -V l—V — \ - V a 'L-V 1>~ V — l . l/ «2*.

§ 112. Wanneer bij herhaling wortels uit wortels moeten getrokken
worden , is eene herhaalde toepassing van hetgeen in de vorige § ge¬
leerd is , genoegzaam , om zulke vormen te herleiden . Zie hier een paar
voorbeelden tot opheldering :

1». l/ (2«v/ ( 35 ]/ «tfi) ) = ]/ (2ff |/ (t/3 4«5s)) — l/ (2«J/3 irr!>‘ )
= ]/ (]/2 8.3 4a 9//5) p/2 s .34«252 ;

2». V' (2er3p/ («V/l/ («l/ «25))) = l/2 «3. j/ (a2?,j/ ( «j/ «25))
=z \/2a *. ]/ aH . y {a ]/ = y2a s . \/a 1l). ya . ]/a 1b

= ]/2 ls . Bs ' . | / >o 12AB. i/o 2. i/a 2d =

§ 113. Op het herleiden der wortels uit veelledige wortelgrootlieden
is toepasselijk hetgeen in § 58 ten aanzien der wortels uit veelledige
vormen in het algemeen gezegd is. Men zal zich bij deze herleidingen
met vrucht kunnen bedienen van de in § 102 opgegevene uitkomsten .

Een der meest voorkomende gevallen is de herleiding van den vier¬
kantswortel uit vormen , die de gedaante A+ Bj/C hebben , waarin A ,
B en C vormen beteekenen , waarin geene wortelteekens meer voorko¬
men . Uit de drie laatste voorbeelden van § 101 blijkt , dat zulke vormen
kunnen ontstaan zijn , door ontwikkeling van het product van twee on¬
gelijke factoren ; terwijl uit de vier eerste voorbeelden van § 109blijkt,
dat zulke vormen ook de ontwikkelde tweede magt van andere kunnen
zijn. In het laatste geval zal dus de vierkantswortel uit zulke vormen
kumien worden voorgesteld , zonder , het wortelteeken vóór dezelve te
plaatsen . Inde aangehaalde voorbeelden is gevonden :

( - 1+ 1/5)2 = 6—21/5 ; ( j/5 —f/3 )2 = 8—2J/15 ;
(3]/3 - 2 |/7 )(2f/3 - 3l/7 ) = 60- 131/21 .



§ 113.85

Hieruit volgt , dat men ook hebben zal
( ]/ (6—2 /̂5 ) = — 1+ 1/5 en j/ ( S - 2i/15 ) = j/5 - ]/3 ;

maar dat men den vierkantswortel uit 60—131/21 niet anders , dan
door liet wortelteeken vóór dien vorm te plaatsen , kan aanduiden .

Onderstelt men nu , dat A+ Bp/C werkelijk de ontwikkelde tweede
magt is van eenen vorm , die eene der gedaanten

ödzl/ft » et±jb\/c , \/cf±J >yc en a \/h -±c \/d

heeft , dan kan , omdat men voor die vormen ook kan schrijven

j/ « 2Hhj/ö, j/tf + j/f/c , j/a 2ö+ i/c 2d ,
ih deze onderstelling A+ B /̂C aangezien worden , als de ontwikkelde
tweede magt van den vorm x/p -j^Vq , waarin p en q grootheden zon¬
der wortelteekens verbeelden . In de onderstelling

■k$3VV -= (\/p± :Vqy of 1/ (A;j ;Bj/C ) = ]// >+ !/ <y ,
zal dan ook de ontwikkelde tweede magt van \/p -±$/q , datis p + q± %\/pq
den vorm A+ Bj/C moeten opleveren , en dus

p + q = A en 2j/ pq = Bj/C
moeten wezen. Verheft men elk lid van de twee laatste vergelijkingen
tot de tweede magt , dan komt er

p 2-\-2pq -j~q2 = A1 en kpg = . B2C .
Trekt men de tweede vergelijking van de eerste af , dan verkrijgt men

p 2—2pq-\-g2 = A2—B2C ,
of cp — q)% = A*—B*0
en dus is , p ~~q = i/ (A2—B3C) .
Zullen nu/ > en q grootheden zonder wortelteekens zijn , dan kanooklmn
verschilgeenewortelgrootheidwezen , en dusmoct , indien ]/ (A±Bp/C )
tot eenen vorm van de gedaante \/p ^z \/g herleidbaar zal wezen , de

vierkantswortel uit A2—B2C zonder behulp van tcorteUeeken kunnen
worden voorgesteld , en dus , zoo als men zegt , A2—B aC een volkomen
vierkant zijn .

Daar voorts P+ q = A en p —q — 1/ ( A2—B2C)
is , vindt men , door optelling en aftrekking dezer vergelijkingen

2p — A-Fj/ (A2—B 2C) en 2q= A— J/ ( A2— £2C ) ,

o£ p — iA + ij/ (A2—B 5C ) en 9 = ~A — \y ( A2— I!2C) ,

zooilat men heeft

f/CA+ Bf/C ) = t/ | ^AH- l |/ ( A*- B>C) J±K | ^A- i 1/ ( A^- B=C) | . . . (7r) .

Indien men dus eenen vorm van de gedaante J/ (A+ ByC ) heeft , moet
men eerst onderzoeken , of A -—B2C een volkomen vierkant is , en dit
zoo zijrule , daarna de formule (77 ) toepassen.

Zie hier eenige voorbeelden :
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1». j/ (7- 4 | /3 ) = l/ |
3 ^+ iv/ (49- 4S) |

- l/ |
3 ? - iv/ (49 - 4S) |

= |/4 - (/3 = 2—1/3 ;

2®. l/(12+2)/35 ) = L/ | c+^1/( 144-140) j. + 1/ jfr- ^1/( 144- 140 )J
= K7 + 1/5 ;

3®. 1/ (29 - 41/7 ) = I/ | l4 | + ?l/ (841 - 112 ) J
- i/ |

l4i -
£ 1/ (841 - 112 ) j

= 1/28 — l/l = — 1+ 21/7 ;

1 1 «
4° . | / ( 16ö2H-- />2c+ 4c ^i/c ) = 4«+ - 4 | /c .

4 2

Men kan nog opmerken , dat , zoo Aa —B2C geen volkomen vierkant zijn
mogt , de vorm AHhBj/C somtijds kan ontbonden worden in een product
( A' ^ B

*
l/C ) j/D , welks eerste factor ée eigenschap heeft , dat A ' a—B' aC r

een volkomen vierkant is ; in zulk een geval heeft men

| /
'(A±B /̂C ) = l/ [ (A' ±BVC ' ) /D ] =

en dan kan men op den factor |/ (A ' + B' ]/C ' ) de opgegevene herleiding
toepassen . Zoo is , bij voorbeeld ,

t/ (4+ 3l/2 ) = ^ [(3-h2 ]/2 ) i/2 ] = ï/ (3+ 2 |/2 )v/2 = (H - ]/2 ) |/2 = :i/2 + /̂8 .

§ 114. Wanneer men zich bij eenen bijzonderen vorm overtuigd heeft ,
dat A2—B2C een volkomen vierkant is , kan men , in plaats van de for¬
mule (77) , die men anders daartoe altijd in liet geheugen zou moeten
hebben , op dien vorm toe te passen , ten opzigte van dien bijzonderen
vorm , de bewerkingen herhalen , die in de vorige § ten aanzien van den
algemeenen vorm AH- Bj/C verrigt zijn .

Voorbeeld . Te herleiden j/ [ 2ah—2j/ (« aA2—carf2)] .
Hier is Aa = 4« 2£Ven B2C = 4a *h*— 4c2d2 v dus A2—B2C ~ 4c*d2 -

deze laatste vorm een volkomen vierkant zijnde , zoo stelle men
\/ \ %ah —2j/ ( a 2/ia—carf3)] = J/p — ]/ ? .

Elk lid dezer vergelijking brenge men in het vierkant , dan komt ér
%ah ~ 2 \/ {a 2h2—c 2d2) ~ p -\- q— 2j/ pq »

Daarna stelle men
■p + q — 2ah en 2|/ pq = 2 |/ (a 2h2— c2d1) .

Elk lid dezer vergelijkingen brenge men weder in het vierkant , dan ver¬
krijgt men

p *+ 2pg + q 2 = 4a *b* en 4pq — 4a 2h2— kc 2d 2.
Door deze vergelijkingen van elkander af te trekken , zal men vinden

p *—2pq + q 2 = 4e%d2

= 4c2rfa ,
p —q = 2cd ;
p + q = 2« 5 ;

of
dus is
maar men had
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door dus de som en liet verschil der beide laatste vergelijkingen te ne¬
men, verkrijgt men

2p = 2«/;+ 2crf
p = ab+ cd

2q = '2ah- ‘led
g == ab— cd ,

en
of en
zoodat men eindelijk heeft

l/ [2raft—2 i/ («3ft3—c3(t3)] = : \/ (ab+ cd)—y (.ab—cd) ,
welke laatste uitdrukking nu de herleide vorm is .

§ 115. Overeenkomstig hetgeen in § 58 gezegd is , merfce men nogop ,
dat zoo in den vorm A+ ttyC , de grootheid A uit twee termen bestaat ,
en B |/C het dubbele product van de vierkantswortels uit elk dier beide
termen mogt zijn , de vierkantswortel uit dien vorm de som of het ver¬
schil van de vierkantswortels uit de genoemde termen zal wezen, zoodat
in zoodanig geval de herleiding der vorige § § kan ontweken worden .

In het 4® voorbeeld van § 113 , is
1

A = 16a*+ - l : c en ByC = Aabyc .A
Daar nu

en 2xA«X^byc = AabycAa , y -rl̂ c

is , heeft men

16 « 3 *c+ Aahyc = (4a)H-2X4«X^ 'l/e + ( iij/c ) :

en dus

l/ { 16a3+ - 7/3c-t-4aéi/e ) = 4a+ - byc ,

§ 116. De vergelijking (77) blijft , ingevalle A3—B3C geen volkomen
vierkant mogt zijn , desniettemin doorgaan , hetgeen daaruit blijkt , dat
het tweede lid dier vergelijking , in het vierkant gebragt wordende ,
juist den vorm A+ Ii [/C oplevert ; past men echter deze formule toe op
eenen vorm , waarbij A3—B 3C geen volkomen vierkant is , dan zal men
wel tot geene valsche uitkomsten geraken , maar dan zal men , in plaats
van den opgegeven ’ vorm te vereenvoudigen , denzelven zamengestelder
maken.

Wilde men , bij voorbeeld , j/ (6+ 2 [/3 ) herleiden , dan zou men , door
toepassing der formule (77) , verkrijgen :

j/ (6+ 2v/3 ) = l/l3 + il/ (36- 12 )]+ v/ [3- il/ (36 - 12 ) l

= y ( 3+ ys ) + j/ (3—y &) ,
en de vorm i/ ( 3-t-)/6 ^+ j/ (3—1/ 6) is nu klaarblijkelijk zamengestelder
dan de opgegevene .

§ 117. Men kan ook altijd wortelgrootheden van de gedaante
V (A+ lii/Cj± [/ (A+ Bp/C) , bestaande uit twee termen , die alleen door het
teeken, dattusschen AenB (/G geplaatst is , van elkander verschillen , tot
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een’ enkelen term herleiden , die de gedaante der zamenstellende termen
heeft . Hiertoe behoeft inen alleen de tweede magt van den gegevenen
vorm te ontwikkelen en daarna weder den vierkantswortel uit die ont¬
wikkelde tweede magt te nemen. Wil men , bij voorbeeld , herleiden
l/ (7+ 2i/3 ) —1/ ( 7— 2i/3 ) , dan zou men vinden

[ l/ (7+ 2l/ 3)- f/C7- 2V3 )]J = ( 14- 2V/37) ,
en dus is l/ (7+ 2j/3 ) - 1/ (7 —2 |/3 ) = Vi 14 —21/37) .

Deze herleiding is het omgekeerde van die , welke men in de vorige §
heeft leeren kennen , zoodat , wanneer men op den verkregenen vorm
de formule (77) toepaste , de opgegeven vorm w eder te voorschijn zou
komen.

Wanneer men vormen op deze wijze herleidt , moet men opletten ,
dat men bij het nemen van den vierkantswortel uit derzelver ontwik¬
kelde tweede magt het teeken + of — vóór het wortelteeken stelle ,
naargelang de opgegeven vorm een positief of negatief getal voorstelt .
Moest men dus herleiden j/ (7 —2j/3 ) —j/ (7+ 2t/3 ) , welke vorm , omdat
de eerste term kleiner dan de tweede is , klaarblijkelijk een negatief ge¬
tal voorstelt , dan zou men , evenals boven , hebben

[ j/ (7—2i/3 )— l/ (7+ 2j/3 ] a = 14- 21/37 ,
waaruit nu zou volgen

VC7- 2J/3)—1/(7+ 2[/3 ) = — j/t 14- 21/37).
§ 118. De handelwijze , in de vorige § opgegeven , kan somtijds met

vrucht op nog andere vormen worden toegepast , zoo als uit de volgende
voorbeelden zal blijken.

Eerste Voorbeeld . Te herleiden i/ (75+ 6 [/5 )+ i/ ( 15— 6i/5 ) .
Hier vindt men , door ontwikkeling ,

[ l/ (75+ 6l/5 )+ l/ (15- 6l/5 )P = 90+ 61/ (105- 401/5);
door toepassing der formule (77 ) , vindt men j/ (105—40i/5 ) = 4(/5 —5 ;
derhalve is

[ l/ (75+ 6i/5 ) + )/ ( 15 —6J/5 ) ] 1 = 90+ 6(4j/5 —5) = 60+ 241/5 ;
en hieruit volgt , omdat de opgegeven vorm een positief getal voor¬
stelt ,

l/ (75+ 6l/5 )+ i/ (15- 6l/5 ) = l/ (60+ 24 ]/5 ) = 2l/ (15+ 6i/5 ) .
Past men , in dit voorbeeld , op de uitkomst de formule (77) toe , dan

komt er
2j/ (15 + 6l/5 ) = l/ ( 30+ 6 ]/5 )+ l/ (30- 6|/5 ) ,

welke laatste vorm in gedaante van den opgegevenen verschilt , maar
toch dezelfde waarde moet hebben . Men heeft dus

l/ (75+ 6’/S )+ i/ (15- 6l/5 ) = 1/ ( 30+ 61/5)+ 1/ (30- 61/5).
Tweede Voorbeeld. Te herleiden 1/( 15— 1/6 —61/2 ) —1/ ( 15+ 1/6+ 61/2) .
Door ontwikkeling verkrijgt men

[1/( 15- 1/6- 61/2) - 1/( 15+ 1/6+ 61/2) 1’ = 30- 21/( 147 - 241/3 ) ;
door de formule (77 ) vindt men 1/(147— 241/3) = 12 - 1/3 , derhalve is

[1/( 15—1/6—6l/2 ) —1/ ( 15+ 1/6+ 61/2 )]» := 6+ 2]/3 ; ,
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en omdat de opgegeven vorm klaarblijkelijk een negatief getal betee -

kent , volgt hieruit
l/ (15 - l/6 - 6l/2 )- i/ (15+ l/6 + 6l/2 ) = - l/ (6+ 2l/3 ).

Derde Voorbeeld. Xe herleiden l/ [4+ l/ (3+ 4l/3 )J— l/ ' li — l/ (3+ 4(/3 )] .

Hier wordt
{ |/ [ i+ l/ '(3+ 4l/3 )l - l/ri - l/ (3+ 4l/3 )l }“ = 8- 21/ (13- 41/3 ) ,

of , omdat 1/ ( 13- 41/3) = 2i/3 - l is ,
{ l/ [d+ l/ (3+ 4l/3 )] - l/ [4- (/ (3+ 4l/3 ) ] } » = 10 - 41/3.

en bij gevolg
l/ [4+ l/ ( 3+ 4l/3, ] - l/ [4- l/ (3+ 4l^ 3)] = + l/ ( 10 - 4j/3 ) .

OVER DE GEBROKENE EN NEGATIEVE EXPONENTEN .

§ 119. In al hetgeen tot lüertoe is voorgedragen , stelden de expo¬
nenten altijd gelieele positieve getallen voor , daar zij niets anders be-

teekenden , dan het getal , dat aanwees , uit hoeveel gelijke factoren een

product bestond . Wanneer men zich een’ exponent als een gebroken
of als een negatief getal wil voorstellen , gaat deze oorspronkelijke be-

teekenis verloren , dewijl toch nimmer het aantal factoren , waaruit
een product beslaat , een gebroken of negatief getal kan wezen . Om

na te gaan , wat derhalve de beteekenis van eenen gebrokenen of nega¬
tieven exponent zijn kan , moet men opmerken , dat , even als in de cij¬
ferkunst de gebrokens , en volgens § de negatieve getallen , ontstaan

zijn uit deelingen en aftrekkingen , die niet in den eigenlijken zin kon¬
den plaats hebben , zoo ook de gebrokene en negatieve exponenten al¬
leen kunnen voortkomen , door exponenten aan deelingen en aftrekkin¬

gen te onderwerpen , die niet in den eigenlijken zin kunnen worden
uitgevoerd .

§ 120. De eenige bewerking , waarbij het is te pas gekomen , om een’

exponent door eenig getal te deelen , is begrepen in de vroeger bewe-
zene formule (46) . Een gebroken exponent kan dus alleen ontstaan

p
zijn , door die formule , \/a p<J= :a^ , welke onderstelt , dat de exponent
pq door het getale deelbaar is , en ook slechts in die onderstelling is
bewezen, - toe te passen , ingevalle die deelbaarheid niet plaatsheeft ;

q— p
hieruit volgt , dat ap niet anders beteekenen kan , dan jen men
beeft dus

£
a p = |/ a q . * . . . . (78 ) .

Men kan alzoo het gebruik der gebrokene exponenten aanzien , als
eene nieuwe schrijfwijze , om wortels voor te stellen , die gegrond is ,
op eene uitbreiding der formule (46) . Deze schrijfwijze stemt overeen
met de bewezene vergelijking (51 ) ; want op beide leden dezer vergelij -

nq q
king die schrijfwijze toepassende, heeft men a vp = a p.
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§ 121 . De eenige bewerking , waarbij het is tepas gekomen , een ge¬tal van een’ exponent af te trekken , is begrepen in de vroeger bewe-

zene formule (24) . Een negatieve exponent kan dus alleen ontstaan
aP

zijn, door die formule , — = ap 9 , welke onderstelt , dat p> q is , ena 9
ook slechts in die onderstelling is bewezen , toe te passen, ingevalle
p < q is . Is ij —p — s , dan is p —q — — s , en dus , door toepassing der

aformule , *— = aP~~q =: a ~ . Deelt men echter teller en noemera q

het,gebroken —- door ap , dan verkrijgt men -— = —-— = — .af a g a 9~ P a s

van

Men
heeft derhalve

= -^r . (W) .a s
Men kan alzoo het gebruik der negatieve exponenten aanzien , als

eene nieuwe schrijfwijze , om gebrokens voor te stellen , die op eene
uitbreiding der formule (24) gegrond is. Door deze uitbreiding aandie formule te geven , wordt dezelve ook toepasselijk op het geval , dat

P— q is : hieruit volgt dan — = aP~P — a° ; daar echter ook — = 1ap ap
is , heeft men

«« = 1 (80).Omdat in deze laatste formule a elk willekeurig getal , of eiken wille -
keurigen stelkunstigen vorm kan voorstellen , $oo leert zij , dat de Ode
magt van elke grootheid gelijk 1 is , zoodat men zelfs hebben zal 0° — l .

§ 122. Een negatieve gebroken exponent kan niet anders zijn voortge¬komen , dan door de uitbreidingen , die , volgens de beide vorige § § ,aan elk der formulen ( 46 ) en (24 ) gegeven zijn , achtervolgens toe te

passen. Heeft men dus aT 1 , dan moet deze uitdrukking ontstaan zijn ,door eerst de formule ( 78) en vervolgens (79) , of ook , door eerst (79)
en vervolgens ( 78) toe te passen . Men kan alzoo de beteekenis van

p
a g vinden , door diezelfde bewerkingen om te keeren , waardoor men
zal verkrijgen

__ p_
n

~
1 1

P

nf ~~P — - f ^ 1
ft q — a q = \/a - p — l/ ~ '

5 123. Door het gebruik van gebrokene en negatieve exponenten ,
kan men alle wortelgrootheden en gebrokens in de gedaante van gelieele
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vormen , zonder wortelteekens schrijven . Dit de volgende voorbeelden

zal men zien , hoe zulks , door toepassing van hetgeen in de drie vorige

§ § gezegd is , kan geschieden .

£/ « > = a * ; 21/30 *5*0 = 2.sWc ' ;

2aH *c
1" .

2».

3» . .

■— = air
0

; 2a s 51c .3“ I(a *- ê, )~ I ;
S(«2—52)

!/ ( "+ / ) _ t/ (o+ 5 ) __ («+ 5)T— -M' I .

1/5* «»
’ U- Oi/t »- *) U - h)i

§ 124. Reeds in § 119 is gezegd , dat wanneer men zich een’ gebro¬

ken of negatieven exponent voorstelt , de oorspronkelijke beteekenis van

magten verloren gaat ; het is uit dien hoofde , dat men grootheden ,

waarbij gebrokene of negatieve exponenten staan , oneigenlijke magten

noemt . De uitdrukking a° behoort mede tot de oneigenlijke magten ,

en de overige worden , naargelang van derzelver exponenten , gebro¬

kene , negatieve , en negatieve gebrokene magten genoemd . Om de

beteekenis van zulke oneigenlijke magten te verklaren , moet men altijd

terugkeeren tot de wortelgrootheden of gebrokens , waaruit zij kunnen

zijn voortgekomen .
De volgende voorbeelden kunnen strekken , om zich in het verklaren

dezer beteekenis te oefenen :

1». 2* : 1/2 ; 2" 1 = . - ; =
1 1 3_~ Ti

■Ü .
1/3 *

— n
2° . n” = \/a ; o " = 1/ an — — ; a »

3». {a+ b) \ a —li) J = 1/

n i -
= I/ — ; aa

a+ h~
b '

= I/ -

= l/ ( i/ x'+ \Zy *¥ — ( i/ ./ + i/ )y2) i/ ( i/ *2+ l/ .y
1) .

§ 125. Het nut , dat men van het gebruik der gebrokene en negatieve

exponenten trekken kan , steunt alleen daarop , dat dezelfde regels , die

vroeger zijn bewezen geworden , ingevalle de exponenten gebeele posi¬

tieve getallen waren , ook doorgaan voor gebrokene en negatieve expo¬

nenten . Zie hier het bewijs voor de voornaamste dezer regels .

Laat r , s , t 9 u geheele positieve getallen voorstellen , dan zijn

, s , t ,
r t . r t

- u geheele negatieve getallen , — positieve en —

negatieve gebrokens . Volgens het vroeger geleerde , heeft men dan

r t ru -̂ st r
— - d U SU SU SU - -1_

a s X a“ = \/ar % \/at — \/ a ruy \/a st = y/amksi — „ tu — at

Hierdoor is de formule (13) voor gebrokene exponenten bewezen.

Gelijkerwijze heeft men
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a ~~r X a ~ ' — — X — = ■
.r+ s a ~ (r + :a r a A a '

Hierdoor is de formule ( 13) voor negatieve exponenten bewezen.Zoo is ook
r t

1
^ J __ 1_ 1 1a s Xa u = ■

s r u ti/a \/a l/a , u
ru- -̂ st

\/a st Va
r *

ft s u m

Slt

ru+ st

-M-hf*

waardoor dezelfde formule ( 13) bewezen is voor negatieve gebrokene
exponenten .

Om de overige regels , die ten aanzien van gelieele positieve expo¬nenten bewezen zijn , ook voor gebrokene en negatieve exponenten te
bewijzen, kan men op dezelfde wijze te werk gaan. Men lieeft namelijk:Voor de formule ( 24 ) ,

ns V nT l/ « r“ su a su—: = = y-- = \/ - = : Waru~ st1 u SU „ st *
Z X/a * I/ ast a

ru—st r i
su sar = a = : a :

\

a s
t '

a * [/a r \/a r

SUffSt su— V,— t/ a J'/ aru *

l/a
si —rusi —ru t r r / rv

•— ff SU —— ffU S — ff S \ B/ #

Voor de formule (32 ) ,

( *
~) “ = i/ { / } = y ( |/ « r) = vil / 11’ 1) — V" r‘ = a ‘“ = a X » ;

K
( ^ )

‘ v
ï -

^ \

— {/ ( //O = |/ «" e= ~ a'
r- x -

„ j » .
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Voor de formule (33 ) ,
r s V — I / „rl,rr T<F • s s , L i r L

( abcd) s = \/ ( alcd )r = J/ a r(ircrdr — \/a r. \/h T. \/c r , \/d ' — «rjïcïrf * ;

{«M ) ~ r = — 1~ ~ = = a— b
- r c~ rd- r -,a r V c r dr

1
( «5c</) s '■

( abedy
1

a rbrc rdT
1

r r r r
1111

r r r i
\/ (ahcdy |/ a ’ brcrdr

a s b * c * d * as } s c i

r r r r
■=za

- ~
b * c s d

Voor de formule (46) ,
t t t

r - r u t tu t — ~ : r
l/fl » = 1/ (1/a ) = (/ « = a ru = a ’s ;

r —s r 1 1 ■>
v/ö = I/ — = — = a ë ;

• . a —
* «r r

Va- Uy -L7= ]/ tyl r) =y '± - = ± =a- ~ = a~k
r 1 « * a „77

Voor de formulen (47 ) , (50 ) , (51 ) , (64) en ( 74 ) zal de lezer , de bo¬

venstaande bewijzen tot voorbeeld nemende , ge makkelijk zelf liet bewijs
kunnen opmaken.

§ 126. Daar in de vorige § is gebleken , dat de gebrokene en nega¬
tieve exponenten aan dezelfde regels , als de geheele positieve , onder¬

worpen zijn , kan de toepassing dier regels doorgaans met vrucht

aangewend worden tot het herleiden van wortel grootheden , Om te doen

Zien , hoe men zich hierbij te gedragen hebbe , zal het geschiktst zijn ,

eenige herleidingen , die vroeger , door de regels voor het herleiden van

wortels en wortelgrootheden gegeven , zijn bewerkstelligd , andermaal

door behulp van gebrokene en negatieve exponenten te verrigten . Zie

hier een aantal voorbeelden van dergelijke herleidingen :
9

1° . J/1 6aM>*c ° = ( 2 4«4i J ee) ‘ = (2 4)2. (a “)*.(b*)
'
. (c°y = .2*a *bc* = 4a*lc *-,

2° . V'&\x *y ’>z (3 4.r 3J/ 4z, )T = '6‘xy 1 ?} + Kry^ 2+ 4

— 3 : 'iryz * . 'A' ;/ 71z * = 2.ryz *(2yzY = 2.ryz *\/2 >yz ;

3» . ,2a*h1]/2h == 2a*b*(2bf = 2a2i »2* $ = ï V $
= 1/2 s« 4i = = p/8a “b° ;

(23a 4Js)^

4° . i/4a *b ° = (ZWb *f = 2Vi ’ = 2W = 2Vtó l = l .2*'a ’£ b*

= b(2ab )f = bl/2 «b ;



§ i2e. 94

„ 49n 3A‘ _ ( 7 _ 7» A3
5° ' ^ 64e«rf3° ~

} 8W »f
~

f8S (;Grfl„. i
~ XcW 5

6».. v j ; — ( " , !i
'

) = = « ïft * = « ’ <y

= a b b = i ( «A)* = g l/ ab ;

7 ®. l/3 «ViXl/ —6öc®X1/3A2c = (3e3A)3 . ( — l )3, (6«c3)f (3A3c)*

= - ( 3« *A.6« c3. 3A3r )
‘ = - (2 .3 3« ’A3c3)

'
— - (2p\ 3«Ac= —3«Acl/2 ;

_ „ 3 4 I Il22 ] l3 ] 1-LÏ j 1 i 3 1-L.J lj . 18». l/2w4xi/4/ ,2cXl/3 « 3P= 2io'i4 i2'I4 ï<-“3'ï «‘Ic »= 2 ;‘ :I3ï «ï + ,;4 :‘ ' c ',^ ‘—

2l . &ah ^c'iz = 2ab.2h ^a^bic^ =z2ab . ^ Z^ ai:‘ br ‘ cri = 2all/2 ^ aS^ c , .

3°. X - 2i ai 3
~ hr i X2^ bh ~ ia~ ‘ = 2

~ h i a~' i bi = ^ ;

10». gl/ (g- * )= G(a _ iy,b - \ a *- l *)
- i= ct{a —b }*b 1

(a - 4}
“ ^(*+ 4,r ^

Al>(a3- A3)

£ _ 1 _ 1 - 1 1_ l J _ .1 __ 1 t . 1 -
11 ». -- —tb a ’£-= ch n - = ca - b a = ca 1 («4) = _ iX« •

4l/ « ab v ’

12° . (3aêl/2ac )3 = ( saA ^ a^c3) 3 = 33ö3A32*«M = 2 .33a «A3c . 25V 3c*:=:
= 54ö ‘S3cl/2 «c ;

13». |/ (3r/1^2«A'
) ‘= (»« . 2'v/V ' ) = l/ (s . 24 V̂;0 — 3^

‘
vV

, = = 1/3 *. 2«5A3 = |/l62a 3A3 ;

14®. l> 2« t/2 « ) = { 2«(2« )i }
4 = { ( 2«F }

’
= {2a ) =z |/2c ;

15®. |/ (2« l/ (3A{̂
'«A))) = : (2«(3A(0A)*)V = (2« (3«^ ) 5

)3

= (2 . 3*a*ó* )* = : 233VA * = 21<’, 3ÏV 1*A” = l/2 3. 34«3A3 ;
!, » » i « i l I J t f85412 6 3 2 1lG<‘.l/ (2 » V (" IAlX( f/\/a 1A)

'
))= 2!'«’i„T:/; V 2,;«;',; fcTr= 272 c7ï«72 A, V T« ' ï 5-' 1

18 71 7 - 2_ fV =i ” — i/ 2 i »«- ‘A' .

I



§ 127 .95

Ingevalle men deze wijze van herleiding wil toepassen op onbestaan¬
bare worteluitdrukkingen , zalmen dezelfde voorzorgen moeten gebrui¬
ken , die vroeger zijn aanbevolen geworden , waartoe men slechts in het
oog zal dienen te houden , dat gebrokene exponenten niets anders zijn ,
dan eene andere schrijfwijze om wortels voor te stellen . Voorts is het
van belang , op te merken , dat , wanneer de noemer van een gebroken

1 z

exponent een even getal is , de uitdrukkingen ( — « ) 2n en —a 2n niet met
i
— Zn

elkander mogen verwisseld worden , omdat , (—a )zn = 1/ — a en
ï— an

— = — \/a zijnde , volgens (49 ) , de eene dézer uitdrukkingen bestaan¬
baar en de andere onbestaanbaar is . Is echter de noemer van een ’ gebroken ’

1 1
exponent een oneven getal , dan hebben ( — en —a 2n + l , omdat

—I— an-f-i -—-—
( — «)*n+ r = \/ — a en —' a *n+ x = — \/a is , volgens (48) dezelfde

ii i i
beteekenis . Zoo mag b . v . voor (—<r )* niet —« , maar voor ( —er)7 wel —
geschreven worden .

§ 127. In § 95 is gezegd, , dat , wanneer eenledige grootheden onge¬
lijksoortig zijn , derzelver som of verschil niet anders , dan door het
teeken + of — tusschen dezelve te plaatsen , kan worden voorgesteld .
Daar nu elke eenledige wortelgrootheid in de gedaante van eene ge¬
brokene magt kan worden geschreven , zoo volgt hieruit , dat , wanneer
ongelijksoortige grootheden gebrokene exponenten bij zich hebben , der¬
zelver som of verschil almede niet eenvoudiger zal kunnen worden voor¬
gesteld , ai ware het dan ook , dat die gebrokene exponenten gemeen¬
schappelijke factoren hadden , of zelfs gelijk waren . Men zou dus gro -

2 4 2
velijk dwalen , indien men , bij voorbeeld , b

' door (a-t- i 2)s of
3 3 3

pl - q % door (p —qY wilde vervangen . Het op deze wijze buiten haakjes
brengen van exponenten mag alleen dan geschieden , wanneer gebrokene
magten met elkander vermenigvuldigd zijn , en steunt dan op de verge -
lijkingen (32) en (33) , die in § 125 mede voor gebrokene ol negatieve

exponenten bewezen zijn. Zoo is , bij voorbeeld , a * x i * = (ai 2 ) ' en

P^Xq* = ( pa )* -
Zijn echter grootheden , die gebrokene of negatieve exponenten bij

zich hebben , ten opzigte van zekeren factor gelijksoortig , dan kan
derzelver som of verschil vereenvoudigd worden , door dien factor bui¬
ten haakjes te brengen . Zie Uier eenige voorbeelden :



06§ 129 .

1». o *+ o ir= o 1'
{ ! + «*) = «(« T+ n S) = « T( « *+ «) .

) ] 2 = x 3y :‘ ( e

(2j')”C.*‘— r )'
(2.r1—2rx)

't 2V ( r—r)

4». (q3+ p 3f
X —-- X —x —. .r —X 2j

e + l + e z= e ( 1+ e + e ) — e ( e + e + 1) .
Het is klaar$ dat men deze wijze van herleiding zal kunnen omkeeren,

ten einde eenen factor , die bui tenhaakjes staat , binnen dezelve te bren¬
gen. In de zoo even gegevene voorbeelden, behoeft men de leden der
vergelijkingen slechts te verplaatsen, om even zoo vele voorbeeldenvan
deze omgekeerde handelwijze te verkrijgen.

§ 128. Het binomium van Newton , in § 53 opgegeven , voor nega¬
tieve waarden van n toegepast wordende, verschaft het middel , om de
ontwikkeling van quotiënten of gebrokens in oneindig voortloopende
reeksen op eene andere wijze , dan in § 92 en 93 te verkrijgen. Zoo is ,

1 — i
bij voorbeeld, - —— s= (1—.*•) ; stelt men nu m de formule ( 39 ) a — 1,

b=zx en n — —1 , dan zal men, het benedenste teeken gebruikende,
verkrijgen;

( 1— j
~ T = l+ x+ .v3+ x 3+ enz.

—- -1 = l+ .r+ x *+ x s+ enz.
en dus is ook

1—x
Op dezelfde wijze , zal men vinden

In de hier gegevene voorbeelden, hadden de gebrokens de eenheid tot

teller ; mogt dit het geval niet zijn , dan zou men het gebroken kunnen
ontbinden in twee factoren , waarvan de eene de teller en de andereeen

gebroken is , dat de eenheid tot teller heeft , welk laatste op de boven¬
verklaardewijze ontwikkeld zijnde , dan met dien teller zal moeten ver¬

menigvuldigd worden.
§ 129. Door dezelfde formule ( 39) voor gebrokene waarden van n toe

te passen , kan men de wortels uit tweeledige grootheden almede in on¬

eindig voortloopende reeksen ontwikkelen . Zoo is , bij voorbeeld:

1 g lg > 5 q3
lAP+ tf) = (/ )+ </ ) ï = pi

of ook

\Ap+ q ) = ( q+i>Y= <A ‘

1-t- 1- enz
3 p 9 p1 81 p 3

lp lp 1 5 p 3
1+ - + —■- enz

3 (7 81 q %

van welke 'reeksen de eene convergeert , wanneer de andere divergeert.
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algehele aanmerking omtrent de herleiding der
6TELKCNSTIGE VORMEN .

§ 130. Blijkens hetgeen tot hiertoe verhandeld is , bestaat het herleid
den van eenen stelkunstigen vorm altijd daarin , dat men op eene andere
wijze uitdrukt , hoe de waarde van dien vorm kan berekend worden .
Heeft men dus een’ gegeven’ vorm tot een’ vorm van eene andere ge¬
daante herleid , en neemt men in deze heide vormen voor de letters ,
die er in voorkomen , willekeurige getallen , mits voor eene zelfde
letter ook hetzelfde getal , dan zal men , de waarde van die vormen be¬
rekenende , daarvoor een zelfde getal moeten verkrijgen . Deze eigen¬
schap noemt men de identiteit der beide vormen . Hieruit vloeit een
gemakkelijk middel voort , om te onderzoeken , of men , bij het her¬
leiden van vormen , ook fouten gemaakt heeft . Men stelle namelijk in
den oorspronkelijken en in den , door herleiding verkregenen , vorm
voor de letters gemakshalve kleine getallen , en berekene dan de waarde ,
die de beide vormen hierdoor verkrijgen ; vindt men dan voor beide
niet dezelfde waarde , dan kan men zeker zijn , zich in het herleiden
ergens vergist te hebben ; vindt men voor beide wel dezelfde waarde ,
dan wordt het zeer waarschijnlijk , dat men geene fouten gemaakt
heeft . De volkomene zekerheid , van zich niet vergist te hebben, wordt
door deze beproeving niet opgeleverd , omdat twee vormen , waarvan
de eene niet tot den anderen herleidbaar is, voor dezelfde getallen¬
waarden van dezelfde letters , toevalligerwijze dezelfde waarden zouden
kunnen verkrijgen ; de genoemde waarschijnlijkheid wordt echter zeer
verhoogd , en bijna tot zekerheid gebragt , indien men , zulk eene be¬
proeving met andere getallen herhalende , op nieuw onderling gelijke
waarden voor de heide vormen verkrijgt .

Had men , bij voorbeeld , het product («+ 26 )(2«— 6) ontwikkeld , en
daarvoor verkregen 2<z3+ 4«6 —Sb* , hetgeen blijkbaar fout is , en stelde
men nu , om de juistheid der herleiding te beproeven , e = l enfsl ,
dan zou men toch hebben

(«H-26 )(2«—6) = 3 en 2«3+ 4«6—3b>= 3 ;
door het nemen van « = 1 en 8 = 1 , zou dus de fout niet aan den dag
komen. Neemt men echter a = 2 en 6 = 1 , dan vindt men

(<z+ 26 ) ( 2«— 6) = 0 en 2a3+ 4«6— 36 3 = 13 ,
waardoor mende zekerheid verkrijgt , dat er een misslag begaan is .

Overigens moet men opmerken , dat tot het herleiden van stelkunstige
vormen al de tot hiertoe gegevene regels kunnen te pas komen , en dat
het dus van het grootste belang is , zich al die regels eigen te maken .
Om eenen stelkunstigen vorm tot de eenvoudigste , of tot eene bepaalde ,
gedaante te herleiden , zal men doorgaans van verscheidene regels ach»
tervolgens moeten gebruik maken ; men heeftdikwijls de volgorde , waarin

7 .



§ 130. 98

die regels moeten worden aangewend , in zijne keuze ; eene gelukkige
keuze daaromtrent zal veel toebrengen , om gemakkelijker tot de be¬

geerde herleiding te geraken ; in het algemeen , is het daarbij verkiesse-

lijk , geene magten of producten te ontwikkelen , zonder dat men voor¬

uit ziet , dat zulks eene wezenlijke vereenvoudiging der vormen zal te

weeg brengen ; en het is alleen door veel oefening , dat men de noodige

vaardigheid kan verkrijgen , niet alleen om de herleidingen spoedig uit

te voeren , maar ook om te leeren inzien , hoe men het voorgestelde

doel op de gemakkelijkste wijze zal bereiken .
Welke herleiding men echter eenen vorm moge doen ondergaan , en

hoe gering die herleiding ook zijn moge , zal men , ter voorkoming van

misslagen , wel doen , met zich zelven telkens af te vragen , op welke

der bevvezene formulen of eigenschappen die herleiding steunt . lot

het geven van een gemakkelijk overzigf , zijn hier de voornaamste van

die formulen bij elkander geplaatst .

Optelling en Aftrekking .

ax + bx— cx ~ (a+ b—c)x ;

{n+ b )+ ( c+ d— e )+ ( f —g— /i ) = a+ h+ c+ d—e+J —g—h ;
A— (p+ q —r+ s~ t—u) zz A—p—q+ r—s+ t+ u ;

A+ (j >—q) = A—{q—p ) ; A+ (~ a) =z A—a ; A+ « = A—(—a ) ;
— {a+ l+ enz . —a <— b ' ~ enz . ) — —a — b— enz . + a ' + !/ + enz.

Vermenigvuldiging .

upY.ii’ = ap+ t ; «Wx «r = ap+ g+ r -

(a + b+ e + enz .)p — ap + bp+ cp+ enz, ;
(a+ H - c-t- enz . )(p + q+ r+ enz . ) =

= ap + aq+ ar + bp+ bq+ br+ cp+ cq + cr+ enz . ;

+ aX+ b — + ab ; —aX + b — ~ ab ; + «X~ b — —ab ; —aX —b = + ab;
—aX —b = + aX + b ; + aX— b = —aX + b = — (+ «X+ ij ;

{a+ b)(a— b) = aa—b* ; (x+ a )(x + b ) = x a+ {a + h)x+ ab ;

( a+ JXo 1—ab+ b1) — nH -6 ’ ; {a^- b%a1+ ab+ b1) ~ a*—ba .

Magtsv erheffing.

la ^f — aP^ 'i (abcd . . enz.)n ~ a T’l/ !cndn . . enz . ;■n inn .,n

( n+ 6)* — a1-k-2ab-i-ba ; {a -~ b)z — al —2 ab+ b1 ;

( a±b )* = a *±3aH + 3ab2±b * ;
(n±S )' = a '+ ia , b-i-6a1bI+ iab 3+ b>;

n(n~ l )Cn—2)n(n—1} 'a n~ %»+’a n- zl ' + - c n—34 *+ enz .
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Deeling en Gebrokens.

ah _ j , — = «P- ? ; «° = 1 ; = - ;ö ’ al a ’ '
— ab , —ab + ab_ K. ■■■■« ■ ^ ff • ■■■— — —() : - b

+ « ’ —a ’ -h# - «
an _ a —P P . —p _ J >_ P
hn ~~ 1 ' ^ = V —ï

~
9

a + b—c—d a ^
b c d

P
~~

P P P 5 ’
a+ b—c—d a b c d

^ ~ ~
p

~ ''
p

^
p

^ p '
■y’Tt_ 4- — =: x n~ 1 + + 3 a*+ enz . . ,x —y

in in~ i . 27ï—a .= x —x y+ x y' — e »z.
•r + y

. . + y‘

x tn- yln

Xi = i

« c
é

: d :

an—a , ara—4 , . an—6 . .= (x —y )(x + x y' + x y K + in—a .+ y ) \

ad

ad+ J)C
bd ; — c

ac±J >t
c *

a-
5 Xc = ac

= T ;
a
A X ft*

lr>II ac
bd II 1 ( a

i a ’ ' « = —’
J,n

!
; « . A «c a ac a

c T ’ b . c bc ’ T - c ~ T

WorteltreJcking en Wortelgrooiheden .

p p p £, » n n n n
(l/a )p = a ; v' «p = : « ; ]/a 9 = « P ; yabcd = \/a . j/A . l/c . l/rf ;

2774.1 271-M , 2n
V ± — 4- y a*" ** ; v/ -“ « — onbestaanbaar ;

n n
l/rt ” ó = aj/ 6 ;

(l/a / = i/ « p ;
A _

a±b ]/c

np p ^
Va r,’> = 1/ «I ; ^ = £ 2 = # «é - *

6 7a 6
i/ó

p P C PP
( Va? v — «*

; = Va ;
A(a+ b]/c ) A_ Al' ai/i + cj/rf )

«2— ja c 5 « i/fi + cj/rf a 3/>— c*tf *

l/U + Bj/C ) = 1/ | jA + gl/ (AJ- B*C) | ±J/ | | A-
5 l/ (A>- B ’ C) | .

De lezer zal zelf gemakkelijkkunnen vinden , in welke der voorgaande
§ § elk dezer formulen bewezen is , en merke op , dat elk derzelve de
uitdrukking van twee verschillende regels bevat, naar gelang men het
tweede lid als eene vervormingvan het eerste , of het eerste lid als eene
vervorming van het tweede wil beschouwen.



§ 131 . ÏOO

OVER DE VERGELIJKINGEN VAN DEN EERSTEN GRAAD ,

MET ÉÉNE ONBEKENDE .

Onderscheiding der vergelijkingen in identieke en niet identieke .

§ 131 . Wanneer men eenen stelkunstigen vorm tot eenen vorm van
eene andere gedaante herleid heeft , en de gelijkheid dier vormen door
eene vergelijking voorstelt , zal , volgens hetgeen in de vorige § gezegd
is , die vergelijking altijd waar blijven , welke bepaalde getallen men
ook voor de letters verkiest te nemen . Men drukt dit gewoonlijk uit
door te zeggen , dat de vergelijking voor alle waarden der daarin
voorkomende letters doorgaat , en eene vergelijking , die deze eigen¬
schap heeft , noemt men eene identieke vergelijking . Bijna al de verge¬
lijkingen , die in het tot dus ver verhandelde voorkwamen , zyn zulke
identieke vergelijkingen , zoo als , bij voorbeeld ,

l * — (a — 6)(a+ l/) ; ( a+ h—cjx = ax + bx—cx ;

O’+ xy - tn - x ? = ^ ^ = SS -

Tergeljjkingen , waarin geene letters voorkomen , zoo als :

2+ 3 = 5 ; p/16 = 2|/2 ; p/ (6+ 2j/5 ) = 1+ J/5 ,
voldoen aan de bovengegevene bepaling , en zijn dus almede identiek .

§ 132. Wanneer men de gelijkheid van twee willekeurige stelkunstige
vormen , of de gelijkheid van eenen willekeurigen vorm met een gege¬
ven getal , door eene vergelijking uitdrukt , kan zulk eene vergelijking
wel bij toeval identiek wezen , maar doorgaans zal zij het niet zijn.
Schrijft men , hij voorbeeld , op

( a—byc — b*(a—2b+ r,) . (CC) ,
in welke vergelijking voor elk lid een willekeurige vorm genomen is ,
dan zou men , door b = : 3 , t = 2 en c = l te nemen , in plaats van eene
ware vergelijking , 1 = 0 vinden ; voor a — 3 , i = 2 en c = 1 gaat dus
deze vergelijking niet door , zij is alzoo niet identiek .

Hoezeer zulk eene vergelijking niet voor alle waarden der daarin voor¬
komende letters doorgaat , kan zij echter voor sommige waarden der
letters waar zijn. Men zegt dan , dat deze waarden aan de vergelijking
voldoen. Aan de vergelijking (et ) voldoen, bij voorbeeld , de waarden
o= 4 , t = 2 en c= 3 , omdat voor deze waarden elk der leden 12 wordt .

Om voor de letters , die in eene niet identieke vergelijking voorko¬
men , waarden te vinden , die aan de vergelijking voldoen , kan men
zich voorstellen , dat eerst voor al die letters , op ééne na , willekeurig
gegevene getallen genomen worden , en dat dan de vraag zij : welk ge¬
tal men voor de overblijvende letter moet nemen , om aan de vergelij¬
king te voldoen. Het vinden van zulk een getal noemt men de vergelij¬
king oplossen ; de letter , waardoor dit te zoeken getal wordt voorge -



ÏOI § 132,

steld , noemt men de onbekende , en de letters , waarvoor willekeurig
gegevene getallen aangenomenworden , noemt men de belenden. Neemt
men , bij voorbeeld, in de vergelijking ( « ) , b—2enc = 3 , waardoor
b en e als bekenden beschouwdworden , dan is de overblijvendeletter a
de onbekende ; de vergelijking ( a ) verandert dan in

3(«- 2)> = 40 —1) . C/3 )’;
elk willekeurig getal , voor a genomen, zal nu aan deze vergelijking

4
niet voldoen, maar wel a — — ; door het vinden dezer waarde voor a

is nu de vergelijking C/3 ) opgelost . Hoe déze waarde voor a gevonden
kan worden , zal later blijken ; voor den oogenblik is het genoeg , op
te merken , dat zij aan de vergelijking voldoet , en dus in de plaats van
a gesteld , of , zoo als men gewoonlijk zegt , voor a gesubstitueerd , de
vergelijking C/S) /identiek maakt .

Blijft men b en c als bekenden aanzien, maar neemt men er andere
waarden voor , bij voorbeeld, b—4 en c= 2 , dan verandert de vergelij¬
king C<» ) in 2C«- 4)* = 160 —6) . ( '/ ) ;
aan deze vergelijking voldoet a= 8, en het vinden van deze waarde ,
welke voor a gesubstitueerd , de vergelijking (Y ) identiek maakt, is
het oplossenvan die vergelijking .

Men zou kunnen voortgaan, met voor ienc nieuwe getallen te stel¬
len, waardoor altijd die letters de bekenden zouden zijn , en dan telkens
te onderzoeken, welke waarde voor de onbekende a moest genomen
worden, om aan de vergelijking te voldoen, of , wat hetzelfde is , om de

vergelijking identiek te maken ; hef is echter klaar , dat , indien men

eenen stelkunstigen vorm kon vinden, waarin alleen de letters b en e.
voorkomen, en zoodanig, dat die vorm , voor a gesubstitueerd, de ver¬

gelijking Ca) identiek maakte, men voor alle nieuwe aan b en c te ge-

vene waarden, niet op nieuw eene vergelijking, zoo als (0 ) en (Y) zou
ft*

hebben op te lossen. Neemt men, bij voorbeeld, a = - , dan verandert

de vergelijking (Ob) in

of , na behoorlijke herleiding van elk lid , in
/,*(/>—c )z _ b2(b—c) a

c — c ’
bz

voor a =; —■wordt dus de vergelijking Ca ) identiek . Welke getallen
c

men derhalve voor ft en e ook nemen wil , zal de vergelijking altijd iden-
ft*

tiek gemaakt worden, indien men slechts a =; — neemt. Stelt men ,
ft*

bij voorbeeld, ft= 3 en , dan zal a = 1 aan de vergelijking
ft*

voldoen . Door het vinden van a ss — is , voor alle willekeurige waar-
c



§ 133. 102
den der bekenden 6 en c , de waarde van de onbekende a gevonden, en
alzoo de vergelijking (# ), onafhankelijk van de waarden der bekenden ,
opgelost . Het oplosseneener vergelijking is dus in het algemeen : eenen ,
alleen uit de bekenden zamengestelden, vorm te vinden , die, in plaats van
de onbekende gesubstitueerd , de vergelijking identiek maakt ; door zulk
eenen vorm wordt , zoo als men zegt, de onbekende in de bekenden uit -
gedrukt , en deze vorm zelf wordt dan ook de waarde van de onbekende
genoemd.

In de vergelijking (# ) , zoo als boven gedaan is , b en c als bekenden
bzaannemende , wordt door het vinden van a = — die vergelijking gezegd

ten opzigte van a opgelost te zijn. Men zou echter ook a en c als bekenden
kunnen aannemen , dan zou b = ]/ «cde vergelijking identiek maken , en
door het vinden van b = '\/ac was dan de vergelijking ten opzigte van b

h%
opgelost . Nam men a en b als bekenden aan , dan zou c = — de vergelij -

12
king identiek maken , en dan was , door het vinden van c =: —, de ver¬

gelijking ten opzigte van c opgelost . Hieruit blijkt , wat men bedoelt ,
door de spreekwijze : eene vergelijking ten opzigte van eene zekere
letter oplossen .

Ten aanzien van de , tot voorbeeld gekozene, vergelijking (# ) kanmen
hz

nog opmerken , dat a = 2b , even goed alscrrr die vergelijking iden¬
tiek maakt , zoodat, voor dezelfde waarden van b en c, twee verschillende
waarden voor a aan de vergelijking kunnen voldoen ; aan de vergelij¬
king ( (3 ) voldoet dan ook az=zk , even zoo wel als a~

§ 133. Uit hetgeen jn de vorige § gezegd is , blijkt :
1°. Dat in eene identieke vergelijking geene onbekende behoeft voor

te komen , en dat , zoo er zich ééne of meer letters in bevinden , die
men als onbekenden heeft aangezien , men om aan die vergelijking te
voldoen , voor die letters willekeurige waarden kan nemen.

2*. Dat in eene niet - identieke vergelijking altijd ééne onbekende moet,
maar ook niet meer dan ééne behoeft voor te komen , en dat , zoo
er zich meer letters in bevinden , die men als onbekenden heeft aan¬
gezien , men om aan die vergelijking te voldoen , slechts ééne dier let¬
ters als onbekende behoeft te blijven aanzien , en voor al de overige
willekeurige waarden kan nemen.

3° . Dat in eene vergelijking , wanneer men die op zich zelve be¬
schouwt , en dus geenerlei vraagstuk , waaruit die vergelijking kan ont¬
staan zijn , in aanmerking neemt , elke letter , die er in voorkomt , tot
onbekende kan aangenomen worden ; dat dus de oplossing eener vergelij¬
king ten opzigte van eene willekeurige letter kan begeerd worden , en
dat dan de overige letters als bekenden moeten worden aangezien .
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4° . Dat er Vergelijkingen zijn , waaraan door meer dan ééne waarde

voor de onbekende voldaan kan worden , of die , zoo als men ook wel

zegt , verschillende waarden voor de onbekende toelaten .

Hierbij moet niet uit het oog verloren worden , dat dit alles het geval

betreft , waarin men slechts aan ééne vergelijking te voldoen heeft . Het

geval , waarin men aan twee of meer vergelijkingen moet Voldoen, zal

later behandeld worden .

Herleiding der vergelijkingen met ééne onbekende tot

derzelver algemeens gedaante .

§ 134. Men kan niet alleen de stelkunstige vormen , die de leden

eener vergelijking uitmaken , maar ook die vergelijking zelve her¬

leiden . Eene vergelijking wordt herleid , wanneer men uit dezelveeene

nieuwe vergelijking afleidt , waaraan voldaan wordt door dezelfde waar¬

den van de onbekende , die aan de oorspronkelijke vergelijking voldoen.

Had men , bij voorbeeld ,
a-2+ 2«2 = a .r + a1 ,

en trok men van elk lid dezer vergelijking a2 af , dan zou

x *+ a * = ar

eene nieuwe vergelijking zijn , waaraan klaarblijkelijk elke waarde v;m .r

voldoen moet , die aan de vergelijking .r 2-i-2ri' —_ ax + a * voldoet .

De leden van elke vergelijking , die men door herleiding verkrijgt ,

moeten wel onderling gelijk zijn , maar kunnen geheel andere waarden

hebben , dan de leden der vergelijking , waaruit zij afgeleid wordt ; de¬

ze vergelijkingen mogen alzooniet door het teeken == met elkander ver¬

bonden worden . In het zoo even gebruikte voorbeeld , mag men dus niet

schrijven x 1+ 2a1 — ax + a* — x‘+ a* — ar .

De ée'ne onbekende , waarmede men , overeenkomstig hetgeen in § 133

gezegd is , te doen heeft , indien ééne vergelijking al de te vervullen

voorwaarden bevat , wordt gewoonlijk door de letter x voorgesteld ; de

herleiding eener vergelijking geschiedt dan met het doel , om te vinden,

welke waarden van x aan de oorspronkelijke vergelijking voldoen , en

daartoe leidt men eerst uit dezelve , door achtervolgende herleiding eene

nieuwe vergelijking af , die eene der volgende gedaanten heeft :

x+ P = O ,
x *+ Px + Q = 0 ,

jr2+ r .r 2-H >,r+ ll = O ,
.r '+ P.r 3+ Q.>,'2+ K .r + S = O ,

enz .
waarin de letters , P , Q , R enz . stelkunstige vormen verbeelden , die

geheel uit bekenden zijn zamengesteld .
Naar gelang men door herleiding tot eene vergelijking van eene dezer
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gedaanten komt , wordt de vergelijking gezegd van den eersten , twee¬
den , derden , vierden graad enz . of ook van de eerste , tweede , derde ,
vierde magt , enz. te zijn. De graad of magt eener vergelijking kan
dus alleen beoordeeld worden uit de gedaante , die de vergelijking door
herleiding zal verkrijgen , en wordt bepaald door den grootsten expo¬
nent , diende onbekende in de , door herleiding verkregene , vergelij¬
king heeft .

De vergelijkingen van den tweeden graad noemt men gewoonlijk vier -
kantsvergelijkingen ; die van den derden , vierden graad enz . worden
hoogeremagtsvergelijkingen genoemd.

§ 135. De herleiding der vergelijkingen steunt op eenige regels , die
meestal zoo eenvoudig zijn , dat zij geen bewijs behoeven , en daarom
axioma ' s genoemd worden . Bij het opgeven dezer regels is de gewone
zegswijze : » men mag deze of gene verandering aan eene vergelijking
toebrengen « en door dit zeggen wordt dan bedoeld , dat wanneer men
de opgegevene verandering op eene vergelijking toepast , daaruit eene
nieuwe vergelijking voortkomt , waaraan voldaan zal worden door de¬
zelfde waarden van de onbekende , die aan de oorspronkelijke vergelij¬
king voldoen.

De bedoelde regels worden in de onmiddellijk volgende § § opgegeven .
§ 136. Regee . Men mag bij elk lid van eene vergelijking een zelfde

getal optellen , of van elk lid een zelfde getal aftrekken .
Deze regel is uit zich zelven klaar . Heeft men , bijvoorbeeld , de ver¬

gelijking
x *+ 3ax = bx+ ax ,

en telt men bij elk lid a x op , dan verkrijgt men de nieuwe vergelijking
x a+ 3ax+ a 2 — a x+ b*+ ax ;

trekt men van elk lid van deze vergelijking wederom ax af , dan ver¬
krijgt men

x x+ 3ax + a * =
en het is dnidelijk , dat aan de beide laatste vergelijkingen door dezelf¬
de waarden van x voldaan zal worden , die aan de eerste voldoen.

§ 137. Kei;Ex . Wanneer in elk lid eener vergelijking een zelfde
term , met hetzelfde teeken voorkomt , mag men die gelijke termen te¬
gen elkander weglaten .

Deze regel is een bijzonder geval van den voorgaanden , en behoeft
geenerlei opheldering .

§ 138. Kei;EX . Men mag eenen term , uit het eene lid eener verge¬
lijking , in het andere overbrengen , mits men tevens het teeken van
dien term omkeere .

Deze regel is een onmiddellijk gevolg van dien van § 136; want , om eenen
ferm over te brengen , zou men slechts dien term bjj elk lid moeten op-
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tellen , of van elk lid moeten aftrekken . Had men , bij voorbeeld , de
vergelijking

ax — a * = bx+ h* ,
en wilde men den term a* uit liet eerste in liet tweede lid overbrengen ,
dan zou men bij elk lid a 1 optellen , en daardoor verkrijgen

ax — a ' + bx+ b1 ;
wilde men nu ook nog den term bx uit het tweede lid in het eerste
overbrengen , dan zou men van elk lid der laatste vergelijking bx af¬
trekken , en daardoor verkrijgen

ax —bx = o I + 62 ,
en hierdoor zijn nu de Overgebragte termen met omgekeerde teekens in
het andere lid te voorschijn gekomen .

Bij het toepassen van dezen regel op termen , die uit verscheidene let¬
ters of vormen zijn zamengesteld , moet men wel opletten , dat alleen
het teeken , dat vóór den term staat , omgekeerd moet worden , maar
geenszins het teeken , of de teekens , die tot de zamenstelling van den
term behooren . Had men , bij voorbeeld , de vergelijking

x 1 =z - —~ + (hx —c ' )—(x - a )(x —b )+ al ,

en wilde men de drie eerste termen van het tweede lid in het eerste lid
overbrengen , dan zou men dit aldus moeten doen :

x 1 — —{bx—c*yt -(x —a ){x — b) — o1.

Door dezen regel te volgen , kan men al de termen eener vergelijking
in het eerste lid overbrengen , waardoor het tweede lid nul wordt ; zoo
zou men, bij voorbeeld , voor de laatste vergelijking ookkunnen schrijven

x 1 - - (bx— c 1)+ (x — a )(x — b')—«! = 0;a —x
men noemt dit : eene vergelijking op nul herleiden .

§ 139. Regel . Men mag de teekens van al de termen eener verge¬
lijking te gelijker tijd omkeeren .

Deze regel is weder een onmiddellijk gevolg van den voorgaanden ;
want brengt men al de termen van het eerste lid eener gegevene verge¬
lijking in het tweede , en al de termen van derzelver tweede lid in het
eerste over , en verplaatst men daarna de leden , zoodat men, in plaats
van A= B , schrijft B—A , dan zal men eene vergelijking verkrijgen ,
die Van de gegevene nergens anders in verschilt , dan in de teekens der
termen , die nu alle het omgekeerde zijn van hetgeen zij eerst waren .
Was , bij voorbeeld , gegeven de vergelijking

«—x 2+ a* = b*— c* ,
dan zou men , door toepassing van den regel van § 13S , hebben

— = x i —a 1 ,
waarvoor men ook kan schrijven

X*—« ’ — — i ' + c ' ,



§ 140, 106

en deze zelfde vergelijking wordt verkregen , als men de teekens van de
termen der gegevene omkeert.

Ook liier moet men opletten , dat liet omkeeren der teekens geenszins

op zulke teekens ziet, die tot de zamenstelJing van eenen ferm behoo -

Ten . Had men , bijvoorbeeld ,
~ = 0,

dan zou men , al de teekens der termen omkeerende, moeten schrijven ,
a *

x 2—(a—b)x + •- r = 0.a-\~b
§ 140. Regel , Men m 'tig de beide leden eener vergelijking met een

zelfde getal vermenigvuldigen.
Om te kennen te geven, dat de béide leden eener vergelijking meteen

zelfde getal vermenigvuldigd worden, zegt men dikwijls kortheidshalve,
dat de vergelijking met dit getal vermenigvuldigd wordt ; deze spreek¬

wijze kan men veilig blijven gebruiken , indien men er slechts de op-

gegevene beteekenis aan hecht.
I)e hier gegeven regel is uit zich zelven klaar , en verschaft het mid¬

del , om uit eene vergelijking , waarvan sommige of alle termen ge¬
brokens zijn , die breuken te verdrijven; daartoe behoeft men slechts de

beide leden te vermenigvuldigen met het kleinste gemeene veelvoud van
de noemers dier gebrokens. Had men , bij voorbeeld, de vergelijking

- 1 ,5 3 _
x —1

+ x + 1
~ x *—±

dan is x 2— 1 het kleinste gemeene veelvoud der noemers ; vermenigvul¬
digt men dus de vergelijking met .// - —1 , dan verkrijgt men de nieuwe

vergelijking 5(_x+ l )+ 3(x — 1) = 7—O *—1) ,
waarin nu geene gebrokens meer voorkomen; zijnde het duidelijk, dat

aan deze nieuwe vergelijking door dezelfde waarden van x voldaan

wordt , die aan de vergelijking voldoen, waaruit zij is afgeleid.
In plaats van eene vergelijking in eensmet het kleinste gemeene veel¬

voud van de noemers der gebrokene termen te vermenigvuldigen, en

daardoor al die gebrokens in eens te verdrijven, kan men ook die ge¬
brokens één voor één wegmaken , door de vergelijking achtervolgensmet
eiken noemer te vermenigvuldigen. Had men , om een nieuw voorbeeld

te nemen, de vergelijking
<r- 3b . b*

x {x —1)
- 5 = -

2x

dan kan men die vergelijking eerst met 2x vermenigvuldigen;
verandert zij in

2(7» M *x
_ _ + 8é - 10r =

hierdoor
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vervolgens kan wen met x — \ vermenigvuldigen ; dan komt er
*Lh%v

2«»+ ( 3ö- 10r )C* - l ) = — 3 »

en eindelek nog eens met ar-j- 1 vermenigvuldigende , verkrijgt men
2 ö 2OM )-K36 — 1) = 2A* r ,

welke vergelijking nu van gebrokens gezuiverd is .
§ 141. Regel . Men mag de beide leden eener vergelijking door een

zelfde getal deelen.
Kortheidshalve zegt men gewoonlijk , dat eene vergelijking door eenig

getal gedeeld wordt ; maar men bedoelt dan , dat elk lid van de verge¬
lijking door dit getal wordt gedeeld .

Deze regel is weder uit zich zelven klaar , en verschaft het middel ,
om eene vergelijking eenvoudiger te maken , indien al hare ledeneenen

gemeenschappelijken factor mogten hebben ; of ook , om eenigen term
der vergelijking van deszelfs coëfieiënt te bevrijden . Was , bij voor¬
beeld , gegeven de vergelijking

( a z—bi jr z~i~a2(a -~ b)x = 6(a 3-- b3) ,
dan hebben de beide leden dezer vergelijking eenen gemeenschappelijken
factor ff— A; men kan dus de vergelijking door dien factor deelen , en

verkrijgt dan de eenvoudiger vergelijking
(eH-Wra+ «*.r = A( ff*+ ff A+ A2) ;

wil men nu den eersten term dezer vergelijking bevrijden van den coëffi¬
ciënt {a -\-b) 9 dan deele men dezelve door dien coëfficiënt , en men verkrijgt

a zar Af«2H-ff A+ A2)•ra _i_ i_—~~i—~~ — . .. i :
a- ff+ A

aan deze laatste vergelijking zullen nu klaarblijkelijk dezelfde waarden
van ar voldoen, die aan de gegevene vergelijking voldoen kunnen .

§ 142 . Het vermenigvuldigen of deelen eener vergelijking met of door
een getal , volgens de beide vorige § § , is aan geenerlei bedenking on¬

derhevig ; maarzoo de vermenigvuldiger of deeler een stelkunstige vorm
is , die nul is , of nul zou kunnen zijn , en dus eigenlijk geen getal voor¬
stelt , moet men het volgende in het oog houden .

Laat eene identieke , niet - identieke , zelfs eene geheel valsche Verge¬
lijking vermenigvuldigd worden met eenen vorm , die niet tot wegma-

king van gebrokens dient , en laat ondersteld worden , dat deze vorm ,
of uit zich zelven ( dat wil zeggen , onafhankelijk van de waarde der
onbekende ) nul is , of voor sommige waarden der onbekende nul kan

zijn , dan kunnen de zes volgende gevallen onderscheiden worden :
1° . Eene identieke vergelijking .
2° . Eene niet -identieke . ]
3° . Eene geheel valsche . J
4° . Eene identieke vergelijking . ]
5° . Eene niet -identieke .
6° . Eene geheel valsche. J

Vermenigvuldigd met eenen vorm ,
die uit zich zelven nul is .

Vermenigvuldigd met eenen vorm ,
die voor sommigewaarden van ar nul is .
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In de drie eerste gevallen , zal de nieuwe vergelijking , die men ver¬
krijgt , identiek zijn; want zij is altijd 0= 0, omdat de vermenigvuldiger ,
zoo als ondersteld is , niet tot wegmaking van breuken gediend heeft , en
dus een factor van elk lid blijft .

Men vermenigvuldige , bij voorbeeld , de vergelijkingen
—ff -) — ( .r — ,

* *—2 = x ,
2 = 3 ,

waarvan de eerste identiek , de tweede niet -identiek en de derde valsch
ïs , met «—«r, een’ vorm , die uit zich zelven nul is , dan zijn de komen¬
de vergelijkingen

( ff— o 1) = ( .r —ff )(.r + «)(«—ff ) ,
( .r *—2)(ff—ff) = x ( a—a ) ,

2(a—ff) = 3(a —c ) ,alle identiek .
In het vierde geval , zal de nieuwe vergelijking , die men verkrijgt ,

ook identiek zijn ; want de beide leden der vergelijking stellen denzelf-
den vorm voor , onder eene andere gedaante , en moeten dit dus nog
doen , nadat men die leden elk met eenen zelfden vorm , om het even
welken , heeft vermenigvuldigd .

Vermenigvuldigt men , bij voorbeeld , de identieke vergelijking
(x1—ff1 ) = (x+ a )(x — a )

met den vorm ar*—1 , die voor j = l en voor x = —1 nul wordt , dan is
de komende vergelijking

(x 1—a *X.x ‘—1) = {x+ aXx —a)(a1*—1)
altijd nog identiek .

In het vijfde geval , zal de nieuwe vergelijking , die men verkrijgt ,
niet -identiek zijn , maar aan dezelve zal voldaan worden : 1° . door de
waarden van x , die aan de oorspronkelijke vergelijking voldoen , en
2°. door de waarden van x , waardoor de vermenigvuldiger nul zou
worden .

Vermenigvuldigt men , bij voorbeeld , de niet - identieke vergelijking
a = 3 ,

waaraan klaarblijkelijk alleen door a = 3 voldaan wordt , met den vorm
x *—1 , die voor r = l en voor a = —1 nul wordt , dan is de komende
vergelijking

x (x *- l ) = 3(x *— 1)
niet -identiek , maar aan dezelve voldoet , zoowel x = 1 en x = — 1 ,
als x — 3.

In het zesde geval , zal men ook eene niet - identieke vergelijking ver¬
krijgen , maar waaraan alleen kan worden voldaan, door de waarden
van x , die den vermenigvuldiger nul doen worden .

Vermenigvuldigt men , bjj voorbeeld , de valsche vergelijking
2 = 3
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met x 2—1 , dan verkrijgt men de niet - idenfieke vergelijking
2(x 2— 1) = 3(x*—l ),

waaraan alleen x = l en x = — 1 voldoen.
In het tweede en vijfde geval , heeft dus de nieuwe vergelijking wel

de eigenschap , dat zij de waarden voor de onbekende toelaat , die aan
de oorspronkelijke vergelijking voldoen , maar zij laat er meer toe ; in
het tweede geval zooveel als men wil ; in het vijfde zooveel als er zijn,
die den vermenigvuldiger nul maken .

In het volgend tafeltje vindt men de uitkomsten dezer redenering op -
geteekend :
Gegevene vergelijking .

Identiek . ")
Niet-identiek . >
Valsch. 3

Identiek .
Niet-identiek . Nul voor sommige

waarden van x .

Vermenigvuldiger , Verkregene vergelijking .
r Identiek .

Nul uit zich zelven. -f Identiek .
I Identiek .

Identiek .
Niet-identiek ,

| met invoering van waarden
w . , | vv.uw lit.'u van a . 1 Tan ‘r *Valsch. I J Niet- identiek ,' met invoering van waarden

van ar.
waarbij men altijd moet opletten , dat het beredeneerde op de onderstel¬
ling rust , dat de vermenigvuldiger niet tot wegmaking van gebrokens
gediend heeft , en alzoo factor van elk lid der vergelijking is gebleven.rit de genoemde onderstelling volgt , dat als men uit het bovenstaan^de bij omkeering wil besluiten tot hetgeen er plaats heeft , indien eene
vergelijking gedeeld wordt door eenen vorm , die nul is , of nul zoukunnen zijn , dit besluit alleen gelden kan , ingevalle de vorm , waar¬door men deelt , een factor van elk lid der vergelijking is ; maar dit
zoo zijnde , blijkt dan ook onmiddellijk , dat men , bij de deeling doorzulk een’ vorm , de uitkomsten heeft , die in het volgend tafeltje zijnopgeteekend :
Gegevene vergelijking . Deeler .

Identiek .
Nul uit zich zelven.Identiek .

Identiek .
Identiek .
Niet-identiek .

Niet-identiek -

Verkregene vergelijking .

[
Identiek.
Niet- identiek .
Valsch.
Identiek .
Niet-identiek ,

| met verdonkering van eenige
, waarden van ar.

Valsch,1 met verdonkering van alle
. waarden van ar.

Is alzoo eene identieke vergelijking door eenen factor deelbaar , die
uit zich zelven nul is , en deelt men de vergelijking door dien factor ,

Nul voor sommige
waarden van x .
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dan weet men vooruit niet , of de vergelijking , die er komt , identiek ,
niet -identiek , of valsch zal wezen . Zoo zijn , bijvoorbeeld , de verge¬
lijkingen
(x —x )(x+ x ) = (x —x )2x , (x —x '(x+ x )= {x —x )x , 2{x —x ~

)—2{x—x '
) ,

alle identiek , en door x —x , een factor , die uit zich zelven nul is,
deelbaar ; deelende de vergelijkingen door dezen factor , dan komt er

x+ x = lx , x+ x = x , 2 = 3 ,
waarvan de eerste identiek en de laatste valsch is , terwijl de tweede
eene niet -identieke vergelijking is , waaraan door x =zO voldaan wordt .

Is eene identieke vergelijking deelbaar door eenen factor , die voor
sommige waarden der daarin voorkomende letters nul wordt , dan zal ,
als men de vergelijking door dien factor deelt , de komende vergelijking
nog identiek zijn . Zoo is , bij voorbeeld , de identieke vergelijking

(x *- lXx + 2) = (x — l )(x ' + 3x+ 2)
door .z-—1 , een vorm , die voor ,r = l nul wordt , deelbaar ; deelt men
de vergelijking door dien vorm , dan komt er

(x+ l )(x + 2 ) = x 2+ 3x+ 2 ,
welke vergelijking nog identiek is.

Is eindelijk eene niet -identieke vergelijking deelbaar door eenen fac¬
tor , die voor sommige waarden van x nul zou zijn , dan weet men niet
vooruit , of men , na de deeling door dien factor , wederom eene niet -
identieke , dan wel eene valsche vergelijking zal verkrijgen ; maar zoo men
geene valsche verkrijgt , dan zal aan de niet - identieke , die er komt ,
niet meer behoeven voldaan te worden door al de waarden van X , die
aan de oorspronkelijke voldeden , en wel niet door die waarden van x ,
die den deeler nul doen worden . Zoo is , bij voorbeeld , de niet -iden¬
tieke vergelijking

(.r - 2 )( 2.r+ l ) = (x — 2)(x+ 7 ) ,
waaraan x =z2 en x= 6 voldoen, door x — 2 deelbaar ; deelt men dezelve
door x —2 , dan is de komende vergelijking

2x+ l = .r+ 7
weder eene niet -identieke vergelijking ; maar de waarde x —2 , die aan
de oorspronkelijke vergelijking voldeed , voldoet aan de laatste niet
meer , en bet is ook juist de waarde x= 2 , die den gebruikten deeler nul
maakt . Had men daarentegen de niet - identieke Vergelijking

x —2 = 2x—6 ,
waaraan x= 3 voldoet , en waarvan de beide leden door x —3 deelbaar
zijn , dan zou , de vergelijking door dien factor deelende , de valsche
vergelijking 1= 2
te voorschijn komen.

De opmerkingen , in deze § vervat , zijn vooreerst dienstig , om som¬
mige stelkunstige verschijnselen te verklaren , die aan den onbedrevenen
zouden kunnen toeschijnen tegenstrijdigheden te zijn ; doch hoofdzakelijk
zijn deze opmerkingen van nut , om te doen uitkomen :



111 § 143.

1° . Dat men eene vergelijking niet anders , dan wanneer zulks tot
verdrijving van gebrokens noodig is , met eenen vorm , waarin de onbe .
kende voorkomt , kan vermenigvuldigen , zonder in bet algemeen waar¬
den van de onbekende in te voeren , die aan de oorspronkelijke vergelij¬
king niet voldoen.

2° . Dat men eene vergelijking , die door eenen vorm , waarin de on¬
bekende voorkomt , deelbaar is , niet door dien vorm kan deelen , zonder
in bet algemeen waarden van de onbekende te verdonkeren , die aan de
oorspronkelijke vergelijking voldoen.

3° . Dat , zoo eene identieke vergelijking door eenen vorm , die voor
sommige waarden der letters nul zou kunnen zijn , deelbaar is , en er door
gedeeld wordt , de vergelijking , die er komt , nog identiek zal zijn ,
en dus zal blijven doorgaan , al wilde men , na de deeling , aan de let¬
ters vyaarden geven , die den gebruikten deeler nul maakten .

§ 143. Regel . Men mag de beide leden eener vergelijking lot de¬
zelfde magt verheffen .

Kortheidshalve zegt men gewoonlijk , dat eene vergelijking tot zekere
magt verheven wordt , indien men elk harer leden tot die magt verheft .
Eene vergelijking in het vierkant brengen , wil dus ook niets anders
zeggen , dan dat men elk lid van dezelve tot de tweede magt verheft ,
en deze tweede magten aan elkander gelijk stelt .

Deze regel verschaft het middel , om eene vergelijking , waarin een
wortelteeken voorkomt , van dat wortelteeken te zuiveren . Men veran -
dere daartoe de vergelijking , volgens den regel van § 138 , zoodanig ,
dat in een harer leden niet anders voorkomt , dan een enkele term , die
den aangeduiden wortel als factor bevat , en verlieffe de vergelijking tot
zulk eene magt , als met den aanwijzer van de worteltrekking overeen¬
komt , dan zal daardoor het wortelteeken verdwijnen . Was , bij voorbeeld ,
gegeven de vergelijking

a-H/ (l+ a->) = S ,
dan zou men , in plaats van dezelve , eerst schrijven

1/ ( 1-Hr *) = 5—.r ,
en vervolgens deze vergelijking in het vierkant brengen , waardoor
men zou verkrijgen

1+ .V1 = 25— lO.r + .r 1 ,
waarin nu geen wortelteeken meer voorkomt .

Komen in eene vergelijking twee of meer wortelteekens voor , dan zal
men , door denzelfden regel herhaalde malen toe te passen , wel niet
altijd , maar toch in de meest voorkomende gevallen , al die wortelteekens
kunnen wegmaken . Had men , bij voorbeeld ,

V/( l+ z-)-H/ ( l —x ) = i/2 + ]/x ,
dan zou men , door de vergelijking onmiddellijk in het vierkant te bren¬
gen , verkrijgen

i+ x + 2y ( t — x = 2+ 2[/2r + .r ,
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of door overbrenging van termen
2j/ ( l —x *) = r + 2j/2r ;

deze vergelijking weder in het vierkant brengende , komt er
k—ix 1 : - ,r 2+ 4ri/2 .r + 8.r ,

of door overbrenging van termen ,
4—8x —5r 2 = 4rj/2 .r ,

en brengt men nu deze vergelijking nogmaals in het vierkant , dan komt er
(4— 8x— 5x*y = 32 .r 3 ,

waardoor al de wortelteekens verdwenen zijn.
Hoezeer de waarheid van den regel dezer § uit zich zelve blijkbaar

genoeg is , moet men er bij opmerken , dat wanneer eene vergelijking ,
ter verdrijving van wortelteekens , tot eene evene magt verheven wordt ,
altijd de onderscheiding verloren gaat , of in de oorspronkelijke verge¬
lijking vóór die wortelteekens het teeken + of — gestaan heeft ; neemt
men dan ook , in plaats van de vergelijking , die het laatst tot voor¬
beeld genomen is , eene der vergelijkingen

l/ (l+ .r )—1/ ( 1 —x ) = j/2 + j/ .r ,
1/ (1-M-)— j/ ( l —x ) = j/2 — j/ .z- ,
V/( l -Kr )+ j/ ( l—x ) = \Xx—j/2 ,
1/ (1—x )— 1/ (1+ * ) — 1/ 2— p/r ,

enz .
zoo zal men, de wortelteekens verdrijvende , altijd op dezelfde vergelijking

( 4—8x— 5* J '/ = 32a-3
nederkomen .

Alzoo verkrijgt men , door eene vergelijking tot eene evene magt te
verheffen , eene vergelijking , die meer uitdrukt , die meer waarden
van de onbekende toelaat , dan de oorspronkelijke vergelijking . Laat
nog , ter opheldering , de vergelijking

x — 5 ,
waaraan alleen door * = 5 voldaan wordt , in het vierkant gebragtwor -
den , dan komt er

* » = 25 ,
en aan deze vergelijking wordt nu niet alleen door * = 5 , maar ook
door „r = —5 voldaan.

Daar echter tot het oplossen van eene Vergelijking , indien de onbe¬
kende onder wortelteekens voorkomt , het verdrijven van die wortel¬
teekens doorgaans niet ontweken kan worden , is men wel verpligt ,
zich het invoeren van meerdere waarden te laten welgevallen .

§ 144. Regel . Men mag uit de heide leden eener vergelijking eenen

zelfdemagtswortel trekken .
Men zegt weder kortheidshalve gewoonlijk , dat de wortel uit eene

vergelijking getrokken wordt , indien men bedoelt , dat de gelijknamige
wortels , uit de leden eener vergelijking getrokken , aan elkander ge¬
lijk gesteld worden .
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Deze regel kan dienen , om vergelijkingen te vereenvoudigen , inge¬
valle de wortel uit elk der leden , zonder wortelteeken , kan voorgesteld
worden , of ook , indien dit sleclits met den wortel uit een der leden
kan plaats hebben , terwijl het andere lid geheel uit bekenden is zamen-

gesteld .
* Was , by voorbeeld , gegeven de vergelijking

x z+ Zax3-\-Za3x -\^a 3 = ,
dan zou men den derdemagtswortel uit elk der leden , zonder behulp
van wortelteeken , kunnen voorstellen , en dus de gegevene vergelijking
vereenvoudigen tot

x+ a = 2z*.
Was de gegevene vergelijking

x 3—3ax 2-h3a 2x —a 3 = a1b-hab i ,
dan zou men even zoo hebben

x —a = i/ab (a+ b ') .
Hoezeer deze regel weder uit zich zelven duidelijk is , moet men er

bij opmerken , dat men , bij het trekken van eenen evenemagtswortel
uit eene vergelijking , vóór een der beide leden het dubbele teeken moet

plaatsen , en daardoor eigenlijk twee vergelijkingen uit de oorspronke¬

lijke afleidt. Aan de vergelijking A2n = Ban toch , zal even goed vol¬
daan worden , indien men A = — B , als wanneer men A = B neemt .
Vóór beide de leden het dubbele teeken te plaatsen , zou overtollig
zijn ; want indien men dit deed , zou men hebben + A = ^hB ; hierin

liggen nu wel de vier vergelijkingen
—(-A =r + B , + A = —B , — A “ ~hB , —-A — ■—B ,

opgesloten ; maar de eerste en de laatste vergelijking zijn klaarblijkelijk
niet verschillend , zoo ook niet de tweede en derde , zoodat men , alleen
de beide eerste , of A = + B nemende , al neemt , wat in de vier verge¬
lijkingen + A = + B zou opgesloten liggen .

Was dus , bij voorbeeld , gegeven
Ca-— a ) % = ( «t— b )2

dan zou men, uit deze vergelijking den vierkantswortel trekkende ,
moeten schrijven

x —a = 6 } ,
zoodat men dan de twee vergelijkingen

x — a — a —b en x —a = b— a
zou bekomen ; en door de waarden van x 9 die aan elk dezer vergelij¬
kingen voldoen, zal nu ook aan de gegevene vergelijking voldaan worden .

§ 145 . Om de vergelijkingen tot de in § 134 opgegevene gedaanten te

herleiden , moet men , behalve van de in § 136—144 voorgedragene
regels , ook nog gebruik maken van die , welke vroeger voor de herlei¬

ding van stelkunstige vormen zijn opgegeven . In het algemeen kan men ,
ter herleiding der vergelijkingen , gebruik maken van dezen

Regel . Verdrijf , door toepassing der regels van § 140 en 143 ,
de gebrokens , die in de vergelijking voorkomen , alsmede de wortel -

S .
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ieekens , waaronder de onbekende zich bevindt ; ontwikkel de mag/en
en producten der veelledige vormen » waarin de onbekende voorkomt ;
breng daarna , volgens den regel van § 138, al de termen in het eerste
lid der vergelijking over ; vereenig al de termen , die eene zelfde magt
van de onbekende als factor bevatten , tot eenen enkelen term ; rang¬
schik deze termen naar de afdalende magten der onbekende; pas ,
indien het noodig is , den regel van § 139 toe , om aan den term , die
de hoogste magt der onbekende bevat , het positieve teeken te geven ,
en deel eindelijk de vergelijking door den coëfficiënt van de genoemde
hoogste magt ; tracht overigens , gedurende deze bewerkingen , de

vergelijking telkens zooveel mogelijk te vereenvoudigen , door over¬

brenging en vereeniging van gelijksoortige termen , of door toepassing
der regels van § 137 , 141 en 14.4 .

Zie liier eenige voorbeelden , tot toepassing Tan dezen regel :
Eerste Voorbeeld. Laat fer herleiding gegeven zijn de vergelijking

(x %-̂ -a 3)(b— —ax %~ x 3—(«+ AX «*— bx ) .
Men ontwikkele de producten (x 2+ a *)(h—xj en (a+ b){a 2—bx) 9 het

laatste blootelijk ten opzigte van den tweeledigen factor ai —bx , dan
verandert de gegevene vergelijking in

bxi-\~a ib—x 3—a *x ~ ax * = x3—[(a~{-b'
) a :i ~- (a -j-b)bx '] ;

men ziet nu in elk lid eenen gelijksoortigen term x 3 , alzoo vereenige
men deze gelijksoortige termen , door uit het tweede lid den term x *

met het tegengestelde teeken in het eerste lid over te brengen , en den
nieuwen term —x 3 , die daardoor in het eerste lid zou komen , bij den
e rm —x 3 te voegen , die reeds in het eerste lid staat ; tevens ontwik¬
kele men den laatsten term van de vergelijking uit de buitenste haak-

es ; daardoor verkrijgt men
bx2~{-a2b— 2a*3—a 3x ~ ax * = —(a + b^a ' + ^a + bïbx ;

verder brenge men al de termen in het voorste lid der vergelijking
over , en rangschikke dezelve naar de afdalende magten van x , dan
komt er

—2x3-bhx 2—ax %—a3x— {a -\~b ) bx-k-aH + {a~\-b)a2 — 0 ;
men vereenige daarna de termen , die eene zelfde magt van x als

factor bevatten , tot eenen enkelen term ; dit geeft
—2.r 3—( a —b)x z—{a 2+ ( a-\- b)b)x+ a3{b+ {a -\-b) ) = 0

of —2a:3— (a—b')x 1—(a 2+ ab-ï- l 2)x -ba 2Qa-t-2b) = 0 ;
men verandere eindelijk de teekens van al de termen , en deele de ver¬

gelijking door 2 , dan komt er ten laatste

rM - i («— - (a 2-k- ab+ b2)x ~ i a 2(a+ 2b) = 0 ,
2 2 *

welke vergelijking nu de gedaante .r S+ P.r 2+ Q.r + R = 0 heeft , zjjnde
1 1 1

in dit voorbeeld P = - («—&), 0 = ^ ( a2-kah -\- b2) en R= — — ö*(a+ 2ft ) .
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Ttoeede Voorbeeld. De vergelijking 1x2+ y ^- x 2— =: kr + 5 te
lierleiden .

Breng den term Zr1 in het tweede lid over , dit geeft

V/ ( | x 2—l ) = - Zr ' + 4r + 5 ;
verhef de vergelijking tot de tweede magt , dan komt er

| ar' ^ -1 = f— 2r , + 4.r+ 5j1 ;
ontwikkel het tweede lid , dan wordt de vergelijking

3- x 2—1 = ia**— 16^ 3—kr J+ 4(lr + 25 ;
3

breng de termen - :r z en — 1 met omgekeerde teekens in het andere
lid over , en vereenig ze met de gelijksoortige termen , die in dat lid
reeds voorkomen , dan geeft dit

0 =3 4x ' —16x 2~ 5^x 2+ 40x+ 26 ;

verplaats de leden der vergelijking , en deel dezelve door 4 , dan komt
er ten laatste

3 xx 2- ix 2—l -x2+ 10x+ 6- = 0 ,O ai
welke vergelijking nu de gedaante .rM -P .rH - QirH -Rr -f-S = 0 heeft ,

3 1
zijnde in dit voorbeeld P = — 4 , Q ~ — 1 - , R = 10 en S = 6r .8 2

Derde Voorbeeld. De vergelijking r —
te herleiden .

,r+ l
■+ x + 1

x 2—4
x (x+ l )

Men vermenigvuldige de vergelijking met x (_x+ l ) , ontwikkele daarna
de producten en magten der veelledige vormen , late de termen , die
elkander vernietigen , weg , en brenge al de termen in het voorste lid ,
dan zal men achtervolgens verkrijgen

x 2(x+ l )—( x + iy + 2x = .r ( .r -t- l ')— [x 2—4) ,
.r 2+ .r 1—x 2—lx — l+ 2.r = x 2+ x —x 2+ i ,

x 2— l = x+ i ,
x 2—x —5 == 0 ,

welke vergelijking nu weder de gedaante a-,+ Pa’! + Q.r + Il = 0 heeft ,
zijnde hier P = : 0 , Q = -^ l en K = — 5 .

Vierde Voorbeeld. De vergelijking - *'- ■— - — ■
“ — - = — + x

.
ë a(x2—a2) 6(x + a) ahte herleiden .

Het kleinste gemeene veelvoud van de noemers der verschillende ter¬
men is hier ab ( x 2—a 2 ) ; door de vergelijking hiermede te vermenigvul¬
digen , komt er

b2x2 —a (a 2+ b2)(x — a ) zz x 2(x 2—a2)+ ab(x2—a 2) ;
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verder verkrijgt men, door ontwikkeling ,
i 2* 2—«(a 2+ J2) .r + a2(« 2+ 62) = x '’—a 2x 2+ abx 2—a *b ;

door overbrenging en vereeniging van termen
— —ab)x2—tr sKa 2~\-h2 '):r-\~n2(o2 r̂-h2-\-ah '

) — o ;
door verandering van teekens en rangschikking der coëfficiënten

x 4—{ft2—ah-\-b2).r 2-ha (a 2+ h2).r —a 1( a ^+ ab+ l 1) 0 ,
en deze vergelijking heeft nu weder de gedaante ^•I'+ P.r 3+ Q^*2+ ltr -i-S= t>,
zijndehier P= 0, Q= —(«2—ab+ b*), R= a(«2+ ft2) en S= — n2(«2+ «6+ ?<2) .

Vijfde Voorbeeld. De vergelijking — «2l/ (S2+ .z'2) = b*x

te herleiden .
Men verkrijgt hier achtervolgens ; door de vergelijking met i/ ( ii2+ .r 2)

te vermenigvuldigen .
a *x *—a 1( b*+ x I ') =z b2x ]/ ( b*+ x1') ;

door den term a 2'Jr -h .r 2) te ontwikkelen ,
a 2:r 2—’a 2b2—o2.r 2 — b2x ]/r ( fr r̂ .r 2) ;

door de termen a *x* en - a2j -2 , die elkander vernietigen , weg te laten,
—aV)2 = h2x/ {b2+ x 2) ;

door de vergelijking door fj2 te deelen ,
—a 2 = xi/ (b‘ + x ‘ ) ;

door dezelve in het vierkant te brengen ,
« 4 = .r 2( è2+ a-2) ;

door ontwikkeling van het tweede lid
a “ — b2x *+ x ,‘ ,

en ten laatste door overbrenging van termen en omkeering van teekens,
x “-t-b*x *—a 4 = 0 ,

welke vergelijking nu de gedaante .z' 4+ P.r 3+ Q.r 2+ R.r + S= 0 heeft ,
zijnde hier P = 0 , Q = S2 , Il - O en S = —et4.

Zesde Voorbeeld. Laat nog gevraagd worden om de vergelijking
2x* 2 2

—, ■ i — h\/ (x — l ') — —i/ (x— l )-t- te herleiden .
y (x + l ) J x VK J^ j/ ( x+ l )

Deze vergelijking kan dadelijk door 2 gedeeld worden , waardoor
men verkrijgt

= iy (x - l ) + ï7 ^ fr y ,

brengt men nu den laatsten term van het tweede lid in het eerste lid
over , en vereenigt men dan de beide breuken , die denzelfden noemer
hebben , tot eene enkele brenk , dan kan deze laatste verkleind worden ;
men heeft dus achtervolgens

x 1
V(x+ 1)

x 2
- L

frr 2y (x- l ) = ±y (.r - l) ,

— J
r)

- Mx - l) = ±y (x- i ) ,

(x- l )y (x+ l ) - 2j/ (.r —1) = i V(x- l ) .
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Hieruit blijkt, dat het, tot verdrijvingder breuken, niet uoodigwas ,

de vergelijking met j/ (.r4-l ) te vermenigvuldigen; men moet dan ook ,

in zulke gevallen, overeenkomstighetgeen in § 142 gezegdis , dergelijke

vermenigvuldigingen nalaten, ten einde geene nieuwe waarden voor x

in te voeren.
AIsnu ziet men ligtelijk , dat al de termen der vergelijking door

1) deelbaar zijn ; deelt men dus de vergelijking door \/ (x—1) »

dan verdonkert men de waarde van x 9 die den deeler nul maakt , en

dus aan de vergelijking voldoet ; men kan echter deze deeling wel ver-

rigten , mits men maar opmerke, dat # = 1 , waardoor de deeler nul

zou worden , aan de oorspronkelijke vergelijking voldoet, , doch niet

meer aan de vergelijking

\/ ( .v—l ) ( .r+ l ) —2 = i ,

die er , na deeling door j/ (x — l ) 9 ontstaat, voldoen zal .

Verder vermenigvuldigt men de vergelijking met x 9 dan wordt zij

xi/ ( x 2—l ) —2x = 1 ,
of , na overbrenging van den term 2x ,

x \/ (x z —1) =
daarna brengt men deze vergelijking in het vierkant , en bekomt dan

= ( l+ 2Lr)S
dat is , na ontwikkeling

x 1*—x 1 ~ l+ kr-Hu*S
en na overbrenging van termen

x **—5.r2—iv — 1 = 0 ,
welke vergelijking alweder de begeerde gedaante heeft.

De waarde x = l , die aan de oorspronkelijke vergelijking voldeed ,

voldoet nu aan de door herleiding verkregene niet meer ; maar hierin

steekt geene de minste zwarigheid , omdat de herleiding eene vooraf¬

gaande bewerking is , die de oplossing ten doel heeft , en men nu reeds

weet , dat x =zl eene der te zoekene waarden is , zoodat slechts de

overige waardenvan x 9 die aan de oorspronkelijkevergelijking voldoen ,

uit de , door herleiding verkregene , behoeven opgespoord te worden.

Oplossing der vergelijkingen van den eersten graad met éénc

onbekende , en van vraagstukken , daartoe hetrekkelijk.

§ 146 . Het is*alleen door de vergelijkingen tot derzelver algeraeene

gedaanten te herleiden , dat men beoordeelen kan , tot welken graad

zij opklimmen. Bevindt men bij die herleiding , dat eene vergelijking

slechts van den eersten graad wordt , dan brengt men dezelve gewoonlijk

tot de gedaante Aa*= B , welke van de , in § 134 opgegevene , gedaante

.r+ P = o nergens anders in verschilt , dan dat men al de termen ,

waarin x niet voorkomt, in het tweede , in plaats van in het eerste lid
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heeft gebragt , en de deeling door den coëfficiëntniet heeft bewerkstelligd .Is hu eene vergelijking gebragt tot de gedaante

A.r — B ,
dah volgt uit dezelve terstond

B
■r = x ,

JJwaaruitnietalleen blijkt , dat - de waarde voor x is , die aan de verge -A
ljjking voldoen zal , maar 'ook , dat deze waarde de eenige zal wezen ,waardoor aan de vergelijking voldaan kan worden .

Men heeft derhalve , tot het oplossen van vergelijkingen van den eer¬
sten graad met ééne onbekende , den volgenden

Regel . Verdrijf de gebrokens en wortelteekens , en ontwikkel de
magten en producten , zoo als in den laatstvorigen regel gezegd is ;laat de termen , die elkander vernietigen , weg 5 en vereeiiig de gelijk¬
soortige ; plaats al de termen , waarin de onbekende voorkomt , in het
eerste , en al de andere in het tweede lid der vergelijking ; breng in
het eerste lid , zoo hetzelve uit meer dan één’ term bestaat , de onher¬
kende buiten haakjes , en deel eindelijk de vergelijking door den coëffi¬ciënt van de onbekende.

Men kan nog opmerken : 1° . dat deze regel eigenlijk niet anders be¬
helst , dan een voorschrift , om de gegevene vergelijking zoodanig te
herleiden , dat het eerste lid alleen uit de onbekende bestaat , en dat het
tweede lid alleen uit bekenden is zamengesteld ; 2 ° . dat de , door deze
herleiding verkregene , vergelijking onmiddellijk aanwijst, hoe de onbe¬
kende van de bekenden afhangt , terwijl deze betrekking van afhanke¬
lijkheid in de gegevene vergelijking slechts ingewikkeld lag opgesloten .

Zie hier een paar voorbeelden :
Eerste Voorbeeld. De waarde van y te vinden uit de vergelijking

I/ (y*+ 5) _
y-hl
Men zal hier achtervolgens vinden

t/ï,y 2+ 5) _~ ’

l/ (yM-5) = y-M ,
y2+ 5 = OH )a *
y aH-5 = y a-t-2y-M ,

2y = 4 ,
y = .2.

Tweede Voorbeeld. Men verlangt x op te lossen uit de vergelijking
Zabc t «aAa

t (2a+ b) b*ar 0 , bar
a+ b

+ JZ+W* + «(«+ !>) > ~ +
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llier zal men aehtervolgensverkrijgen
Zahc a ' h* ( 2a-\~by>*x „ bx

a+ b ( a+ b)3 «( ö+ ó)* «

3a*dc(a-bb)*-ha sb*-i-( 2a-hb)(a -hb)l *x = 3acx {a+ by + bx( a+ b )* ,

(2a+ b)(a+ h)h*x —3ffc^ (a+ 6)s—bx{a-\-b)z = - 3a*ftc( fir+ &)a—0*6* »

.rC«+ A)[(2rtH - ft)M - Zac {a+ h '
)*—b{a+ h¥ ] = —a*ft[3cCa+ i )*+ tf6l >

■K «+ ^)[2rt *a-ï*63—3flc(<H - ft)* - «*ft—2aA »— 63] = — «H[ 3c( fi~W>y + « A ] ,

x (a -̂ b)\ —3flrc( «4 -/t)a—a xA] = —fl *A[3c(«+ 6) M-«ft] ,
—<M?( ff+ 6^[3c( ffH-4)1H-ffi] = — ailfêcQa + iy -ïab ] ,

x(a -\- b) == «ft ,
_ ab

"T a-\-b

§ 147 . De oplossingvan elk vraagstukkomt daarop neder , dat men uit het

bekende het onbekende weet te vinden . Om de stelkunstop de oplossingvan

eenig vraagstuk te kunnen toepassen , wordt vereischt , dat men zoo wel

hetgeen bekend , als hetgeen onbekend is , doorgetallen kan uitdrukken,

en de oplossing bestaat dan in te vinden , hoe uit de bekende getallen de

onbekende kunnenwordenberekend. Wanneer hetvindenvan één onbekend

getal tot de oplossing van een vraagstuk genoegzaam is , dan wordt het

vraagstuk bepaald genoemd, indien»men al deszelfs voorwaarden door

eene niet-identieke vergelijking kan uitdrukken. De oplossing van

zulke bepaalde vraagstukken bestaat dus uit twee deelen. Het eerste

is , da£ men deszelfs voorwaarden door eene vergelijking uitdrukt , het¬

geen men gewoonlijk noemt: een vraagstuk in vergelijking brengen ,

het tweede is , dat men deze vergelijking oplost. Om deze vergelijking

op te lossenis , voor zoo verre zij van den eersten graadmogtzijn , hetgeen

in de vorige § geleerd is , voldoende ; om het vraagstuk in vergelijking

te brengen , wordt in ieder geval eene afzonderlijke redenering ver¬

eischt, die zich aan geene bepaalde regels laat onderwerpen.

§ 14$ . Hoezeer liet in vergelijking brengen van een vraagstuk ziel »

aan geene vaste regels Iaat onderwerpen, kan men daartoe echter het

volgende tot leiddraad nemen . Onderstel, dat men kon gissen, wat het

onbekende getal zijn moest, dan zou men kunnen beproeven, of dat

gegiste getal aan al de voorwaarden van bet vraagstuk voldeed. Tot

deze beproeving zou vereischt wordeh , dat men : of het gegiste getal

aan zekere bewerkingen onderwierp, om te onderzoeken, of daardoor

een vooraf bekend getal gevonden zou worden ; of dat men het gegiste

getal op tweeërlei wijzen aan zekere bewerkingen onderwierp, om te

onderzoeken, of men daardoor tot een zelfde getal zou geraken. Doet

men nu , in plaats van het gegiste getal , eene onbekende, bij voor¬

beeld x , dezelfde bewerkingen ondergaan, dan zal men daardoor gera¬
ken , of tot eenen stelkunstigen vorm , dip gelijk aan een vooraf bekend
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getal moet zijn , of tot twee stelkunstige vormen , die onderling gelijk
moeten wezen , en hierdoor komt men dan tot de begeerde vergelijking .

Tot opheldering van het gezegde » kan de behandeling van de beide
volgende vraagstukken strekken .

Vraagstuk . Iemand ontmoet drie bedelaars ; aan den eersten geeft
hij de helft van de centen , die hij bij zich heeft 9 met nog eenen cent ;
aan den tweeden geeft hij de helft van decenten , die hij overhield , met
nog eenen cent ; aan den derden geeft hij tveder de helft der centen ,die hij toen over had , met nog eenen cent , en bevindt daarna nog
slechts drie centen hij zich te hebben : men vraagt hoe veel centen hij
in den beginne gehad heeft .

Onderstel , dat men giste , dat hij 30 centen bij zich gehad heeft , dan
zou men op de volgende wijze kunnen beproeven , of dit getal het juiste
ware . Hij geeft aan den eersten bedelaar de helft van die 30 centen met
nog éénen cent , en dus in het geheel 16 centen , hij behoudt dus nog 14
centen ; hiervan geeft hij aan den tweeden weder de helft met nog éénen
cent , dus in het geheel 8 centen , bij gevolg houdt hij er 6 over ; aan
den derden bedelaar eindelijk geeft hij de helft van deze 6 centen met
nog éénen cent , dus in het geheel k centen , zoodat hij er ten laatste
2 OYerhoudt . Ware nu het gegiste getal 30 het juiste , dan zou het ge¬
vonden overschot van 2 centen hetzelfde moeten zijn als het overschot
van 3 centen , dat in het vraagstuk is opgegeven ; derhalve is 30het be¬
geerde getal niet . Stelt men alzoo het gevraagde getal centen door x
voor , en laat men die x dezelfde bewerkingen ondergaan , die boven op
het getal 30 zijn verrigt , dan verkrijgt men voor het overschot eenen
stelkunstigen vorm , dien men gelijk zal moeten stellen aan het gegeven
overschot , en daardoor is dan het vraagstuk in vergelijking gebragt .
Men verkrijgt derhalve deze

Oplossing . Stel het getal centen , dat hij bij zich had , gelijk . . x ,
dan geeft hij aan den eersten bedelaar . .

en houdt dus over . .

aan den tweeden geeft hij ~ *)

en houdt daarna over . .* .

aan den derden geeft hij - (~ x — «) -hl , of . .

zoodat hij eindelijk overhoudt .
daar nu gegeven is , dat hij 3 centen overhoudt , heeft men de verge -
lijking
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Om deze vergelijking op te lossen , vennenigvuldige men dezelve

met 8 , dan komt er
x —14 = : 24 ,

waaruit volgt x = 38 ;
derhalve had hij 38 centen bij zich.

Beproeft men nu de juistheid van dit getal 38 , even zoo als boven met

het gegiste getal 30 gedaan is , dan zal men voor het laatste overschot

naar behooren 3 centen vinden.
Vraagstuk . Een wijnkooper heeft 68 kannen ivijn , van een gulden

de kan : hoeveel kannen 9 van 55 cents de kan 9 moet hij daarbij voe¬

gen , opdat de gemengde wijn 72 cents de kan waard 'zij ?

Oplossing . Stel dat hij er x kannen van 55 cents moet bijvoegen , dan

is de waarde van den wijn , dien hij er bijvoegt , 55x cents ; de waarde

van de eerstgenoemde 68 kannen is 6800 cents , zoodat de waarde van het

mengsel , door den stelkunstigen vorm 6800-+-55.r , in centen uitgedrukt

wordt . Dit mengsel bestaat uit 68-Kr kannen ; zal hetzelve nu 72 cents de

kan waard zijn , dan wordt de geheele waarde van het mengsel , ook

door den vorm (68-hr )72 , in centen uitgedrukt . Bijgevolg heeft mende

vergelijking
(68-hr )72 = 6800+ 55^ ,

waaruit achtervolgens gevonden wordt
4896+ 72^- — 6800+ 55r ,
72r —55x = 6800—4896 ,

17.r = 1904 ,
x = 112 .

Hij moet er dus 112 kannen bijvoegen.

§ 149. Bij het oplossen van vergelijkingen , is het verkiesselijk , ook

de gegevene getallen door lettersvoor te stellen , waartoe mendan , zoo

als reeds in § 1 gezegd is , de eerste letters van het alphabet neemt .

Hierdoor verkrijgt men , in plaats van onmiddellijk het onbekende getal

te vinden , voor de onbekende eenen stelkunstigen vorm , die aanwijst ,

hoe het onbekende getal uit de bekeflde getallen moet berekend worden .

Dit heeft het voordeel , dat men , indien de gegevene getallen veranderd

werden , het vraagstuk met die nieuwe getallen niet op nieuw zou be¬

hoeven op te lossen , en dat men tevens het eigenlijk cijferen met de ge¬

gevene getallen tot het einde der oplossing bespaart , en door het ver¬

eenvoudigen van den verkregen ’ stelkunstigen vorm zoo gemakkelijk mo¬

gelijk kan maken.
Zoo zou men , bij voorbeeld , het laatste vraagstuk der vorige § aldus

kunnen opgeven : een wijnkooper heeft a kannen wijn , van h cents de

kan 9 hoeveel kannen , van c cents de kan 9 moet hij daarbij voegen ,

opdat de gemengde wijn d cents de kan waard zij ? Dezelfde redenering

als vroeger volgende , zou men verkregen hebben de vergelijking
(a + x )d = ab+ ex ,
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en daaruit achtervolgens hebben gevonden
ad+ dx — ah+ cx ,
dar—c.v = ah— ad ,
( d—c)x = a (J}~ d) ,

_ a ( t>—d)
d—c

Hierdoor is nu eene formule gevonden , die aanwijst , hoe het gevraag¬
de getal x van de bekende getallen afhangt . Stelt men in die formule
voor de bekenden de vroeger gegevene getallen : a — 68 , 6 = 100 , c = 55
en d — 72 , dan vindt men

68 ( 100— 72 ) _ 68X ^8
17

maar is , ten

4X28 = 112 .
72—55

Deze uitkomst is dezelfde , als de vroeger gevondene ,
opzigte van de bewerkingen , die men met de , in cijfers uitgedrukte ,
getallen heeft moeten uitvoeren , gemakkelijker verkregen geworden .

Stelde men zich nu de vraag voor : koeveel kannen wijn , van 50 cents ,
bij70 kannen , van95 cents , moeten gevoegd worden , opdat de kan van
het mengsel 75 ceiits waard zij , dan zou men , om deze vraag op te

> - d )lossen, in de formule x ==: slechts a = 70 , 6 = 95 , c = 50 en

<J = 75 behoeven te substitueren , waardoor men voor het gevraagde aan¬
tal kannen zou vinden

70( 95 —75) 70X20^ ~ 75— cü “ 25
• = UX4 = 56 ,

zoodat het onnoodig is , met deze nieuwe gegevens de oplossing , zoo ais
die in de vorige § voorkomt , te hervatten .

§ 150. Het voorstellen van de bekenden door letters , kan nog eene
andere nuttige strekking hebben ; reeds in § 133 is namelijk gezegd , dat
men in eene vergelijking willekeurig elke letter , die daarin voorkomt ,
als de onbekende kan beschouwen ; wil men dus een vraagstuk zoodanig
veranderen , dat hetgeen eerst onbekend was, als bekend , en daar¬
entegen een der j vroegere gegevens als onbekend wordt aangenomen ,
dan zal men dit vraagstuk niet op nieuw in vergelijking behoeven te
brengen , maar slechts de reeds opgemaakte vergelijking ten opzigte van
de letter , waardoor de nieuwe onbekende wordt voorgesteld , behoeven
op te lossen.

Lost men , bij voorbeeld , de vergelijking (a+ x )d = al + cx , waartoe bet
vraagstuk van§ 149 aanleiding gaf , ten opzigte van d op , waardoor men
vindt ah+ cx

dan behelst deze formule de oplossing der vraag : hoeveel de kan ge-
mengden wijn waard is , indien lij a kannen wijn , van 6 cents de kan ,
een gegeven getal x kannen van c cents de kan gevoegd wordt .



lost men‘diezelfde vergelijking ten opzigte van c op , waardoor menvindt
(a + x )d— ab

c — -- - -*»x
dan behelst deze formule de oplossing der vraag : hoe duur dewyn moei

zyn 9 waarvan men een gegeven getal van x kannen bij a kannen wijn*
van b cents de kan , moet voegen , opdat het mengsel d cents de kan

waard zij .

Verklaring van eenige bijzondere waarden , die de
onbekende kan verkrijgen .

§ 151 . Is eene vergelijking van den eersten graad met ééne onbekende
tot hare algemeene gedaante Ax = B herleid , waarin A en B stelkun¬

stige vormen verbeelden , die alleen uit bekenden zijn zamengesteld , en
stelt men in die vergelijking voor de bekenden de gegevene waarden ,
dan kan het gebeuren , dat de vormen A en B een van beide , of beide ,
nul worden .

§ 152. Wordt B alleen gelijk nul , dan verandert de vergelijking
A.r = B in

Ax = 0 ,
en hieraan kan alleen voldaan worden door x = 0 te nemen ; want zoo

men x niet gelijk nul nam , zou , omdat A niet gelijk nul is , liet pro¬
duct Ax ook niet gelijk nul kunnen wezen . Deze zelfde uitkomst wordt

ook verkregen , door in de waarde x ■j , die uit de vergelijking

Ax = B volgt , B gelijk nul te stellen ; want dan verkrijgt men
0* ~
A 9

welke waarde klaarblijkelijk nul is , omdat het gebroken — niets anders

beteekent , dan -i nul maal genomen.A
§ 153. Wordt A alleen gelijk nul , dan verandert de vergelijking

Ax' = B in
O.a* = B ;

aan deze vergelijking kan nu geene waarde voor x voldoen, omdat ,
wat men ook voor x neemt , het eerste lid altijd nul blijft , terwijl het
tweede lid altijd gelijk B , en dus niet gelijk nul is. Deze zelfde uit -

g
komst zoo men ook moeten verkrijgen , door in de waarde x = — , die

uit d» vergelijking A.r = B volgt , A gelijk nul te stellen , waardoor

_ B
V ~~ 7)

wordt . Wat nu de beteekenis van het gebroken — is , kan op de vol¬

gende wijze blijken .
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§ 154. 124
Stelt men zich de rij van gebrokens •

B B B B B
ï ’ 0, 1 ’ 0,01 ’ 0, 001 ’ 0,0001 ’ en%-

voor , waarvan de waarden zijn :
B , 10B , 100B , 1000B , 10000B , enz.

dan ziet men duidelijk , dat men, door den teller onveranderd te laten ,
en den noemer klein genoeg te nemen , de waarde van het gebroken zoo
groot kan maken , als men verkiest . Hoe verbazend groot men nu ook
de waarde van het gebroken , door den noemer klein genoeg te nemen ,
moge gemaakt hebben , zal echter die noemer nog niet nul wezen . Zoo
dra dus de noemer werkelijk nul is , is geen getal groot genoeg , om
de waarde van het gebroken uit te drukken , en het is daarom , datmen
de waarde van elk gebroken , dat een’ bepaalden teller heeft , maar
waarvan de noemer nul is , oneindig groot noemt. Om zulke oneindig
groote waarden aan te duiden , gebruikt men hetteeken oo ; men schrijft
dus 1

o
50 — = oo , enz.

Na deze verklaring , volgt uit de waarde x ■= . — , dat voor A = 0 ,
x = co wordt , dat wil zeggen , dat geene waarde voor x groot genoeg
is , om zoo A = 0 is , aan de vergelijking Ax B te voldoen , Men
merke echter op , dat de stelkunstige vorm — in de vergelijking 0 ..r = B

g
gesubstitueerd wordende , aan dezelvevoldoet ; want men heeft 0 X ■

q = B ;
omdat men hiervoor ook schrijven kan OX ® = B , blijkt hieruit tevens ,
dat liet product OX ® eene zekere waarde hebben kan , en niet gelijk
0 behoeft te wezen.

§ 154. Worden in de vergelijking Ax = B , de vormen A en B beide
gelijk nul , dan verandert die vergelijking in

0 .x = 0 ,
en nu zullen klaarblijkelijk alle waarden , die men voor r neemt , aan
dezelve voldoen ; de vergelijking is dus in dit geval identiek . Deze

zelfde uitkomst wordt ook verkregen , door in de waarde x — — , die
A

uit Ax = . B volgt , A en B gelijk nul te stellen ; want dan verkrijgt
0men x = - ,

welke waarde klaarblijkelijk ieder willekeurig getal kan voorstellen ,

omdat , welke waarde men ook aan het quotiënt mogt willen geven , al¬

tijd het product van het quotiënt met den deeler , liet deeltal weder zal
opleveren ; het is uit dien hoofde , dat men de waarde van het quotiënt

onbepaald noemt .
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Men moet echter opmerken , dat , wanneer een gebtoken ^ mogt wor¬

den , omdat teller en noemer eenen gemeenschappelijken factor hebben ,
die nul wordt , de waarde van dit gebroken niet onbepaald behoeft te

zijn , maar verkregen zal worden , indien men dien gemeenschappelijken
factor uit teller en noemer weglaat .

Had men , bij voorbeeld ,

dan zou , indien men x = a stelde , Q = - worden ; maar dit wordt

veroorzaakt , doordien teller en noemer den vorm x — a als factor bevatten,
die voor x -= . a nul wordt . Laat men dezen factor uit teller en noemer
weg , dan komt er

n x 2-¥ax Jra 2
^ — x + a

i en dan vindt men , dat voor x = a , Q = — - a wordt , en dus niet

| onbepaald is .
Had men daarentegen ah—ac+ bc—b2

ab-\-ac —bc— a2 5

dan zou voor « = ft = c , Q = — worden ; men zal hier vinden , dat tel .

Ier en noemer den factor a —ft gemeen hebben ; laat men dus dezen fac¬
tor weg , dan komt er

en stelt men hierin a — ft = c , dan komt er nog Q = zoodat in dit

geval Q werkelijk onbepaald is .
§ 155 . Tot opheldering van hetgeen in de drie laatste § § gezegd is ,

stelle men zich de volgende vragen voor :
1° . Hoeveel kannen wijn , van c cents de kan , moet men bij a kan¬

nen , van b cents de kan 9 voegen , opdat de gemengde wijn b cents de
kan waard zij ?

Dit vraagstuk is hetzelfde , als dat van § 149 , alleen met dat onder¬
scheid , dat het getal , aldaar door d voorgesteld , hier b is ; om de op¬
lossing te verkrijgen , behoeft men dus in de vergelijking , en in de
waarde van x 9 die aldaar gevonden zijn , namelijk in

(d~ c)x = a (b—d) en x =

slechts d = b te stellen , waardoor men hebben zal

( ft— c)x = 0 en

Men moet er dus niets bij voegen.

en «(ft—d)x = , - -
d— c

b—c



§ 156. 126
2° . Hoeveel kannen wijn 9 van c cents de kan 9 moet men hij a kan¬

tien , van b cents de kan , voegen , opdat de gemengde wijn c cents de
kan waard zij ?

Dit vraagstuk is weder hetzelfde als dat van § 149 , mits men sleehts d
in c verandere ; hierdoor gaan

(d—c )x — er(5—rf) en x = ^
over in

0 . .r = . «( />—c ) en a (b— c )
5 00 .

Hieruit blijkt , dat het onmogelijk is , om door de verlangde bijvoeging
aan den gemengden wijn de begeerde waarde té geven.

3®. Hoeveel kannen wijn , van h cents de kan 9 moet men bij a kan¬
nen , van b cents voegen , opdat de gemengde wijn h cents de katt
waard zij ?

Deze vraag is nogmaals dezelfde , als die van § 149 , mits men slechts
c en d in h verandere ; hierdoor veranderen

( <?—c)x = a (b—d)

in 0 .x = 0 en

Hieruit blijkt , dat welk willekeurig aantal kannen wijn er bijgevoegd
worde , de gemengde wijn altijd de vereischte waarde zal hebben.

De uitkomsten , in de bovenstaande vraagstukken , door derzelver stel¬
kunstige behandeling verkregen , waren even gemakkelijk uit de vragen
zelven op te maken , en men moet dus hier die stelkunstige behandeling
alleen aanzien , als een eenvoudig voorbeeld , waardoor de juistheid van
de besluiten , waartoe de stelkunst aanleiding geeft , aanschouwelijk
gemaakt wordt . In meer ingewikkelde vraagstukken , waarvan de on¬
mogelijkheid of onbepaaldheid niet zoo van zelve in het oog valt , zijn
even zoo x = oo en x = ^ stelkunstige zinnebeelden , waardoor die

onmogelijkheid of onbepaaldheid wordt aangetoond .
§ 156. Als in eene vergelijking van den eersten graad , alvorens de¬

zelve tot de gedaante Kx = B herleid is , aan de bekenden waarden
worden gegeven , die , na de herleiding , A en B een van beide , of beide ,
nul zouden maken , dan zal die vergelijking , door de herleiding , klaar¬
blijkelijk eene der gedaanten

Ax = 0 , 0 = : R , 0 = 0 ,
moeten aannemen ; en naargelang zij eene dezer gedaanten aanneemt ,
verkeert men in de gevallen van § 152 , 153 of 154. Komt men derhalve
tot eene vergelijking A.r = 0 , dan kan alleen xzzO aan dezelve vol¬
doen ; komt men tot eene vergelijking 0 = B , dan zal door geene ein-

ajb —d )
d—c

x = — = onbepaald .
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dige waarde van de onbekende aan de vergelijking voldaan kannen wor¬
den , en komt men tot eene vergelijking 0 = 0 , dan zal elke willekeu¬
rige waarde , voor de onbekende genomen , aan de vergelijking beant¬
woorden , zoodat zij in dit geval identiek zal wezen.

Ziehier drie vraagstukken , in elk van welke een dezer gevallen voorkomt .
Vraagstuk . Een vader gevraagd zynde , hoeveel volle j ar en zijn

zoon oud was , antwoordde : ik hen 25 jaren ouder dan mijn zoon ;
maar over 5 jaren , zal ik zesmaal zoo veel jaren tellen als hij : wat
is de tegenwoordige ouderdom van zijnen zoon 'k

Oplossing . Stel , dat de tegenwoordige ouderdom van den zoon x ja¬
ren is , dan is , over 5 jaren , zijn ouderdom ; de vader is alsdan ,
omdat hij 25 jaren ouder dan de zoon is , .r + 30 , of ook , omdat hij dan
zesmaal zoo oud als de zoon is , 6(jr+ 5) jaren . Men heeft dus de ver¬
gelijking 6( .r -|-5) = .r + 30 ,
waaruit achtervolgens gevonden wordt

Gr-|- 30 = .r-f-30 ,
5x — 0 ,

en .r — 0.
De zoon is dus nog geen vol jaar oud.
Vraagstuk . Twee personen A en B zetten ieder een kapitaal op

interest uit : A gedurende 10 maanden , tegen 5 ten honderd >sjaars 9
en B 9 die 100 gulden meer uitzet , gedurende 15 maanden , tegen 4 ten
honderd ’sjaars . Indien nu mogt bevonden worden , dat het kapitaal
van A met de rente , zich tot dat van B met de rente verhoudt , als
125 tot 126, hoe groot moeten dan de kapitalen geweest zijn , die zij
uitgezet hebben ?

Oplossing . Stel , dal het kapitaal , door A uitgezet , x gulden be¬
drage , dan is dat door Buitgezet .r -f-100 gulden . Derente , dieAvanzijn

5
kapitaal trekt , is in het jaar , tegen5ten honderd , — x 9 en dus in 10100
maanden — ,X —— .2' of —- .r gulden ; A ontvangt dus voor kapitaal en

.li 1UO Ax
1 25rente x+ ~ x 9 of ~ .r gulden . De rente , die B van zijn kapitaal trekt ,

4is m het jaar , tegen 4 ten honderd , — (.r -hl00), en dus in 15 maanden
15 4 1
Ü? * iÖO 20 gu^ en ; K ontvangt dus voor kapitaal

1 21en rente (.r -f-100)-^ — ( .r+ 100) of — ( .r -M00) gulden . Volgens de op¬

gave , moet men dus hebben de evenredigheid

| .r : § 0 + 100) = 125 : 126 .

Daar nu in eene evenredigheid het product der uiterste termen gelijk
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aan dat der middelste moet zijn , volgt uit deze evenredigheid de ver.

gelijking
126 X 24 -r = 125 X go C-r + 100 ) ,

waarvoor men schrijven kan

21 x ^ x — 25X | ( .r + 100) ;

deze vergelijking met 4 vermenigvuldigende , en door 21 X 25 deelende ,
komt er ■ .r = .r + 100
o£ 0 = 100 ,
waaruit blijkt , dat geene kapitalen aangewezen kunnen worden , die

aan de voorwaarden van het vraagstuk b eantwoorden .

Vraagstuk . Twee breuken te vinden , van welke , ieder in het bijzon¬

der , de teller één minder is , dan de noemer ; terwijl tevens teller en-

noemer van de kleinste breuk ieder in het bijzonder één minder zijn ,
dan teller en noemer van de grootste breuk ; zoodanig , dat het ver¬

schil dezer breuken gelijk zij aan de eenheid , gedeeld door het pro¬

duct der beide noemers .
Oplossing . Stel voor den teller der kleinste breuk .r , dan is des-

zelfs noemer .r + 1 , en bijgevolg
x

x+ 1

de breuk - 2— : de grootste breuk
x+ 1

moet dan 2- 1- 2 zijn en , volgens de laatste voorwaarde van het vraag-
x+ 2

stuk , heeft men dus de vergelijking
•r + 1 x 1_
x+ 2 x+ 1 ta ’+ 2 ) (^ + l )

’

Vermenigvuldigt men deze vergelijking met ( x+ 2)(x + l ) , dan veran¬

dert zij in
(x+ iy —x (x+ 2) = 1 ;

ontwikkelt men nu het eerste lid , en laat men de termen , die elkander

vernietigen , weg , dan verkrijgt men achtervolgens
x2+ 2x+ l —x 2~ 2x = 1 ,

en 0 = 0 .
Hieruit blijkt , dat de vergelijking , waartoe het vraagstuk aanleiding

gaf , identiek was , dat dus alle waarden voor x aan dezelve voldoen

zouden , en dat bijgevolg alle breuken , die de eerst opgegevene eigen¬

schappen hebben , altijd van zelven aan de laatste voorwaarde van het

vraagstuk voldoen zullen .

Over de beteekenis der negatieve getallen , en over den positieven
en negatieven toestand der grootheden ,

§ 157 . Onder de bijzondere waarden , die de onbekende kan verkrij¬

gen , behooren , behalve de reeds vermelde uitdrukkingen ~ , ^ , ~ ,

ook nog de negatieve getallen .
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Wanneer men eene vergelijking met ééne onbekende , die niet uit
eenig vraagstuk is ontstaan , oplost , en dan voor die onbekende een
negatief getal vindt , beteekent dit niets anders , dan dat alleen dit ne¬
gatieve getal , voor de onbekende genomen , aan de vergelijking vol¬
doen kan . Wanneer echter eene vergelijking , die uit een vraagstuk is .
voortgekomen , eene negatieve waarde voor de onbekende oplevert , is
het van belang , te onderzoeken , wat men door zulk een zoogenaamd
negatief antwoord verstaan moet .

Hierbij kan men twee gevallen onderscheiden : het eene , waarin het
vraagstuk slechts ten doel heeft , een getal te vinden , dat aan zekere
voorwaarden voldoet ; het andere , waarin naar zekere onbekende groot¬
heid gevraagd wordt , die door een getal kan uitgedrukt worden .

§ 158. Dewijl , zoo als in § 23 is aangetoond , de optelling van een
negatief getal dezelfde uitkomst geeft , als de aftrekking van een even
groot positief getal , en omgekeerd , zoo is , in het eerste der beide ge¬
noemde gevallen , de beteekenis van de negatieve waarde der onbekende
eenvoudiglijk deze , dat men , om aan de voorwaarden van het vraag¬
stuk in den eigenlijken zin te kunnen voldoen , eene in hetzelve veron¬
derstelde optelling of vermeerdering in eene aftrekking of vermindering
moet veranderen , of omgekeerd .

Zie hier een paar eenvoudige voorbeelden :

Vraagstuk . Men vraagt , teller en noemer van het gebroken ^—f ie~
45 9

der met een zelfde getal te verhoogen 9 zoodanig dat de waarde van
het nieuwe gebroken , dat hierdoor ontstaat , ~ toorde.

Oplossing , laat het getal , waarmede teller en noemer verhoogd
moeten worden , door x worden voorgesteld , dan zullen 26+ x en 45+ x
teller en ^noemer van het nieuwe gebroken zijn, en men zal dus moeten
hebben

26+ .r _ 1 _
45+ x ~ 2 ;

deze vergelijking oplossende , zal men vinden
x — — 7 ,

welke uitkomst nu aantoont , dat men , door teller en noemer van het
26

gebroken — met een zeker getal te verhoogen , de waarde van het ge¬

broken niet gelijk aan kan maken ; maar dat deze waarde ^ zal wor -^ 2
den , indien men teller en noemer elk met 7 vermindert .

Vraagstuk . Een gezelschap van 20 personen heeft eene som van
120 gulden , tot het maken van zekere verteering , hijeengehragt ; hun¬
ne verteering loopt echter hooger , zoadat hij de afrekening elk der

9 .
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genen , die toen nog aanwezig waren , 1 tfulden 50 moest geven 9
om hetgeen er aan de bijeengehragte 120 gulden ontbrak , te voldoen.
Indien nu de geheele verteering 156 gulden heeft heloopeti, hoeveel
personen waren er dan hij de afrekening reeds vertrokken ?

Oplossing . Stel , dat er x personen vertrokken waren , dan bleven er

20—x over , die bij de voorhanden 120 gulden elk 1^ gulden gaven , om

de geheele verteering te voldoen ; de geheele verteering wordt dus in

guldens uitgedrukt door denstelkunstïgen vorm 12(H-( 20—**0X1^ ; inaar
er is gegeven , dat de geheele verteering 156 gulden beloopt ; dus heeft
men de vergelijking

120+ ?( 20—r ) = 156 ;
deze vergelijking oplossende, vindt men

x — — 4 ,
en deze uitkomst toont nu aan , dat er geene personen vertrokken wa¬
ren , maar dat integendeel het gezelschap met 4 personen vermeerderd
was , die bij de afrekening hun aandeel in het te kort betaalden .

§ 159. Verkeert men in het tweede der beide gevallen , die aan het
slot van § 157 onderscheiden zijn , dan kan men de beteekenis der nega¬
tieve antwoorden , op de volgende wijze , verklaren .

Laat x de onbekende zijn , waarvoor men , door het oplossen der
uit eenig vraagstuk opgemaakte vergelijking , een negatief getal heeft

gevonden, dan zal men dit negatieve getal , volgens § 14 , altijd kunnen
aanzien , als het verschil van twee andere getallen « en 5 , mits dit ver¬
schil in die orde genomen worde , dat men het grootste getal van het
kleinste moet aftrekken . Men kan dus de gevondene negatieve waarde
van x algemeen voorstellen door de formule

x = a —ft ,
waarin ft > a is .

Had men , in plaats van dit negatieve getal , een even groot positief
getal voor x gevonden , dan zou men , volgens § 14 , gehad hebben

x = ft—a 9
en dan zou men , uit de beteekenis , die aan x 9 alvorens het vraagstuk
in vergelijking te brengen , gegeven is , terstond weten , welke groot¬
heid door dat positieve getal x werd aangeduid .

Gaat men dus na , hoe de grootheid , die door het getal .r , zoo het
positief ware , zou worden aangeduid , als het verschil kan beschouwd
worden , van twee andere grootheden , door de getallen a en ft uitge¬
drukt , en stelt men zich het verschil der laatstgenoemde grootheden in
eeue omgekeerde orde voor , dan zal dit laatste verschilde grootheid
zijn , die door het negatieve getal x wordt aangeduid .

Om deze redenering door een voorbeeld op te helderen , stelle men ,
dat in eenig vraagstuk naar het gewigt vaneen zeker ligchaamgevraagd
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werd , dat men het getal ponden van dit gewigt door x had uitgedrukt ,
en dat men , door de oplossing der uit dat vraagstuk verkregene verge¬
lijking , had gevonden , *r = — 10. Zoo men hier , in plaats van x — — 10 ,
gevonden had x = . + 10 , zou liet gevraagde gewigt 10 pond zijn ; ditge -
wigt van 10 pond kan men beschouwen, als een gewigt van 15 pond ,
verminderd met een gewigt van 5 pond , dat is , als een gewigt van 15
pond , waarop een tegenwigt van 5 pond werkt . Verandert men nu de
orde der aftrekking , dan verkrijgt men een gewigt van 5 pond , ver¬
minderd met een gewigt van 15 pond , dat is , een gewigt van 5 pond ,
waarop een tegenwigt van 15 pond werkt . De waarde xz=. — 10 wijst
alzoo aan , dat het gevraagde gewigt een gewigt moet zijn , waarop een
tegenwigt werkt , dat 10 pond grooter is . Met zulk een negatief ge¬
wigt zou , bij voorbeeld , de schaal eener balans naar beneden gedreven
worden , indien de andere schaal met een overwigt van 10 pond be¬
zwaard was .

Uit het gezegde volgt , dat de grootheid , die door een negatief getal
wordt ' aangeduid , altijd dezelfde soort van grootheid is , die zij zijn
zoude , indien het 'getal , waardoor zij aangeduid wordt , positief ware ;
maar dat hare aanduiding door een negatief getal alleen beteekent ,
dat zij in eenen toestand verkeert , die het tegenovergestelde is van den
toestand , waarin men ondersteld heeft , dat zij zich zou bevinden .

In hef aangehaalde voorbeeld onderstelde men , dat het ligchaam een
gewigt van x pond had ; zoo men nu x — — 10 vindt , beteekent deze
waarde van x wel altijd een gewigt van 10 pond , maar een gewigt , in
eenen toestand , die tegengesteld is aan den toestand , waarin men het¬
zelve onderstelde te zijn , en dat alzoo eene drukking naar boven , in
plaats van eene drukking naar beneden voortbrengt .

Grootheden , die indenzelfden toestand verkeeren , waarin men de¬
zelve aanvankelijk onderstelde , en die dus ook door positieve getallen
worden uitgedrukt , noemt men grootheden in eencti positieven toe¬
stand , of kortaf positieve grootheden \ grootheden daarentegen , wel¬
ke men door negatieve getallen uitgedrukt vindt , en die zich dus in
eenen tegengestelden toestand bevinden van dien , waarin men ze aan¬
vankelijk onderstelde te zijn , noemt men <7rooflieden in eenen negatieven
toestand , of kortaf ?iegatieve grootheden .

§ 160. Om in ieder bijzonder geval duidelijk te maken , wat de ne¬
gatieve toestand eener grootheid is , is het niet coodig , dat men zich ,
zoo als in de vorige § , eene even groote grootheid ^ in den positieven
toestand voorstelle ; het is genoeg , dat men eene soortgelijke grootheid
in den positieven toestand , als het verschil van twee andere grootheden
heschouwe , en dan naga , wat dit verschil zou uitdrukken , indien de
af te trekkcne grootheid , die aanvankelijk de kleinste van die twee is ,
grooter dan de andere genomen werd .
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Zie hier eenige voorbeelden , tot verklaring van den negatieven toe¬

stand van sommige grootheden .
1° . JEene bezitting kan aangezien worden als eene geldwaarde , die het

verschil is Van twee andere geldwaarden , waarvan de grootste insge¬

lijks eene bezitting , en de kleinste eene schuld is . Onderstelt men nu ,

dat de af te trekkene grootheid , of de schuld , grooter is , dan de be¬

zitting , waarvan zij moet afgetrokken worden , dan ontstaat er eene

negatieve bezitting ; daar nu hier de schuld grooter dan de bezitting

is , en er dus , na uitputting van de bezitting , eene schuld overblijft »

zoo moet men door eene negatieve bezitting eene scheld verstaan . Even

zoo blijkt , dat eene negatieve schuld eene bezitting is . Zegt men dus ,

dat iemand — 100 gulden bezit , dan beteekent dit , dat bij 100 gulden

meer schuld dan goed heeft ; en zegt men, dat iemand — 100 gulden schul¬

dig is , dan wil zulks zeggen , dat hij , in plaats van 100 gulden te moe¬

ten betalen , integendeel 100 gulden .te vorderen heeft .

2° . Eén verlies kan beschouwd worden als eene geldwaarde , die het

verschil is van twee andere geldwaarden , waarvan de grootste insge¬

lijks een verlies , en de kleinste of af te trekkene eene winst is . Neemt

men deze af te trekkene geldwaarde grooter dan de andere , dan ont¬

staat er een negatief verlies , en dit negatief verlies is nu eene winst ,

omdat er meer winst dan verlies is. Op dezelfde wijze blijkt , dat eene

negatieve winst een verlies is.
3° . De rijzing eens barometers kan aangemerkt worden als bet uit¬

werksel van eene voorafgeganegrootere rijzing en daarop gevolgde daling .

Stelt men , dat de daling grooter is , dan de voorafgegane rijzing , dan

ontstaat er eene negatieve rijzing , en deze is nu klaarblijkelijkeene da¬

ling .
4° . Een jaargetal kan aangeduid worden , door te zeggen , dat men

van een gegeven jaargetal een zeker aantal jaren moet terug tellen . Is

het aantal jaren , dat men terug moet tellen , en dat dus van het ge¬

geven jaargetal moet afgetrokken worden , grooter dan het laatstge¬

noemde , dan verkrijgt men een negatief jaargetal , en daar eenjaarge -

tal den verloopen ’ tijd na Ciikisius geboorte aanwijst , zoo zal zulk een

negatief jaargetal eenen tijd vóór Christus geboorte aanwijzen.

5° . De plaats van eenige punten op eene regte lijn wordt bepaald

door de afstanden , die zij aan deze of gene zijde van een ander punt

hebben , welks plaatsing men ais bekend aanneemt , en dat men den oor¬

sprong van die afstanden noemt . Laat A dien oorsprong voorstellen ,

A X B
t < »

dan kan men den afstand AX , waarop het punt X zich ter regterzijde

van dien oorsprong bevindt , aanzien als een groofere afstand AB , ter

regterzijde van dien oorsprong genomen, waarvan door uit B een stuk
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BX naar A uittezetten , dat stuk BX is afgetrokken ; men lieeft dus

AX = AB — BX. Neemt men nu BX> AB , dan wordt AX , volgens de ver ¬

gelijking AX= AB—BX , negatief ; maar dan valt ook klaarblijkelijk bet
X A B
i_ i •

punt X ter linkerzijde van A , terwijl altijd AX deszelfs afstand van den

oorsprong blijft ; waaruit volgt , dat zoo een , ter regterzijde van zekeren

oorsprong gerekende , afstand negatief is , men door dien negatieven

afstand eenen even grooten afstand ter linkerzijde van dien oorsprong

verstaan moet . Op dezelfde wijze zou blijken , dat zoo een , ter linker¬

zijde van den oorsprong gerekende , afstand negatief is , daardoor een

even groote afstand ter regterzijde moet verstaan worden .

Neemt men dus aan , dat men de afstanden ter regterzijde als positief

wil beschouwen , dan zullen die ter linkerzijde negatief zijn , en omge¬

keerd . Indien , bij voorbeeld , gevraagd werd , hoe ver het punt X ter

regterzijde van A verwijderd was , dan zou liet antwoord — 3 duim be»

teekenen , dat het punt X op 3 duim afstand ter linkerzijde van A was

gelegen .
6° . De betrekkelijke plaatsing van twee punten op eene regte lijn

wordt aangewezen door den afstand , waarop zich het eene punt aan

deze of gene zijde van het andere bevindt . Zoo zal , bij voorbeeld , de

betrekkelijke plaatsing der punten A en B bekend zijn , indien men

A' A BB '

i | | |

weet , dat het punt B op den afstand AB regts van A ligt . Deze afstand

AB kan beschouwd worden , als een grootere afstand A‘B ' , waarop het

punt B zich vroeger ter regterzijde van A bevonden heeft , verminderd

met de'som der afstanden AA ' en BB' , die aanwijzen hoe ver deze punten

verplaatst zijn , zoodat men heeft AB — A' B ' —(AA' + BB ) . Onder¬

stelt men nu , dat AA ' + BB ' > A ' B ' is , dan wordt AB , volgens de ver¬

gelijking AB = A ' B ' — (AA' + BB ' j negatief , maar dan valt ook het punt

A ' B A B '

_ t_ i _ _ _ _ i_ _ i

B ter linkerzijde van A ; wordt dus de betrekkelijke plaatsing van twee

punten A en B aangewezen , door op te geven, dat de afstand , waarop
B ter regterzijde van A ligt , negatief is , dan beteekent de negatieve
toestand van dien afstand , dat A op dienzelfden afstand ter regterzijde

vanBligt . Yraagt men alzoo,lioe verBter regterzijde van A gelegen is ,

en is het antwoord — 5 duim , dan beteekent dit antwoord , dat A op 5

duim afstand ter regterzijde van B ligt .
Deze verklaringen van den negatieven toestand van eenige grootheden

tot leiddraad nemende , zal men gemakkelijk kunnen vinden , wat de

negatieve toestand van alle andere soorten van grootheden beteekent . Zie
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liier de verzameling van een aantal dezer beteekenissen :

Eene negatieve bezitting is eene schuld ,
Eene negatieve schuld is eene bezitting ,
Eene negatieve winst is een verlies .
Een negatief verlies is eene winst .
Eene negatieve ontvangst is eene uitgaaf .
Eene negatieve uitgaaf is eene ontvangst .
Een negatieve inkoop is een verkoop .
Een negatief dagloon is eene dagelijksche uitkeering .
Een negatief gewigt is eene kracht , die naar boven werkt .
Een negatieve afstand regts van een vast of veranderlijk punt is

een afstand links van dat punt .
Eene negatieve hoogte boven zeker peil of nulpunt is eene diepte be¬

neden dat peil of nulpunt .
Eene negatieve noorderbreedte is eene zuiderbreedte .
Eene negatieve rijzing is eene daling .
Een negatieve vooruitgang is een achteruitgang .
Eene negatieve snelheid in eene zekere rigting is eene snelheid in de

tegengestelde rigting .
Een negatieve tijd na den middag is een tijd vóór den middag .
Een negatieve tijd na den aanvang eener jaartelling is een tijd vóór

dien aanvang . enz , enz .
Even als de tweede , vierde en zesde der , in bovenstaande verzameling

opgegevene , beteekenissen , bij omkeering uit de eerste , derde en vijfde
zijn afgeleid , ligt ook in elk der verder opgegevene beteekenissen bij
omkeering eene andere opgesloten , waarvan de afzonderlijke opgave
kortheidshalve is weggelaten .

§ 161 . Dewijl liet negatief zijn eener grootheid alleen beteekent , dat
die grootheid zich in eenen toestand bevindt , die tegengesteld is aan den
toestand , waarin men dezelve onderstelde te zijn , ian dat negatief zijn
geene beteekenis hebben , zoo lang men niet weet , wat de onderstelde
of positieve toestand is .

Een negatieve afstand , bij voorbeeld , is een woord zonder beteekenis ,
indien men niet vooraf gezegd heeft , wat men door een5 positieven af¬
stand verstaan wil , want het woord afstand drukt alleen de grootheid ,
maar niet haren toestand uit ; zegt men echter , dat men door afstand , dat
is , door positieven afstand , eenen afstand ter regterzijde van zeker
punt bedoelt , dan is negatieve afstand een afstand ter linkerzijde van
dat zelfde punt . Even zoo zijn negatieve tijd , negatieve geldwaarde ,
negatieve snelheid , enz . woorden zonder beteekenis , indien niet vooraf
bepaald is geworden , wat men door positieven tijd , positieve geldwaar¬
de , positieve snelheid , enz. verstaan wil ; want ook de woorden tijd ,
geldwaarde , snelheid , enz . drukken wel eene grootheid , maar geensr
zins den toestand van die grootheid uit . *



135 § 162 .

Sommige woorden , zoo als : schuld , ontvangst , winst , gewigt ,
drukken niet alleen eene grootheid , maar tevens den toestand dier groot¬
heid uit ; schuld , ontvangst , winst , zijn geldwaarden in toestanden ,
die door deze woorden zelven bepaald worden ; gewigt is een drukkend

vermogen , in dien toestand , dat het regt naar beneden werkt . Het is

uit dien hoofde , dat negatieve schuld , negatieve ontvangst , negatieve
winst , negatief gewigt , eene dadelijke beteekenis hebben .

Hoezeer men volkomenvrij is , om dezen of genen toestand eener groot¬
heid als baren positieven toestand aan te nemen, bestaat echter daaromtrent

ten opzigte van sommige grootheden een algemeen gebruik , waaraan

men zich , tot bevordering van duidelijkheid en gemak dient te honden .

Zoo neemt men , bij voorbeeld , bij eenen thermometer , altijd deszelfs

stand boven het nulpunt als positief aan ; zegt men dus , dat de thermo¬

meter op + 5 , op —3 graden staat , dan wordt daardoor bedoeld , dat

dezelve 5 graden boven nul , 3 graden beneden nul aanwijst .

§ 162 . De beschouwing van den positieven en negatieven toestand

der getallen en grootheden heeft , behalve de verklaring der negatieve
antwoorden , nog eene andere nuttige strekking . Wanneer men name¬

lijk eenig vraagstuk heeft opgelost , en daarna een ander vraagstuk zou

moeten oplossen , dat van liet eerste alleen daarin verschilt , dat een of

meer der gegevens , die in het laatste vraagstuk voorkomen , zich inden

tegengestelden toestand der gegevens van het eerste bevinden , dan be¬

hoeft men in de uitkomst , die door de oplossing van het eerste vraag¬
stuk is verkregen geworden , slechts die gegevens het tegengestelde
teeken te geven , om dadelijk de uitkomst , die het laatste vraagstuk
moet opleveren , te verkrijgen . Heeft men dus een vraagstuk opgelost ,
en daarbij de gegevens door letters voorgesteld , dan bevat die oplos¬

sing tevens de oplossing van alle andere vraagstukken , die van het oor¬

spronkelijke slechts onderscheiden zijn door den negatieven toestand van

een of meer der gegevens . Tot voorbeeld slrekke het volgende
Vraagstuk . Een koopman , die drie jaren na elkander jaarlijks

- gedeelte van het kapitaal, dat hij bij den aanvang des jaars he-

zat ^ verliest , bevindt na verloop van dien tijd , dat zijn kapitaal a

gulden bedraagt : hoe groot was zijn kapitaal hij het begin van hei
eerste jaar ?

Oplossing . Stel , dat het gevraagde kapitaal in guldens uilgedrukl
wordt , door . a' ,

dan is het verlies in het eerste jaar . .

en de koopman behoudt nog x - x

in het tweede jaar is alzoo zijn verlies
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en dan behoudt hij nog ,r ( l — i x ( l — 1 ) , of . x ^1— - j

het verlies in het derde jaar is dus . ( l — L\
V ' P’ ,

enbij het einde vandat jaar is x ( l — i ) — i ^ ( l — ï ) , of . . . . x ( i — ïy
het overblijvende kapitaal . Men heeft dus de vergelijking

* 0 - J)
3

= “ *

ap *
waaruit volgt '

(p - iy
datWil men nu hetzelfde vraagstuk oplossen, met die verandering ,

de koopman jaarlijks - gedeelte van het kapitaal , dat hij bij den aan¬
vang des jaars bezit , wint , in plaats van verliest , dan zal men , om¬
dat verlies , negatief genomen , winst is , slechts p in —p moeten ver¬
anderen , en daardoor voor het aanvankelijk kapitaal verkrijgen

_ ap z
x

(p+ iy
§ 163. Om hetgeen over den positieven en negatieven toestand der

grootheden gezegd is , door voorbeelden op te helderen , verdient eene
bijzondere onderscheiding de behandeling van het volgende

Vraagstuk . Twee ligchamen P en Q hewegen zich op eene regie
lijn XY , in de rigting van X naar Y / het eerste met eene gegeve-
ne snelheid van p , en het tiveede met eene gegevene snelheid van q
ellen in eene minuut . Zoo zich nu gelijktijdig P in het punt A , en Q
in het punt B bevindt , van teelke punten A en B de afstand AB = a
ellen gegeven is , vraagt men : 1° . op welken afstand deze ligchamen
na verloop van n minuten van elkander zullen verwijderd zijn ; 2° . hoe¬
veel minuten er verloopen zullen , voor dat zij ergens in O bij elkan¬
der zullen wezen , en 3° . hoeveel ellen zij elk zullen moeten afleggen ,
alvorens zich in 0 te bevinden .

Oplossing . Stel , dat na n minuten P in A' en Q in B r gekomen zij , dan
P P Q Q
O_ O_ O_ O_ i v

A' B B ' O

is , omdat P in elke minuut/ ? ellen aflegt , AA ' = pn ellen , en omdat
Q in elke minuut q ellen aflegt , BB = qn ellen . Nu is klaarblijkelijk

AA'+ A ' B' = AB+ BB ' .
Stelt men dus , dat de afstand A ' B ' , waarnaar gevraagd is , x ellen
zij , dan volgt uit de bovenstaande vergelijking

pn + x — a+ qn ,
en hieruit x oplossende , verkrijgt men

x — a —(/?—q)n . (<%) »
door welke formule het eerste gedeelte der vraag beantwoord wordt .
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Om het tweede gedeelte der vraag te beantwoorden , stelle men , dat
de ligcliamen na t minuten bij elkander zullen wezen , en merke op ,
dat alsdan de afstand A ' B ' , en dus ook x , gelijk nul zal gewordenzijn ;
nemende dus in de laatste vergelijking x = 0 , dan zal n t worden ,
waardoor men komt tot de vergelijking

0 = a —(p —g )t ,
en hieruit t oplossende , vindt men

p —q V

door welke formule de begeerde tijd gevonden wordt .
Om eindelijk het antwoord op het derde gedeelte der vraag te verkrij¬

gen , is het duidelijk , dat het ligchaam P in t minuten het punt O be¬
reikende , daartoe pt ellen zal afgelegd hebben , en dat even zoo het

ligchaam Q , qt ellen zal afleggen , alvorens in O te komen. Stellende
dus AO v en BO = : w ellen , dan heeft men

VL m -- - 22- . . . ( / ) ,- pt = w = qt :
p— q • p— a

waardoor ook liet laatste gedeelte der Traag beantwoord is»
Ter toepassing van dit algemeene vraagstuk op een bijzonder voor¬

beeld , stelle men , dat de bewegende ligcliamen voetgangers zijn , die

zich een uur gaans , dat is 5555—ellen , vanelkander bevinden en elk¬

ander achter op gaan , de eerste met eene snelheid van 110 ellen , de
tweede met eene snelheid van 80 ellen in eene minuut (van welke snel¬
heden de eene grooter , en de andere kleiner is , dan de gewone snel¬
heid , waarmede iemand gaat ) . Indien nu gevraagd wordt , hoever die

voetgangers na een uur tijds van elkander verwijderd zijn , substituere
5

men in de formule (# ) , a = 5555—, p = 110 , g = 80 en 7/ = 60 , dan

komt er voor den gevraagden afstand in ellen

X = 5555g
- ( 110 - 80 ) 60 = 376s | .

Indien gevraagd wordt , hoe lang het duren zal , eer die voetgangers
5

elkander ingehaald hebben , substituere men in (j3 ) , « — 555b-, p —110

en q = 80 , dan komt er voor den gevraagden tijd in minuten

5555-
= 185-

110- 80 " 27
Door eindelijk dezelfde waarden in de formulen (y ) te substitueren ,
vindt men voor de wegen , die de voetgangers moeten afleggen , alvo¬
rens elkander in te halen , in ellen uitgedrukt ,

5 10
= 185 — X110= 20370 ^ : 185- X80 :

22
; 14814- .
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§ J64 . Aangaande de positieve en negatieve , of bijzondere waarden
der onbekenden , geeft het vraagstuk der vorige § aanleiding tot de
volgende aanmerkingen .

1®. Indien p > q is , en dus P zich sneller dan Q beweegt , zal , blij¬
kens de formule (# ) , x kleiner worden , naargelang n grooterwordt ,
terwijl x positief of negatief zal wezen , naargelang men heeft

Cp —q )n < a , of (p—q )n> a ,
dat is

Daar nu

71< - of ti > -

a
P— 9

' p —q ' p —q
volgens ((3) , den tijd voorstelt , dien de ligchamen

noodig hebben , èer zij bij elkander zijn , blijft x positief , zoolang n
een’ , kleineren tijd aanwijst , maar 5al x negatief worden , zoodra n
grooter is . Deze uitkomst stemt overeen met hetgeen uit den aard der
zaak blijkt ; want , omdat P zich sneller dan Q beweegt , zal , zoolang
de ligchamen niet bij elkander gekomen zijn , Q zich altijd ter regter -
zijde van P bevinden ; doch na den oogenblik , waarop de ligchamen in
O bij elkander zijn geweest , zal P , wegens zijne grootere snelheid , Q
voorbij gegaan , en dus ter regterzijde van Q gekomen zijn , waardoor
de afstand A' B1 negatief zal zijn geworden .

P
O

Q
0

Q
G

P
O

In dit geval zullen , volgens ( |3 ) en ( 90 » v en k’ altijd positief
blijven , en het is ook uit den aard der zaak klaar , dat de ligchamen
werkelijk na eenigen tijd , en na elk een zeker aantal ellen afgelegd te
hebben , ergens in O , regts van A en B , bij elkander zullen komen.

2° . Indien p < q is , en dus P zich langzamer beweegt danQ , dan ziet
men , de formule ( &,) aldus schrijvende

x = a+ ( q —p )n ,
dat x grooter wordt , naargelang n aangroeit , en altijd positief zal
blijven. Het is ook duidelijk , dat indien P met eene mindere snelheid
dan Q voortgaat , de afstand Af Bf altijd zal aangroeijen , maar nimmer

PP Q Q
y _ i_ G G _ O _ O _ YA O A A ' B B'

negatief kan worden , omdat P nimmer ter regterzijde van Q zal kun¬
nen komen.

In dit geval wordt , volgens ( /3 ) , t negatief , en dit beteekent , dat
de ligchamen niet t minuten na den oogenblik , waarop zij in A en B
waren , bij elkander zullen komen , maar dat zij zooveel minuten voor
dien oogenblik , als het negatieve getal t aanwijst , ergens in O by el¬
kander geweest zijn.
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Alsnu worden ook , blijkens ( JO , » en w , dat is AO eu BO negatief ,

hetgeen overeenstemt met de omstandigheid , dat nu liet punt O «icli ter

linker - en niet ter regterzijde van de punten A en B bevindt .
3° . Stelt men p —q , hetgeen beteekent , dat de ligchamen even snel

gaan , dan wordt , volgens ( # ) , (/3 ) en
x = a , t = zc 9 v = oo , w = oo ^

uit welke formulen volgt , dat de afstand der ligchamen altijd even

groot zal zijn , als die , waarop zi}, in A en B zijnde , van elkander

waren ; dat zij elkander eerst na een oneindig tijdsverloop , dat is nim¬

mer , zullen inhalen , en dat het punt , waar zij elkander inhalen , on¬

eindig ver van A en B , dat is nergens , zal gelegen zijn . Al hetwelk
met den aard der zaak overeenstemt .

4° . Stelt men alles , als in de vorige aanmerking , en bovendien nog
a = 0 , waardoor men te kennen geeft , dat de ligchamen , in plaats
van gelijktijdig in twee verschillende punten A en B te zijn , zich ge¬

lijktijdig in een zelfde punt bevinden , dan geven de formulen (x ) 9 (/3 )
en (? )

uit welke formulen volgt , dat de ligchamen nimmer eenigen afstand

van elkander zullen verkrijgen ; dat de tijd , die er verloopen móet , en

de wegen , die zij moeten afleggen , alvorens bij elkander te wezen , on¬

bepaald zijn , en dat zij derhalve altijd en overal bij elkander zullen we¬

zen ; en ook dit alles stemt met den aard der zaak overeen .

§ 165. Indien men de voorwaarden van het vraagstuk van § 163 zoo¬

danig wil veranderen , dat de ligchamen zich naar elkander toe , dat

is , P in de rigting van X naar Y , en Q in de rigting van 1' naar X ,

bewegen , dan bestaat deze verandering alleen daarin , dat de snelheid
PP

O •YX- B' BA
van Q in den tegengestelden toestand verkeert , als waarin men dezelve

oorspronkelijk beschouwd heeft , en dus negatief wordt ; men zal dus

het vraagstuk met deze veranderde voorwaarde niet op nieuw behoeven

op te lossen , maar in de gevondene formulen (# ) , (/3 ) en (7 ) slechts

—q in plaats van q behoeven te schrijven , waardoor men zal verkrijgen
O ) ,x — a —(p + q)n

a
p+ q

aq
p+ q

W ) ,

in welke formulen nu q de snelheid voorstelt , waarmede Q zich in de

rigting van Y naar X beweegt , terwijl w altijd der, afstand van liet ont¬

moetingspunt ter regterzijde van B blijft voorstellen .

»
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Daar nu in dit geval t altijd positief , v insgelijks positief , maar w
altijd negatief is , zoo blijkt hieruit , dat de ligcliamen elkander werke¬
lijk ontmoeten zullen , nadat zij gelijktijdig in A en B waren , en dat dit
ontmoetingspunt altijd ter regterzijde van A , maar ter linkerzijde van
B zal liggen , hetwelk ook uit den aard der zaak voortvloeit .

Neemt men hier p = . g , dan wordt volgens de vorige formulen

ro = ~ \ a ,
1 en

zoodat dan het punt O juist in het midden , tusschen de punten A enB ,
ligt .

Voorts ziet men , dat x of ook de afstand A' B ' , waarop de ligcha -
men , n minuten na hun gelijktijdig zijn in A en B , zich van elkander be¬
vinden , positief of negatief zal zijn , naargelang

is . Daar nu —— den tijd voorstelt , die er tot de ontmoeting noodig
p+ g

is , zal de afstand A ' B ’ positief of negatief zijn , naargelang n kleiner
of grooter is , dan de tijd , die er tot de ontmoeting vereisclit wordt .
Het is ook klaar , dat , hij zulk eene grootere waarde van » , PenQna
hunne ontmoeting zich ergens zoodanig in A 1enB ' zullen bevinden , datQ

Qop
G YX A ' BA

ter linkerzijde van P is.
Men stelle ten toepassing weder , dat de bewegende ligchamen voet¬

gangers zijn , die zich 5000 ellen van elkander bevinden , en elkander te
gemoet gaan , de eerste met eene snelheid van 100 , de andére met eene
snelheid van90ellen in eene minuut , dan vindt men den afstand , waar¬
op zij na30minuten van elkander verwijderd zijn, door in (« ' ) «= 5000 ,
p — 100 g = 90en n — 30 , of in (X) a — 5000 , p — 100 , g = — 90 en
» = 30 te substitueren , waardoor men zal vinden

x = — 700
hetgeen beteekent , dat zij na 30 minuten elkander reeds voorbij gegaan
zijn ; en na dien voorbijgang op den afstand van 700 ellen van elkander
zijn gekomen.

Om den tijd te vinden , die er verloopen moet , en de wegen , die zij
moeten afleggen , totdat zij elkander zullen ontmoeten , substituere men
in ( /3 ' ) en (J' ' ) a — 5000 , p = 100 en g = 90 , of in ( /3 ) en ( y ) « = 5000 ,
p = 100 en g = — 90 , waardoor men zal verkrijgen

v = 2631 — en ir =
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g
hieruit blijkt , dat de [Voetgangers elkander na 26— minuien zullen

1<7

11 s
ontmoeten ; dat dan de eerste 2631 — en de tweede 2368— ellen zal af¬

gelegd hebben . Deze uitkomst komt overeen met het vroeger gevon¬

dene , dat zij na 30 minuten elkander reeds 700 ellen voorbij waren ;
13 13

want dan zal de eerste , in 3— minuten na de ontmoeting , 3 — X 100 =

o 13 ii
368— , en de tweede, in dienzelfden tijd , 3— X 90 = 331 — ellen afgelegd

hebben.
§ 166. Wilde men de voorwaarden van het vraagstuk van § 163 der¬

wijze veranderen , dat de ligchamen zich van elkander af , dat is P in

de rigting van Y naar X , en Q in de rigting van X naar Y bewogen ,

dan zou men , om de oplossing van het aldus veranderde vraagstuk te

verkrijgen , inde formulen ( fit ) , ( |3 ) en (X ) hetteeken vanp , of inde

formulen (# ' ) , ( |30 en (J" ) deteekens v,ui p en q beide , moeten ver¬

anderen , Waardoor men zal verkrijgen
X = a + (p+ q)n . (fi! ’) ,

v

t

ttp
p + i

en

a
P+ i

w aq
p+ i

(& ’ ) ,

( / *) •

Uit deze formulen blijkt weder , zoo als ook met den aard der zaak

overeenkomt : volgens ^ " ) , dat .r roet den tijd aangroeit en altijd posi¬

tief blijft ; volgens (ƒ3 ’) , dat t altijd negatief is , en bijgevolg de ligcha¬

men bij elkander geweest zijn , vóór dat zij in A en B waren , en vol-

P P Q Q
O_ O_ , 0 0
A' A O B B ' Y

gens ( 7 •' ) , dato altijd positief , en w altijd negatief is , weshalve het punt
O , waar de ligchamen bij elkander waren , ter regterzijde van A , maar

ter linkerzijde van B moet liggen .
§ 167. Het zij aan den lezer overgelaten , om in het vraagstuk , zoo

als het in § 163 is opgegeven , of zoo als het in § 165 en 166 is gewijzigd ,

nog de veronderstellingen in te voeren , dat de ligchamen , één van beide ,

of beide in rust blijven , of ook , dat gevraagd wordt , op welken afstand

de ligchamen van elkander zijn n minuten vóór dat zij zich gelijktijdig
in A en B bevinden ; en de uitkomsten , die alsdan door de formulen

opgeleverd worden , te verklaren .
§ 168. Indien men zich verbeeldt , dat een getal langzamerhand groo-

ter of kleiner wordt , noemt men hetzelve veranderlijk . Elk getal ,
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dat volgens eenen gegevenen stelkunstige » vorm van zulk een verander¬
lijk getal afhangt , is almede veranderlijk . Elk getal , dat ondersteld
wordt , niet te veranderen , noemt men standvastig . Wanneer men de
getallen in eenen veranderlijken toestand beschouwt , is men gewoon ,
de standvastige getallen door de eerste , en de veranderlijke getallen
door de laatste letters van het alpliabet voor te stellen .

Het veranderen van een getal kan ten gevolge hebben , dat hetzelve
van positief negatief wordt ; het is echter klaar , dat een positief getal
van de waarde , die het heeft , tot nul toe afnemende , of tot in het on¬
eindige toe aangroeijende , altijd positief zal blijven , en dat het dus
nimmer negatief kan worden , zonder alvorens nul of oneindig ge¬
weest te zijn.

Dat een positief getal , na gedurende deszelfs verandering nul of on¬
eindig geweest te zijn , van den positieven tot den negatieven toestand
kan overgaan , blijkt uit de volgende voorbeelden :

1 ° . Men neme de formule
y = « — .r ,

waarin a een standvastig , x een veranderlijk , en dus y insgelijks een
veranderlijk getal voorstelt . Stelt men nu , dat y verandert , ten
gevolge van eene trapswijze aangroeijing van .r , en laat , bij voorbeeld ,
a = 100 genomen worden , dan zal , zoo lang x van O tot 100 aangroeit ,
y positief blijven ; zoodra x = 100 wordt , zal y = 0 zijn ; maar zoodra
«r , door trapswijze aangroeijing , grooter dan 100is geworden , zal ^ ne-
gatief geworden zijn ; waaruit volgt , dat y van den positieven tot den
negatieven toestand is overgegaan , en bij dien overgang nul was ,

2° . 3Ien neme ook de formule
a

y ~ T ^ r ’
waarin a en b standvastige getallen zijn , terwijl y , ten gevolge eener
veronderstelde aangroeijing van x 9 verandert . Laat nu « = 100 en 6 = 10
zijn ; zoo lang dan x van 0 af tot 10 aangroeit , zal y positief zijn ;
zoodra x — 10 wordt , zaly = oo wezen ; maar zoodra x> 10 wordt , zal y
negatief geworden zijn ; waaruit volgt, dat van den positieven tot den
negatieven toestand is overgegaan , en bij dien overgang oneindig groot
was.

Hoezeer , zoo als reeds gezegd is , een veranderlijk getal niet van
den positieven tot den negatieven toestand kan overgaan , zonder alvo¬
rens nul of oneindig geweest te zijn , zou men verkeerd doen , indien
men hieruit omgekeerd wilde besluiten , dat , indien een veranderlijk
positief getal , gedurende deszelfs verandering nul of oneindig werd ,
daaruit een overgang van den positieven tot den negatieven toestand
zou moeten voortvloeijen ; want een veranderlijk getal kan zeer wel
nul of oneindig worden , zonder van toestand te veranderen , zoo als
blijkt uit de volgende voorbeelden :
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1». Men neme de formule
y = (a - x 'f ,

waarin men zich y voorstelt , als veranderlijk te zijn , ten gevolge van
eene trapswijze aangroeijing van x . Is nu a = 100 , dan blijft , als #
van 0 tot 100 aangroeit , y positief ; wordt # = 100 , dan wordt y = 0 9
en wordt .r> 100 , dan is y weder positief ; waaruit blijkt , dat y ge¬
durende de verandering nul geweest is , zonder van positief negatief
te worden .

2° . Men neme in de formule
a

y —
( b—x ) * ’

a — 100 , 6 = 10 , en late x van 0 af aangroeijen , dan is voor # < 10,
y positief ; voor # = 10 , y = co , en voor #> 10 , y weder positief ;
waaruit blijkt , dat y gedurende de verandering oneindig geweest is ,
zonder van positief negatief te worden .

Het is klaar , dat hetgeen omtrent den overgang der getallen van
den positieven tot den negatieven toestand gezegd is , eveneens kan
toegepast worden , op den overgang van den negatieven tot den positie¬
ven toestand .

Een veranderlijk getal kan ook meermalen van den eenen tot den an¬
deren toestand overgaan , zoo als uit het volgende voorbeeld blijkt .

Laat , in de formule
(# —5 )(# —11 )y ~ x —7 ’

wederom y veranderlijk zijn, ten gevolge eener veronderstelde aangroei¬
jing van # ; zoo lang dan # tusschen 0 en 5 is , blijft y negatief ; is
# = 5 , dan is 4/ = 0 ; zoo lang # tusschen , 5 en 7 blijft , is y positief ;
wordt # = 7 , dan is y = oo ; zoo lang verder # tusschen 7 en 11 blijft ,
is y negatief ; voor #= 11 , is weder ^ = 0 , en zoodra #> 11 is ge¬
worden , zal y altijd positief blijven . In dit voorbeeld is dus y drie¬
maal van toestand veranderd ; bij twee van die overgangen , was
y = 0 , en bij een’ derzelve was y = co .

§ 169. Daar , zoo als in het slot van § 159 gezegd is , positieve en
n̂egatieve grootheden door positieve en negatieve getallen worden voor¬
gesteld , is het met den overgang der grootheden van den positieven tot
den negatieven toestand , of omgekeerd , eveneens gelegen als met den
overgang der getallen . Het is vooral in de meetkunst , dat men daar¬
van veelvuldige voorbeelden aantreft . #

Over de onbepaalde vraagstukken , die tot eene vergelijking van
den eersten graad met èéne onbekende aanleiding geven .

§ 170. In § 147 is gezegd , dat een vraagstuk , waarin slechts eene
onbekende voorkomt , bepaald genoemd wordt , als al deszelfs voor¬
waarden door eene niet - identieke vergelijking kunnen worden uitge -
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drukt . Wanneer echter een vraagstuk met ééne onbekende in vergelij¬

king gebragtis , en men dan bevindt , dat deze vergelijking identiek

is , wordt dit vraagstuk onbepaald genoemd. In dit geval verkeerden

de laatste vragen der § § 155 en 156. Zijn al de voorvvaarden van zulk

een onbepaald vraagstuk in de identieke vergelijking , waartoe het aan¬

leiding gaf , uitgedrukt , dan is de oplossing afgeloopen , zoodra de

identiteit der vergelijking gebleken is , omdat men dan weet , dat men

voor de onbekende alle willekeurige waarden kan nemen .

Bij zulke onbepaalde vraagstukken , moet echter dikwijls aan voorwaar¬

den voldaan worden , die door geene vergelijking kunnen worden uitge¬
drukt , zoo als , bij voorbeeld : dat de onbekende een geheel positief getal

moet wezen ; dat de onbekende zekere grenzen niet mag overschreden ; dat

de onbekende een even of oneven getal moet zijn , enz. In zoodanige

gevallen voldoen wel alle willekeurige waarden aan de vergelijking van

het vraagstuk , maar niet aan die overige voorwaarden , en dus ook niet

aan het vraagstuk zclven . Om alsdan te vinden , welke waarden van de

onbekende aan het vraagstuk voldoen, wordt voor elk vraagstuk op
zich zelven eene afzonderlijke redenering vereischt , die zich aan geene

regels laat onderwerpen . Somtijds zal uit deze redenering blijken ,
dat het vraagstuk voor een oneindig groot aantal antwoorden vatbaar

is , maar ook somtijds zal uit dezelve volgen , dat het aantal antwoorden

zeer beperkt is.
Zie hier een voorbeeld van elk dezer gevallen :
Vraagstuk . Een onverkleinbaar gebroken te vinden , waarvan de

noemer 15 meer is , dan de teller , zoadat als men dit gebroken ran

het getal 2 aftrekt , de rest een onverkleinbaar gebroken zij , waar¬

van de teller 15 meer is dan de noemer.
Oplossing . Voor den teller van het gevraagde gebroken x stellende , zal

deszelfs noemer .r + 15 zijn . Daar het gevraagde gebroken onverklein¬

baar moet wezen , zal de rest , die er overblijft , als dit gebroken van

2 wordt afgetrokken , een gebroken van denzelfden noemer r + 15 moe¬

ten zijn ; de teller van dit overschietende gebroken moet dus r + 30 we¬

zen . Men heeft alzoo de vergelijking

^
x _ ,r + 30

r + 15 r + 15 5

welke met r + 15 vermenigvuldigd wordende , geeft
r + 30 = r + 30 ,

en alzoo blijkt identiek te zijn.
Men zou dus voor x alle willekeurige geheele getallen kunnen nemen,

indien niet de voorwaarde , dat — , een onverkleinbaar gebroken moet
.r+ 15

zijn , een aantal dezer willekeurige getallen , namelijk de getallen 3 en

5 en derzelver veelvouden , uitsloot ; alle andere getallen voor x geno-
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men zullen tot een onverkleinbaar gebroken maken , omdat ,■r+ 15
zoo als bij het onderzoek der gemeene deelers aangetoond is , ,r en a + 15
geen’ gemeenen deeler kuxmen hebben , zoo niet diezelfde deeler aan .v
en 15 gemeen is . Het gevraagde gebroken kan dus een der volgende
zijn :

1 2 4 7 8 11 13 14 16
Ï6 ’ 17 ’ ÏS?’ 22 ’ 23 ’ 26 28 ’ 29 ’ 31 ’ e ” Z'

zijnde er klaarblijkelijk zoo veel antwoorden , als men verkiest .
Vraagstuk . Een getal van drie cijfers te vinden , waarvan het cij¬

fer der eenheden het dubbel is van dat der honderdtallen , terwijl het
cijfer der tientallen evenveel van elk der beide andere verschilt , zoo¬
danig ^ dat als men dit getal door 117 deelt , het quotiënt gelijk zij aan
het cijfer der honderdtallen .

Oplossing . Stel voor het cijfer der honderdtallen # , dan is dat der
3eenheden 2x , en dat der tientallen - # ; het gevraagde getal wordt bij -

3gevolg voorgesteld door 1OOX-̂ -HOXj ^+ 2^ , dat is door 117# , en alzoo
heeft men de vergelijking

117 #
117

Daar deze vergelijking identiek is , zou men voor # eene willekeurige
waarde kunnen nemen , indien niet , overeenkomstig den aard van het

3- # en 2# , een geheel positief ge-vraagstuk , elk der cijfers , dat is

3tal , kleiner dan 10 , moest wezen. Opdat —# een geheel getal zij , moet
# een even getal wezen ; opdat 2# < 10 zij , moet # <5 zijn ; voor # kan
men dus niets anders nemen , dan'de evene getallen , die kleiner dan 5
zijn , namelijk2en4 . Het gevraagde getal , door 117# voorgesteld , kan
derhalve geen ander zijn , dan234of468 . Hieruit blijkt, dat het vraagstuk ,hoezeer onbepaald zijnde , slechts twee antwoorden toelaat .

OVER DE VERGELIJKINGEN VAN DEN EERSTEN GRAAD
HET TWEE ONBEKENDEN .

Onderscheiding van twee niet -identieke vergelijkingen , in
onderling afhankelijke en onafhankelijke .

§ 171 . Men noemt twee vergelijkingen onderling onafhankelijk , wan¬
neer , beide niet -identiek zijnde , de eene niet tot de andere kan herleid
worden ; zoo als , bij voorbeeld ,

a + h = . 7 en «-t-2/j = 10 .
Twee zulke vergelijkingen worden gezegd , mtt elkander in strijd te

10 .
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zijn , wanneer voor die lef Iers , welke ombepaalde getallen voorstellen ,

geene getallen kunnen aangewezen worden , die aan de beide vergelij¬
kingen tevens voldoen ; zoo als , bij voorbeeld ,

jH-2y = 3 en 2.r -h4^ = 7 .
Verschillen twee niet - identieke vergelijkingen alleen in gedaante , zoo -

dat de eene tot de andere herleidbaar is , dan noemt men die twee ver¬

gelijkingen onderling afhankelyk ; zoo als , bij voorbeeld ,
la —‘ih — 1 en 2+ 6A= 4« .

Van twee onderling onafhankelijke vergelijkingen kan men er ééne

naar welgevallen aanzien , a!s diegene , waarvan de andere afhangt ; de

eerstgenoemde wordt dan eene onafhankelijke vergelijking genoemd.

Zijn er dus twee vergelijkingen gegeven , die van elkander afhangen ,
dan is dit hetzelfde , als of er slechts ééne onafhankelijke gegeven was.

§ 172. Wanneer twee niet -identieke vergelijkingen onderling afhan¬

kelijk zijn, zullen alle waarden der daarin voorkomende letters , die

aan de eene voldoen , ook de andere identiek maken . Het opsporen
van zulke waarden vereischt dus slechts de oplossing van ééne vergelij¬

king met ééne onbekende .
Zijn omgekeerd twee niet -identieke vergelijkingen zoodanig gesteld ,

dat door al de waarden der letters , die aan de eene voldoen , ook aan

de andere voldaan wordt , dan moeten die vergelijkingen onderling af¬

hankelijk wezen ; want de genoemde gesteldheid der vergelijkingen vor¬

dert , dat beide , ten opzigte van eene zelfde letter opgelost wordende ,

eene zelfde uitkomst geven , dat dus beide tot eene zelfde vergelijking
kunnen herleid worden , en bijgevolg ook , dat de eene tot de andere

herleidbaar is .
§ 173 . Wanneer men twee niet -identieke vergelijkingen naar welge¬

vallen neemt , zullen dezelve doorgaans onderling onafhankelijk wezen ;

zoo zijn , bij voorbeeld , de vergelijkingen
b(a —c) = c(2A—a ) en h{a —2c ) = c(2b+ a ) , - • . ( # )

waarschijnlijk onderling onafhankelijk .
Om voor de letters getallen te vinden , die te gelijker tijd aan de beide

vergelijkingen (# ) voldoen, kan men beginnen met eene der letters ,

bij voorbeeld a , als onbekende aan te nemen ; en eene der vergelijkin¬

gen , bij voorbeeld de eerste , ten opzigte van deze letter , op (e lossen ,
waardoor men vindt

aan deze vergelijking kan dus alleen voldaan worden door zoodanige

, 3bc .
waarden voor de letters , waarbij a =z ^ - is .

Substitueert men dezen vorm voor a , ' in de tweede vergelijking , en

wordt deze daardoor identiek , danwordt door alle waardender letters ,
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die aan de eerste vergelijking voldoen , ook aan de tweede voldaan , en dan
hangt , volgens de vorige § , de tweede vergelijking van de eerste af ;
door de genoemde substitutie , vindt men na behoorlijke herleiding

V/c(A~ 2c) = hc(2b+ bc ) . (jS).
Daar r*u deze vergelijking niet identiek is , zijn de vergelijkingen (# )
onderling onafhankelijk ; want waren zij onderling afhankelijk , dan zou
de waarde a : Mc

, die aangde eerste voldoet , ook de tweede iden-b+ C
tiek moeten maken.

Omdat a — ■ slechts aan de eerste der vergelijkingen ( # ) voldoet,
maar de tweede in ( ]3 ) doet overgaan ’, zal het , om aan beide vergelij -

Mckingen te voldoen , niet genoeg zijn b en c willekeurig en « = te
nemen , men moet ook voor b en c zulke getallen nemen , dat aan de
vergelijking ((3 ) voldaan wordt ; om zulke waarden Voor b en c te vin¬
den , moet men in (/3 ) eene nieuwe letter , bij voorbeeld b > als onbe¬
kende aannemen , en dan vindt men , door (@ ) ten opzigte van b op te
lossen, dat b — — 7c aan de vergelijking (/3) voldoet . Neemt men dus
voor c een willekeurig getal , b = — 7c en a — dan Ea>i
aan de beide vergelijkingen (& ) te gelijker tijd voldaan zijn. Stelt men
dan ook , in de vergelijkingen (ju ) , a = -^c en b = — 7c , dan veran¬
deren zij in

— 7f( | c - c ) j= c ( - 14c - 7- c) en - 7c ( ?c - 2c) = e ( - 14c-i~ c ) ,

of in _ 35 _
2

C 35 21 21
2

C* ~ 2
Cl ’

en worden derhalve beide identiek .
Uithef bijgebragte voorbeeld blijkt , dat men, om getallen te vinden,die gelijktijdig aan twee onderling onafhankelijke vergelijkingen voldoen,twee onbekenden moet aannemen . Door hier a en b voor die onbekenden te7nemen en dan te vinden , dat c = - c en 1 =: — 7c moest genomen wor¬

den , zijn die vergelijkingen ten opzigte van a en b opgelost . Even zoohad men echter i en c , of n en c , als onbekenden kunnen aannemen ,en de oplossing ten opzigte van die letters begeeren .
Het vinden van getallen , die aan twee onderling onafhankelijke ver¬

gelijkingen voldoen, dat is , het oplossen van die vergelijkingen , is dus
in het algemeen ; voor twee der letters , die men als onbekenden aanneemt,
stelkunstige vormen te vinden , uit de overige letters of bekenden za-
mengesteld , zoodanig dat die vormen , voor de onbekenden gesubstitu¬eerd , elk der belde vergelijkingen identiek maken.



S m . 148

Stellen in de vergelijkingen (# ) de letters b en c bepaalde getallen
voor , zoodat alleen de vraag kan zijn , wat men voor « kan nemen , om
aan die vergelijkingen te voldoen , dan zullende vergelijkingen ( # ) of
onderling afhankelijk , of met elkander in strijd zijn , naargelang die
getallen b en c al of niet aan de vergelijking (/3 ) voldoen . Was , bij
voorbeeld , 6 = 2 en c = 6 , welke getallen niet aan (Q ) voldoen , dan
zouden de vergelijkingen (# ) zijn

2(«—6) = 6(4- « ) en 2(«- 12) = 6(M-«)
en met elkander strijden . Was daarentegen 6 = — 7 en c = l , welke
getallen aan (73 ) voldoen , dan zouden de vergelijkingen (# ) zijn

—7(«— 1 ) = — (ff+ 14 ) en —7( «—2) = «— 14
en van elkander afhangen .

Twee niet - identieke vergelijkingen , met slechts ééne onbekende , moe¬
ten dus of onderling afhankelijk , of met elkander in strijd zijn .

Jn de tot voorbeeld gekozene vergelijkingen (# ) kwamen dezelfde
letters voor ; is dit het geval niet , dan kan men toch altijd , om voor
de letters waarden te vinden , die aan de beide vergelijkingen voldoen,
twee der letters naar welgevallen tot onbekenden aannemen , mits
maar , overeenkomstig § 133 , in elk der vergelijkingen ten minste ééne
der onbekenden voorkomt . Had men , bij voorbeeld , de vergelijkingen

c(«+ 26 ) = (2«— b)e en d(2a+ h) = 2ah . . . . (y ),
dan zou men een e niet als onbekenden kunnen aannemen , omdat deze
letters in de tweede vergelijking geen van beide voorkomen . Om aait
de eerste vergelijking te voldoen , is het genoeg , c of e , een .van beide
als onbekende aan«te nemen , en , tot het voldoen aan de tweede verge¬
lijking , baat het niet , voor c of e zekere waarden te nemen . Neemt
men in ( y ) « en b als onbekenden aan , dan verkeeren deze vergelijkin¬
gen in hetzelfde geval , waarin de vergelijkingen {x ) verkeerden . Men
kan echter een d 9 die elk sléchts in ééne der vergelijkingen {y ) voorko¬

men , alsonbekenden aannemen , en dan is elk dier vergelijkingen op zich
zelve genoegzaam , om ééne der onbekenden , de eerste om c , de tweede
om d in bekenden uitgedrukt te vinden , zonder dat men de vergelijkin¬
gen met elkander in verband behoeft te brengen . Ook kan men « en c
tot onbekenden aannemen , . die beide in de eerste der vergelijkingen (y )
voorkomen , maar waarvan zich alleen « in de tweede dier vergelijkingen
bevindt ; alsdan is de tweede vergelijking genoegzaam , om « in bekenden

uitgedrukt te verkrij gen , en door de eerste kan men dan c in a en bekenden
uitdrukken , waardoor dan ook c bekend wordt , zonder dat het noodig
is , overigens de vergelijkingen met elkander in verband te brengen .

§ 17k . Uit hetgeen in de vorige § § gezegd is , blijkt :
3 ° . Dat in twee onderling afhankelijke vergelijkingen , ééne onbe¬

kende behoort , maar ook niet meer dan ééne behoeft voor te komen , en
dat , zoo er zichmeer letters in bevinden , die men als onbekenden heeft
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aangezien , men om aan die vergelijkingen te voldoen , slechts ééne dier
letters als onbekende behoeft te blijven aanzien , en voor al de overige
willekeurige waarden kan nemen,

2° . Dat in twee onderling onafhankelijke vergelijkingen , waaraan te

gelijkertijd voldaan moet worden , twee onbekenden moeten voorkomen ;
dat deze onbekenden zich beide in elke vergelijking kunnen bevinden ,
maar dat zulks niet noodzakelijk is , indien slechts elke vergelijking ten
minste ééne van die twee onbekenden bevat ; dat zoo in die twee verge¬
lijkingen slechts ééne onbekende voorkomt , de vergelijkingen met elk¬
ander in strijd zijn ; maar dat , zoo er meer dan twee letters in voor¬
komen , die men als onbekenden heeft beschouwd , men , om aan die
vergelijkingen te voldoen , slechts twee dier letters , waarvan elke ver¬
gelijking er ten minste ééne bevat , als onbekenden behoeft te blijven
aanzien , en voor de overige willekeurige waarden kan nemen.

3° . Dat , wanneer men twee onderling onafhankelijke vergelijkingen op
zich zelven beschouwt , en dus geener lei vraagstuk , waaruit zij kunnen
ontstaan zijn , in aanmerking neemt , twee willekeurige letters , mits
elke vergelijking tenminste ééne dier letters bevat , tot onbekenden
kunnen aangenomen worden ; dat dus de oplossing der vergelijkingen *
ten opzigte van twee zulke willekeurig gekozene letters kan begeerd
worden , en dat dan al de overige letters als bekenden moeten worden
aangezien .

4° . Dat , zoo niet elk der vergelijkingen de beide onbekenden bevat ,
derzelver oplossing ^envoudiglijk op het oplossen van vergelijkingen
met ééne onbekende nederkomt .

In hetgeen verder over de vergelijkingen met twee onbekenden zal
worden voorgedragen , zal , op grond van de laatste opmerking , on¬
dersteld worden , dat de beide onbekenden in elke vergelijking voor¬
komen.

Herleiding en verbinding der vergelijkingen
met twee onbekenden.

§ 175 . De twee onbekenden , waarmede men , indien twee onderling
onafhankelijke vergelijkingen de te vervuliene voorwaarden aanduiden ,
overeenkomstig § 174 , te doen heeft , worden gewoonlijk door de let¬
ters x en y voorgesteld ; en die vergelijkingen worden dan herleid met
het doel , om dezelve zoodanig te kunnen verbinden , dat men tot eene
vergelijking , geraakt , die of alleen £' of alleen bevat . Hiertoe her¬
leidt men de vergelijkingen met twee onbekenden gewoonlijk lot eene
der volgende gedaanten :

^ Xr -KPy + Q ) = O,
N.r *+ ( Py+ Q ) jr+ ( Ky *+ Sy+ T) = 0 ,

-Vr 3+ ( P;/4 - 0 ),r 2+ (
'
Rv *H-S;/ + T ).r + ( ITiy a-f 'Viya + Wy + r ) = 0 ,

enz .
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waarin Jf , P , Q , R , S , enz. stelkunstige vormen , uit bekenden za-
mengesteid , verbeelden .

Naargelang eene v̂ergelijking ] door herleiding eene dezer gedaanten
verkrijgt , wordt zij gezegd van den eersten , tweeden , derden graad ,
enz . } tej zijn ;£ wordende de graad der vergelijking bepaald doorliet
grootste aantalfonbekende factoren , datineenigen term voorkomt . In
de boven opgegevene gedaanten heeft de eerste term niet , zoo als bij
de vergelijkingen met ééne onbekende in § 13ft , de eenheid tot coëffi¬
ciënt , omdat de coëfficiënt van den eersten term nul zou kunnen we¬
zen , zonder dat daardoor de Vergelijking van eenen lageren graad werd .

§ 176. De herleiding der vergelijkingen met twee onbekenden , tot
dezejrgedaanten , geschiedt op dezelfde wijze als die der vergelijkingen
met ééne onbekende ; alleen moet men zorg dragen , de coëfficiënten
der verschillende magten van # naar de afdalende magten van y te rang¬
schikken . Een enkel voorbeeld zal voldoende zijn , om aan te wijzen ,
lioe men zich bij zulk eene herleiding te gedragen hebbe .

Voorbeeld. De vergelijking - - = ]/ l — H-.r + y ) te herleiden .y v y * '
Men vindt hier achtervolgens : door de vergelijking in het vierkant te

brengen ,
bx -Kr-f-y ;?/ *
bx
ydoor verdrijving der breuken ,

a *(x -\-b )2 = bxy+ xy 2-hy * ;
door ontwikkeling van ( .r + 6)* ,

a 1x 'l+ 2a*bx-\-a i hi — hxy-\~xy i -\-y 3 ,
en door behoorlijke verplaatsing en rangschikking der termen ,

a zx *-~(y %-\- by— 2a *b)x —(y s-~aH *) O ,
welke vergelijking nu de derde der in § 175 opgegevene gedaanten heeft ,
zijnde hier N — 0 , P = 0 , Q = k 2 , R — — 1 , S — — fi , ï = 2 «afi ,ü = - l , V — O, IV " O en Y = a*bK

§ 177 . Twee gegevene vergelijkingen worden met elkander verbon¬
den , indien men uit die twee vergelijkingen eene nieuwe vergelijking
afleidt , waaraan voldaan wordt door dezelfde waarden der onbeken¬
den , die aan de gegevene vergelijkingen voldoen. Men kan dan tot het
vinden van de waarden der onbekenden , in plaats van de beide gegevene
vergelijkingen , die nieuwe vergelijking met eene der gegevene gebruiken .

§ 178. De verbinding van twee vergelijkingen kan vooreerst geschie¬
den door toepassing van het axioma , dat gelijke getallen bij gelijke ge¬
tallen opgeteld , van gelijke afgetrokken , met gelijke vermenigvuV
digd , of door gelijke gedeeld wordende , gelijke sommen , verschillen ,
producten of quotiënten opleveren . Kortheidshalve kan , overeenkom¬
stig de reeds vroeger , in § 135 en volgende , gebruikte wijze van spre¬
ken , dit axioma vervat worden in dezen
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Regel . Men mag twee vergelijkingen bij elkander optellen * van

elkander aftrekken , met elkander vermenigvuldigen of door elkander

deelen.
Door liet optellen , aftrekken , vermenigvuldigen en deelen van twee

vergelijkingen wordt dan bedoeld het aan elkaiider gelijk stellen van de

sommen, verschillen , producten of quotiënten van de overeenkomstige

leden der vergelijkingen .
Hoezeer de toepassing van dezen regel aan geene bezwaren onderhevig

is , indien de leden der vergelijkingen werkelijk getallen voorstellen ,

moet men opletten , dat , volgens het aangevoerde in § 142 , de verme¬

nigvuldiging en deeling van vergelijkingen , indien derzelver leden nul

waren of zoudenkunnen zijn , eene invoering of verdonkering vanwaarden

der onbekenden zou kunnen ten gevolge hebben ; en dit zal , volgens

§ 142 , gebeuren , indien een vermenigvuldiger , die nul zou kunnen

zijn , niet tot verdrijving van gebrokens dient , of indien zulk een deeler

als factor in het deeltal voorkwam.
Heeft men , bij voorbeeld , de vergelijkingen

4( .r+ y —5) = 7 (> —4y) . * ■ • (# }

en x —y—1 m Zy—2.v .
dan zal men , deze vergelijkingen met elkander vermenigvuldigende ,

verkrijgen ,
40 + 3/~ 5)0 —y— O = 70 —4.yX3y - 2r ) ,

of , na herleiding ,
'

18rl — 77xy+ 80y*—24.r+ 16#+ 20 — O . . (7 ) .

Aan de vergelijkingen ( Cl) en ( jg ) voldoen nu . zoo als men later zal

leeren vinden , alleen en aan ioc ) en ( / ) voldoen , behalve

4 3
x = - eny = ook nog en y—1 ; aan ( ĝ ) en (7 ) voldoen , belial-

4 3
ve jr — ~ en y — ~ ooknog .r = 3 en # = 2 ; zoodatmen, door slechts eene

der vergelijkingen O ) en (0 ) te behouden , en , in plaats van de an¬

dere , de vergelijking (7 ) te nemen , meer waarden voor de onbekenden

zou vinden , dan aan de vergelijkingen (& ) en (jj ) voldoen. Het invoe¬

ren van deze meerdere waarden komt alleen daar van daan , dat voor

,r = 4 en y = l elk lid der vergelijking (# ) , en dat voor .r = 3 en ,y = 2

elk lid der vergelijking (0 ) nul wordt .
Had men daarentegen de vergelijkingen

.r*—y 2 — /7{> -ky)
en b(x~i~y ) = •z’3H-,y3 ,
aan elk van welke , wat men ook voor y nemen wil , voldaan zal wor¬
den , mits men slechts # = — y neemt , en deelt men deze vergelijkingen
in elkander , dan wordt aan de komende vergelijking

y _ n
b x 2-—xy ->ry x
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door x =z —y niet meer voldaan , zoodat ten gevolge der deeiing deze
waarden van de onbekenden zijn verdonkerd geworden. De oorzaak
hiervan is weder , dat de deeler x + y , waardoor de deeling werkelijk
verrigt is , voor x — —y nul wordt .

§ 179 . De verbinding van twee vergelijkingen kan ten tweede plaats
hebben , door de vergelijkingen zoodanig te herleiden , dat beide eenen
zelfden stelkunstigen vorm in het eene lid verkrijgen , en dan de andere
leden aan elkander gelijk te stellen . Had men , bij voorbeeld ,

(x -\-y¥ — a 2-\~y 2 en (x+ 3yXx —y ) = b%+ x * ,
dan zou men deze vergelijkingen kunnen herleiden tot

2xy — a %—x z en 2xy = bi -\-4óy i r>
en dezelve daarna verbinden tot

a 1—x1 = y*.
Wilde men nu de waarden van x en y opsporen , die aan de gegevene
vergelijkingen voldoen, dan zou men daartoe ook van de laatste gebruik
kunnen maken.

§ 180. De verbinding van twee vergelijkingen kan ten derde volbragt
worden , door de vergelijkingen zoodanig te herleiden , dat een lid van
de eene vergelijking een stelkunstige vorm is , die ergens in de andere
vergelijking voorkomt , en dan , inde laatstgenoemde vergelijking , voor
dien vorm den gelijkwaardigen vorm te substitueren . Had men , bij
voorbeeld ,

x + V (x *+ y>) = a V en

dan zou men voor deze vergelijkingen kunnen schrijven

y+ V (x *+ y' ) = a - x en - b- y+ [y+ V {x *+ y' 'iï ,
en vervolgens de waarde van y -\- ]/ {x %-\-y*) uit de eerste in de tweede
kunnen overbrengen , waardoor men zou verkrijgen

a ,- = b—?/4 -ö—x .a—x
Wanueer men nu de waarden van x en y wil vinden , die aan de op -
gegevene vergelijkingen voldoen , zal men daartoe mede van de laatste
vergelijking , die veel eenvoudiger dan eene der opgegevene is , kunnen
gebruik maken.

§ 181 . Het verbinden van twee vergelijkingen met twee onbekenden
geschiedt met het doel, om tot eene vergelijking te geraken , die slechts
ééne onbekende bevat ; de andere onbekende komt dan in die laatste
vergelijking niet meer voor , en is, zoo als men dit noemt, geëlimineerd
of verdreven . Eene onbekende uit of tusschen twee vergelijkingen te
elimineren , beteekent dus , uit die vergelijkingen , door herleidingen en
verbindingen , eene andere af te leiden , waarin die onbekende zich
niet meer bevindt.
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Heeft men eene onbekende geëlimineerd , dan is daardoor het oplossen
der vergelijkingen met twee onbekenden, volgenshetgeeifin § 174 , 4° gezegd
is , lot het oplossen van vergelijkingen metééne onbekende teruggebragt .

Twee gegevene vergelijkingen , waaruit men eene onbekende wil

elimineren moeten doorgaans eenige herleiding ondergaan , alvorens met

elkander verbonden te worden ; indien de nieuwe vergelijking , die door

deze verbinding ontstaat , wederom beide de onbekenden bevat , moet

zij weder verbonden worden , of met eene der gegevene vergelijkingen ,
of met eene vergelijking , die uit de twee gegevene door eene andere

wijze van verbinding is afgeleid ; en dit achtervolgend verbinden , waarbij
telkeiis eenige voorafgaande herleiding noodig kan wezen , moet zoo

lang worden voortgezet , tot dat men eene vergelijking verkregen heeft,
die slechts ééne der onbekenden bevat .

Om bij dit achtervolgend herleiden en verbinden geenen onzekeren weg
te volgen , maar altijd regtstreeksop het doel , de eliminatie eener onbe¬

kende , af te gaan , zijn er handelwijzen uitgedacht , die in het algemeen

op alle vergelijkingen kunnen worden toegepast , en meestal vooraf de

herleiding der vergelijkingen tot de gedaanten , in § 175 opgegeven ,

vorderen . Deze algemeene handelwijzen zullen , ten aanzien der verge¬

lijkingen van den eersten graad met twee onbekenden , in § 383 worden

voorgedragen .
Het gebeurt echter dikwijls , dat men met twee vergelijkingen te

doen heeft , waarbij het met een weinig nadenken , of eene kleine beproe¬

ving , ligtelijk in het oog valt , hoe men die vergelijkingen tot eenvoudi¬

ger vergelijkingen kan verbinden , en door nieuwe verbindingen , zoo

die noodig zijn , tot de eliminatie eener onbekende kan geraken . Alsdan

zou het volgen van algemeene handelwijzen niet verkiesselijk , en het

herleiden der vergelijkingen tot de in § 175 opgegevene gedaanten over¬

tollig wezen . Had men , bij voorbeeld , de vergelijkingen
r -hl/ (r l —y3) = 2a en x —l/C -r 1—y z) = 2fi ,

dan zou men , deze vergelijkingen bij elkander optellende , en met

elkander vermenigvuldigende , terstond vinden
2.r — 2a+ 2b en y2 = kah ;

en nu is door de eerste dezer verbindingen y 9 door de tweede .v ge¬

ëlimineerd , zonder dat men niet eenige herleiding of met achtervol¬

gende verbindingen heeft te doen gehad.

Oplossing va ?/ een stelsel van twee vergelijkingen van den eersten

graad met twee onbekenden , en van vraagstukken ,
daartoe betrekkelijk .

§ 182 . De graad , waartoe de vergelijkingen met (wee onbekenden

opklimmen , kan wederom alleen beoordeeld worden , door die verge¬

lijkingen tot derzelver algemeene gedaante te herleiden . Bevindt men
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bij die herleiding , dat eene vergelijking slechts van den eersten graad
wordt, dan brengt men dezelve gewoonlijk tot de gedaante A.r-hïty = C,
welke van de gedaante N.r+ (Py4-(>) = 0 , in § 175 opgegeven , niet
wezenlijk verschilt. Om de vergelijkingen met twee onbekenden tot
die gedaante te brengen, kan men gebruik maken van den volgenden

Kegel . Verdrijf de gebrokens en wortelteekens , ontwikkel de mag -
ten en producten , laat de termen die elkander vernietigen weg , en
vereenig de gelijksoortige , even zoo als hij de vergelijkingen met éène
onbekende ; plaats vervolgens al de termen , icaarin eene der onhe~
kenden voorkomt, in het eerste , en al de overige in het tweede lid
der vergelijking , en vereenig eindelijk al de termen van het eerste
lid , waarin eene zelfde onbekende voorkomt, tot eenen enkelen term 9
door die onbekende luiten haakjes te brengen .

Zie hier eenige voorbeelden, tot toepassing van dezen regel :
Eerste Voorbeeld . Tot de gedaante = C te herleiden de ver¬

gelijking 3 4 - -zy
5,r-f-8 _ .r 2-J-3.r
■2*4 -2 x + 2

- ~ (2.?—5y) .
Men verkrijgt hier : door de vergelijking met 2( .r4 ,2 ) te vermenig¬

vuldigen,
6(jr+ 2)+ y (5*4 - 8) = 2(^ + 3^ ) — fr + 2){2x - hy) 4

door de producten te ontwikkelen,
6.r4 -l2+ 5.ry4 -8y = 2^3+ 6.2’—2.r i -~ 4r -f5 .2*̂ + 10iy ;

door de termen , die elkander vernietigen , weg te laten ,
124 % = — kr4 -10y ;

door overbrenging en vereeniging van termen,
4.r— 2y = — 12 ,

en eindelijk, na deeling door 2 ,
2x —y — — 6.

Deze vergelijking heeft nu de verlangde gedaante, zijnde hier A = 2 ,
B = — 1 en C — - 6.

Tweede Voorbeeld . Tot de gedaante Ar4By = C te herleidende ver -
a-\-h

gelijking' ® ax —by+ ab ax+ by—ab '
Mea vindt hier : door de breuken te verdrijven,

(a+ b)(ax + by— ab) — { a—b)( ax —by+ ctb) ',
door de producten te ontwikkelen ,

e{a+ b') .r+ b{a+ b)y —{a+ b)ab = a(a— b)x —b{a—b'
)y+ (a—l,)ab ;

door overbrenging en vereeniging van termen,
[a{a+ b)—a(a—hj]x+ [b^a+ b}+ b{a— b) }// = [(«+ J)+ («— iy\ ab ,

‘Zuhx+ 'laby = 2a*b ,of
dat is , na deeling door 2ab ,

x + y - a ,
welke vergelijking weder de verlangde gedaante heeft , zijnde hier
A = l , B = 1 en C = a.
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Derde Voorbeeld, Laat nog ter herleiding gegeven zijn de vergelij -

. . {x ~ a —b)2 x * .
—a —b ) V'[(®+ ^)4—4C«a—■b2)xy

'\
Om liet wortelteeken te kunnen verdrijven , brenge men den term —1

in het voorste lid , en schrijve tevens gemakshalve voor aA~b, omdat die

uitdrukking herhaalde malen in de vergelijking voorkomt , eene enkele
letter , dat wil zeggen, men stelle a+ h—n , dan is a 2—6* = ( a -hb)(a —b)
= « ( a —b) ; hierdoor verkrijgt de opgegevene vergelijking deze gedaante

( x —n)2
^

x2
n{ 2x~ n )

~
y [n k—An {a —b )xy \

'

Herleidt men verder het voorste lid op deze wijze :
( ,y —n)2

_ j _ (•**—n)2-\-n {2x—n } x 2—2nx-j -n2-+-2nx~-n%
_ x2

n( 2x—/i) n( 2x~ n) u ( ‘l,r —n ') n [2x—n }
*

dan verandert de vergelijking in
. x 2 _ _ £ *

_
ji ( 2x— n ) \/ \_n u— An{ a ~(>} vy\ 1

dezelve alsnu door x 2 deelende , daarna de breuken en vervolgens het
wortelteeken verdrijvende , vindt men

1 __ 1
n(2x— 7i) J/ [n k—An(a —byry] s

n ( 2x— n ') = kn{a—b)xy ~\ ,
]m2x 2—ikn 3x+ n l, := « *— £n(a —b)vy \

de gelijke termen nk weglatende , en daarna door 4nx deelende, komt er
nx—n2 — —(a—b)y ,

of , na overbrenging van termen ,
nx -i- 'a —h)y — n2 ;

schrijft men nu hierin voor n weder a-^ b , dan verkrijgt men eindelijk
(a+ b)x+ (a —b )y = (a+ b)2 ,

en deze vergelijking heeft nu weder de gedaante Ax+ By = C .
In dit laatste voorbeeld heeft de herleiding eene vergelijking van den

eersten graad opgeleverd , hetgeen bij eene oppervlakkige beschouwing
der gegevene vergelijking niet te vermoeden was . Men ziet hierdoor

proefondervindelijk bevestigd , dat over den graad eener vergelijking
niet zoo dadelijk geoordeeld kan worden , ten zij de herleidingen , die
de vergelijking ondergaan moet * eenvoudig genoeg zijn , om terstond te
kunnen inzien , wat er na die herleidingen komen zal .

Bij (fit voorbeeld valt nog op te merken , dat er gedurende de herlei¬

ding door x 2 en door 4nx is gedeeld geworden , ten gevolge waarvan
de waarde .n = 0 , die deze deelers nul maakt , wel aan de gegevene ,
maar niet meer aan de , door herleiding verkregene , vergelijking vol¬
doet . Alsmede, dat door de verdrijving van het wortelteeken de onder¬

scheiding is verloren gegaan , of er vóór dat wortelteeken -f- of — stond,
ten gevolge waarvan men nu onzeker is , of men in de gegevene verge -
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lijking + of — vóór het wortelteeken lezen moet , opdat aan dezelve
voldaan worde door de waarden van x en y , die aan de vergelijking
( a -\- b)x + (a —b)y = («+ 6)a voldoen.

§ 183 . Om uit twee vergelijkingen niet twee onbekenden ééne der
onbekenden te elimineren , en daardoor verder die vergelijkingen op te
lossen , kan elk der vier volgende leerwijzen dienen.

Eerste Leerwijze . Men lost ééne der vergelijkingen ten opzigte van
ééne der onbekenden op ; den vorm , dien men alsdan verkrijgt , sub¬
stitueert men in de andere vergelijking ; hierdoor zal men eene ver¬
gelijking met ééne onbekende bekomen , zoodat dan de andere onbekende
geëlimineerd is . Uit die laatste vergelijking lost men de onbekende op,
en substitueert hare waarde in den vorm , dien men voor de andere
onbekende reeds verkregen heeft , dan zullen de heide onbekenden in
bekenden zijft uitgedrukt .

Bij bet volgen dezer leerwijze kan men, des goedvindende, de verge¬
lijkingen vooraf tot den vorm A.r 4-By = C herleiden ; dit is echter niet
volstrekt noodzakelijk.

Past men deze leerwijze toe op de algemeene vergelijkingen ax + byzzc
en a rx+ b*;/ = c ' , dan vindt men : door de eerste ten opzigte van x op
te lossen

* =
( «

dool* dezen vorm in de tweede te substitueren ,
c —bya ' - h l/y = c :

a
door uit deze vergelijking y op te lossen ,

ac ' — ca ’
^ ah ’— ba * ?

eu door deze waarde van y te substitueren in den vorm , die reeds
voor x gevonden is ,

_ Cb' — bCr

ab ’— ba f
Tw eede Leerwijze . Men lost elk der vergelijkingen ten opzigte van

eene zelfde onbekende op , en stelt de beide vormen , die men daar¬
door verkrijgt , aan elkander gelijk ; hierdoor zal weder eene onbe¬
kende geëlimineerd zijn ; de vergelijking , die men dan heeft , lost men ,
ten opzigte van de onbekende , die daarin voorkomt , op , en substitu¬
eert hare waarde in een ’ der vormen , die men reeds voor de andere
onbekende gevonden heeft , dan zullen weder de vergelijkingen opge -
losl zijn .

Ook bij bet volgen van deze leerwijze is liet niet volstrekt noodig , de
vergelijkingen vooraf tot den vorm A.r + By = C te herleiden .

* Tast men dezelve toe op de algemeene vergelijkingen ax -\- byzz. c en
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„ x+ b 'y ~ c , dan vindt men : door uit elk der vergelijkingen y op

fe lossen ,
e — ax

y = —-— en y
c ' —a ' .r

6
~ ~~ ‘y b '

door deze vormen aan elkander gelijk te stellen ,
e—ar _ c —a ' .r

~~ b

door x uit deze vergelijking op te lossen ,
ch• —hc'

X = aU — ba ' ’

en door deze waarde van x in een’ der voor y gevondene vormen te

substitueren , ac ' — ca '
■V ~

ah ' —ha ’
’

Derde Leerwijze . Men herleidt . de vergelijkingen heide tot den

vorm AaS-By := C , en vermènigvuldigt elk met zulk een getal * of met

zulk eenen vorm * dat ééne der onbekenden in de vergelijkingen * die

er komen * dezelfde coëfficiënten * of coëfficiënten * die alleen in teeken

verschillen * verkrijgt . Deze vergelijkingen trekt men van elkander

af * of telt ze hij elkander op * dan zal die onbekende geëlimineerd

zijn . Uit de laatstverkregene vergelijking lost men de * daarin voor¬

komende , onbekende op. Om de waarde van de andere onbekende te

vinden * handelt men op dezelfde wijze ; of ook* na de waarde van

ééne onbekende gevonden te hebben* substitueert men die in eene der

aegevene vergelijkingen , en lost er daarna de andere onbekende uit op .

Past men deze leerwijze toe op de algemeene vergelijkingen ax + by= c

en a ' x+ b(yz= c ' * dan vindt men : door de eerste met a ' * en de tweede

met a te vermenigvuldigen ,
aa 'x+ ba 'y = ca ' en aa ’x + ab 'y = ac ’ ;

door de laatste vergelijkingen van elkander af te trekken ,
ba ' )y = ac ' —’Ca ' *

en door afzondering van y ,
ac f — ca ’

V = - .ab<— ba '

Vervolgens vindt men , door de eerste der gegevene vergelijkingen met

h ’ * en de tweede met b te vermenigvuldigen ,
abrx + bb 'y = cl/ en ha *x-hbb ' y = hc ' *

door deze vergelijkingen van elkander af te trekken ,
(ah ' —ha ' jx = ch ' —hc* *

en door afzondering van x *
_ ch ' —hc

X ah*—ha’

Vierde leerwijze . Men herleidt de vergelijkingen beide tot den

vorm Ar + By = : C , en telt ze * na eene derzelve met een onbepaald
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getal n vermenigvuldigd te hebben, bij elkander op ; daarna bepaalt
men n zoodanig , dat in de verkregene vergelijking de coëfficiënt van
die onbekende, welke men elimineren wil 9 nul wordt . Deze waarde
van n in de verkregene vergelijking substituerende , komt er eene ver¬
gelijking met ééne onbekende , waaruit men die onbekende oplost . Om
de waarde van de andere onbekende te vinden , handelt men op de¬
zelfde wijze ; of ook , na de waarde van eene*onbekende gevonden te
hebben , substitueert men die in eene der gegevetie vergelijkingen , en
lost er daarna de andere onbekende uit op .

Past men deze leerwijze toe op de algemeene vergelijkingen a .v+ by^ .c
en a 'x + b 'y = c ' , dan vindt men , door de eerste met n te vermenig¬
vuldigen , en er de tweede bij op te tellen ,

( an -{-a r )3r+ (bn+ b ' )y z=. C7i-k-c ' .
Wil men nu x elimineren , om de waarde van y te vinden , dan stelt

a ? '
men an + a ! = 0 , waaruit volgt « = wil men y elimineren , om
x te vinden , dan stelt men hn+ b ' = 0 , waaruit volgt n = — ; en door
nu deze waarden van n achtervolgens in de verkregene vergelijking te
substitueren , bekomt men

' a ) a
1 V \ IS
\ ~ a J + a ) x = - c- + c ,

en deze vergelijkingen oplossende, vindt men , even als door elk der
voorgaande leerwijzen ,

cb ' —bc ac ’— ca '
ab ’ — ba ' ah — ba '

Om de uitkomsten van de oplossing der algemeene vergelijkingenax + by = c en a 'x+ b ’y — c ’ in liet geheugen te houden , kan men het
volgende opmerken : ïndien de letters a en b , die de coëfficiënten van
de onbekenden zijn , op de beide verschillende wijzen ab en ba naast
elkander geschreven worden , vervolgens tusschen deze uitdrukkingenhet teeken — geplaatst wordt , hetwelk geeft ah—ba , en daarna bij de
tweede letter van eiken term een accent wordt gesteld , dan zal men
daardoor den noemer ab ’—ba ' verkrijgen van de gebrokens , die de
waarden van x en y voorstellen ; wordt vervolgens in dien nóemer de
letter a , waardoor de coëfficiënten van x zijn uitgedrukt , veranderd
in de letter c , waardoor de bekende termen zijn voorgesfeld , terwijl
de accenten onveranderd blijven staan , dan zal men den teller cb ' — bc1
verkrijgen van bet gebroken , dat de waarde van x aangeeft ; zoo als
ook de teller ac ’—ca ’ van de waarde van y verkregen zal worden ,door even zoo in den noemer de letter b , waardoor de coëfficiënten van
y zijn uitgedrukt , in c te veranderen .
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§ 184 . Tot het oplossen van twee gegerene vergelijkingen zou men ,
na elk derzelve tot de gedaante A.r+ By = C herleid te hebben , in de

algemeene formulen , die in de vorige § , door de oplossing der verge¬

lijkingen ax + by = c en wx + b ' y = e ' verkregen zijn , voor a , a ' ,
b , b’ , c en c ' de waarden kunnen substitueren , die zij in de gegevene
vergelijkingen hebben ; gewoonlijk echter doet men dit niet , maar past

op de gegevene vergelijkingen eene der vier leerwijzen toe , waardoor

die algemeene formulen gevonden zijn.
Zie hier vier voorbeelden , die elk volgens eene verschillende leerwij -

ze behandeld zijn .
„ . .. . . 3.r —2y 7y—5.r 5
De vergelijkingen - — ~ —- b- -t- _° J 7 13 14

op te lossen.

Eerste Voorbeeld.
19 _ _ 1 _

x+ y
~~ 2.r —y—5

De gegevene vergelijkingen tot hare algemeene gedaanten herleiden¬

de , zal men vinden
148.r —150y = G5 , en 37 .r —20y — 95 .

Uit de eerste y afzonderende , verkrijgt men
148r—65

y = — TZZ— •

Deze waarde van y in de tweede vergelijking overbrengende , komt er
296.r - 130

37x — ■ 15
• = 95 .

Hieruit , zal men vinden x =: 5 -, en deze waarde van x in de voor y ge¬

vondene uitdrukking stellende , bekomt men y ~ 4j . Men zal dan ook

vinden , dat de waarden x — 5 en y in de gegevene vergelijkin -

■ten opzigte van

gen gesubstitueerd wordende , aan dezelve voldoen.
Tweede Voorbeeld. De vergelijkingen 2qx —y(p —2q) — a—x en

q ay 2p -t-n.2x2 r̂x 2y2—a 2y2+ ay —.r u—ax 2yp
x ^ y pT — ' y(x z—y ')
p en q op te lossen.

Uit de eerste vergelijking q afzonderende , komt er

_ n —x + py? — 2{x+y)
De tweede vergelijking vooreerst aldus schrijvende :

: px + ayp (y2—x 2)+ (a2—x 2)(x 2—y 2)+ ay
x - y ‘ y(x 2~ y 2)

en er dan insgelijks q uit afzonderende , zal men vinden
—r,yi !\ -r ‘ - y z )+ ( « 2—■r 2Xx 2—y 2)+ e/y

y {x+ y )
ypf .r 2—y2 ) (x —a )+ (ti2—x 1) (x 2—y2)+ ay
'

y(x+ y )
‘of

q = px (x- y) + .
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Ilezc waarde van q gelijk stellende aan die , welke uit de eerste ver¬
gelijking verkregen is , bekomt men

a—x+ py _ yp ( x I—y1) ( .r— a '\+ (a' - j ‘ ) ( .r«—y»)+ ay
2( r + y )

" ~ 9 (r + y ) '

of door verdrijving der breuken,
ay +]>!/ ! /= 2yp ( .r*—y*) (_x~ «0 + 2( n ’ — y' )+ 2ay ,

door overbrenging van termen ,
J>[yH -2y (:r»—y*) {a — r ) ] = 2( ««—.z-' X-r 1—^ J )+ (a+ r > ,

door in liet eerste lid y , en in het tweede a+ x buiten haakjes teschrij -
ven ,

WliH -20 *—y*)(o—:*•) ] = (. «+ -r ) f2 ( « - .r )( .r >—;/ >)+ y1 ,
en door weglating van den gemeenschappelijkenfactor ,

py = a+ x , _
. . • ’ a+ xwaaruit volgt p =z - .

y
Deze waarde van p substituerende in de reeds vroeger gevondene
vergelijking

a —x+ py9 ~ 2{x+ y )
’

vindt men q == ——- ,x+ y
zoodat p = en o = —- — de waarden van p en q zijn , die aan de

y • x + y
opgegevene vergelijkingen voldoen .

Derde Voorbeeld . De waarden van \r en y te vinden uit de vergelij-
, ls _ _ _ L%{kr+ y) a(2a+ b)

kingen a( ax — ay+ b) = ZabCx+ yï+ tPy en a * - — = - .x+ y x + y
Elk der gegevene vergelijkingen tot de gedaante Xx+ Hy = C herlei¬

dende , zal men vinden

«(«— 26 ).r—{a+ bYy = —ab en ( a l —W*) r+ ( a *—-h* )y = a(2a+ b) .
Wil men nu y elimineren , dan vermenigvuldigt men de eerste verge¬
lijking met « - A; en de tweede met a+ b , waardoor men bekomt

a( a—b)(a—2b)x — (a—h)(a+ b)*y = — ab(a—ft)
en (a+ h'){a ‘t - tkl*)x+ {a -—h)(a+ byiy = a(a+ h) (2a+ h) \
door deze vergelijkingen bij elkander op te tellen , verdwijnt y , en
men verkrijgt dan

a(a— h)( a —2b)x+ ( a+ b)(a*~ Ml )x = a(a+ b){2a+ h'
) —>ab{a—ft) ,

of door achtervolgende herleidingen ,
x ( a— 2b ) {a{ a- b)+ {a+ fr){a+ 2by\ = a [{ a+ b) {2a+ hy- b( a - b)\ ,

x {a—2b) (2a *+ 2ab+ 2b*) = a {2a %+ 2ab+ 2b%) ,
.r( «— 2A) = a ,

en x a
a —2 ft ’
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waardoor de waarde van x gevonden is ; kunnende men nu , om die van
y te vinden , deze waarde van x in eene der vergelijkingen , bij voor¬
beeld in a {a —2b \x —(a+ bYy = — ab , substitueren , en dan y uit dezelve
oplossen. Men vindt hierdoor achtervolgens :

a ( a— 2b ) — — ab ,

«*— {a+ b)*y =z — ab ,
(a+ b)*y = a *+ ab ,

(a+ b)y = a
a

en y = —- 7 • *
a+ b

Wil men door dezelfde handelwijze x in plaats Van y elimineren , dan
moet men , van de vergelijkingen

a {a— 2b)x—(a+ hYy— — ab en {a 1—ib, )x+ {a1—b1)y = a {2a+ b) ,
de eerste met a+ 2b en de tweede met a vermenigvuldigen ; hierdoor
bekomt men

a {a1—kb1)x—{a+ b)1 {a+ 2b )y = — ab{a+ 2b)
en a {a1— ib t )x + {a 1—b1)ay — a 1{2a+ b) ,
waaruit nu , door aftrekking en verder door herleiding , volgt :

(«*—b1)ay + (a + b)1{a+ 2b )y — a 1{2a+ b}+ ab{a+ 2b ) ,
y {a+ b) [a {a —b)+ {a + b) {a + 2b )] = a \ a {2a+ b)+ b{a + 2by\ ,

y{a+ b) {2a*+ 2ab+ 2b 1 ) = a {2a1+ 2ab+ 2b 1) ,
y{a+ b) ■ a

en 9 ~ 7 + b >

alsnu is de waarde van y het eerst gevonden , en kan die vanr verkre¬
gen worden , door de voor y gevondene in eene der vergelijkingen , bij
voorbeeld in a {a —2b )x —{a+ b )1y — — ab , te substitueren , Waardoor
men achtervolgens hebben zal :

a {a - 2b )x —{a+ b)1-~ -^ = — ab ,

{a —2b)x —{a+ b) = — b ,
(a —2 b)x ~ a

en aX ~ a —2b
'

De gevraagde waarden van ren » zijn alzoo x — ——rr en y z= —2— .
€L mO Ct [BÖ

Vierde Voorbeeld, De vergelijkingen 13r—12y = 18 en 7x+ 5y — 67
op te lossen.

Deze vergelijkingen , reeds de gedaante Ax+ By = C hebbende , be¬
hoeven geene voorafgaande herleiding te ondergaan . Men vermenigvul -
digede eerste mei n , en telle bij de vergelijking , die hierdoor ontstaat ,
de tweede op , dan vindt men

( 13n+ 7 )x+ (- 12n+ 5)y = 18n+ 67 .
11
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In deze vergelijking kan men aan n eene willekeurige waarde geven ;
neemt men dus die waarde zoodanig , dat —12b+ 5 = 0 wordt , danver -

g
dwijnt y uit de vergelijking . Uit — 12b+ 5 = 0 , volgt n = hierdoor
verandert de laatste vergelijking in

waaruit volgt 14&r = 894
en x = 6.
Brengt men nu deze waarde van x in eene der vergelijkingen , bij
voorbeeld in Ix + oy = 67 , 'over , dan vindt men

42 + Sy = 67 ,
5y = 25

en y — 5 .
Men kan ook , in de vergelijking

(13n+ 7 )x+ (— 12n+ 5 )y = 18n+ 67 ,
voor n zulk eene waarde nemen , dat 13n+ 7 = 0 wordt , waardoor x

7
verdwijnt ; hiertoe moet n = — — genomen worden , dan komt er

/ 84 \ 126
( ll + 5 ) y = - — + 67 ,

UDy = 745
en y — 5 .
Brengt men nu deze waarde van y in eene der vergelijkingen , bij
voorbeeld in 13 .r — 12y = IS , over , dan vindt men

13x —60 = 18 ,
13.r = 78

en .r = 6 .
De oplossing der gegevene vergelijkingen verschaft dus de waarden

x = 6 en y = 5.
§ 185. Bij de oplossing van twee vergelijkingen met twee onbekenden ,

hangt het van de gedaante der vergelijkingen , zoo als die gegeven
zijn , af , door welke der vier opgegevene leerwijzen men de oplossing
het gemakkelijkst zal verkrijgen . Wanneer de gegevene vergelijkingen
den vorm A.r+ By = C hebben , is gewoonlijk de derde leerwijze te
verkiezen , omdat bij dezelve , indien A , B en C geene gebrokens zijn ,
alle behandeling van breuken vermeden wordt . Indien men deze derde
leerwijze wil gebruiken , om slechts ééne onbekende te elimineren , en
daarna door substitutie hare waarde te ° vinden , is het daarenboven
verkiesselijk , om die onbekende te elimineren , waartoe de eenvoudigste
vermenigvuldigers vereischt worden .

§ 186 . Wanneer men uit de algemeene vergelijkingen
ax + hy = c en a 'x+ b' y = c ' . . . . . . . (« )

ééne der onbekenden elimineert , verkrijgt men , zoo als reeds gebleken is ,
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{ab ' —ba ' yx = cb ' —bc . . . • . . (/3)
en (ab ' —ba ')y — ac >—ca ' . ( y ) .

Door de vergelijking (0 ) wordt , zoo als uit het gezegde in § 173
blijkt , de voorwaarde uitgedrukt , die vervuld moet worden , opdat eene
zelfde waarde van^ gelijktijdig aan de vergelijkingen ( cs ) kunne voldoen ;
terwijl de vergelijking (? ) uitdrukt , water vereischt wordt , om door
eene zelfde waarde van x aan de vergelijkingen (x ) te kunnen voldoen.

cfï ?_ f)Cr
Derhalve zijn , volgens hetgeen in § 146 is opgemerkt , x— ——j— en

y — ^ de eenige waarden , die voor ren y genomen kunnen

worden ; zoodat twee vergelijkingen van den eersten graad , voor elk der
twee onbekenden , slechts ééne waarde toelaten .

Zijn in de vergelijkingen (as) de bekenden zoodanig , dat in de verge¬
lijking (0 ) van de twee vormen ab’— ba' en cb ' —bc ' alleen de laatste
nul wordt , dan is , volgens § 152 , x — 0 de eenige waarde van x , die
aan de vergelijking (_/3 ) i en dus gelijktijdig aan de vergelijkingen (x )
voldoen kan . Even zoo zou y — 0 de eenige waarde van y zijn , die
aan de vergelijking (JO , en dus gelijktijdig aan de vergelijkingen (X)
zou kunnen voldoen , indien van de twee vormen ah ' —ha ' en ac ' —ca '
alleen de laatste nul werd . ,

Wordt van de twee vormen ah ' — ba ’ en cb ' —bc ' alleen de eerste nul ,
dan kan , volgens § 153 , geene waarde voor x aan de vergelijking ( 0 )
voldoen , en dus kan er dan geene waarde voor x aangewezen worden ,
die het mogelijk maakt , dat eene zelfde waarde voor y gelijktijdig aan
de vergelijkingen ( x ) voldoet , zoodat dan deze beide vergelijkingen met
elkander in strijd zijn, en x = j

?>e = oo wordt . Even zoo zouhet

strijdige der vergelijkingen (&) blijken , wanneer in (y ) van de twee
vormen ab ' —ba ' en ac ' — ca ' alleen de eerste nul werd , waardoor

y = ? ?
Q

Ca
. = as zou worden . Wanneer alzoo twee vergelijkingen

van den eersten graad met twee onbekenden met elkander in strijd zijn ,
zal zulks daardoor ontdekt worden , dat men , na eliminatie eener on¬
bekende , tot eene vergelijking 0 = B komt ; of wanneer men , in plaats
van die eliminatie werkelijk te verrigten , de algemeene formulen

cb ’—bc ' ac >—ca ' . . . . , . . .x = l —-- -— en y = —■- ter bepaling der onbekenden wil ge-ab' — ba ' ab ' — ba' B
bruiken , dan zal dit strijdige blijken , door dat men x ■= of y — xt
vindt .

Worden in (0 ) de vormen ab' —ba' en cb ' —bc' beide nul , dan zal ,
volgens § 154 , elke waarde voor x aan de vergelijking (0 ) voldoen ; er
behoeft dus geene voorwaarde vervuld te worden , om te maken , dat
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door eene waarde voor >/ , die aan ééne der vergelijkingen (# ) voldoet,
ook aan de andere voldaan wordt , zoodat dan , volgens § 173 , de verge¬

lijkingen (x ) onderling afhankelijk zijn. Even zoo zou het onderling

afhankelijke van die vergelijkingen blijken , wanneer in (y ) de vormen

ab' —ba ' en ac ' —ca ' beide nul werden . Wanneer alzoo twee vergelij¬

kingen van den eersten graad met twee onbekenden van elkander afhan¬

gen , zal zulks daardoor ontdekt worden , dat men , na eliminatie eener

onbekende , tot eene vergelijking 0 = 0 komt ; of wanneer men , in plaats

van die eliminatie werkelijk te verrigten , de algemeene formulen

cb^ ac 1~~ccC
x — - en v = —;- ;—■ter bepaling der onbekenden bezigen

ab' —ba ’ ab' —ba'

wil , dan zal die afhankelijkheid blijken , door dat men ,r = - of y — -

vindt .
Het verdient opmerking , dat zoo in de algemeene vergelijkingen

ax + by = e en a 'x -hb 'y = er de grootheden a , b , c , a ' , b ' , c' geen

Van alle nul zijn , nimmer gelijktijdig jr = 0 en y = 0 kan wezen ; maar

dat , zoo door de substitutie der waarden van a , b , c , a ' , b' , e'

gevondenwordt x = ® ofx = ^ , diezelfde substitutie ooky = » ofy = ^

zal geven. Men kan dit op de volgende wijze aantoonen :

Indien ,r = 0 is , is •
' ab ' — ba '> of < 0 en cb ' —be ' = 0 .

e b
en — = -r~ ,c b'Hieruit volgt —> of < .—

- > of < :- ,a ' c '

en ae ’ ~ ea ’ > of < 0 ,
zoodat dan y niet gelijk nul wordt .

Indien x = co is , is
ab' —ba ’ — 0 en cb' ~ lc ’> of < 0.

Hieruit volgt — — —c a ' b'
e b
—> of < — ,e> b

—< of > — ,at c>

en ac >—ca ' <. of > 0 ,
zoodat dan ook y = « £al gevonden worden .

0 . .
Indien ,r = - is , is

ab' —ha' = 0
a h

cbf— bef zz, 0.
c _ b
c > """ 6>9Hieruit volgt
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en ac ' — ca ' = O ,
wordt .zoodat dan ook y

Men moet wel opletten , dat , wanneer de substitutie der waarden van

a,b,e,a >, b’ , o geeft x = jj , en das ook^ = daarom niet gelijk -

0 0
tijdig x en y onbepaald zijn ; elk der uitdrukkingen x = - en y = -

toont niets meer aan , dan dat de vergelijkingen van elkander afhangen ,
dat er dus eigenlijk slechts ééue vergelijking met twee onbekenden gegeven
is , en dat men alzoo , volgens § 133 , voor ééne van die onbekenden

eene willekeurige waarde kan nemen.
§ 187. Wanneer tot de oplossing van eenig vraagstuk hetvinden van twee

onbekende getallen vereischt wordt , dan wordt hetzelve bepaald genoemd,
indien men deszelfs voorwaarden door twee onderling onafhankelijke

vergelijkingen kan uitdrukken . Tot het oplossen van zulk een vraag¬
stuk , stelt men de onbekende getallen doorgaansdoor x en y voor , brengt
de gegevene voorwaarden , volgens den leiddraad , in § 148 aangewezen ,
in vergelijkingen over , en lost daarna die vergelijkingen op. Een en¬

kel voorbeeld zal ter opheldering genoegzaam zijn.
Vraagstuk . Men weel zich niet te herinneren , tot welke prijzen

de levering van een aantal militaire rokken en broeken is aangenomen

geweest ; maar men vindt opgeteekend , dat van die levering bij eene

kompagnie voor 761 gulden 41 rokken en 45 broeken , en bij eene andere

kompagnie voor 905 gulden 49 rokken en 53 broeken ontvangen zijn :

men wil hieruit vinden , wat de prijs dezer kleedingstukkengeweest is .

Oplossing . Stel , dat elke rok x en elke broek y gulden gekost heb -

be , dan geeft het vraagstuk aanleiding tot de volgende vergelijkingen ;
49x+ 53y = 905.ilx + i5y = 761

Trekt men deze vergelijkingen van elkander af , dan vindt men
8x+ 8y = 144 ,

x + y = 18 ;
of , door 8 deelende ,

door vermenigvuldiging met 41 , verkrjjgt men de vergelijking
ilx + 41y = 738 ,
41x-t-45y = 761welke van

afgetrokken wordende , geeft
4y = 23 ,
y = 5,75 .waaruit volgt

Deze waarde van y substituerende in de vergelijking
x+ y = 18 ,

vindt men onmiddellijk x = 12,25 ,
waaruit blijkt , dat de prijzen geweest zijn : ƒ12,25 voor elke rok en

ƒ 5,75 voor elke broek .
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§ 188. Bij het oplossen van vraagstukken , kan men somtijds naar wel¬
gevallen ééne of twee onbekenden aannemen ; de oplossing door middel
van ééne onbekende verschilt dan , van die door middel van twee onbe¬
kenden, alleen daarin , dat men, bij het gebruik van ééne onbekende , door
enkele redenering ééne van de onbekenden elimineert , die , bij het aan¬
nemen van twee onbekenden , in de vergelijkingen zonden zijn voorge¬
komen . Ter opheldering hiervan diene het volgende

2
Vraagstuk . In water gewogen wordende , verliest het gond — , en

2het zilver — van deszelfs gewigt ; indien nu eene staaf , wit goad

en zilver zamengesmolten , 42 lood weegt , en in het water gewogen
slechts 39 , hoeveel goud en zilver is er dan in die staaf I

Oplossing . Stel , dat er in die staaf x lood goud en y lood zilver zij ,
dan heeft men terstond de vergelijking

x+ y = 42 .
2

Daar voorts , bij het wegen in water , van de x lood goud —r , van de
2 ’

y lood zilver — y , en van de geheele staaf 3 lood in gewigt verloren

wordt , heeft men ook
2 2
39

* + - y = 3 .

Trekt men nu uit de eerste vergelijking y = 42 — x , en brengt men deze
waarde in de tweede vergelijking over , dan komt er

| * + l (42 - z.) = 3.

Deze vergelijking oplossende , vindt men

42—rdus is
O 1

Er is derhalve 22- lood goud en 19j lood zilver in die staaf .

In deze oplossing zijn nu twee onbekenden gebruikt ; men zou echter
door ééne onbekende te gebruiken , ook kunnen geven de volgende

Oplossing . Stel , dat er in de staaf x lood goud zij , dan is er 42 —x

lood zilver in . Daar nu , bij het wegen in water , van het goud ^ x , van

( 42—x ) , en van de geheele staaf 3 loodhet zilver
heeft men

I * + | j (42- r ) = 3 ,

waaruit , even als boven, volgt

x = 227 en4
42 —.r
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Bij het vergelijken dezer oplossingen , ziet men dadelijk , dat het eli¬
mineren van y tusschen de beide vergelijkingen , die in de eerste oplos¬
sing voorkomen , in de tweede oplossing verrigt is , door de enkele re¬

denering : wanneer er x lood goud is , is er 42—x lood zilver .
§ 189 . Wanneer men door eliminatie van ééne der onbekenden , tus¬

schen twee vergelijkingen met twee onbekenden , waartoe een vraag¬
stuk aanleiding gegeven heeft , tot eene vergelijking van den vorm 0 = 4 ,
of 0 = 0 komt , volgt hieruit , overeenkomstig hetgeen in § 186 is aan¬
getoond : in het eerste geval , dat de voorwaarden van het vraagstuk
met elkander strijdig zijn , en er dus niet aan het vraagstuk voldaan kan
worden ; en in het tweede geval , dat de voorwaarden , door ieder der
vergelijkingen in het bijzonder uitgedrukt , hoezeer dan ook schijnbaar
verschillend , in het wezen der zaak dezelfde zijn , zoodat de eene een
noodzakelijk gevolg van de andere is ; daar er alsdan eigenlijk slechts
ééne vergelijking met twee onbekenden gegeven is , kan men , volgens
§ 174 , aan ééne dezer onbekenden eene willekeurige waarde geven,
en daarna de andere bepalen .

Wanneer voorts , bij de oplossing van een vraagstuk , waarbij twee on¬
bekenden zijn aangenomen , die onbekenden ééne van beide of beide
negatief mogten worden , is de beteekenis van deze negatieve waarde ,
even als bij de vraagstukken met ééne onbekende , dat , om in den eigen¬
lijken zin aan het vraagstuk te kunnen voldoen , eene onderstelde optelling
in eene aftrekking moet worden veranderd , of omgekeerd ; of wel , dat
de grootheid , door die onbekende voorgesteld , zich in eenen negatieven
toestand bevindt .

Zie hier drie vraagstukken ten voorbeelde van hetgeen in deze § ge¬
zegd is .

Vraagstuk . In een magazijn zijn scherpe en losse patronen ; elke

scherpe patroon bevat een bepaald aantal wigtjes buskruid , en elke
losse patroon insgelijks ; wanneer men nu weet , dat 161 scherpe en
203 losse patronen te zamen 4 pond buskruid bevatten , terwijl 253
scherpe en 319- losse patronen te zamen 6 pond buskruid inhouden ,
hoeveel buskruid is er dan in elke patroon ?

Oplossing . Stel , dat in elke scherpe patroon .ren in elke losse y wigt¬

jes buskruid zijn , dan heeft men , volgens de opgaaf , de vergelijkingen
161r+ 203̂ = 4000 en 253.r + Sl9y = 6000 .

Om uit deze vergelijkingen x te elimineren , merke men op , dat de
coëfficiënten van x het getal 23 tot gemeenen deeler hebben , zoodat
161 = 7.23 en 253 = 11 . 23 is , en het dus tot de eliminatie van x vol¬
doende zal zijn , de eerste vergelijking met 11 , en de tweede met 7 te
vermenigvuldigen . Hierdoor bekomt men

1771r+ 2233.y = 44000 en 1771 .r -t-2233.v = 42000,
en door deze vergelijkingen van elkander af te trekken , komt er

0 = 2000 ,
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waaruit blijkt , dat de voorwaarden van het vraagstuk met elkander
strijden , zoodat liet ónmogelijk is , dat de opgegevene aantallen patro¬
nen de opgegevene hoeveelheden buskruid zouden bevatten .

Vraagstuk . Alles als in het vorige vraagstuk zijnde , met dit ver¬
schil , dat de hoeveelheden buskruid , die de opgegevenepatronen in¬

bonden , 3^ en 5^ in plaats va ?i 4 en 6 pond zijn , vraagt men weder

den inhoud van elke patroon te vinden .
Oplossing . Dezelfde onbekenden , als in het vorige vraagstuk , aan¬

nemende , heeft men de vergelijkingen
16l .r + 203.y = 3500 en 253.r+ 319y = 5500 .

Deelt men nu de eerste vergelijking door 7 , en de tweede door 11 ,
dan komt er

23 .r+ 29-y = 500 en 23r+ 29y = 500 ;
trekt men vervolgens deze vergelijkingen van elkander af , dan vindt men

0 = 0 ,
waaruit blijkt , dat de vergelijkingen , waartoe het vraagstuk aanlei¬
ding gaf , onderling afhankelijk zijn ; men kan dus voor ééne der onbe¬
kenden eene willekeurige waarde nemen , en daarna de andere onbe¬
kende bepalen .

Neemt men bij voorbeeld aan , dat elke losse patroon 7 wigtjes be¬
vat , dan gaat de vergelijking 2$r + 29y = 500 over in

23r+ 203 = 500 ,
21waaruit volgt x = 12 — .23

Wil men echter aannemen , dat elke seherpe patroon 13 wigtjes in¬
houdt , dan gaat de vergelijking 23,r+ 29y = 500 over in

299+ 29y — 500 ,
27waaruit volgt y — 6^ .

21
Zegt men dus , dat elke scherpe patroon 12^ en elke losse 7 wigtjes

27bevat , of zegt men , dat elke scherpe patroon 13 en elke losse 6— wigt¬

jes inhoudt , dan zullen deze antwoorden aan het vraagstuk voldoen ,
even als alle andere , die men zou verkrijgen , door voor ééne der on¬
bekenden andere willekeurige waarden aan te nemen.

Vraagstuk . Iemand ontvangt eene som van 365 gulden , in tweeërlei
geldsoorten , en bekomt daartoe vati de eerste soort 37 , en van de
tweede soort 5 stuks . Een ander ontvangt eene som van 408 gulden in
dezelfde geldsoorten , en bekomtdaartoe van de eerste soort 41 , en van
de tweede soort 2 stuks : in welke geldsoorten is deze betaling ge¬
schied }
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Oplossing . Stel , dat elk stuk van de eerste soort x 9 en elk stuk

van de tweede soort y gulden waardig zij , dan volgen uit de opgaaf de

vergelijkingen
37 .rH-5^ = 365 en U .r + 2y = 408.

Deze vergelijkingen oplossende , zal men vinden
x = 10 en y = — 1 .

Dewijl nu eenenegatieve ontvangst eene uitgaaf is , toont de negatie¬
ve waarde van y aan , dat de geldstukken van de tweede soort niet ont -

vangen , maar teruggegeven zijn , zoodat men , om in den eigenlijken
zin aan het vraagstuk te beantwoorden , zeggen moet : dat de personen
37 en 41 stukken van 10 gulden ontvangen , en daarentegen 5 en 2 stuk¬
ken van 1 gulden terug gegeven hebben.

§ 390. Indien men bij het oplossen van een vraagstuk slechts ééne
onbekende heeft aangenomen , en desniettemin de voorvvaarden van dat

vraagstuk tot twee niet -identieke vergelijkingen aanleiding geven , moe¬
ten , zoo als in § 173 is aangetoond , die twee vergelijkingen onder¬

ling afhankelijk , of met elkander in strijd zijn. Zijn zij met elkander
in strijd , dan strijden ook de opgegevene voorwaarden met elkander ,
zoodat het ónmogelijk is , om aan het vraagstuk te beantwoorden ; zijn
echter de vergelijkingen onderling afhankelijk , dan is de voorwaarde ,
die tof eene dezer vergelijkingen gevoerd heeft , overtollig , en kan dus
tot de oplossing ontbeerd worden . De oplossing , door het gebruik der
andere voorwaarde verkregen , zal dan echter ook aan de niet gebruikte
voorwaarde voldoen.

Over de onbepaalde vraagstukken , die aanleiding geven tot ver ~

gelijkingen van den eersten graad met twee onbekenden.

§ 191 . In § 187 is gezegd , dat een vraagstuk , waarin twee onbeken¬
den voorkomen , bepaald genoemd wordt , indien de voorwaarden van
dit vraagstuk door twee onderling onafhankelijke vergelijkingen kun¬

nen worden uitgedrukt . Wanneer echter een vraagstuk met twee onbe¬

kenden in vergelijking geljragt wordt , en uit de opgegevene voorwaar¬
den slechts ééne niet - identieke vergelijking opgemaakt kan worden ; of
ook , wanneer men bevindt , dat de vergelijkingen , die uit het vraag¬
stuk voortvloeien , onderlingafhankelijkzijn , dan wordt zulk een vraag¬
stuk onbepaald genoemd ; in dit geval verkeerde het tweede vraagstuk
van § 189. Indien bij dergelijke vraagstukken de oplossing niet beperkt
wordt door voorwaarden , die door geene vergelijkingen kunnen wor¬

den uitgedrukt , zoo als er eenige in § 170 zijn opgegeven , dan kan

men voor ééne der onbekenden eene willekeurige waarde nemen , deze

in de vergelijking substitueren , en daarna de andere onbekende bepalen,
zoodat er dan zooveel antwoorden op de vraag zijn , als men verkiest ,

Zijn er echter zulke beperkende voorwaarden , dan wordt er , even ais
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in § 170 gezegd is , tot liet vinden vande waarden der onbekenden , voor
elk vraagstuk eene afzonderlijke redenering vereisclit , die zich aan geene
vaste regels laat binden . Somtijds zal men dan ook door zulk eene re¬
denering bevinden , dat het vraagstuk een oneindig groot aantal ant¬
woorden toelaat , en somtijds , dat er slechts een zeker aantal antwoor¬
den op het vraagstuk bestaat .

5 192. Een der meest voorkomende gevallen is , dat men slechts ééne
onafhankelijke vergelijking van de gedaante Ax+ üy = C heeft , waarin
A , B en C geheele getallen voorstellen , en waaraan voldaan moet wor¬
den door geheele positieve getallen voor x en y . Uit de behandeling
van een bijzonder voorbeeld zal men zien , hoe deze geheele positieve
getallen voor x en y gevonden kunnen worden .

Voorbeeld. Voor x en y geheele positieve getallen te vinden, die
voldoen aan de vergelijking Ux + 27y = . 560.

Men losse de vergelijking op ten opzigte van de onbekende , die den
kleinsten coëfficiënt heeft , dan vindt men

_ 560—27y

en herleide vervolgens den gebroken ’ vorm , dien men voor deze onbe¬
kende vindt , tot een’ gemengden vorm , zoodanig , dat de getallen , die
in den teller van het gebroken voorkomen , kleiner zijn , dan de noe¬
mer ; hierdoor vindt men

x = 50- 22/-+
10—5y

ÏÏ ( * ) •

Zullen nu x en y geheele getallen zijn, dan moet ook 10—5y
11 een ge¬

heel getal wezen . Stelt men dus
10—5y

11 = P >

dan heeft men eene nieuwe vergelijking met twee onbekenden y en p ,
waaraan door geheele getallen voor y en p moet voldaan worden . Deze
nieuwe vergelijking herleidt men tot de gedaante

5y+ llp = 10 ,
en behandelt dezelve daarna even als de opgegevene , dan verkrijgt men

10- 11p
V ~ 5

en y = 2—2p— . ( /3 ) -

Zullen nu y en p geheele getallen zjjn, dan moet ook ^ een geheel

getal wezen . Stelt men dus
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waaraan alweder door geheele getallen voor p en g voldaan moet wor¬
den , en schrijft men nu voor deze vergelijking

P = 5g . . . . i . IJO ,
dan ziet men terstond , dat elk willekeurig geheel getal , voor g ge¬
nomen , ook voor p een geheel getal geeft . Zijn p en q geheele getal¬
len , dan wordt , volgens (0 ) , ook y een geheel getal , en zijn y en p
geheele getallen , dan wordt , volgens (<2) , ook # een geheel getal ,
zoadat , door een willekeurig geheel getal voor q te nemen , geheele
waarden voor x en y zullen gevonden worden . Het is verder klaar ,
dat aan de gegevene vergelijking geene andere geheele getallen voor
x en y kunnen voldoen , dan die , welke op deze wijze gevonden wor¬
den , omdat tot het vinden van die getallen , het voldoen aan de vergelij¬
king (y ) door geheele waarden van p en q , noodzakelijk gevorderd

‘wordt .
Tot nog toe is niet in aanmerking genomen, dat X en y positieve ge¬

tallen moeten zijn ; om te kunnen zien , wat men, om hieraan te vol¬
doen , voor q nemen raag , drukt men x en y in q uit . Men vindt als¬

dan, door ( ¥ ~) in ( /3 ) te substitueren ,
y = 2— lig ,

en door deze waarde van y in (« ) over te brengen ,
X — 46+ 27g ;

waaruit men nu ziet , dat men , om voor x en y positieve getallen te

verkrijgen , moet hebben
!— lig >.0 en 46+ 27g > 0,

Hg < 2 en 27g > —46 ,
2 19

? < ii en

De eenige geheele waarden voor g , die tusschen deze grenzen liggen ,
zijn 0 en — 1 , en daar men nu heeft :

voor g = 0 , # = 46 en y — 2 ,
voor g = — 1 , # = 19 en y = 13 ,

zoo zijn dit de eenige geheele positieve getallen voor # en y , die aan de

opgegevene vergelijking voldoen.
Was er alleen gevraagd , om geheele getallen voor # en y te vinden ,

zoodat die getallen niet positief behoefden te zijn, dan zou men in de
forraulen # = 46+ 27g en y = 2—lig voor q een willekeurig positief of

negatief geheel getal kunnen nemen , zoodat dan een oneindig aantal
waarden voor x en y zou kunnen aangewezen worden .

Het gegeven voorbeeld volgende , zal men alle dergelijke vergelijkin¬
gen kunnen oplossen . Somtijds zal de bijzondere gesteldheid der getal¬
len daarbij nog eenige vereenvoudiging toelaten ; zoo zou men , bijvoor¬
beeld , in plaats van (Ö5) hebben kunnen schrijven
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* = 50—2y+
en dan hebben kunnen stellen

2 - y _
11

5( 2- V)
11

waaruit men terstond vinden zou
V — 2—11(7

en .r = 46+ 27g ,
even als boven .

Verder zij hier nog opgemerkt , dat zoo in de vergelijking A.r+ By := C,
waarin A , B en C geheele getallen voorstellen , de getallen A en B
eenen gemeenen deeler hebben , die geen deeler van C is , het onmoge¬
lijk zal zijn , voor x en y geheele getallen aan te wijzen , die aan de ver¬
gelijking voldoen ; want zoomen , voor x en y geheele getallennam , zou
A.r -1-By door den gemeenen deeler Tan A en B deelbaar wezen, en dus
nooit gelijk kunnen zijn aan het getal C , dat volgens de onderstelling
door dien gemeenen deeler niet deelbaar is.

§ 193 . Om de toepassing te doen zien , die men van de leerwijze , in
de vorige § opgegeven , kan maken , dienen de volgende vraagstukken .

Vkaagstuk . In een magazijn zyn scherpe patronen , die elk 13 , en
losse patronen , die elk 7 wigtjes buskruid bevatten : hoeveel patronen

van elke soort zal men moeten nemen , om 7- pond buskruid te beko¬
men ?

Oplossing . Stel , dat men x scherpe en glosse patronen moet nemen ,
dan geeft het vraagstuk alleen aanleiding tot de vergelijking

13^ + 7# = : 7500 ;
maar in deze vergelijking verbeelden x en y geheele positieve getallen .

Behandelt men nu deze vergelijking , volgens de opgegevene leerwij¬
ze , dan verkrijgt men achtervolgens :

7500—13r ^ , 3( 1—2x)
y = - -- = 1071 - * + ± ——L ,

1—2* of 1—2* = 7p ,

*

1—P
2

en
Hierdoor wordt

1 —7p
2

- 3p+

g , of 1- p = 2? ,
p = 1- 2?.

* = 7? —3 en y — 1077 — 13? ,
Zullen nu * en y positief zyn , dan moet men hebben

7? > 3 en 13? < 1077
3

9 > j en 5 < 82— ,of
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waaruit blijkt , dat men voor g alle geheele getallen van 1 tot 82 kan

nemen , en dat er alzoo 82 antwoorden op de vraag bestaan . Neemt

men g — 29 , dan is x — 200 en y = 700 , zoodat men 200 scherpe en

700 losse patronen zal kannen nemen .
Vraagstuk . Wanneer men eene som van 72 gulden wil betalen met

dukatons en rijksdaalders , hoeveel stuks moet men dan van elk dezer

geldsoorten nemen ?
Oplossing . Stel , dat men x dukatons en y rijksdaalders moet nemen ,

dan geeft het vraagstuk alleen aanleiding tot de vergelijking
315.T+ 250y = 7200 ,

63x + 80y = 1440 ,of
en aan deze vergelijking moeten nu geheele getallen voor x en y vol¬

doen .
Behandelt men deze vergelijking weder volgens de opgegevene leerwij¬

ze , dan verkrijgt men :
40—13x

28 —X+1440—63a*

40—13J of 40— 13x — 5Op

3 —4p +40—SOp

Hierdoor wordt

g — 2)— 1 , p = 13r —7 , x = 30—50r , y = 63r —9.

Een willekeurig geheel getal , voor r genomen , zal nu voor X en y
mede geheele getallen geven ; maar zullen x en y positieve getallen zijn ,
dan moet men bovendien hebben :

63r > 9SOr < 30 en

of en

Daar het nu onmogelijk is , voor r een geheel getal te nemen , dat

tusschen deze grenzen ligt , kan ook eene som van 72 gulden niet in de

beide genoemde geldsoorten afgepast worden .
Wil men echter voor y eene negatieve waarde toelaten , dat is , wil

men de voorwaarde van het vraagstuk zoodanig veranderen , dat de beta¬

ling moet geschieden met dukatons , tegen teruggave van een aantal rjjks -

daalders , dan wordt r alleen door de eerste der bovenstaande grenzen
beperkt , zoodat men dan r = 0 , r =s — 1 , r = —2 efiz . kan nemen . Be-
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geert men voor x en y de kleinst mogelijke getallen , dan neemt men
r = 0 , en verkrijgt hierdoor

X = 30 en V — —9 ,
waaruit blijkt , dat de betaling kan geschieden met 30 dukatons , tegen
teruggave van 9 rijksdaalders .

Wil men de betaling in rijksdaalders doen , tegen teruggave van du¬
katons , en dus voor x eene negatieve waarde toelaten , dan wordt r
alleen door de tweede grens beperkt , zoodat men dan r zz 1 , rzz 2 , enz.
kan nemen. Door r = 1 te nemen , verkrijgt men voor .r dl y weder
de kleinst mogelijke getallen , te weten

x zz —20 en y — 54.
Alzoo kan de betaling met 54 rjjksdaalders , tegen teruggave van 20
dukatons plaats hebben .

OVER DE VERGELIJKINGEN VAN DEN EERSTEN GRAAD HET
HEER DAN TWEE ONBEKENDEN .

Onderscheiding van drie of meer vergelijkingen
in al of niet onderling onafhankelijke .

§ 194 . Men noemt drie vergelijkingen onderling onafhankelijk , wan¬
neer , terwijl zij geen van drieën identiek zijn , er zich ook geene on¬
derbevindt , die door herleiding uit ééne der twee andere , of door her¬
leiding en verbinding , uit de beide andere kan worden afgeleid ; zoo
als , bjj voorbeeld :

x zz «-)-;/ , x— h zz a —y en 2x —h — 5y+ a .
Drie zulke vergelijkingen worden gezegd met elkander in strijd te

zijn , wanneer voor die letters , welke onbepaalde getallen voorstellen ,
geene getallen kunnen worden aangewezen , die aan die drie vergelij¬
kingen tevens voldoen ; zoo als , bij voorbeeld :

x + y zz 4 , y+ z zz 7 en x + 2y+ z zz 10 .
Onder drie onderling onafhankelijke vergelijkingen kunnen er ook
twee voorkomen , die met elkander strijdig zijn ; zoo als , bijvoorbeeld :

x + y+ z = 4 , 2x+ 2y+ 2z — 7 en x —y —z zz 1 .
Of ook kunnen elke twee , van drie zulke vergelijkingen , met elkander
strijden ; zoo als , bij voorbeeld :

x+ y — 2 - z , 2x+ 2y zz 3—2z en 3x+ 3y zz 4— 3z.
Wanneer van drie niet - identieke vergelijkingen de eene door herlei¬

ding en verbinding uit de twee andere kan worden afgeleid , noemt men
die drie vergelijkingen onderling afhankelijk .

Indien de twee vergelijkingen , uit welker verbinding de derde ont¬
staan kan , reeds onderling afhankelijk zijn , zoo als , bij voorbeeld , het
geval is met de drie vergelijkingen

2x+ iy == 6 , 3.r+ 6y = 9 en 5x+ lOy — 15 ,
waarvan de laatste gevormd is , door de twee eerste bij elkander op te
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tellen , dan komt onder de drie onderling afhankelijke vergelijkingen
slechts ééne onafhankelijke voor ; zijn er drie zulke vergelijkingen gege¬
ven , dan is dit hetzelfde , als of er slechts eene onafhankelijke gegeven
was ; maar het is onverschillig , welke van de drie men als die onafhan¬
kelijke wil aanzien .

Indien de twee vergelijkingen , uit welker verbinding de derde ont¬
staan is , onderling onafhankelijk zijn, zoo als , bij voorbeeld , het geval
is met de vergelijkingen

2x+ ïy = 6 , 10 en 'ix + 5y+ 4z — 16 ,
waarvan de laatste door optelling der twee eerste verkregen is , dan
zullen , van de drie onderling afhankelijke vergelijkingen , er twee naar
welgevallen onderling onafhankelijk zijn , en de derde zal van die twee
afhangen ; zijner dus drie zulke vergelijkingen gegeven , dan is dit
hetzelfde , als of er slechts twee onafhankelijke vergelijkingen gegeven
waren ; maar het is onverschillig , welke twee van de drie men als die
onafhankelijke wil aanzien .

Men kan ook nog drie vergelijkingen hebben , waarvan er twee onder¬
ling afhankelijk zijn , terwijl de derde niet van de twee eerste afhangt ,
zoo als , bij voorbeeld :

ax —b — c , 2«.r — 2c = 2 b en ax + c — d.
Zijn er drie zulke vergelijkingen gegeven , dan is dit weder hetzelfde ,
als of er slechts twee onafhankelijke gegeven waren ; maar het is onver¬
schillig , welke van de twee eerste men nevens de derde voor die twee
onafhankelijke wil nemen . In dit geval zijn de drie vergelijkingen niet
onderling afhankelijk , maar ook niet onderling onafhankelijk .

§ 195. Wanneer onder drie niet - identieke vergelijkingen slechts ééne
onafhankelijke voorkomt , zullen al de waarden voor de daarin voor¬
komende letters , die aan de eene voldoen, ook de twee andere identiek
maken ; het opsporen van zulke waarden vereischt dus slechts de oplos¬
sing van ééne vergelijking met ééne onbekende . Zijn omgekeerd drie
niet -identieke vergelijkingen zoodanig gesteld , dat alle waarden voor de
letters , die aan ééne der vergelijkingen voldoen , ook de beide andere
identiek maken , dan komt , blijkens het in § 172 aangevoerde , onder
die drie vergelijkingen slechts ééne onafhankelijke voor.

Wanneer onder drie niet -identieke vergelijkingen twee onafhankelijke
voorkomen , zullen al de waarden voor de daarin voorkomende letters , die
aan die twee voldoen , ook de derde identiek maken ; het opsporen van
zulke waarden vereischt dus slechts de oplossing van twee vergelijkin¬
gen met twee onbekenden . Zijn omgekeerd drie niet - identieke verge -
lijkingen , waaronder twee onderling onafhankelijke voorkomen , zooda¬
nig gesteld , dat al de waarden voor de letters , die aan die twee voldoen ,
ook de derde identiek maken , dan kan die derde niet onafhankelijk
zijn , maar zal , of van die twee andere , of van eene van die twee afhan-



t
176§ 195.

£en . Om dit laatste aan te toonen , is het genoegzaam , te doen zien , j
dat , zoo door alle waarden \ oor de letters , die aan twee onafhankelijke !
vergelijkingen {&) en (0 ) voldoen , ook aan eene derde vergelijking ( JK)
voldaan wordt , en (y ) noch van (& ) alleen , noch van (Q) alleen af- J
hangt , dat dan (y ) van (<%) en (& ) beide moet afhangen ; en hiertoe I
dient de volgende redenering : j

De genoemde gesteldheid der vergelijkingen vordert , dat men , twee |
onbekenden aannemende , ééne derzelve tusschen twee der vergelijkin¬
gen eliminerende , en daarna de andere onbekende afzonderende , altijd ’

dezelfde uitkomst verkrijgt , welke twee vergelijkingen van de drie men
ooknemen mag ; door verbindingvan ( # ) met ( 3̂ ) , kan men derhalve tot
eene zelfde vergelijking ( S) geraken , als door verbinding van ((3 ) met
( J' ) ; omdat ( 3 ) door verbinding van ( /3) en (7 ) verkregen kan wor¬
den , kan men ook ( ? ) door verbinding van ( 3 ) en (§ ) verkrijgen ;
maar (2 ) kan door verbinding van ( # ) met (/3) verkregen worden , bij¬
gevolg (y ) door verbinding van ( /3 ) met eene vergelijking , die uit (# )
en ((3 ) wordt afgeleid , dat is , door behoorlijke verbinding van
en ( 0 ) .

Tot een -voorbeeld neme men voor (a .) en (ƒ3 ) de vergelijkingen
ax — by — . . . . (X) ea bx+ ay = lab . (ƒ3 ) ,

waaraan alleen voldaan wordt , door zulke waarden voor de letters , waarbij
x = a en y = b is . Verder stelle men eene vergelijking (y ) zamen ,
die onafhankelijk van ( a ) , en ook onafhankelijk van ( |3 ) is , waaraan
x = a en y — b voldoet , doch die overigens geheel willekeurig is ,
bij voorbeeld ,

x + y = n+ b . ( y ) .
Nu komt men , door (X) en ( ƒ3) zoodanig te verbinden , dat y ver¬
dwijnt , noodwendig tot de vergelijking (

■r = c . (§) j
door eene dergelijke verbinding van (0 ) met ( y ) komt men noodwendig
ook tot x — a , en dus tot dezelfde vergelijking Q ) . En past men nu
verder de bovenstaande redenering van stap tot stap op deze vergelij¬
kingen toe , dan zal men duidelijk zien , dat ( y ) door verbinding van
(X) en ( /i ) moet kunnen ontstaan .

Wilde men in het gegevene voorbeeld vinden , hoe (y ) onmiddel¬

lijk uit (X ) en (0 ) zoju kunnen afgeleid worden , dan zou men , op grond
van het beredeneerde , de volgende bewerkingen verrigten :

(# )X« . a ' x —aby^zaia *—!)*) ,
(0 )Xb . l *x + aby= tab * ,

(« )Xo+ (j3)X& . . . (oM-6*)x = a ( a «H- i ») ,
(« )X«-K0 )X»

(?) . , =
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(7 )X« . . ax + ay^ a ' + ab ,
(0 ) . . . bx+ ay—lab ,

( 7 )X«- (/3 ) . ' (a —b)x=:a (.a —b) ,
(y )xg- cg ) __ ( S ) . *= a ;

a — o

vervolgens zou men] stellen

(a ) x «+ (B ) xb _ (y )x «- ( /3 )
« —a ’

en daaruit (7 ) afzonderende , zou men vinden

_ (« )XC«— a)+ ( 5 )X(«+ A)
~ a *+ b* *

waaruit blijkt , dat de vergelijking (X) ontstaan zal , zoo men (&) met

a—b , en ( (d ) met a+ b vermenigvuldigt , de komende vergelijkingen bij
elkander optelt , en de vergelijking , die men dan verkrijgt , door a *+ b*

deelt ; hetwelk men dan ook bij de proef bevestigd zal zien .

§ 196 . Wanneer men drie vergelijkingen naar welgevallen neemt ,
zullen dezelve doorgaans onderling onafhankelijk zijn ; zoo zijn , bij
voorbeeld , de vergelijkingen

x+ y = a , bx = ac + by en 3.r —2 =za + y . . . (# )

vermoedelijk onderling onafhankelijk .
Om voor de letters getallen te vinden , die te gelijker tijd aan de drie

vergelijkingen (d5) voldoen, kan men beginnen met twee van die let¬

ters , bij voorbeeld x en y , als onbekenden aan te nemen , en twee der

vergelijkingen , bijvoorbeeld de twee eerste , ten opzigtevan die letters

op te lossen , waardoor men vindt
a (6+ c ) a(b—c)

x = en y =

daar men bij deze oplossing op geene identieke vergelijking vervallen

is , weet men volgens § 173 reeds , dat de twee eerste vergelijkingen
niet van elkander afhangen . Aan deze vergelijkingen kan dus alleen

voldaan worden , door zulke waarden voor de letters te nemen , waarbij
a (b+ c ) a (6—c ) .

X = ~ lb ~ eD y = — 2T " '

Substitueert men deze vormen voor x en y in de derde vergelijking ,

en wordt deze daardoor identiek , dan wordt door al de waarden voor

de letters , die aan de twee eerste vergelijkingen voldoen , ook aan de

derde voldaan , en dan hangt , volgens de vorige § , die derde vergelij¬

king van de twee eerste , of van ééne derzelve af ; door de genoemde
substitutie komt er , na behoorlijke herleiding ,

ac = b . 03 ) .
Deze vergelijking nu is niet identiek , en dus hangt de derde verge¬

lijking niet van de twee eerste of van ééne derzelve af , want hing zij
12 .
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daarvan af , dan zouden de vormen x = en v =
2b a 26 ’

die aan de twee eerste voldoen, ook aan de derde voldoen moeten ;
men weet dus nu , dat de vergelijkingen (« ) onderling onafhanke¬
lijk zijn .

„ j , a ( b+ e ) a (b~ e '\ , ,Omdat x = ——— en y — — —— slechts aan de twee eerste ver¬

gelijkingen voldoen , maar de derde in ((Ó) doen overgaan , zal het ,
om aan alle drie de vergelijkingen te voldoen , niet genoegzaam zijn

a , h en c willekeurig , x — ——— en y = - ' ■ te nemen ,

maar voor a , b en c moeten zulke getallen genomen worden , dat aan
de vergelijking f/3 ) voldaan wordt ; om zulke waarden voor « , 6 en c
te vinden , moet men in de vergelijking (/3 ) eene nieuwe onbekende ,
bij voorbeeld a , aannemen , en uit die vergelijking oplossen , waardoor

men vindt a — —.c
b« = - ,

Neemt men dus voor Sent willekeurige getallen ,

uffi-f-e ) b+ c a (b— c ) b— c
~ 2jr = - ÏT en y = — W ~ = 1T ’ dan zal,en deze

waarden te gelijker tijd aan de drie onderling onafhankelijke vergelij¬
kingen ( « ) voldoen. Men zal dan ook bij de proef bevinden , dat door

substitutie van .v = , y — ? C en a ~ ^ alle drie die vergelij¬

kingen identiek worden .
Uit het bijgebragte voorbeeld blijkt , dat men , om getallen voor de

letters te vinden , die gelijktijdig aan drie onderling onafhankelijke
vergelijkingen voldoen , drie onbekenden moet aannemen , maar voor de

overige letters willekeurige getallen mag nemen . Door hier x , y en a

voor die onbekenden te nemen , en dan te vinden , dat x = ——,ic

y = en « = - moet genomen worden , zijn die drie vergelij¬

kingen ten opzigte van x 9 .yen et opgelost . Even zoo had men drie
andere letters als onbekenden kunnen aannemen , en de oplossing der

vergelijkingen ten opzigte van die letters kunnen begeeren .
Het vinden van getallen , die aan drie onderling onafhankelijke ver¬

gelijkingen voldoen , dat is , het oplossen van die vergelijkingen , is dus

in het algemeen : voor drie der letters , die men als onbekenden aan¬

neemt , stelkunstige vormen te vinden , uit de overige letters of beken¬

den zamengesteld , zoodanig , dat die vormen , voor de onbekenden ge¬
substitueerd , elk der vergelijkingen identiek maken.

Stellen in de vergelijkingen de letters a , b en e bepaalde ge¬
tallen voor , zoodat alleen de vraag kan zijn , wat men voor x en y kan

nemen , om aan die vergelijkingen te voldoen , dan zullen de vergelij -
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kingen ( # ) , of niet ouderling onafhankelijk , of met elkander in strijd
zijn , naargelang die getallen a , b en c al of niet aan de vergelijking
( /3) voldoen. Onder drie vergelijkingen met slechts twee onbekenden
moeten dus of afhankelijke of strijdige voorkomen . Wanneer in drie
vergelijkingen slechts ééne onbekende voorkomt , moeten , volgens het¬
geen in § 173 ten aanzien van twee vergelijkingen gezegd is , elke twee ,
willekeurig uit die drie vergelijkingen gekozene , onderling afhanke¬
lijk , of met elkander in strijd zijn.

De in het behandelde voorbeeld tot onbekenden aangenomene letters
r , y en a kwamen alle in elk der vergelijkingen {CC) voor , dit is
echter niet noodig ; alleenlijk wordt vereischt , dat , overeenkomstig
§ 133 , elke vergelijking ten minste ééne onbekende , en overeenkomstig
§ 173 , elk tweetal vergelijkingen ten minste twee onbekenden bevat ;
hetgeen hieromtrent in § 173 ten aanzien van twee vergelijkingen ge¬
zegd is , is voldoende , om dit volkomen op te helderen .

§ 197. Den regel van § 178 mag men klaarblijkelijk tot drie , vier of
meer vergelijkingen uitstrekken ; niet alleen hierdoor , maar ook door
herhaalde verbindingen van vergelijkingen twee aan twee , kan men
drie , vier of meer vergelijkingen met elkander verbinden , dat is , eene
enkele vergelijking opmaken , tot welker zamenstelling elke der te
verbindene vergelijkingen heeft medegewerkt .

Dit in het oog houdende , zal men slechts , hetgeen in § 194 gezegd
is , behoeven uit te breiden , om te weten , wat men door de onderlinge
onafhankelijkheid , door de al of niet onderlinge afhankelijkheid , en
door het in strijd zijn van vier of meer vergelijkingen verstaan moet .

Zijn eenige gegevene vergelijkingen niet onderling onafhankelijk » en
verwerpt men eene willekeurige , van elk twee- , drie - , viertal enz.
onderling afhankelijke , dat er zich onder bevindt , dan zal men slechts
onafhankelijke vergelijkingen overhouden , en het gegeven zijn van at
de vergelijkingen is dan hetzelfde , als of er slechts zooveel onafhanke¬
lijke vergelijkingen gegeven waren , als men overhoudt . Welke van de
gegevene vergelijkingen men als die onafhankelijke wil aanzien , daarin
heeft men de vrije keuze, in zoo verre als de willekeur in het verwer¬
pen van deze of gene der onderling afhankelijke zulks toelaat .

Men zal , hetgeen in § 195 en 196 ten aanzien van drie vergelijkingen
gezegd is , gemakkelijk kunnen uitbreiden tot het geval , dat er vier
en meer vergelijkingen zijn , en dan blijkt daaruit in het algemeen :

1°. Dat , wanneer men te gelijker tijd voldoen moet aan eenige niet -
identieke vergelijkingen , waaronder onderling afhankelijke voorkomen,
daartoe alleen aan de onderling onafhankelijke , die er zich onder be¬
vinden , zal behoeven voldaan te worden .

2 ®. Dat, wanneer men n onderling onafhankelijke vergelijkingen heeft ,
waaraan te gelijker tijd voldaan moet worden , er in die vergelijkingen
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evenveel onbekenden , als er vergelijkingen zijn , en dus ook n onbe¬

kenden moeten voorkomen ; dat deze onbekenden zich alle in elke ver¬

gelijking kunnen bevinden , maar dat dit niet noodzakelijk is , indien

slechts die onbekenden zoodanig in de vergelijkingen verspreid zijn ,

dat in elke vergelijking ten minste ééne , in elk paar vergelijkingen ten

minste twee , in elk drietal vergelijkingen ten minste drie van dezelve

voorkomen , en , zoo vervolgens ; dat , zoo er in die n vergelijkingen
minder dan n onbekenden zijn , of zoo de onbekenden niet op de ge¬
noemde noodzakelijke wijze verspreid zijn , er zich onder de vergelij¬

kingen strijdige bevinden ; en dat , zoo er in deze n vergelijkingen meer

dan n letters zijn , die men als onbekenden beschouwd heeft , men , om

aan die vergelijkingen te voldoen , slechts van die letters n willekeu¬

rige , mits op de bovengenoemde noodzakelijke wijze in de vergelijkin¬

gen verspreid , als onbekenden behoeft te blijven aanzien , en voor de

overige willekeurige waarden kan nemen.
38. Bat , wanneer men n onderling onafhankelijke vergelijkingen ,

waaraan gelijktijdig voldaan moet worden , op zich zelven beschouwt ,

en dus geenerlei vraagstuk in aanmerking neemt , waaruit die verge¬

lijkingen kunnen ontstaan zijn , n willekeurige letters , mits op boven¬

genoemde noodzakelijke wijze in de vergelijkingen verspreid , tot onbe¬

kenden kunnen aangenomen worden ; dat dan de overige letters als

bekenden moeten worden aangezien , en het oplossen der vergelijkin¬

gen , ten opzigte van die onbekenden , bestaat in bet vinden van vor¬

men , uit de bekenden zamengesteld , die voor de onbekenden gesubsti¬
tueerd , al de vergelijkingen identiek maken.

4° . Bat in n onafhankelijke vergelijkingen de n onbekenden zoodanig
verspreid kunnen zijn , dat derzelver oplossing op het oplossen van

minder vergelijkingen met minder onbekenden nederkamt .

Oplossing van een stelsel van drie of meer vergelijkingen van
den eersten graad , met drie of meer onbekenden, en

van vraagstukken , daartoe hetrekketijk .

§ 198. Indiende voorwaarden , waaraan eenige stelkunstige groot¬
heden voldoen moeten , door drie , vier , of in het algemeen door n

onderling onafhankelijke vergelijkingen worden uitgedrukt , en men

dus , volgens de vorige § , ook met drie , vier , of met n onbekenden
te doen heeft , worden die onbekenden gewoonlijk weder door de let¬

ters x,y,z,u,v,w , enz . voorgesteld . De vergelijkingen met drie
of meer onbekenden worden van den eersten graad genoemd , wanneer

zij , door dezelfde wijze van herleiden , die vroeger ten aanzien van ver¬

gelijkingen met twee onbekenden is aangewezen , kunnen gebragt wor¬

den tot de gedaanten
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Ax+ Hy+ Cz = D ,

Hj/ -{-Cz~hI) ’t — E ,

A.r+ By+ Cs:-f -D7/+ Ep — F ,
enz .

waarin A-, B , C , D , E , F, enz. getallen of uit bekenden zamengestelde

stelkunstige vormen verbeelden . Het is ook hier weder eerst na de

herleiding , dat men beoordeelen kan , of de vergelijkingen al of niet

van den eersten graad zijn ; wordende , voor zoo ver de vergelijkingen

niet van den eersten graad zijn , de graad van eene vergelijking bepaald

door het grootste aantal onbekende factoren , dat , na verdrijving van

wortelteebens en gebrokens , in eenigen term voorkomt .

§ 199. Het oplossen van een stelsel van n onderling onafhankelijke

vergelijkingen met n onbekenden komt iioofdzakelijk daarop neder ,

dat men uit die vergelijkingen paarsgewijze eene zelfde onbekende

elimineert , om daardoor tot een stelsel van n~ 1 onderling onafhanke¬

lijke vergelijkingen met 7i— 1 onbekenden te geraken . Hoor deze zelfde

handelwijze bij herhaling toe te passen , komt men dan telkens tqt een

stelsel , waarbij ééne vergelijking en ééne onbekende minder voor¬

komt , en dus eindelijk tot ééne vergelijking met ééne onbekende . Uit

deze laatste vergelijking kan men dan die ééne onbekende oplossen, en

vervolgens de waarden der overige onbekenden door substitutie ver¬

krijgen .
Bij het paren der n vergelijkingen , ter eliminatie eener zelfde onbe¬

kende , moet men opletten , dat elk van die n vergelijkingen daarbij

ten minste éénmaal gebruikt moet worden , en dat dit paren slechts op

ti—1 verschillende wijzen moet plaats hebben ; want liet men eene der

vergelijkingen ongebruikt , dan zou men door de oplossing klaarblijke¬

lijk geene waarden kunnen vinden , die aan die vergelijking voldoen ;

en paarde men de n vergelijkingen op meer dan n— 1 verschillende

wijzen , dan zou men ook meer dan n—1 vergelijkingen met n —1 onbe¬

kenden verkrijgen , die , zoo de oorspronkelijke vergelijkingen niet met

elkander strijden , ook niet strijdig kunnen zijn , en dus onderling

afhankelijke moeten bevatten .
§ 200 . Om uit eik paar vergelijkingen eene onbekende (e elimineren ,

maakt men gebruik van eene der drie eerste leerwijzen , die in § 183

ten aanzien van twee vergelijkingen met twee onbekenden zijn opgege¬
ven . Het hangt van den vorm der vergelijkingen af , welke leerwijze
in elk bijzonder geval te verkiezen is , en zoo niet al de onbekenden

in elk der vergelijkingen mogten voorkomen , zal daardoor slechts de

oplossing minder eliminatiën vereischen , en dus te gemakkelijker
afloopen.

Zie hier drie voorbeelden , in elk van welke eene verschillende dezer
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leerwijzen gevolgd, en verder de oplossing, overeenkomstig het in de
vorige § gezegde , verkregen is.

Eerste Voorbeeld . De waardenvan x , y , z en u uit de vergelijkingen
= + ï z + \ u = 5 h ' i y + u = en

2*-f-2y-+-32-t-4M = 1 te vinden .
Dewijl in de eerste vergelijking z ontbreekt, behoeft men » om z te

elimineren , alleen de drie laatste vergelijkingen te gebruiken. Zon¬
dert men derhalve z uit de tweede vergelijking af , waardoor men vindt

61 —12# —6tf —3u ‘
, , ,2 = —— , en brengt men deze waarde van z »n de derde

en vierde vergelijking over , dan verkrijgt men , na herleiding ,
64^+ 14^+ 11?/ = 305 en 32^+ lOy— 7?/ = 179 , zoodat men nu , met de
eerste der gegevene , de drie vergelijkingen

3 1—— - , 6i#+ 14?/+ ll ?/ = 305 , 32# + 10̂ —7?/ = 179
met drie onbekendenheeft. Zondert men uit de eerste dezer vergelij¬kingen r af , waardoor men vindt x = — 2y—Zn , en brengt men deze
waarde van x in de beide andere over , dan verkrijgt men na herleiding

— 4Viy—181w = 305 en — 54y —103k = 179 ,
zoodatmen nu twee vergelijkingenmettwee onbekendenheeft . Zondert men
eindelijk^ uit de laatste dezer twee vergelijkingen af, waardoormen vindt

103m+ 179 ,y = - —- , en brengt men deze waarde in de andere vergelijking
over , dan komt er na herleiding

328»* = - 656 . -
Hieruit volgt nu uzz —2.
. . . 103 «+ 179 —206+ 179 1AIzoo is y — — —

54 54
x ~ — 1y— Zu = — 1+ 6 = 5

61 —12.r—6y—Zu 61 —60- 3+ 6

2 ’

- 1 ,4 ~ 4
zoodat nu de waarden der onbekenden gevonden zijn .

Tweede Voorbeeld. De waarden van X , y en z te vinden uit de ver -
-gelijkingen = iy , 2(x —y) = 3C=s+ 2) en 2x+ 3y+ 4z = 13 .

üit elk der gegevene vergelijkingen x afzonderende, vindt men
_ 18z—47y 2w+ 3z+ 6 13 —Zy— 4z

^ » # —
2 9 ” ■ '-

2
- ' *

Stelt men nu deze eerste waarde vanx gelijk aan elk der beide andere ,dan verkrijgt mep de twee vergelijkingen met twee onbekenden
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18z - 47./ _ 2/ + 3s+ 6 _ 18z—ily _ 13 —3y - 4z
4

— 2
Cn 4 2 ’

Uit deze beide vergelijkingen z afzonderende , zal men vinden
4+ 17 / 26+ 41 /

Stelt men dus weder deze waarden van z aan elkander gelijk , dan ver¬

krijgt men de vergelijking
4 -1-17./ _ 26 -)-41 y

4 26 ’

waarin nu slechts ééne onbekende voorkomt,
oplossende, komt er

y = o ,

dus is

en

4+ 17 /

18»—47./ _ , 1-
4- 2 ’

Deze laatste vergelijking

)

zoodat X = 4j , y = 0 en z — 1 de waarden der onbekenden zijn.

Tot opheldering van het laatste gedeelte van § 199 , kan men in dit
voorbeeld opmerken , dat men ook wel de tweede en derde van de drie
waarden , die aanvankelijk voor x uit de gegevene vergelijkingen zijn
afgeleid , aan elkander gelijk had kunnen stellen , en daardoor nog eene
derde vergelijking in y en z had kunnen bekomen ; maar door het op
die wijze opmaken van drie vergelijkingen tusschen y enz , zou men
de drie gegevene vergelijkingen op meer dan twee verschillende wij¬
zen , ter eliminatie van x , gepaard hebben , zoodat deze drie vergelij¬
kingen tusschen y en z niet onderling onafhankelijk kunnen zijn. Het
is dan ook in het afgehandelde voorbeeld klaar , dat die derde vergelij¬
king tusschen y en z van de twee andere zal afhangen , en dus tot de

oplossing overtollig zal wezen.
Derde Voorbeeld. De vergelijkingen 2(5y —x } = 3( z— 1) , 5x+ y =

26( z+ l ) , x + y+ z+ n = 8 - ( .r + 6z+ 2 « ) en — 4 -
z+ 1 3 ; z+ lj

op te lossen .
De gegevene vergelijkingen herleidende tot de gedaanten , in § 198

opgegeven, vindt men voor dezelve:
2x— t0y -f-3z = 3 . . (1 ) ,
5.v + y —26z = 26 . (2) ,

2z"+ y + 7z+ 3w = 8 . . (3) ,
3x+ iy —12z -f-2a = 12 . (4) .

Omdat de onbekende « in de vergelijkingen (1) en (2) niet voorkomt ,
is het hier verkiesselijk , die onbekende tusschen de vergelijkingen (3)
en (4) te elimineren ; want dan zal men onmiddellijk tot een stelsel
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Tan drie vergelijkingen met drie onbekenden geraken . Hiertoe ver¬
menigvuldigt men (3) met 2 , ( 4) met 3 , en trekt de komende ver¬
gelijkingen van elkander af , hetwelk geeft

kr + 2y+ 14z-H>a = 16
9.r+ 12y—36e+ 6m — 36

5x+ i0y—50a = 20 ,
of , na deeling door 5 ,

X+ 2y — lOz = 4 . . . . , . (.5) ;
zoodat men nu heeft de drie vergelijkingen

2x—19y+ 3z = 3 . . ( 1) ,
5.r + y—26z = 26 . 3 . (2) ,

en ar+ 2y— lOz = 4 . (5) .
Alsnu zal het gemakkelijkst . zijn , x te elimineren , en daartoe de

vergelijkingen (1) met (5) en (2) met ( 5) te paren . Men trekt derhalve
van ( 1) het dubbel van (5) , en van (2) het vijfvoud van (5) af , dan
verkrijgt men

2x—10y+ 3z = 3
2x+ iy —20z = 8

—14y + 23z = — 5 . (6) ,

5.r+ y—26z = 26
5x-t-10y —50z = 20

— 9y+ 2Az = 6
of — 3y-f~ 8z = 2 ; . (2}»
zoodat men nu heeft de twee vergelijkingen

—14y+ 23z = . . . . (6)
en — 3y + 8z = 2 . (7j .

Uit deze vergelijkingen kan y het gemakkelijkst geëlimineerd worden .
Daartoe vermenigvuldigt men (6) met 3 en ( 7)' met 14 , en trekt de
komende vergelijkingen van elkander af , hetwelk geeft

—42y -i- 69z = — 15
—42y+ 112z = 28

— 43z = - 43 . (8 ),
zoodat men nu ééne vergelijking met ééne onbekende heeft .

Uit de vergelijking (8) vindt men terstond z = l . Deze waarde van
*, in eene der vergelijkingen (6) of ( 7 ) , bij voorbeeld in (7), overbren¬
gende , komt er —3y+ 8 = 2 , waaruit volgt y — 2 . De gevondene
waarden van z en y , in eene der vergelijkingen ( 1) , ( 2) of (5) , bij
voorbeeld in (5), substituerende , verkrijgt men a-+ 4—10 = 4 , waaruit

gevonden wordt ar — 10 . Brengt men eindelijk de nu gevondene waar¬
den van r , y enz , in eene der vergelijkingen (3) of (4) , bij voorbeeld
in (3) , over , dan bekomt men 20+ 2+ 7-t-3u = 8, waardoor men «= —7 vindt .
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Alzoo zijn x — 10 , y — 2 , a — 1 en » = —7 de waarden , die de onbe¬

kenden in de gegevene vergelijkingen hebben .

§ 201. De vierde leerwijze , die in § 183 tot bet elimineren van eene

onbekende uit twee vergelijkingen is opgegeven , kan zoodanig uitge¬

breid worden , dat men daardoor uit n vergelijkingen van den eersten

graad met n onbekenden al de onbekenden op ééne na te gelijker tijd

elimineert , en door die eliminatie tot een stelsel van «—1 vergelijkin¬

gen met n—1 onbekenden geraakt . Men herleidt daartoe de vergelij¬

kingen alle tot de in § 19S opgegevene gedaanten , vermenigvuldigt ze

alle op ééne na , ieder in het bijzonder , met een onbepaald getal , bij

voorbeeld de eerste met p , de tweede met g , de derde met r , enz . ,

terwijl de laatste onveranderd blijft ; de vergelijkingen , zoo als zij dan

zijn , telt men bij elkander op , en bepaalt vervolgens de getallen

p , g , r , enz . zoodanig , dat in de laatstverkregene vergelijking de

Coëfficiëntender onbekenden alle op ééne na nul worden ; tot deze be¬

paling verkrijgt men dan n— 1 vergelijkingen met de n —1 onbekenden

p , g , r , enz.

Zie hier tot opheldering , hoe de toepassing dezer leerwijze tot de

oplossing voert der drie algemeene vergelijkingen met drie onbekenden

ax + by+ cz = d , a ' x+ b ' y+ c ' z = d’ en a 'Jx+ b“y+ c ''z =zd «.

De eerste dezer vergelijkingen met p , de tweede met g vermenig¬

vuldigende , en de derde onveranderd latende , verkrijgt men

apx + bpy+ cpzzzdp , a 'qx+ b 'qy+ c ' qz — d' q en a 'Jx+ b 'y+ cz — d’.

waaruit door optelling volgt

(ap+ a ' g+ a ,’)x+ {hp+ b ' g+ b!' )y+ (.cp+ ciq + c3)z = dp-i-d' q+ di . (& ) .

Wil men nu y enz tegelijker tijd elimineren , dan behoeft men daar¬

toe slechts aan p en g zulke waarden te geven , dat bp+ b <g+ b ,J =z 0

en cp+ c ' q+ c* = 0 wordt . Om zulke waarden voor p en g op te spo¬

ren , is het slechts noodig , de twee vergelijkingen

bp+ b ' g+ b ’ — O en cp+ c rq+ c' = 0 . (0 )

ten opzigte van p en g op te lossen. Door aan p en g deze waarden te

geven , verandert de vergelijking (05) in

(ap + a ' g+ a ’i)x = dp+ d’g+ d ' ,

waaruit terstond volgt
r - dp + d ' g + d '

.
ap+ a f q+ a « * . \

in welke uitkomst nu p en q de waarden hebben , die aan de vergelij¬

kingen (fi ) voldoen. Door de vergelijkingen (/3) werkelijk op te los¬

sen, vindt men voor die waarden
b ' cu—c ' b” _ eb *—bcr

$ bcr —eb* 9
p = bc •—cb’ en
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door welker substitutie in (7 ) voor de waarde van x gevonden wordt

b ' c —c ' l')« „ cb «—ben
+ d 'Jd . bc ' —eb ' d'

6c ' —eb '
b ' c —c ' b ''

bc ' — eb ' • + « ' cb '>— bc •'
bc ' —eb' + « »

of , na herleiding ,
_ db ' c "— dc ' b v+ cd' b «— bd ' c + bc' d‘‘—cb ' d '

ab ' c ■'—ac ' b '+ cat b 'J—ba 'c + bc ' a *—cb' a " ’
zoadat nu x geheel in bekenden is uitgedrukt .Wil men in de vergelijking (X) te gelijker tijd x en z doen verdwijnen,dan zal men moeten stellen

ap+ a ' q+ a " = 0 en ep+ c 'g+ c = 0 . (/? ' ),
waardoor men verkrijgen zal

of y ■■ O " ) ,

(hp+ b ‘q+ b«)y — dp+ d' g+ d«
_ dp+ d!q+ d '

bp+ b ' q+ b’’
waarin nu p en g de waarden hebben , die aan de vergelijkingen
C/3

' ) voldoen . Lost men dus de vergelijkingen (/3 ') ten opzigte vanp en g op , en brengt men de waarden , die men daardoor voor p en gverkrijgt , in (7 ' ) over, dan komt er , na behoorlijke herleiding ,ad ' c —ac ’d + ca d 'J—da ' c + dc ' a "—cd 'a "
ab' o —ac ' b J+ ca ' b »— ba ’c + bc ' a «—cb ^a u ’

waardoor ook y in bekenden is uitgedrukt .
Wil men eindelijk in (x ) x en y te gelijker tijd verdrijven , dan zalmen moeten stellen

of

ap + a 'g+ an = 0 en bp+ b ' g+ b * = 0 . C/3 ") ;alsdan wordt
(cp+ c ' g+ c )z s= dp+ d'q+ d "

. =.
dP+d'9+± . (ro.cp+ c>q+ C'f J

Hierin hebben nu p en q de waarden , die aan (($ *) voldoen ; dezewaarden , door oplossing der vergelijkingen q3 '') bepalende , en in (/ ")substituerende , komt er , na behoorlijke herleiding ,
ah ' dv—ad ' h '+ da 1b *—ba ' d '>+ bd ’a »—dh’ a 9% — .... . . .. _ .. .. _ _ _ ,ah' c ' —ac , b 'J+ ca 'b 'J—ha' c + bc9a '>—cb ra ,J

zoodat nu ook z gevonden is.
ïen aanzien van de hier verkregene waarden voor x , y enz , kanmen de volgende bijzonderheid opmerken , die overeenkomt met hetgeenreeds in het slot van § 183 , ten opzigte van de twee algemeene vergelij¬

kingen met twee onbekenden, is opgemerkt geworden . Herneemt men
namelijk de aldaar reeds gebruikte uitdrukkingen ab en ha , en schrijftmen eerst de letter e achter , tusschen en vóór de letters a en h der
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eerste , en vervolgens de letter c achter , tusschen en vóór de letters

6 en « der tweede uitdrukking , dan verkrijgt men achtervolgens

abc , acb , cah , hac , bca , cba ,

zijnde dit nu , in eene geregelde volgorde , alle mogelijke verschillende

wijzen , Waarop de letters a , b , c , die de coëfficiënten der onbekenden

zijn , naast elkander geschreven kunnen worden . Plaatst men deze uit¬

drukkingen met afwisselende teekens naast elkander , op deze wijze :

abc—acb+ cab—bac+ bca—cba ,

en stelt men daarna in eiken term bij de tweede letter één accent en

bij de derde letter twee accenten , dan verkrijgt men den noemer

ab' C —ac ' h ''+ ca ' b''—ba ' c ''+ bc’a '—có ' o ’

van de gebrokens , die de waarden van x , y en 2 voorstellen . Wordt

vervolgens in dien noemer de letter a , waardoor de coëfficiënten van

x zijn uitgedrukt , veranderd in de letter (I , waardoor de bekende

termen zijn voorgesteld , terwijl de accenten onveranderd blijven staan,

dan zal men den teller verkrijgen van het gebroken , dat de waarde van

x aangeef t . Even zoo zal , door in den noemer overal d voor b te

schrijven, de teller van de waarde van y , en door inden noemer overal

d voor c te schrijven, de teller van de waarde van s verkregen worden .

Lost men, op dezelfde of op eenige andere wijze , de vier algemeene

vergelijkingen met vier onbekenden
ax + by+ cz+ du = e ,

a 'x+ b 'y+ c' z+ d'u — e‘ ,
a , .r+ b ''y+ c!,z+ d 'u = e ” ,

a *>x+ b 'J , y+ c «' z+ d ,'i u = e1" ,

op , dan zal men voor de waarden der onbekenden gebrokens verkrij -

gen , waarvan teller en noemer , ieder in het bijzonder , uit 1 . 2 .3 .4 = 24

termen , elk van 4 factoren bestaan ; en men zal bevinden , dat eerst de

gemeenschappelijke noemer dezer gebrokens en daarna de tellers van

elk derzelve , op eene dergelijke wijze als zoo even ten aanzien van drie

vergelijkingen verklaard is , uit de letters a , b , c , d en e kunnen

worden zamengesteld.
In het algemeen , zal de oplossing van n algemeene vergelijkingen

van den eersten graad , met n onbekenden, voor de waarden der onbeken¬

den gebrokens geven , waarvan de tellers en noemers 1 . 2 . 3 . 4 . n

termen , elk van n factoren bevatten , en deze tellers en noemers zullen ,

door behoorlijke verschikkingen der letters , waardoor de bekenden zijn

voorgesteld , kunnen gevonden worden .

§ 202 . In § 186 is aangetoond , dat liet onderling strijdig , of het

onderling afhankelijk zijn, var. twee vergelijkingen met twee onbekenden,

daaruit blijkt , dat men , na het elimineren van eene der onbekenden ,

tot eene vergelijking 0 = A of 0 = 0 komt . Het is echter klaar , dat

het aantal onbekenden , inde vergelijkingen voorkomende , hiertoe niets
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afdoet , maar dat altijd , zoo men , door eliminatie van eene onbekende
tusschen twee vergelijkingen , eene vergelijking 0 = A of 0 = 0 verkrijgt ,die twee vergelijkingen met elkander strijden , of van elkander afhan¬
gen zullen , omdat de voorwaarde , die vervuld moet worden , om aan
beide vergelijkingen gelijktijdig te kunnen voldoen , indien zij 0 = A is ,niet vervuld kan worden , en indien zij 0= 0 is , altijd van zelve ver¬
vuld zal wezen. Zijn twee vergelijkingen , waarbij dit verschijnsel
plaats vindt , door eliminatie eener onbekende uit drie andere verge¬
lijkingen afgeleid , dan zullen zich onder deze drie vergelijkingen strij¬
dige of afhankelijke bevinden. Zijn even zoo deze drie vergelijkingenuit vier andere afgeleid , dan moeten er zich onder die vier bevinden ,die strijdig of afhankelijk zijn , en zoo vervolgens .

Past men dus op n vergelijkingen met n onbekenden liet voorschrift
van § 199 toe , en komt men daardoor eindelijk tot ééne vergelijking
met ééne onbekende , dan zijn onder de vergelijkingen geene strijdige
of afhankelijke , en dan zal men , indien de vergelijkingen van den eer¬
sten graad zijn , voor elke onbekende ééne waarde verkrijgen , om aan
die vergelijkingen te kunnen voldoen. Komt men echter , bij de toe¬
passing van het genoemde voorschrift , tot vergelijkingen van de ge¬
daante 0 = A of 0 = 0 , dan zullen de vergelijkingen , waaruit deze
afgeleid zijn , strijdige of afhankelijke bevatten . In het eerste geval
kan niet gelijktijdig aan al de vergelijkingen voldaan worden ; in het
tweede geval zal men , volgens § 197 , voor zooveel onbekenden wille¬
keurige waarden kunnen nemen, als er meer onbekenden , dan onafhan¬
kelijke vergelijkingen zijn , mits dit voor zulke onbekenden geschiede ,
dat de overblijvende onbekenden , op de aldaar genoemde wijze , in de
vergelijkingen verspreid blijven. Men merke echter op , dat zoo het
paren der vergelijkingen , ter eliminatie eener zelfde onbekende , niet
op de behoorlijke , in § 199 voorgeschrevene , wijze plaats had , men tot
eene vergelijking 0 = 0 zou kunnen geraken , zonder dat daaruit de
afhankelijkheid der gegevene vergelijkingen zou blijken .

Ingeval men de uitkomsten der algemeene oplossingen, in de vorige § voor¬
gedragen , op bijzondere vergelijkingen wil toepassen, dan zal, indien die
vergelijkingen strijdige of afhankelijke bevatten , even als in § 186 , ten aan¬
zien van twee vergelijkingen met twee onbekenden, gezegd is, dat strijdige

A 0of afhankelijke daardoor blijken , dat men voor de onbekenden — of -

vindt .
§ 203 . Wanneer tot de oplossing van een vraagstuk het vinden van n

onbekende getallen vereischt wordt , dan wordt hetzelve bepaald ge¬
noemd , indien men de voorwaarden van dat vraagstuk door n onderling
onafhankelijke vergelijkingen kan uitdrukken . Tot het oplossen van
zulk een vraagstuk stelt men de onbekende getallen doorgaans door de
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letters x , y , z , u , enz . voor , brengt de gegevene voorwaarden in

vergelijkingen over , en lost daarna die vergelijkingen op .

Het zal niet noodig zijn , voorbeelden van dergelijke vraagstukken te

geven, daar men , het vorige wel begrepen hebbende, zulke vraagstukken

gemakkelijk zal kunnen oplossen. Menmerke echter op, dat men somtijds

door geschikte redenering het aantal aan te nemene onbekenden kan

verminderen ; dat zoo de vergelijkingen , waartoe een vraagstuk aan¬

leiding geeft , blijken strijdig te zijn , aan het vraagstuk niet kan beant¬

woord worden ; dat zoo die vergelijkingen blijken niet onderling onaf¬

hankelijk te zijn , het vraagstuk niet bepaald is , en dan sommige der

opgegevene voorwaarden een noodzakelijk gevolg van eene of meer der

andere voorwaarden zijn , en dat , zoo men voor ééne of meer der on¬

bekenden negatieve waarden mogt verkrijgen , de beteekenis van die

negatieve waarden , op dezelfde wijze als vroeger , verklaard behoort te

worden .
Mogt men eindelijk , bij het in vergelijking brengen vaneen vraagstuk ,

meer vergelijkingen verkrijgen , dan men onbekenden had aangenomen,

dan zouden er , volgens § 197 , onder die vergelijkingen strijdige of

afhankelijke moeten wezen ; in het eerste geval zou het ónmogelijk zijn,

aan het vraagstuk te beantwoorden ; in liet andere geval zouden er

overtollige voorwaarden gegeven zijn , die tot de oplossing ontbeerd

kunnen worden .

Over de onbepaalde vraagstukken , die aanleiding geven tot

vergelijkingen van den eersten graad met meer dan

twee onbekenden.

§ 20k . Wanneer een vraagstuk , waarbij verscheidene onbekenden

moeten aangenomen worden , in vergelijking wordt gebragt , en uit de

opgegevene voorwaarden zoovele vergelijkingen niet kunnen opgemaakt

worden , als men onbekenden heeft moeten aannemen ; of ook , wanneer

men wel evenveel vergelijkingen kan zamenstellen, als er onbekenden

zijn , maar bevindt , dat die vergelijkingen niet onderling onafhankelijk

zijn , dan wordt zulk een vraagstuk onbepaald genoemd, en men kan ,

indien geene beperkende voorwaarden dit verhinderen , overeenkomstig

§ 197 , voor ééne of meer der onbekenden willekeurige waarden ne¬

men . Zijn er echter beperkende voorwaarden , zoo als er eenige in

§ 170 zijn opgegeven , dan moet men door redeneringen , die geheel op

den aard der zaak steunen , bepalen , welke waarden voor de onbeken¬

den mogen genomen worden . Het aantal antwoorden op zulk een

vraagstuk kan , niettegenstaande die beperkende voorwaarden , oneindig

groot zijn, en ook kan het gebeuren , dat die voorwaarden slechts een

zeker aantal antwoorden toelaten .
§ 205 . Heeft men slechts ééne vergelijking van den eersten graad met
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drie of meer onbekenden, waaraan door geheele , of geheele positievewaarden voor de onbekenden moet voldaan worden , dan kan men op eene
dergelijke wijze als in § 192 te werk gaan . Tot een voorbeeld voor bet
geval , dat de vergelijking drie onbekenden bevat , en dus tot de ge¬daante r= D herleidbaar is , diene het volgende

Vraagstuk . Het gebroken waarvan de noemer het product der
getallen 3 9 5 en 7 is , te verdeelen in drie breuken , die elk een der
gemelde factoren tot noemer hebben.

Oplossing . Stel , dat de tellers der gedeeltelijke breuken x , y en ss
zijn, dan geeft bet vraagstuk alleen aanleiding tot de vergelijking

x y z 101
1 + 5 + 7 ~ ÏÖ5 ’

waarin , volgens de bedoeling der vraag x , y en z geheele positieve
getallen moeten zijn.

Men vindt hier , door verdrijving der breuken
35.r+ 21i/+ 15z = 101 ;

door afzondering van de onbekende , die den kleinsten coëfficiënt heeft ,
101—21?—35.rZ —

15 ’
en door herleiding van het laatste gebroken tot eenen gemengden vorm

men stelle derhalve
6—y —2x+ 11—6y— 5.r

15 ’

11 —6y— 5.r
15 = P > of 11— 6y—5.V = 15p ,

en behandele de laatste vergelijking op dezelfde wijze als boven geschiedis , dan verkrijgt men
*—y .

5 - a -j-
& >

11 —ëy—15px — — 2—y 3p -f-
men stelle derhalve weder

l ~ y
5 ï » of 1—y = 5q ,

dan volgt hieruit *
y = 1—5? ,

en dus door substitutie ,
x — 1+ 6? —op en z — 3—7q+ 7p■

Neemt men nu in deze vormen willekeurige geheele getallen voor
P eng , dan zal men voor x , y en % ook geheele getallen verkrijgen ,die aan de oorspronkelijke vergelijking , waartoe het vraagstuk aanlei¬
ding gaf , voldoen. Neemt men , bij voorbeeld , p = —1 en q — 1 , dankomt er x = 10 , y — —4 en z — —11 , en werkelijk is ook

10 _ 4 _ 11 _ 101
T 5 7

~ 105 '
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Daar echter de bedoeling van het vraagstuk is , om het gebroken in
drie andere te verdeelen , zoodat de som der deelen het geheel oplevert ,
moeten x , y en z positief zijn ; hiertoe moet men hebben

5r/ < ! , 3/; < 1+ 67 en 7p> 7q —3 ,
1 „ t 3

of q <- , P < 2? +
3

en p > q - ~ -,

de beide laatste van deze drie voorwaarden verbindende , blijkt het , dat
men ook hebben moet

1 3
2? + 3 > ? - 7 ,

16
waarnit volgt q > — — .

1 16 ,
Aan de twee voorwaarden q < - en q > — rr , kan nu , omdat q geen5
gebroken zijn mag , niet anders voldaan worden , dan door 5 = 0

1 3
te nemen ; dus moet dan p < - en ^ > — - wezen , zoodat dan ook pz=0

genomen moet worden . Hierdoor vindt men
o*= 1 , y — 1 en z = 3 ,

als de eenige positieve geheele getallen , die aan de vraag voldoen, en
men zal dus hebben

1 1_
3 _ 101

3
+

5 + 7 ~ 105 ‘

Het zal onnoodig zijn , dergelijke voorbeelden bij te brengen , voor het
geval , dat de vergelijking vier , vijf of meer onbekenden bevat , omdat
men daartoe slechts denzelfden weg te volgen heeft .

Alleen zij nog opgemerkt , dat zoo de coëfficiënten der onbekenden
geheele getallen zijn , die alle eenen zelfden gemeenen deeler hebben ,
terwijl deze deeler geen factor van den geheel bekenden term is , het
onmogelijk zal wezen , voor de onbekenden geheele getallen aan te wij¬
zen , die aan de vergelijking voldoen ; want ook hier geldt dezelfde
redenering , die aan het slot van § 192 voorkomt.

§ 206. Wanneer bij onbepaalde vraagstukken , die minder vergelij¬
kingen opleveren , dan men onbekenden heeft moeten aaimemen , bijko¬
mende voorwaarden vervuld moeten worden , bestaan die bijkomende
voorwaarden doorgaans daarin , dat de onbekenden geheele getallen
moeten zijn . Is dit het geval , dan elimineert men tusschen de gege-
vene vergelijkingen zooveel onbekenden als mogelijk is , waardoor men
alsdan tot ééne vergelijking zal geraken , waarin een zeker aantal onbe¬
kenden is overgebleven ; uit deze vergelijking bepaalt men de geheele-
getallenwaarden , van die overgeblevene onbekenden , overeenkomstig
§ 192 en 205 , in algemeene vormen ; in dezelfde letters , waarin men
dan deze onbekenden uitgedrukt vindt , drukt men vervolgens ook de
onbekenden uit , die geëlimineerd zijn geworden , en bepaalt daarna ,
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welke getallen men voor die letters nemen mag , opdat men ook voor
de laatstgenoemde onbekenden geheele getallen verkrijge .

Zie hier tot opheldering de oplossing van een paar dergelijke vraag¬
stukken .

Vraagstuk . Men heeft hij eene batterij drie soorten van lommen ,
te zamen 2100 pond wegende; die van de eerste soort wegen elk 21 ,
die van de tweede soort 50 en die van de derde soort 72 pond . Na

van de eerste soort de helft , van de tweede soort het derde deel en

van de derde soort drie vierde gedeelten gebruikt te hebben , bevindt
men, dat de overgeblevene te zamen nog 765 pond wegen : hoeveel van

elke soort had men er dan aanvankelijk ?
Oplossing . Vooreerst moet het aantal aanvankelijk voorhandene bom¬

men van de eerste soort een even getal wezen , omdat er anders niet de

juiste helft van zou kunnen gebruikt zijn; even zoo moet het aantal

aanvankelijk voorhandene bommen van de tweede soort door 3 , en dat

van de derde soort door 4 deelbaar zijn, Stellende dus, dat er 2x van

de eerste , 3y van de tweede en 4z van de derde soort voorhanden waren ,
dan verbeelden x , y en z positieve geheele getallen , en men heeft

dadelijk de vergelijking
2z-x21+ 3^X50+ 4zX72 = 2100

of , door 6 deelende
7a-+ 25)/+ 48z = 350

voorts zijn er gebruikt de helft van 2.r , dat is x , van de eerste soort ;
het derde deel van 3y , dat is y , van de tweede soort ; drie vierde ge¬
deelten van 4z , dat is 3- , van de derde soort ; deze gebruikte bommen

wegen te zamen 2100—765 , dat is 1335 pond , en dus heeft men ook de

vergelijking
^ X21+ yXS0+ 3zx72 = 1335

21.r + 50.y+ 216z = 1335 . (2) .

Dewijl tot het zamenstellen van de vergelijkingen (1) en (2) al de

voorwaarden van het vraagstuk gebruikt zijn , heeft men slechts twee

vergelijkingen met drie onbekenden , en het vraagstuk is dus onbepaald;

maar de waarden van x , y en z moeten positieve geheele getallen zijn.

Men eliminere nu eene der onbekenden , bij voorbeeld y , tusschen

( 1) en (2) , dan vindt men
7r + 120z = 635 . . . . . . .

deze Vergelijking volgens § 192 behandelende , heeft men
(3) i

635—120s 90— 17z+

stellende dus

dan komt er
en door substitutie

= Pi of 5—z = 7p ,

z = 5—7p .
x 5+nop

W ,
(5) .
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■welke waarden van x en z , waarin p een willekeurig geheel getal
verbeeldt , alle geheele getallen voorstellen , die aan de vergelijking
(3) voldoen.

Verder drukke men de geëlimineerde onbekende y in p uit ; men heeft

namelijk uit ( 1)
350—7x—48z

en door substitutie der waarden (4) en (5) na herleiding

(6 ) ;

zal nu y een geheel getal zijn , dan moet ^ en dus ook ~ een geheel

getal wezen ; men stelle dus

= ? »f V = 25 ? ,

dan is , volgens (5) , (6) en (4) ,
x = 5+ 3000? , y = 3—504? en z = 5—175? ,

en deze waarden van x , y en z , waarin ? een willekeurig geheel getal
beteekent , stellen nu geheele getallen voor , die gelijktijdig aan de ver¬
gelijkingen (1) en (2) voldoen.

Daar echter x , y en z positieve getallen moeten zijn , moet o// 1.;
5+ 3000?> 0 , 3- 50ï?> 0 en 5— 175?> 0

of ? > — 1
600 ’ 2 < 168 2 < 35

wezen ; omdat ? geen gebroken zijn mag , kan men dus alleen rj — 0
nemen , en dan wordt

x — 5 , y — 3 en p = 5 }
er waren alzoo aanvankelijk 10 bommen van de eerste , 9 van de tweede ,
en 20 van de derde soort »

Hoezeer dus het vraagstuk tot de onbepaalde behoort , laat hetzelve
slechts één antwoord toe .

Vraagstuk . Aan eenen chef gevraagd zijnde , hoeveel manschap *-

pen zijn bataillon sterh was , antwoordde hij : het aantal mijner man¬
schappen is ver beneden de 1000^ deel ik hen af in pelottons , elk van
48 man , dan houd ik 15 man over ; plaats ik 42 man in elk pelotton ,
dan houd ik 3 man over , en wil ik mijne pelottons elk slechts 30 man
sterk maken , dan kom ik 9 man te kort : men vraagt hieruit te vin¬
den , hoeveel manschappen dat bataillon telde .

Oplossing . Stel , dat er x manschappen zijn , en dat er y , z en u

pelottons gevormd worden , naargelang de sterkte dier pelottons 48 , 42
en 30 man is , dan geeft het vraagstuk aanleiding tot de vergelijkingen

x = 48^+ 15 , x = 42z+ 3 en x = 30k—9 ;
13 .
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men heeft dus slechts drie vergelijkingen met vier onbekenden ? maar
al deze onbekenden stellen geheele positieve getallen voor. -r

Uit de twee eerste vergelijkingen volgt
S83M-I5 = 422+ 3 , *- >

zoodat men nu ééne vergelijking met de twee onbekenden y en ss heeft ,
weshalve de twee andere onbekenden x en « als geëlimineerd moeten
worden aangezien.

Behandelt men deze laatste vergelijking volgens § 192 , dan verkrijgt
men achtervolgeps

£- S;/+ 2 >/+ 2
. . z = >“Hr— =
leauag 110-. — st . 7 ■ 1 •

V-t-2 ' •
= of J'+ 2 = lp , t , fi .

: = y = lp —2 >
en as = 8p— 2.
De geëlimineerde onbekenden in deze uitdrukkende, vindt men

- ^vL—C ~ x — 422£j-3 336p—81

Kr’»* ba/fon •
„ _ '* ± ? w .56^ .:l : fa lip - 2 + P-XÏ

- I ‘JV ah «ju .. / * 1:6 , v • 6 °
i •

Welk geheel getal
"rneii nu ook voor neemt, zal .r altijd een gehéél

' ‘
V—2 .

getal worden» maar jsaj een geheel getal wezen , dan moet.'—g
- ins¬

gelijks een geheel getal '1zijnf derhalve stelle men

r : ^
5

~ = ? : s? ^
7.- 2 ==- 6<r, < " io

ldM 'Wgf Iuefuit !1,m lu'1 ' ” - •"* nedordav ryy ». Wisno ; fl»s»y.-

p “ 5g-l-2 , io 'to . '

en men vindt dan d#or *sübstitutie u —
' ‘ji,x J= Ïe80t \ -my *$ %2 -të9 + ti , z>= 4Óg + 14 en u = 567+ 20 ,
zoodat (iet nu , om voor x , y , i en » geheele getallen te verkrijgen,
dié aan de gegevenè vergelijkingen voldoengenoègzaam is , maar ook
vereischt wordt , dat men voor g een willekenrig geheel getal neme ;
daar echter , volgens de opgave, x kleiner dan 1000 moet zjjn , kan
alleen y = 0 genomen' Vvorden» waardoor r = 591 wordt. Het bataillon
was dus 591 man sterfo ' » »>'• h ■
, . ■- v/.t 2 !

0" WOItTEX.TREKKl .VC UIT GETAUEV.

§ 207. Reeds in § 10 is gezegd, wat men door worteltrekking ver_
staat , en door welke stelkunstige teekens de wortels , uit bepaalde of

ook uit door letters voorgestelde getallen , worden aangeduid; in § 54

en volgende is aangetoond, voor welke herleidingen de alzoo aange-

duide wortels vatbaar zijn ; doch de eigenlijke bewerkingen, Waardoor

de wortels uit bepaalde getallen kunnen gevonden worden, zijn tot hier-
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toe nog niet verklaard . Alvorens tot de oplossing van vergelijkingen ,
die niet van den eersten graad zijn , te kunnen overgaan , zal het noo-
dig zijn, deze bewerkingen te leeren kennen.

Over het trekken van den vierkantswortel .

§ 20S . I)e tweede magt van een geheel getal zal klaarblijkelijk ins¬
gelijks een geheel getal zijn ; de tweede magt van een gebroken of ge¬
mengd getal kan echter nimmer een geheel getal wezen , want men
kan zich elk gebroken in zijnen onverkleinbaren vorm , elk gemengd
getal in de gedaante van een onverkleinbaar gebroken voorstellen , en
in § 90 is aangetoond , dat de tweede magt van een onverkleinbaar ge¬
broken insgelijks zulk een gebroken moet zijn , en dus geen geheel getal
kan wezen . Een geheel getal kan derhalve ook nimmer een gebroken
of gemengd getal tot vierkantswortel hebben .

Een getal wordt een volkomen vierkant , of kortaf een vierkant
genoemd, wanneer er een geheel , gebroken of gemengd getal bestaat ,
waarvan hetzelve de tweede magt is ; zoo zijn , bij voorbeeld , de getal -

9 7len — , 2- , 49 , 16129 en 16384 volkomene vierkanten , omdat zij verkre -
16 9

3 2
gen worden door de getallen - , 1 - , 7 , 127 en 128 tot de tweede magt

te verheffen ; de laatstgenoemde getallen zijn dan de vierkantswortels
uit die volkomene vierkanten . Men kan dus ook zeggen , dat een vol¬
komen vierkant zulk een getal is , dat een geheel , gebroken of ge¬
mengd getal tot vierkantswortel heeft .

Alle getallen zijn geene volkomene vierkanten ; neemt men, bij voor¬
beeld , het getal 16340 , dat tusschen de reeds genoemde getallen 16129
en 16384 inligt , dan kan deszelfs wortel , volgens het reeds aangevoerde ,
vooreerst geen gebroken of gemengd getal zijn ; ten andere zullen de
tweede . magten van 127 en alle kleinere geheele getallen minder dan
16340 zijn , terwijl de tweede magten van 128 en alle grootere geheele
getallen meer dan 16340 zullen wezen , zoodat de wortel uit 16340 ook
geen geheel getal kan wezen . Het getal 16340 is dus geen volkomen
vierkant .

Zoo men een gegeven geheel getal , dat geen volkomen vierkant is ,
met eene eenheid vermindert , en deze vermindering zoo dikwijls her¬
haalt , alsnoodig is , om een volkomen vierkant over te houden , noemt
men dat vierkant het grootste vierkant , dat in het gegevene getal be¬
grepen is ; zoo is , bij voorbeeld , 16129 het grootste vierkant , dat in
16340 begrepen is. Het grootste vierkant , dat in een volkomen vierkant
begrepen is , is dat vierkant zelf .

Men kan aan een getal niet altijd zoo dadelijk zien , of het al dan niet
een volkomen vierkant is ; men kan echter opmerken , dat een geheel



§ 209 . 196

getal , waarvan het cijfer der eenheden 2 , 3 , 1 of 8 is , of hetwelk met

een oneven aantal nullen eindigt , nimmer een volkomen vierkant kan

wezen , hetgeen gemakkelijk afgeleid wordt uit de wijze , waarop de

vermenigvuldiging der getallen plaats heeft . Kan men het grootste

vierkant vinden, dat in een gegeven geheel getal begrepen is, en blijft er ,

zoo men dat vierkant van het gegevene getal aft rekt , niets over , dan

is het getal een volkomen vierkant , en anders is het dat niet .

Het trekken van den vierkantswortel uit een geheel getal kan , vol¬

gens het bovengezegde , eigenlijk alleen plaats hebben , indien dat getal

een volkomen vierkant is ; om uit eenig ander geheel getal den vier¬

kantswortel te trekken , bepaalt men zich vooreerst tot het vinden van

den vierkantswortel uit het grootste vierkant , in dat getal begrepen .

Als dus G een gegeven geheel getal en W den wortel , uit liet grootste

vierkant in dat getal begrepen , voorstelt , komt het vraagstuk der

vierkantsworteltrekking daarop neder , dat men , G gegeven zijnde, W

wete te vinden . Mogt daarbij bevonden worden , dat G —W2 = : 0 is , dan,

maar ook afteen dan , zal G een volkomen vierkant zijn .

Bij de behandeling van dit vraagstuk in de volgende § § , zullen de

letters G en W stilzwijgend de bovengenoemde beteekenis hebben .

§ 209 . Wanneer a en b twee positieve getallen verbeelden , zal, zoo

a > b is , «2> t * , ^ n omgekeerd , zoo «2> li1 is , «> b wezen. De eerste

stelling is een onmiddellijk gevolg van het axioma , dat een product

grooter wordt , indien men deszelfs beide factoren Iaat aangroeijen ;
de waarheid der omgekeerde stelling blijkt daaruit , dat zoo b — a was,

h* — a %, en zoo t> u was , h*> o2 zon wezen , hetgeen beide tegen de

onderstelling a2> A2 strijdt , zoodat «2> i 2 onderstellende , noodzakelijk
b < a of a> b moet zijn.

Omdat nu van
1 , 100 , 10000 , 1000000 , enz.

de vierkantswortels zijn
1 , 10 , 100 , 1000, enz.

ligt , volgens de zoo even betoogde stelling ,
van elk getal tusschen 1 en 100 , de wortel tusschen 1 en 10 ,

» » » » 100 » 10000 , » » » 10 » 100 ,

» » j> » 1000 * 1000000 , » » » 100 » 1000 ,
enz .

Hieruit blijkt , dat
zoo er zijn 1 of 2 cijfers in G , dan bestaat W uit 1 cijfer

* » » 3 * k * » G , » » W » 2 cijfers
» » » 5 » 6 » » G , » » W » 3 »

enz.
zoodat het aantal cijfers in W altijd de helft of de grootste helft van het

aantal cijfers in G is , naargelang G uit een even of oneven aantal

cijfers bestaat .
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§ 210 . Indien G kleiner dan 100 is , zal het , tot het vinden van W ,
alleen noodig zijn , dat men de volkomene vierkanten tot en met 100 ,
te weten :

1 , 4 , 9 , 16 , 25 , 36 , 49 , 64 , 81 , 100 ,
en derzelver wortels

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 ,
van buiten kent . Was , bij voorbeeld , G of liet gegevene getal 73 , dan

is , omdat 73 tusschen 64 en 81 invalt , 64 bet grootste vierkant , dat i

73 begrepen is , en W of de wortel uit dat grootste vierkant is dan 8.
Het van buiten kennen der genoemde vierkanten en hunne wortels is ,

tot het verrigten van de worteltrekking , volstrekt noodzakelijk.
§ 211 . Indien G grooter dan 100 is , zal W meer dan eene cijfer be¬

vatten , en men kan zich dan W voorstellen als verdeeld in tientallen
en eenheden ; zoodat , als p het geheel aantal tientallen en q het cijfer
der eenheden van W verbeeldt , W — 10p+ q zal wezen.

Omdat q hier een getal van ééne cijfer voorstelt , en dus ten hoogste
9 kan zijn , is 10p+ 10 ten minste ééne eenheid grooter dan 1Op+ q ; maar

( 10/>+ g)2 stelt het grootste vierkant voor , dat in G begrepen is , dus is

(10p+ q)1 = of < G en (10p+ 10 )2> G ,
of 100p*+ 20pq+ q * — of < G en 100(p + l )2> G ;
hieruit volgt , dat G ten minste 100ja 1 moet , maar 100 (p+ 1 )2 niet kan
bevatten , en dat alzoo p de wortel uit het grootste vierkant is , begre¬
pen in het geheel aantal honderdtallen van G .

Ten einde dit door een voorbeeld op te helderen , kan men voor G
het reeds in § 208 genoemde getal 16340 nemen , waarvan de wortel tus¬
schen 127 en 128 ligt . Dewijl nu 127 de wortel is uit het grootste vier¬
kant in 16340 begrepen , moet ook 12 de wortel zijn uit het grootste
vierkant , dat in 163 begrepen is ; want men heeft

1272 < 16340 128 2> 16340 ,
120> < 16340 1302> 16340 ,

14400 < 16340 16900> 16340 ,
dus zooveel te meer
dat is
waaruit volgt
of

144 < 163
122 < 163

169>
13 2>

163 ,
163 ;

de wortel uit het grootste vierkant in 163 begrepen is alzoo 12 , dat is :
de wortel uit het grootste vierkant , in de honderdtallen vau 16340 be¬

grepen , is het aantal tientallen van den wortel uit 16340 .

§ 212. Uit de reeds aangewezene voorwaarde ,
100p 2+ 20/>sr+ ?2 = of < G . ( « ),

kan ipen achtervolgens afleiden :
20pq + qi — of < G— 100p2 ,

. G - 100p2
20p

’q + -2l - = of < ■
1 20p
q = Of <-G- lOOp 2

20p
9*
20p

C/3 )»
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zoodat in allen gevalle

1 <
G—100p ‘

20p
(y)

zal moeten wezen . Deze laatste voorwaarde verschaft liet middel , om
g te vinden , indien p bekend is .

Daar namelijk q het cijfer der eenheden verbeeldt , van den wortel uit
het grootste vierkant in G begrepen , is g het grootste getal van ééne
cijfer , dat aan (ct) voldoet . Maar het is , buiten worteltrekking , niet
mogelijk , omji gegeven zijnde , q regtstreeks uit ( « ) te bepalen , alzoo
neemt men voor q aanvankelijk het grootste getal van ééne cijfer , dat
aan ( Y ) voldoet , dat is , men neemt voor q het aantal gelieelen , in het

G—lOOp 1
quotiënt — — begrepen , mits nooit meer dan 9 , al rnogt dit quo¬
tiënt 10 of meer geheelen bevatten . Deze waarde voor q kan , blijkens
( £ ) , niet kleiner maar wel grooter wezen , dan die, welke door (<8 )
wordt toegelaten ; dus onderzoekt men verder of , en zoo ja , hoeveel
achtereenvolgende malen , deze aanvankelijk voor q genomene waarde
met eene eenheid verminderd moet worden , om voor q het grootste
getal van ééne cijfer te bekomen, dat aan (& ) voldoet, en tot dit onder¬
zoek is het , blijkens (# ) , alleen noodig te beproeven , of er , na G met
100p2 te hebben verminderd , genoeg overblijft , om van de rest ook nog
20pq+ q 1 of (20p+ q)q te kunnen aftrekken .

Ter opheldering neme men van het reeds gebruikte getal 16340 als
bekend aan , dat de wortel , uit het grootste vierkant in dat getal be¬
grepen , 12 tientallen bevat , en stelle zich voor , het cijfer der een¬
heden van dien wortel te vinden , dan is hier G = 16340 en p — 12 , dus
G — 100w 2 1940 „ 1 . . . .. . „ ,- — = - = 8— ; alzoo neemt men aanvankelijk q — 8 , en onder -

20/i 240 12 ’
zoekt of , q = 8 zijnde , G— 100pz = 1940 groot genoeg is , om er
( 20p + q )q = 248X8 = 1984 van te kunnen aftrekken ; daar het blijkt ,
dat dit niet zoo is , neemt men q — 2 , en beproeft of , q — 7 zijnde ,
(20p+ q )q — 247x7= 1729 klein genoeg is , om van G—100p2 = 1940 af¬
getrokken te kunnen worden ; en daar dit zoo is , is 7 het begeerde
cijfer der eenheden ; en bij gevolg 127 de wortel uit het grootste vier¬
kant in 16340 begrepen .

§ 213. Hetgeen in de vier voorgaande § § gezegd is , is toereikend ,
om de worteltrekking uit een willekeurig gegeven geheel getal te kun¬
nen verrigten . Laat bij voorbeeld de vraag zijn , om den wortel te
vinden uit het grootste vierkant , dat in23456789 begrepen is , dan weet
men vooreerst , volgens § 209 , dat die wortel een getal van vier cijfers
is ; volgens § 212 kan het cijfer der eenheden van dien wortel gevonden
Morden, indien men het geheel aantal tientallen kent , dat dezelve be-
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vat ; volgens § 211 is dit aantal tientallen de wortel uit het grootste
vierkant in 234667 begrepen , en de vraag is dus vooreerst teruggebragt
tot het vinden van den laatstgenoemden wortel . Het vinden van dezen

wortel wordt , door dezelfde redenering ten aanzien van het getal
234567 te herhalen , teruggebragt tot het vinden van- den wortel uit

het grootste vierkant , dat 2346 bevat ; het vinden van dien wortel wordt

even zoo teruggebragt tot het vinden van den wortel uit het grootste
vierkant , in 23 begrepen , en deze laatste wortel kan , volgens § 210 ,
onmiddellijk gevonden worden .

Om dus den begeerden wortel te vinden , gaat men op de volgende
wijze te werk :

1° . Neemt men . . . . . . . G = 23 ,
dan is , volgensj§ 210, W= 4 en . W» = 16

dus . . . . . . . . . . . G- W» = 7.

2° . Neemt men . . . . G = 2345,
dan is , volgens 1" , p = 4 , en . . . 100p2 r= 1600
dus . . G—10Op » = 745.

„ . . . G - 100p2 745 . . . ,
Nu is hier — ——— .■= — ■ = 9 ; men begint dus

M)p otl
met q = 9 te nemen , dan wordt (20p+ g)g = S9x9=
801 ; daar nu 801 te groot is , om van 745 te kunnen

afgetrokken worden , vermindert men de eerstgeno »

inene waarde voor q met eene eenheid , en neemt alzoo
<1 — 8 , dan wordt ( 20p + g )g = : 88X8 = 704 ; daar dit

getal nu kleiner dan 745 is , is werkelijk q = 8 , en
derhalve W = 10p+ q — 48. Om te vinden , hoeveel nu
G- W* is , behoeft men slechts . (20p+ q)q — 704

van het daarbovenstaande getal af te trekken , want
dan vindt men , door in aanmerking te nemen , dat _
G—100p2— (20p+ q )q = G- (10p+ g)>= G—W» is , . G- W * = 41 .

3° . Neemt men . G = 234567 ,
dan is , volgens 2» , p = 48 , en . . . . . 100p! = 230400
dus . G— 100p ‘ = 4167.

, , . G- lOOp ’ 4167
'

,A Isnu is —— - = ~ = 4 , . . . . ; men neemt

dus q — i , dan wordt (20p+ })? = 964X4 = 3856 , en
daar dit getal kleiner dan 4167 is , heeft men terstond
de juiste waarde q = i gevonden ; derhalve is nu
W = 10p+ j = 484 . Trekt men vervolgens . {Ï0p+ q )q = 3856 1

van het daarbovenstaande getal af , dan vindt men , . G—W1 = 311 .
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Eindelijk 4° . neemt men . . . .
dan is , volgens 3°.' , ■p = 484 , en
dus .

G = 23456789,
100p* = 23425600
G—lOOp 1 = 31189.

Uier is nu
31189
9680

G—100p- men neemt

dus y = 3 , dan wordt (20p-|- 9)g = 9683X3 = 29049, en
dit getal kleiner dan 31189 zijnde, is werkelijk q = 3 ,
derhalve W = 10p+ q = 4843 ; en nu weder .
aftrekkende , vindt men . . .

(20p+ g )? = 29049
G—W* = 2140.

De wortel uit het grootste vierkant , in 23456789 begrepen , is der¬
halve 4843 ; dit grootste vierkant zelf is dus (4843)J = 23454649 , en bij¬
gevolg 2140 minder dan het gegevene getal . Wil men zich nog nader

overtuigen , dat (4843)1 werkelijk het grootste vierkant is , dan bere -

kene men de waarde van (4844j * , waarvoor men 23464336, en dus meer ,
dan het gegevene getal zal Verkrijgen .

§ 214. Bjj de vier gedeeltelijke bewerkingen , die in de voorgaande §
voorkwamen , wordt het getal G van elke bewerking verkregen , indien

men van het getal G der volgende bewerking de twee laatste cijfers

weglaat ; daarom is men bij de worteltrekking gewoon, het gegevene
getal , van achteren af beginnende , door streepjes in afdeelingen van
twee cijfers te verdeelen . Voorts was in elke bewerking p het getal ,
dat in de voorgaande bewerking door W was aangeduid , waaruit volgt ,
dat het getal G— lOOp * van elke bewerking verkregen wordt , indien

men achter het getal G—W» van de voorgaande bewerking de twee

eerstvolgende cijfers van het gegevene getal plaatst . Verder is het dui¬

delijk , dat men, in plaats van G—1OOp2 door 2Op te deelen , slechts ‘lp
behoeft te deelen in hetgeen G—100ps zijn zou , zoo men er het achter -

te cijfer van wegliet . Eindelijk is het klaar , dat 2Op+ q altijd verkre¬

gen wordt , door achter het getal 2p het cijfer te schrijven , dat voor

q gevonden is . Al deze opmerkingen brengen eenig gemak in de bewer¬

kingen aan , zoodat diensvolgens de worteltrekking op deze wijze te

staan komt. 23 | 45 |67 | 89 | 4843.
4X* = . . . 16

745
2X4 = 8 ; 74 : 8 = 9 , enz . 39X » = 801

88X8 = . . . . 704

2X48 = 96 ; 416 : 96 = 4 ,enz . 964X4 = . 38 5 6
31189

2X484 = 968 ; 3118 : 968 = 3,enz . 9683x3= . 39049
2140.

4167
3856
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§ 215 . Het tan gebeuren , dat men , bij eene der gedeeltelijke bewer¬

kingen , die tot het vinden van den wortel dienen , qz= 0 vindt ; alsdan

wordt ook {20p+ q)q = O , en men behoeft alzoo , bij die gedeeltelijke

bewerking , van G—100p‘ niets af te trekken , om G—W1 te bekomen,

zoodat het getal G—lOOp 1 voor de volgende bewerking verkregen wordt ,

door achter het getal G— 10Op1 van de voorgaande bewerking de twee

eerstvolgende cijfers van het gegevene' getal te schrijven . Voorts merke

men op ; dat , zoo het gegevene getal een oneven aantal cijfers bevat ,

de eerste der afdeelingen , waarin men het getal verdeelt , slechts uit

ééne cijfer bestaat ; dat zoo er ergens , na de aftrekking van (2Op+ q)q ,

niets van het gegevene getal meer overblijft , het gegevene getal een

volkomen vierkant zal zijn , en anders ook niet ; dat eindelijk , zoo er

ergens , na de aftrekking van (2Op+ q)q , niets overblijft , en er dan in

het gegevene getal nog nullen mogten volgen , die ongebruikt gebleven

waren , dit aantal nullen altijd even zal wezen , en men dan , achter

den tot daartoe gevondenen wortel , de helft van dit aantal nullen zal

moeten plaatsen .
Al deze bijzonderheden zullen zich voordoen , indien de vraag is , om

den wortel te vinden van het grootste vierkant , dat in 43681000000 be¬

grepen is . De worteltrekking komt dan op de volgende wijze te staan :

209000

3681
2X2 = 4 ; 3 : 4 = 0,enss .

2x20 = 40 ; 368 : 40 = 9, enz . 409x9= . . . 3 6 81
0 .

Waaruit blijkt , dat het gegevene getal een volkomen vierkant , en

209000 deszelfs wortel is.
§ 216. Wanneer een gegeven getal geen volkomen vierkant , en dus des¬

zelfs vierkantswortel geen geheel , gebroken of gemengd getal is , kan

die wortel niet anders , dan door het gebruik van een wortelteeken (of,

wat hetzelfde is , van een gebroken ’ exponent) naauwkeurig worden

uitgedrukt . Deze worteluitdrukking zal men wel , volgens de vroeger

gegevene regels , kunnen herleiden , maar door deze herleiding zal nooit

het wortelteeken (of de gebroken exponent) kunnen verdreven worden ;

want kon dit geschieden , dan zou men voor den wortel een geheel , ge¬

broken of gemengd getal verkrijgen , en alzoohet gegevene getal een vol¬

komen vierkant zijn. Den vierkantswortel ui t een onvolkomen vierkant kan

men dus slechts ten naastenbij door een geheel, gebroken of gemengd getal

uitdrukken ; elk getal , dat ten naastenbij zulk eenen wortel uitdrukt ,

noemt men eenen benaderden wortel , terwijl men dan in tegenstelling

den wortel , zoo als die door het gebruik van een wortelteeken volko¬

men naauwkeurig wordt voorgesteld , den waren wortel noemt. De
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woorden wortel en ware wortel hebben das volmaakt dezelfde beteeke -
nis, en de bijvoeging van het woord sware ” komt alleen dan te pas, wan¬
neer men , van eenen wortel sprekende , uitdrukkelijk wil te kennen
geven , dat men geenszins eenen benaderden wortel bedoelt . Een bena¬
derde wortel wordt gezegd naauwkeuriger te zijn , naargelang dezelve
minder van den waren wortel verschilt ; en het is klaar , dat het kennen
van eenen benaderden wortel weinig nut kan aanbrengen , indien men
niet tevens zijnen graadvannaauwkeurigheid kent , dat is , indien men
niet weet te zeggen , dat de benaderde wortel minder dan deze of gene
bepaalde waarde van den waren wortel verschilt .

§ 217. Wanneer een geheel getal een volkomen vierkant is , zalmen ,
door de worteltrekking volgens § 214 te verrigten , den waren wortel
uit dat getal bekomen ; is echter een geheel getal geen volkomen vier¬
kant , dan zal men door deze worteltrekking slechts eenen benaderden
wortel uit dat getal verkrijgen ; maar die benaderde wortel , de wortel
uit het grootste in het getal hegrepene vierkant zijnde , zal zeker min¬
der dan eene eenheid van den waren wortel afwijken , en men kent dus
den graad van deszelfs naauwkeurigheid .

Zoo is , bij voorbeeld , volgens de in § 214 verkregene uitkomst , 4843
een benaderde wortel uit het getal 23456789 , die geene eenheid van den
waren wortel afwijkt . De ware wortel , die alleen door j/23456789 kan

uitgedrukt worden , is echter eenigzins grooter , zoodat men niet mag
schrijven 1/23456789 = 4843» tenzij men op eene of andere wijze doe blij¬
ken , dat er aan het getal 4843 nog iets ontbreekt , en dus bij voorbeeld
schrijve 1/23456789 = 4843, . . . .

§ 218. Het is doorgaans noodig , den wortel uit een getal , dat geen
volkomen vierkant is , naauwkeuriger dan in eenheden te benaderen ;
dat wil zeggen , eenen benaderden wortel te vinden , die men weet , dat
van den waren wortel minder dan slechts een zeker gedeelte der een¬
heid verschilt . Gewoonlijk zoekt men dan zulk eenen benaderden wor¬

tel , die van den waren wortel zeker minder dan ~ , enz.
10 1U0 1000

verschilt , en dit noemt men dan den wortel tot in tiende , honderdste ,
duizendste deelen enz. , of , met andere woorden , in tiendeelige breu¬
ken benaderen .

Om den vierkantswortel uit een geheel getal G in tiendeelige breu¬
ken te benaderen , heeft men de volgende formulen , die op vroeger
geleerde herleidingen steunen :

VG = yiooG 1/G = v 10000Gya =
10 100

of in het algemeen , zoo n eenig geheel getal verbeeldt ,

j/ 1000000G
1000 ’
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Neemt men nu vooï j/100G den wortel uit het grootste vierkant , dat

in 100G begrepen is , dan wijkt men, in het gebroken ■*
/ —̂ ^ , wat

de waarde van den teller betreft , minder dan 1 , en dus , wat de waar¬

de van het gebroken aangaat , minder dan i van de waarheid af , zoo -

dat dan j/ G = ^ tot in tiende deelen naauwkeurig zal wezen ;

neemtmen voor ]/10000G den wortel uit het grootste vierkant , inlOOOOG

i/ioooog . . . , . , . „ ,
begrepen , dan zal even zoo i/G = - — • tot >n . honderdste deelen

naauwkeurig zijn , en zoo vervolgens. Wil men dus , bij voorbeeld , den

vierkantswortel uit 270 tot in duizendste deelen naauwkeurig benade¬

ren , dan kan men eerst schrijven
1/270000000

V 1000 5

daarna volgens § 214 den wortel zoeken uit het grootste vierkant , dat

in 270000000 begrepen is , waardoor men zal vinden

v 270000000 = 16431 , . . .

en hierdoor heeft men verder

1/270 = 16431, . . ,
1000

= 16,431 . .

welke waarde voor y 270 nu tot in duizendste deelen naauwkeurig is ,

omdat het getal 16431 geene eenheid van 1/270000000 afwijkt .

Het benaderen van den vierkantswortel uit een gegeven geheel getal

in tiendeelige breuken , komt dus daarop neder , dat men achter het ge¬

tal een even aantal nullen plaatst ; op het getal , zoo als het dan is , de

worteltrekking volgens § 214 toepast , en vervolgens van den daardoor

verkregen ’ wortel , half zoo veel decimaalcijfers afsnijdt, als' men nullen

achter het getal geplaatst heeft . In plaats van die nullen dadelijk achtery
het getal te plaatsen , kan men dezelve eerst daar , wa3r men ze bij de

gedeeltelijke bewerkingen noodig heeft , paarsgewijze achter de resten

der voorgaande gedeeltelijke bewerkingen plaatsen , en dan moeten zoo¬

veel decimaalplaatsen van den verkregen ’ wortel worden afgesneden ,

als door het aantal keeren , dat men een paar nullen achter de resten

gevoegd heeft , wordt aangewezen . Zie hier , hoe diensvolgens de wor¬

teltrekking uit het getal 270, tot in duizendste deelen naauwkeurig , te

staan komt .
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2X1 = 2 ;

2X16 =- 32 ;

2X164 = 328 ;

2x1643 = 3286 ;

17 : 2 = 8,enz .

140 : 32 = 4 , enz .

1040 : 328 = 3,enz .

1510 : 3286 = 1 ,enz .

1X1 = • • •

28X8 = 224
27x7 = 189
26X6 = . . .

824X4 = , . ,

3283X3 = . .

32861X1 = . . .

2 |70 j16,431

156

1400
1296

10400
. . 9849

55100
. . 32861

22239.
§ 219. In plaats van den vierkantswortel uit een geheel getal intien -

deelige breuken te benaderen , kan men ook eenen benaderden wortel
in gewone breuken begeeren , die tot in bepaalde deelen der eenheid
naauwkeurig is. Verlangt men namelijk den wortel uit G tot in mie dee¬
len der eenheid naauwkeurig te vinden , dan kan men schrijven

1/G = 1/ «a1 G

neemt men nu voor \/m *G den wortel uit het grootste vierkant , dat in

«i ' G begrepen is , dan wijkt men in het gebroken wat de waar¬

de des tellers betreft , minder dan 1 , en dus wat de waarde van het

gebroken aangaat , minder dan ^ van de waarheid af , zoodat dan

j/G = — tot in mie deelen naauwkeurig zal wezen . Wil men ,

bij voorbeeld , den vierkantswortel uit het getal 2 , tot in 174e deelen
der eenheid naauwkeurig benaderen , dan schrijve men

|/17 *. 2 1/578
^ —

17
~ 2 ’

nu vindt men 2i voor den wortel uit het grootste vierkant , dat 578

bevat , en bijgevolg wijkt ^ of zeker minder dan — van den waren

wortel uit 2 af.
§ 220. Tot dus verre is slechts van de worteltrekking uit geheele ge¬

tallen gesproken ; om de wortels uit gebrokene of gemengde getallen te
vinden , brengt men , door toepassing der in § 91 aangewezene herlei¬

dingen , het vinden van die wortels tot de worteltrekking uit geheele
getallen terug *
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Begeert men , bij voorbeeld

dan herleidt men dien wortel op de volgende wijze
den vierkantswortel uit 12 - te vinden ,

= - 1/609 ,

benadert vervolgens den wortel uit 609 zoo naauwkeurig als men goed¬

vindt , en deelt dien gevonden’ wortel door 7 , dan zal het quotiënt ,
3

dat er komt , een benaderde wortel uit 12- zijn ; in hoe verre deze be¬

naderde wortel naauwkeurig is , hangt af van den graad van naauwkeu-

righeid , waartoe men den wortel uit 609 benaderd heeft . Dewijl 609

geen volkomen vierkant is , en das ^ 609 , alsmede 609 niet volko¬

men naauwkeurig in geheele of gebrokene getallen kan worden uitge -

3
drukt , kan klaarblijkelijk ook 1/ 12 - niet naauwkeurig in geheele of

3
gebrokene getallen uitgedrukt worden , en is alzoo 12- geen volkomen

vierkant ; zijnde het even duidelijk , dat , indien 609 een volkomen vier -

3
kant ware , ook 12- zulks zou wezen.

Een gebroken of gemengd getal zal derhalve al of niet een volkomen

vierkant zijn , naargelang men , het vinden van deszelfs wortel tot de

worteltrekking uit een geheel getal terugbrengende , voor dat geheele

getal al of niet een volkomen vierkant verkrijgt .
§ 221 . Wanneer een gegeven getal een tiendeelig gebroken is , of

een gemengd getal , dat uit geheelen en tiendeeligen bestaat , wordt

het vinden van deszelfs vierkantswortel tot de worteltrekking uit een

geheel getal teruggebragt door de formule

V £ = y ïo*" G
10”

waarin n eenig geheel getal voorstelt , groot genoeg , om 102nG tot een

geheel getal te maken. Deze formule is dezelfde , die in § 218 tot het

benaderen van eenen vierkantswortel in tiendeelige breuken is gebruikt ,
alleen met dit versehil , dat G in § 218 een geheel getal voorstelde , ter¬

wijl hier G een tiendeelig gebroken , of een getal , dat uit geheelen en

tiendeeligen bestaat , beteekent . Men kan derhalve , tot het trekken van

den vierkantswortel uit een gegeven getal , dat in tiendeeligen is uit¬

gedrukt , denzelfden weg volgen , die in § 218 is opgegeven ; mits men

maar elk paar nullen , dat aldaar gebruikt werd , vervange door het

paar decimaalcijfers , dat hier de plaats dier nullen bekleedt , en , om

hierbij geene misslagen te begaan , verdeelt men ook de tiendeeligen
ran het getal , waaruit de wortel moet getrokken worden , van de de-
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cimaalcomma beginnende , in afdeelingen elk van twee cijfers . Blijft
er , na al de decimaalcijfers van het gegevene getal op die wijze gebruikt
te hebben , geene rest over , dan is , overeenkomstig de opmerking aan
het slot der vorige § , het gegevene getal een volkomen vierkant , en
anders niet ; en zoo het geen volkomen vierkant is , kan men , door tel¬
kens een paar nullen achter de resten te plaatsen , de benadering in

tiendeelige breuken verder voortzetten .
Zie hier drie voorbeelden ter opheldering van het gezegde.
Eerste Voorbeeld. Den vierkantswortel uit 16,431 te trekken .
Men heeft hier de volgende bewerkingen : ,

16,43| 1 > 4,053
4x4 = . 16

4310
2x4 = 8 ; 4 : 8 ;= O,enz . „

2x40 = 80 ; 431 : 80 = 5,enz . " 805X5 . . 4025

28500
2X405 = 810 ; 2850 : 810 = 3,enz . 8103X3 . . 24309

4191.
Alzoo is V 16,431 = 4,053 . . welke waarde tot in duizendste
deelen naauwkeurig is . 1

Tweede Voorbeeld. Den vierkantswortel te trekken uit 54,0225 .
Hier komt de worteltrekking aldus te staan : j

54,02 |25t 7,35
7X7 49

502
2X7 = 14 ; 50 : 14 = 3,enz . 143X3 = . . 429

73 25
2X73 = 146 ; 732 : 146 = 5,enz . 1465X5 = . 7325

Derhalve is v/54,0225 = 7,35 .
Derde Voorbeeld. Dit 0,00144 den vierkantswortel te trekken .
Hier is de bewerking deze :

0,00 | 14 |4 } 0,0379
3X3 . . 9

2X3 = 6 ; 54 : 6 = 9 68X8 = 544
5 40

67X7 = . . . . . . . . . 4 69

7100
2x37 = 74 ; 710 : 74 = 3,enz . 749X9 = ' . 6741

359.' f ’
Men heeft dus v/ 0,00144 = 0,0379 . . . . , welke waarde tot in tien¬
duizendste deelen naauwkeurig is.
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§ 222. Indien men , door de kenmerken , die in § 208 ten aanzien

van gelieele getallen , in § 220 ten aanzien van gewone gebrokens of

gemengde getallen , en in § 221 ten aanzien van tiendeelige gebrokens ,
met of zonder voorafgaande geheelen , zijn aangewezen , bij de wortel -

trekking uit een gegeven getal bevindt , dat hetzelve geen volkomen
vierkant is , kan men de benadering van den wortel in tiendeelige breu¬
ken zoo ver voortzetten , als men verkiest , en dus altijd eenen bena¬
derden wortel aanwijzen , die van den waren wortel minder dan een

willekeurig te geven gebroken , hoe klein ook , verschilt . Door die be¬

nadering zalmen echter nooit den waren wortel kunnen bekomen ; want
kon de ware wortel in tiendeelige breuken naauwkeurig gevonden wor¬
den , dan zou het gegevene getal , volgens de bepaling in § 208 opgege¬
ven , tegen de onderstelling , een volkomen vierkant zijn. De wortel -

trekking uit een onvolkomen vierkant kan dus nimmer ten einde 'Ioo-

pen ; altijd zal men resten overhouden , waarop volgende bewerkin¬
gen kunnen worden toegepast , en zelfs zal men in den wortel geene
repeterende tiendeelige breuk kunnen verkrijgen ;

' want was dit het ge¬
val , dan zou men die repeterende tiendeelige breuk tot een gewoon
gebroken kunnen herleiden , daardoor zou dan de wortel naauwkeurig
in een gewoon gebroken of gemengd getal zijn uitgedrukt , en dus we¬
der het gegevene getal , tegen de onderstelling , een volkomen vierkant

zijn.
Bij de wortel trekking uit een onvolkomen vierkant getaj is men . dus

verpligt , de bewerking ergens af te breken ; men doet dit dan, . . als. de
wortel naauwkeurig genoeg benaderd is , om aan het oogmerk der be¬
rekening , waartoe die worteltrekking behoort , te kunnen voldoen ; al-
zoo verwaarloost men de decimaalcijfeTs, die bij eene verdere benade¬
ring in den wortel zouden voorkomen , en om bij dit verwaarloozenzoo
na mogelijk aan de waarheid te blijven , neemt men , zoo de 'eerste ver¬
waarloosde decimaalrijfer 5 of meer is , de voorgaande cijfer eene een¬
heid hooger . Wilde men alzoo, in het laatste voorbeeld dér vorige §, den
wortel uit 0,00144 slechts tot in honderdste deelen naauwkeurig heb¬
ben , dan zou men voor dien wortel nemen 0,04 ; en dien wortel tot in
duizendste deelen naauwkeurig begeerende , zou men nemen 0,038 .

§ 223 . De vierkantswortel uit elk onvolkomen vierkant en de een¬
heid zijn onderling onmeetbaar , of hebben geene gemeene maat , zoodat
er geene getallenwaarde , hoe klein ook , zijn kan , die te gelijker tijd
eeji geheel aantal malen in dien wortel en een geheel aantal malen in
de eenheid begrepen is. Laat , om deze eigenschap der wortels uit
onvolkomene vierkanten te bewjjzen , ondersteld worden , dat j/G en
1 onderling meetbaar zijn , en dat hunne gemeene maat m malen in l/G
en n malen in 1 begrepen zij , als wanneer m en n gelieele getallen
voorstellen , dan heeft men, volgens de eigenschappen der evenredigheden
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1/ G : 1 = rn : »

en dus ook i/G = — ;n
daar nu m en n geheele getallen zijn , is j/G in een geheel , gebroken
of gemengd getal uitgedrukt , en dus G een volkomen vierkant ; uit de

onderstelling derhalve , dat j/G en 1 onderling meetbaar zijn , volgt ,
dat G een volkomen vierkant is ; bijgevolg moeten , zoo G geen volko¬
men vierkant is , j/G en 1 ouderling onmeetbaar wezen.

§ 224 . Men noemt getallen kortaf meetbaar (
'rationaal ) of onmeet¬

baar ( irrationaal ) , naargelang zij al of niet eene gemeene maat met

de eenheid hebben ; de vierkantswortels uit onvolkomene vierkanten zijn
dus onmeetbare of irrationale getallen . Er komen in de stelkunst ,
vooral in hare hoogere deelen , velerlei soort van onmeetbare getallen
voor , onder welke men de onmeetbare vierkantswortels als de eenvou¬

digste soort kan aanzien . Alle meetbare getallen zijn geheele , gebro -

kene of gemengde getallen ; want zoo M een meetbaar getal voorstelt ,
moet men hebben M : 1 = m ; n , waarin m en n geheele getallen zijn ,

en dan zal M = — wezen ; omgekeerd zijn alle geheele , gebrokene of
_ ii

gemengde getallen meetbaar , want M een willekeurig geheel , gebro¬

ken of gemengd getal zijnde , zal men hetzelve altijd in de gedaante ^

kunnen schrijven , waarin m en n geheele getallen verbeelden , en dan

zal uit M — — volgen M : 1 = m : n ; onmeetbare getallen kunnen dus
n

nooit geheele , gebrokene of gemengde getallen zijn .

§ 225. Bij liet trekken van eenen vierkantswortel , wordt hetgeen in

§ 212 is aangetoond herhaaldelijk toegepast ; deze herhaalde toepassing

komt in het algemeen daarop neder , dat men , het grootste deel van

den wortel kennende , ten naastenbij bepaalt hoeveel hieraan ontbreekt ,

en zoo doende een grooter deel van den wortel vindt ; dat men daarna

weder ten naastenbij bepaalt hoeveel er dan nog aan ontbreekt , en zoo

vervolgens ; want indien G het gegevene getal voorsfelt , a het grootste

deel van den wortel , en b hetgeen er aan dat grootste deel ontbreekt ,

om den wortel volkomen te maken , dan is
j/G = a+ b , of G = (a+ ó )1 ,

waaruit gemakkelijk gevonden wordt

b — G~a '
“ 2a

Ë.
ïa en i <

G—a 1
2a ’

welke laatste voorwaarde met (y ) van 5 212 overeenkomt .

Deze voorwaarde kan dienen , om , als men voor a eene waarde kent ,

b en dus ook a+ b ten naastenbij te bepalen ; hierdoor verkrijgt men

eene naauwkeurigere waarde voor het grootste deel van den wortel , dan
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men eerst bad ; neemt men nu voor a deze nieuwe waarde , zoo kan men
door dezelfde voorwaarde onderzoeken , wat alsdan 6 ten naastenbij zijn
moet , en zoo vervolgens.

Wil men zich van deze algemeene leerwijze bedienen, om de worteltrek -

king,even als in § 213en214, uit te voeren , dan neemt menvoor b alleen de

waarde in aanmerking , die door het cijfer van den lioogsten rang , dat
b bevat , wordt uifgedrukt . Deze leerwijze in diervoege op bet trekken
van den vierkantswortel uit 23456789 toegepast wordende , zal dan ook
tot dezelfde bewerkingen voeren , die in § 213 en 214 voorkomen. Hier
is namelijk G = 23456789 , en aanvankelijk a = 4000 ; men heeft dus ,

voor a = 4000 ,
G- 7456789

la = 900 ruim .8000
Neemt men nu b = 900 , dan is a+ b — 4900 ; maar men zal vinden ,
dat (4900)3> 23456789 is , dus neemt men b = 800 , dan is a+ b — 4800 ,
en (4800)3< 23456789 zijnde , is 4800 het nieuw gevondene grootste deel
van den wortel . Nu is ,

G- n 3 416789 .voor a : 4800, —;— = ■ - 40 ruim .la } 9b00
Neemt men dus 5 = 40 , dan is a+ b = 4840 , en (4840)3<23456789
zijnde , is 4840 alweder eene nadere waarde voor het grootste deel van
den wortel . Verder is ,

voor a = 4840 ,
G—ff3 _ 31189

2a 9680 3 ruim .

Men neemt dus 6 = 3 , dan is «+ 6 = 4843 en (4843)3< 23456789 zijnde,
is 4843 het grootste deel van den begeerden wortel , tot in eenheden
naauwkeurig .

Men kan deze zelfde leerwijze wel toepassen , zonder zich te bepalen
tot de waarden van 6 , die door het cijfer van den lioogsten rang worden
uitgedrukt ; maar dan zal men den wortel verkrijgen door geheelandere
bewerkingen , dan die van § 213 en 214 , terwijl dan ook de graad van
naauwkeurigheid van den verkregen ’ benaderden wortel niet zoo gemak¬
kelijk kan beoordeeld worden . 4Neemt men namelijk , om den wortel
uit 23456789 te vinden , vooreerst weder a = 4000 , dan heeft men,

G— « > 7456789■= 932 , . . . .voor a = 4000, la 8000

Men neemt dus b = 932 en a + b = 4932 , dan is dit voor den wortel
eene naauwkeuriger benaderde w'aarde dan 4000. Verder heeft men ,

voor a = 4932 ,
G- g» _ —867835

'la 9864

Men neemt dus 6 = — 88 en a+ b = 4844 , hetwelk nu weder eene
naauwkeurigere waarde is dan de laafstgevondene, en hiermede kan men
voortgaan , zoover als men goedvindt.

14



§ 227. 210
Over het trekken van hoogeremagtsworteïs.

§ 226. Het zal onnoodig zijn , hier op te geven : welke getallen men
volkomene en onvolkomene « de magten noemt, wat men door de groot¬
ste wde magt, die in eenig geheel getal begrepen is, verstaat, als ook wat
een benaderde ?:demagtsw ortel is ; want deze opgave zou slechts eene
herhaling kunnen zijn van hetgeen vroeger ten aanzien der tweede mag¬
ten en tweedemagtswortels gezegd is. Dit vroeger gezegde zal tevens
toereikend zijn , om te doen inzien : dat een geheel getal geen gemengd
of gebroken getal tot «demagtswortel kan hebben ; dat het trekken van
eenen «demagtsworfel eigenlijk alleen uit volkomene nie magten kan
plaats hebben ; dat de «demagtswortels uit onvolkomene mie magten
welbij benadering, maar nooit geheel naauwkeurig kunnen gevonden
worden, en bijgevolg onmeetbare getallen zijn .

§ 227. Het trekken van den «demagfswortel uit een gegeven getal
kan verrigt worden, door dezelfde leerwijze , die in § 225 , voor het
trekken van den vierkantswortel is opgegeven. Zij namelijk G het gege-
vene getal , a het grootste deel van den wortel , en S hetgeen daaraan
ontbreekt , dan is

l/G = a+ b , of G = (a+ b)n ,
en dus , door toepassing van de in § 53 voorkomende formule (39),

n n—i
—ö b 4- ■
1 1 . 2

G — a - n( n— 1 ) n—2
+ —;— — o 4’ enz

waaruit volgt
n Ti—i G—an

a + na 5< G en ft< - ,na n ~ x
welke laatste voorwaarde dienen kan , om , zoo men voor« eene waarde
gevonden heeft , b ten naastenbij te bepalen, en daardoor , op dezelfde
wijze als in § 225 , telkens naauwkeuriger waarden voor a te vinden .
Het trekken van den «demagfswortel is dus teruggebragt tot het vin¬
den van eene aanvankelijke waarde, voor het grootste deel van den wor¬
tel . Oin zulk eene aanvankelijke waarde te vinden, moet men de
«de magten der getallen , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 kennen , Verdeelt
men dan het gegevene getal , van de eenheden af beginnende, in afdee-
lingen van n cijfers, dan zal de voorste afdeeling, als een getal op zich
zelven beschouwd, noodzakelijk kleiner dan 10 " , en dus de «demagfs -
wortel uit dezelve kleiner dan 10 zijn , zoodat die wortel , door het ken¬
nen der magten van de getallen 1 tot 9 , terstond in eenheden naauw¬
keurig gevonden kan worden ; plaatst men achter dien wortel zooveel
nullen , als er nog afdeelingen in het getal volgen , dan zal men hier¬
door klaarblijkelijk het grootste deel van den wortel verkregen hebben ,
dat men dan in

, G —an
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aanvankelijk voor a nemen kan . Bij liet bepalen van b , neemt men al¬

leen het cijfer van den hoogslen rang , dat b bevat , in aanmerking , ver¬

mindert , zoo noodig , dit cijfer met eene of meer eenheden , opdat de

waarde , die men alsdan voor ( «h -A) 7* zou verkrijgen , kleiner danGblij -

ve ; de alzoo verkregene waarde voor a + b neemt men dan alseenenieu -

we waarde voor « aan , bepaalt daarna weder b ; en zoo vervolgens .

§ 228 . Om den derdemagtswortel te trekken , moet men weten , dat

1 , 8 , 27 , 64 , 125 , 216 , 343 , 512 , 729

de derde magten zijn van
1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 ,

en , volgens de vorige § , gebruik maken van de voorwaarde

Laat , bij voorbeeld , gevraagd worden den derdemagtswortel uit 78402752

te trekken , dan deele men dit getal aldus af : 781402 (752 . Omdat nu

het getal 78 , waaruit de voorste afdeeling bestaat , tusschen 64 en 125

invalt , is 4 , tot in eenheden naauwkeurig , de derdemagfswortel uit

78 , en dus 400 het grootste deel van den begeerden wortel , in honderd¬

tallen naauwkeurig . Jfu is hier G = 78402752 , en dus ,

voor a = 400
G—a 3

__
3« 3 '

78402752—64000000
480000

= 30 ruim .

Men zou alzoo A = 30 en « + A = 430 moeten nemen , maar bevindt

dan , dat 4303> 78402752 is ; derhalve neemt men A = 20 en a + b = 420 ,

en bevindt nu , dat 420-’ < 73402752 is , zoodat 420 het grootste deel van

den wortel is , tot in tientallen naauwkeurig . Verder is ,

voor a = 420 ,
G- « 3 _ 78402752—74088000
'

3u3 ~ 529200
8 ruim .

Men neemt dus b = 8 en a + b — 428 ; daar men nu bevinden zal , dat

4283 = 78402752 is , zoo blijkt , dat het gegevene getal eene volkomene

derde magt , en 428 deszelfs wortel is .
Ten einde het onnoodig gebruik van nullen te vermijden , en tevens

over de bewerkingen een geregeld overzigt te houden , plaatst men de¬

zelve aldus : 78 | 402 | 752 ) 428.
43 = . . . 64

14402

3 .43 = 48 ; 144 : 48 = 3,enz . 433 = 79507
42 » = . . . 74088

4314752

3X42» = 5292 ; 43147 : 5292 = 8, enz . 428* = . . . 7 8 4 0 2 7 5 2

0.
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§ 229. Om den vijfdemagtswortel te trekken , moet men weten , dat

1 , 32 , 243 , 1024 , 3125, 7776 , 16807 , 32768 , 59049
de vijfde magten zijn van

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 ,en , volgens § 227 , gebruik maken van de voorwaarde
, G —« *
* < -

5^ -
Wil men, bij voorbeeld, den vijfdemagtswortel uit 34867890123456trek¬

ken, dan moet men dit getal aldusafdeelen : 3486178901 ]23456 ; daarnude
voorste afdeeling 3486 , als een getal op zich zelven beschouwd , tus -
schen de vijfde magten van5 en 6 gelegen is, is 5 de wortel uit de groot¬ste vijfde magt , in 3486 begrepen , en dus 500 het grootste deel van den
wortel , in honderdtallen naauwkeurig . ïfu is hier G = 34867890123456,en dus ,

G—«’ 34867890123456- 31250000000000voor « = 500 , = 10 ruim .5« * 312500000000
Men neemt dns 5 = 10 en a+ h = 510 ; en daar men nu , de waarde van
510* berekenende , bevinden zal , dat deze waarde kleiner dan G is , zoo
is 510 het grootste deel van den wortel , tot in tientallen naauwkeurig .
Verder is

G—«* 34867890123456- 34502525100000 _ .voor « = 510 , —_- = - . — 1 ruim .5a» 338260050000
Dus neemt men nu 6 = 1 en «+ 6 = 511 , en zal dan bevinden , dat
511* < G is , zoodat 511 de benaderde wortel is , tot in eenheden naauw¬
keurig . '

De , in deze § verklaarde , bewerking komt weder aldus te staan :
3486 )78901123456 ) 511

5* = 3125
361 78901

5 .5 *= 3125 ; 3617 : 3125= 1,enz . 51 * = 3450 25251
36 5365023456

5.51 »= 33826005; 36536502 : 33826005= 1, enz . 511 » = 3484 2114263551
257758 59905 .

§ 230. Wil men den wdemagtswortel uit een geheel getal in tiendee-
lige breuken benaderen , of wil men uit een tiendeelig gebroken , of
uit een gemengd getal , dat geheelen en tiendeeiigen bevat , den
magtswortel trekken , dan volgt men denzelfden weg , die in § 218 en
221 ten opzigte der vierkantswortels is aangewezen ; met dit onder¬
scheid , dat men overal de nde 9 in plaats van de 2de magten der getallen
10 , 100 , 1000 enz , gebruikt . Men heeft namelijk :

n
V G = 1/10 " G n

-
Ü

- ' 1/0 = 1/100 " G n
— V G 1/1000 G

1000 ’ enz.
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Zie hier eeuige voorbeelden tot toepassing van deze formulen .

Eerste Voorbeeld. Pen derdemagtswortel uit 3 , tot in honderdste

deelen te benaderen . Men heeft

V 3 = 1/3000000 __ 144, . . . .
100

~ 100 1,44 . . . .

Hier is door de handelwijze van § 228 gevonden, dat 1/3000000 = 144, . . .

tot in eenheden naauwkeurig is ; bijgevolg is 1/3 = 1,44 . . . tot in hon¬

derdste deelen naauwkeurig .
Tweede Voorbeeld. Ben vijfdemagtswortel te trekken uit 3450,25251.

Hier heeft men

1/3450,25251 = •1/3450,25251x10 “
10

1/345025251 _ 61 _
10

—
10

~ ’ ’

zijnde volgens de vorige § gevonden, dat 1/345025251 = 51 is .

Derde Voorbeeld, Ben derdemagtswortel uit 0,065 tot in drie deci¬

malen te berekenen ,
kien zai hier hebben

1/0,065 = 1/0,065X1000 “
1000

1/65000000 _ 402,
1000 1000

= 0,402

Boor de handelwijze van § 228 namelijk is 1/65000000 = 402 , . . . tot in

eenheden naauwkeurig gevonden , zoodat dan ook 1/0,065 = 0,402 . . .,

naauwkeurig is tot in de derde decimaal . ■

§ 231 . Wil men , in plaats van den «dcmagtsworlel uit eenig getal

in tiendeelige breuken te benaderen , dien wortel tot in mie deelen van

de eenheid naauwkeurig vinden, dan handelt men weder op eene der -

gelijke wijze, als in § 219 , ten opzigte van den vierkantswortel , is

aangewezen . Men heeft namelijk

" , i/a «” G
l/G = - - •

m mei, -. .

Moest men , bij voorbeeld , den derdemagtswortel nit 2 tot in vierde

deelen van de eenheid naauwkeurig berekenen , dan zou men . in ; de

bovenstaande formule n = 3 , G = 2 en m = 4 nemen , en daardoor

verkrijgen
• ,

y2 = 1/ 4» . 2 1/ 128
4

5. . . . 1
- == 1- nagenoeg

4 ' 4 D
* i If .i,, ..

Beze gevondene waarde verschilt nu zeker minder dan - van den wa-
3

ren wortel , omdat 5 minder dan eene eenheid afwijkt van y '128.

Wanneer eindelijk de ndemagtswortels uit gebrokene of gemengde

getallen getrokken moeten worden , brengt men, door toepassing der in
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§ dl aangewezene herleidingen , het vinden van die w’ortels tot de wor -
teltrekking uit geheele getallen terug , zoodat het voorgedragene ge¬
noegzaam is , om eiken wortel uit een willekeurig getal te kunnen
berekenen . Tot het benaderen van derde- , vierde- , of hoogeremagts -
wortels , maakt men echter gewoonlijk gebruik van de logarilhmen ,
waardoor men , zoo als nader blijken zal , spoediger dan door de hier
verklaarde leerwijze , de wortels berekenen kan ; en in die gevallen ,
waarin het gebruik der logarithmen den verlangden wortel niet met de
vereischte naauwkeurigheid zou leeren kennen , verschaft het binomium
van Newton daartoe een vermogend hulpmiddel .

§ 232. Indien de aanwijzer eener wortelfrekking een deelbaar getal
is , kan het trekken van den wortel , door toepassing der formule ( 76) ,
teruggebragt worden tot twee of meer achtervolgende worteltrekkingen
van lagere aanwijzers . Om , bij voorbeeld , den vierdemagtswortel uit

.270 te trekken , zou men , volgens de formule (76 ) en de voorbeelden ,
die in § 218 en 221 voorkomen , hebben ,

j/270 = 1/ (V' 270) ]/16,431 . . . . = 4,053 . . .
Wilde men , in het algemeen , uit eenig getal G den vierde - , zesde- ,
achtste - , negende- , tiende- , twaalfdemagtswortel enz. trekken , dan
zou men hebben

l>G= y (yG ) ; |/G = l/ ( '> G )= l/ft/G ) ; ]/G = |/ ( j> G )= y ( ^ (yG ) ) ;
yG = y ( yG ) ; yG = y (yG )= y (yG ); yG = y (V {\>G) )= y ( yryG ) ) ;
door welke formulen wordt aangewezen , hoe deze worteltrekkingen
tot eenvoudiger teruggebragt kunnen worden .

Toepassing van het biuomium op de wortèltrehking .

§ 233. Wanneer men voor den /^ emagtswortel uit eenig willekeurig
getal , hetzij door beproeving , hetzij volgens § 231 , hetzij op eenige
andere wijze , eene waarde gevonden heeft , die niet zoo naauwkeurig
is als men verlangt , kan men de in è 53 opgegevene formule (39 ) toe¬
passen, om dien wortel naauwkeuriger te benaderen .

Laat namelijk voor den wdemagtswortel uit eenig getal G eene waarde
a gevonden zijn , die niet zoo naauwkeurig is als men verlangt , dan
zal men hebben

G = a n + v ,
waarin , omdat a n niet gelijk aan G is , v het positieve of negatieve
getal beteekent , waardoor het verschil tusschen G en c» wordt aan¬
gewezen.

Hieruit volgt , dat men dan ook heeft

l/G = 1/ ( a”+ v) = ya ”
( l+ = ay ( l + —̂ = c,( 1+ ~ )

n •
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Door toepassing der formule (39) verkrijgt men verder

1 1( 1 A 1/1 i \ (1_ 2\

( ■+# = 1 +r r

^ r 'Ï # " 2^ "3) / » y uL ' Oin ~2) { n
~'J) ( ü ~k)

( >>_Y+ „„ „

of , na behoorlijke herleiding ,

+
v t - C»—0 ( vY ! ■(» - i )( 2 »- i ) / » y

V a */ ~ « fl n n . 2« /i . 2 » . 3«

t . (n— ty2n —lX 3n— l ) / _
» \ 4 1 . (n— l ) (2n- 13(3«—1X4»—11/ « V

vz ” ' « . 2« . 3« . , bn v »n *
» . 2« . 3« . 4/z \ a n* * n . Zn . 3« . 4m ,

Stelt men nu , ter bekorting,

! •— = A , H ^ . (4 )
*

= b ,
/i a tl n . Va n /

l, ( ra—1 )( 2»— 1) rvy l .(n — 1 )(2» —1 )(3/t —l ) , ü \ * _ D
n . 2n . 3/i Va ” '' 9 n . 2« - 3« . 4«

’

1 .Cb- 1H2 »— l ) (3/i—1 )( 4» - 1 ) ( vy

ra . ‘Zn . 3n . 4» . 5»

dan is

A _ 1 ?_
n a n9
3«—1

„_ 1 „
B - ' 2T ' P r ' A ’ 3« a "

D = — E = ~ I) , enz.
4» av bn an

}W ,

^ 1 + = 1+ -A— B-f-C—D-j-E— enz . . . . . . . ($ ) »

en i/G ™ « (1+ A—B4-C—D -fE — enz . ) • ( /j .

Indien nu a weinig van den waren wortel uit G , en dus ook a n wei¬

nig van G verschilt , zal t> zeer klein ten opzigte van an , en bijgevolg

— een klein gebroken zijn . De reeks ( 8 \ zal dus convergeren, en
a n

*

wrel des te sterker , naargelanghet gebroken YL kleiner is , dat is , naar¬

gelang a minder van den waren wortel uit G verschilt . De getallen

A , B , C , D , enz. zullen dus achtervolgens kleiner worden, en van

dezelve kan men derhalve diegenen verwaarloozen, welke geen invloed
n

kunnen uitoefenen op de decimaalcyfers, tot in welke men j/G door

de formule C/ ) naauwkeurig wil berekenen.



§ 234. « 16
§ 234. Om hetgeen tn de vorige § gezegd is , door een voorbeeld opte helderen , stelle men zich voor , den vierkantswortel uit 5 te bena¬deren , dan weet men dadelijk , dat 2 ten naastenbij de waarde van j/5is , en hier gaat dus de algemeene formule

G = a n+ v over in 5 == 23+ l , • ’ \ f

is. Substitueert
zoodat nu n = 2 , G = 5 , a = 2 , v = 1 en — =a n ' ymen deze waarden in de formulen (<* ) , dan vindt men

A = = 0,125O

B = — A = 0,00781

C = 4 B = 0,00098O

D - = 0,00015

E = — D = 0,00003
enz .

Door behoorlijke optelling en aftrekking , vindt men nu de waarde vande reeks ( /3 ) als volgt :
1 = 1,00000
A = 0,125 <

1+ A = 1,12500
B - 0,00781

1+ A— B = 1,11719
C = 0,00098

1+ A—B+ C = 1,11817
D = 0,00015

1+ A— B+ C - D == 1,11802
E = 0,00003

1+ A—B+ C- D+ E = 1,11805 .Hier de bewerking stakende , heeft men ten naastenbij
1+ A—B+ C— D+ E—enz . = 1,11805 ;in welke waarde men echter op de naauwkeurigheid der laatste deci¬maal niet rekenen kan . Volgens C/ ) is verder
1/5 = 2X1,11805 . . . . = 2,23610 . . . .en in deze uitkomst kan men nu alleen op de naauwkeurigheid der drieeerste decimalen rekenen .

Het gebroken ~ was hier i -, en dus te groot , om de reeks (ƒ3) sterk
te doen convergeren ; neemt men echter voor a eene waarde , die min-
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der van den waren wortel afwijkt , dan zal men eene sterker converge¬
rende reeks verkrijgen . Zoekt men, bijvoorbeeld , voor )/5 eene waar ■
de , in vierde deelen der eenheid naauwkeurig , dan heeft men

, 5 . 16 1/80 9
V $ — V -jg- = —j- = i nagenoeg.

9
Men kan alzoo a = - nemen , dan gaat

(9 \ * 1
) — —,4 ' io

, . „ „ 9 ln 1
en dan is , n = 2 , G = 5 , a = - , v = — — en — = — - .

Door substitutie dezer waarden in {a ) vindt men dan :

= — 0,0061728395

A ; 0,0000190520

B — — 0,0000001176

C = 0,0000000009
enz .

1 = 1,0000000000
A — — 0,0061728395

1+ A = 0,9938271605
B r= 0,0000190520

1+ A —B = 0,9938081085 •
C = — 0,0000001176

1+ A—B+ C = 0,9938079909
D = 0,0000000009

1+ A— B+ C—D = 0,9938079900 .
Hier de bewerking stakende , heeft men

V5 = | X 0,99380799. = : 2,2360679775 . . . . * ,

welke waarde tot in de laatste decimaal naauwkeurig is , hoezeer men ,
op grond van de bovenstaande bewerking , slechts van de naauwkeurig -
heid der acht eerste decimalen zeker is.

§ 235 . In de vorige § zijn , tot het berekenen van den wortel , de
formulen (C6) , (fi ) en van § 233 gebruikt ; in plaats daarvan kanmen ,
in ieder bijzonder geval , op den begeerden wortel dezelfde herleidingen

n
toepassen , die ia § 233 ten opzigte van j/G verrigt zijn.

Moest , bij voorbeeld , de derdemagtswortel uit 3 getrokken worden ,
dan zou men , voor eene eerste onnaauwkeurige waarde van dien wor¬
tel het getal 1 nemende , hebben

A =

B -

C = -

D =

1
'

Ï62
1'

324
1

162
5'

648

Alzoo is
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1/3 = y !l+ 2) = 1+ 3 • 2 + -
ïf - j

' 22 ■
1 .. 2 . 3 2 ’+ eng.

= 1+ 2- 1 . 22+ 1 . 2> - ^

Daar echter deze reeks volgens de magtenvan het getal 2opkümt , con¬
vergeert zij niet , en is dus ter berekening van den wortel onbruikbaar .

Neemt men voor eene eerste onnaauwkeurige waarde van j/3 , het¬
geen men verkrijgen zou , wanneer men dezen wortel tot in halve een¬
heden naauwkeurig zocht , dan zal men hebben

1/3 = — — - j/24 = - nagenoeg ,

en vervolgens
3 * e / 3 \ * 3 > ls 1 * / — *1 \ 33 / 1 \

3/ . 1 \ 4 3 e , 111 / 1 \ * 5 / 1 \ * v
“ ’üO § ) 3

*
9

*
9

* ( § ) 81
' ^ 9 / enz ' } '

Deze reeks convergeert nu reeds vrij sterk , zoodat men, door bereke¬
ning van de bovenstaande termen , vinden zal

1/3 = 1,4422598 .
welke waarde tot in vier decimalen naauwkeurig is.

Neemt men voor eene eerste onnaauwkeurige waarde van j/3
i— v'3 'S3 _ y 81

3 ~ 3
- nagenoeg ,1/3 =

dan zal men hebben
3 3 f/4 \ * 17 -, ls . 1 3 17 \ 4 8/17 \

* *= * { { 3 ) + » ) =
3
' '/ (4 ‘+ 17> =

3 Vi ( 1+ 5 ) =
3^ ( 1+ 6i )

= .V1 +I7 )i = i / 1 + 1 . H - i . (E )
* + i . )

■- «»». 1 ,
3V 64 / 31 3 64 9164 / 81 \ 64 / >

17 1
welke reeks , omdat het gebroken *— veel grooter dan het gebroken —

is , veel minder dan de vorige convergeert , en dus , ter berekening van
den wortel , minder geschikt is.

Berekent men j/3 tot in negende deelen der eenheid naauwkeurig ,
dan zal men verkrijgen

V/3 = 1/3 . 9 3 1/2187 _ _ 13= nagenoeg .
9 9

Gebruikt men nu het binomium , om eene naauwkeurigere waarde voor

den wortel te vinden , dan heeft men

^ = - £ } = f * - - ) = 3
=

?(- ik )1 = f { ■- f ■£ - 1 (hb)
’ - «t )

‘
■- '“ ! •
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Begeert men nu [/3 tot in zeven decimalen naauwkeurig te berekenen,

dan kan men , van deze laatste reeks , den term ^ ena ' ^ev° l"

gende termen verwaarloozen , en dan zal men , door berekening der

voorgaande termen vinden
j/ 3 =z 1,4422496 . . . .

Bij de berekening der wortels dooT het binomium , is het eene hoofd¬
zaak , om voor den wortel zulk eene aanvankelijke waarde te vinden ,
dat men eene reeks verkrijgt , die sterk genoeg convergeert ; zoowel

dit , als de wijze , waarop zulk eene aanvankelijke waarde voor den
wortel gevonden wordt , is uit het bijgebragte voorbeeld gebleken .

Gebruik der worteltrekking tot het oplossen van
zuivere vergelijkingen .

§ 236 . Door zuivere vergelijkingen verstaat men zulke , waarin , na
behoorlijke herleiding , behalve geheel bekende termen , slechts termen
voorkomen , die eene zelfde magt van de onbekende als factor bevatten,
en dus herleidbaar zijn tot de gedaanten

Az a = B , Ax3 — B , Ar ' — B , enz . ,
welke gedaanten van die , in § 134 opgegeven , niet wezenlijk verschil¬
len , en alle begrepen zijn in de algemeene vergelijking

Axn = B .
Uit deze vergelijking volgt onmiddellijk

zoodat het kunnen trekken van den «demagtswortel toereikend is , om
de waarde van de onbekende te vinden . Men moet echter opmerken ,
dat , zoo in deze vergelijking n een even getal is , men volgens§ 144 zal
hebben

en dat dan , zoo — negatief mogt zijn , de waarde van de onbekende ,A
volgens § 5k , onbestaanbaar is.

Jndien men , bij de oplossing van een vraagstuk , zulk eene onbestaan¬
bare waarde voor eene onbekende mogt vinden , zal dit aanduiden ,
dat er iets onmogelijks gevraagd is .

Zie hier een voorbeeld van zulk een

Vraagstuk . Tioee getallen te vinden , waarvan het product 40 is 9

zoodanig , dat het eene zooveel meer dan 6 , als het andere minder
dan 6 is .

Oplossing . Zij x de overmaat van het grootste getal boven 6 , dan is
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het grootste getal 6-hr , en het kleinste 6—x * Men heeft dus de verge¬
lijking

(6-f-jr) (6 —x ) = 40 ,
of 36 - ^* z= 40 ,
waaruit volgt 1 x * = — 4 ,
en x — ±y —4 := + 2 ]/ —1 ;
daar nu deze waarden van x onbestaanbaar zijn , is het onmogelijkgetallen
te vinden , die aan de vraag voldoen ; men merke echter op , dat de sub¬
stitutie van .r~ + 2v/—I j of x= —2i/ —l de vergelijking (6-(-r ) (6—t ) = 40
identiek zal maken .

§ 237. Ten aanzien van de vergelijking Axn = B valt nog aan te mer¬
ken , dat er in het algemeen n uitdrukkingen zijn , die , voor x gesub¬
stitueerd , aan deze vergelijking voldoen . Onder deze uitdrukkingenzijn,

" B B , « B
zoo n oneven is , x = ]/ — , zoo n even en •— positiet is , x = . + 1/ - r-

AA A

de eenige bestaanbare , terwijl al de overige onbestaanbaar zijn ; en is

71even en — negatief , dan zijn zij alle onbestaanbaar . Het onderzoek naar

deze onbestaanbare uitdrukkingen staat echter met de theorie der hoo -

geremagtsvergelijkingen in een te naauw verband , om hier reeds eene
plaats te kunnen vinden .

OVER DE VERGELIJKINGEN VAN DEN TWEEDEN

GRAAD HET ÉÉNE ONBEKENDE ,

Oplossing der vierkantsvergehjkingen.

§ 238 . Reeds in § 134 is gezegd, dat men door eene vierkantsverge-
lijking zulk eene vergelijking met ééne onbekende verstaat , die door
herleiding tot de gedaante .r2-f*P .H-Q = O kan gebragt worden, waarin
P en Q getallen , of uit bekenden zamengestelde stelkunstige vormen,
verbeelden.

Zijn in zulk eene vergelijking P en Q beide gelijk nul , dan heeft men
x 2 = 0 , waaraan alleen door x = O kan voldaan worden.

Is , in de vergelijking .r2H-P .r-i-Q = O, alleen P =r O , dan heeft men
x *-hQ = 0 ; in dit geval behoortde vergelijking tot diegenen, waarvan
in § 236 gesproken is , zoodat aan die vergelijking door de waarden
x — - ]/ —Q en x = — i/ — Q voldaan wordt. Deze waarden van .r zul¬
len klaarblijkelijk alleen bestaanbaar zijn , indien Q een negatief getal
voorstelt.

Is , in de vergelijking .rs-j-Rr+ Q = 0 , alleen Q = 0 , dan heeft men
x *+ Px = 0 ; deze vergelijking door x deelende , vindt men x + P = 0 ,
waaraan alleen x = —P voldoet ; maar , omdat men door x gedeeld
heeft , zal volgens § 142 ook x = 0 aan de vergelijking x *+ Px = 0
voldoen , zoodat aan deze vergelijking door x = 0 en x z= —P voldaan

# wordt.
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Zijn P en Q , in de vergelijking .r2H-P .r+ Q =: O , geen van beide nul ,
dan eerst wordt deze vergelijking eene volkomene vierkantsvergelijJcing
genoemd .

§ 239. Om de volkomene vierkantsvergelijking
•r2+ P.z*-f-Q = O

op te lossen, tracht men dezelve vatbaar te maken , om door den regel
van § 144 te kunnen vereenvoudigd worden ; daartoe zoekt men dezelve
zoodanig te herleiden, dat de vierkantswortel uit het eerste lid zonder
wortelteeken kan voorgesteld worden, terwijl in het tweede lid slechts
bekenden voorkomen . Laat men hiertoe vooreerst alleen de termen,waarin de onbekende voorkomt, in het eerste lid blijven , dan heeftmen

.r *+ P.r — —Q ;
daar men verder weet , dat aan x *+ 2ax de term a* ontbreekt, om eene
ontwikkelde tweede magt te hebben , ziet men , door 2« r= F of a — lp

1 . 2te stellen , dat tot hetzelfde einde aan :r*+ P .r de term ( 2
* / ont-

breekt ; hierom telt men bij de laatste vergelijking P1 op ,
hetwelk geeft

■* >+ P.r+ ( ipy = i P»- Q

of ( ' + § p )
,

= ï p *- Q i
past men hierop den regel van § 144 toe , dan komt er

*+ \ P —±.v (j pj~ö )
Of * = ~ \ P±f/ ( jP 2 - Q) ;
zoodat aan de vergelijking .r '+ Pr + Q = o door de beide waarden

x = - | p + y ( Jp . _ Q ) en * = _ ip - v/ ( jP ’ - Q)
voldaan wordt. Men zal dan ook bevinden, dat door substitutie van elk
dezer waarden de vergelijking identiek wordt. Mogten P en Q een van
beide of beide nul zijn , dan blijven de gevondene waarden voor x wel
onveranderd doorgaan , maar dan is het gemakkelijker de vorige § te
volgen.

Tot het oplossen eener vierkantsvergelijking heeft men , volgens het
aangevoerde, dezen

Regel . Herleid de vergelijking tot de gedaante ^ H-P.r+ Q = 0 , dan
is de onbekende gelijk aan den kalven coëfficiënt, die hare eerste
magt in de vergelijking heeft , met het tegengestelde teeken genomen ,vermeerderd of verminderd met den vierkantswortel uit den vorm ,dien men verkrijgt , door achter het vierkant van den genoemden
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kalven coëfficiënt den geheel hebenden term met het tegengestelde tee¬

lten te schrijven . Na dezen regel te hebben toegepast , moet men de

gevondene waarden voor de onbekende tot den eenvoudigsten vorm her¬

leiden .
Zie hier eenige voorbeelden :

3.r + 2 1+ 52- , ,
Eerste Voorbeeld. Be vergelijking 2r + 3

= 5—Zr op te ossen '

De opgegevene vergelijking lierleidende , vindt men aclitervolgens :

(3Z-+ 2X5— 2T) = a -)-5z-) (2r + 3) ,

15X+ 10—§x*— ix = 2,r+ 3+ t0.r 3+ t5.r ,
— 16x*—&x+ 7 = 0,
16z-*+ 6z-—7 = 0 ,

•ri + ! ^ - r6 = ° ’

waardoor nu de vergelijking tot den vorm jr2-h1*jr+ Q =zÖ herleid is ;

past men verder op deze vergelijking den regel toe , en herleidt men

de verkregene vormen tot hunne eenvoudigste gedaante , dan komt er

3 .
3 9 u- 7xl6 W 3 a ~ ,s

x= - ïg ±l/ { ( ig) + r6 }= -
36 ±V(ï^+ 'l¥')~ ~Ï6±,/

,i» =- 2+ “ = /£ ol - h \ = fl Ot - l ) ;
16* 16 — 16 ( 16 16ƒ ( 2 8J

9+ 112
16*

= “ l6 ± ]/ *
1 7

alzoo zijn .rs - enr - de waarden van de onbekende , die aan
Z o

de opgegevene vergelijking voldoen.
2 v 3jt

Tweede Voorbeeld. De vergelijking ——- — — — — 7 op te lossen.
Zr— 1 3.r + l

Door herleiding verandert men deze vergelijking achtervolgens in :

2x(3x+ t >—&r (2r - l ) = 7(2r — l ) (3z-+ l ) ,
6r 1+ 2r —6.r *+ 3.r = 42.r *—7.r —7 ,

12z-*—12z— 7 = 0 ,

, 2 1
en x * — - x — - =z 0 ,

hierop den regel toepassende , en de uitkomst behoorlijk herleidende ,

verkrijgt men
_ 1 330

6X49 7 — ^ 36X49

_ ï , 1 ,/ 3M _ 6+ 1/330
7 ± W 3S0 - S —

Aan de gegevene vergelijking voldoen dus x — en r : 6- 1/330: 42 ’

men kan zich van de juistheid dezer gevondene waarden overtuigen ,

door dezelve in de gegevene vergelijking voor x te substitueren , als

wanneer men bevinden zal , dat die vergelijking identiek wordt . Deze

substitutie is eene alles afdoende proef , om de deugdelijkheid der be-
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werkingen te doen blijken , en is tevens eene zeer geschikte oefening
tot het verkrijgen van vaardigheid in het herleiden van vormen.

Berekent men 1/330 tot in drie decimalen naauwkeurig , dan zal men
vinden j/330 = 18,166 . . . ; hierdoor verkrijgt men
x 6+ 18,166 . . .

42 = 0,575 . . en x = 6- 18,166 . . .
42 — 0,289 . . . ;

maar deze waarden zijn nu niet volkomen naauwkeurig , en voldoen
dus ook slechts ten naastenbij aan de opgegevene vergelijking . De waar¬
den vanr , die volkomen aan de vergelijking voldoen, kunnen , omdat
330 geen volkomen vierkant is , niet zonder wortelteeken uitgedrukt
worden , en zijn dus onmeetbaar .

2bx

Derde Voorbeeld. De waarden van x te vinden uit de vergelijking
(b—6)ax 3o*

a —x a—x '
Men herleide de vergelijking als vólgt :

2b.ra —x )—(8—6)ax = 3a1 ,
7abx—2bx*—abx + 5ax — 3a1 ,
—2A,r *+ «8.r + 6«.r —3a’ = 0 ,

2bx*— a(8+ 6).r+ 3«* = 0 ,
x 1 «(8+ 6) , 3«*—2ir * + ! b = 0i

en passé vervolgens den regel toe , dan komt er
„ _ «(8+ 6) f «*(8+ 6)» 3a* 1

48 ~ V \ 168* “
28 Jof , door herleiding ,

„ _ «(8+ 6) , _ , «*(8+ 6)*—24« »8 «(8+ 6) , « l/f (8+ 6)*- 2481~
48 ± V W * ~ “

6
“ ± -

4ft
- 1

_ g(8+ 6.+ «1/ (8*—128 + 36) _ «(8+ 6)+ «(8—6)~
48 ~

48 ’
het bovenste teeken gebruikende , verkrijgt men

_ « 8+ 6«+ « 4— 6« 2« 8 a 1
48 ~

4b 2 ~ 2a ’
en het onderste teeken nemende , verkrijgt men

«8+ 6«—«6+ 6« _ 12« _ 3«
48 ~ ~ïb ~ ~

b ‘
jAlzoo zijn x = - « en x = — de waarden van x , die aan de opge¬

gevene vergelijking voldoen.
Vierde Voorbeeld . De vergelijking — + ?- ^ ^ = a+ b , tenopzigfe

van y op te lossen.
In deze vergelijking komen wel wortelteekens voor , maar de onbe¬kende y staat nergens onder die wortelteekens , daarom is het , tot de
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oplossing der vergelijking , onnoodig , die wortelteekens te verdrijven .
Men vermenigvuldige dus de vergelijking mei y\/ !>, en herleide dezelve,
dan komt er

=z (a+ b)y\/b
en y 1—y (a+ b) y ' b+ ali1 = 0 ;
door verder den regel hierop toe te passen , vindt men

y — g (.a+ b)]/l, + ]/ ^ aS>} ,

en door herleiding

y = ~ (a+ b)f/b + y ^ b ^ a+ b)1— iab ^ — i (a + b) )/b + yi - bCa—b)%

= \ (a+ /i)i//i + i («—6)1//r,

het bovenste teeken nemende , is

y - a + b)-Ha —b)} yb = a\/b ,

en het benedenste teeken gebruikende , is

y — (a —b) } yb = b\Zb ,

weshalve y = a \/b en ;/ — byb de waarden van y zijn , waardoor aan

de opgegevene vergelijking voldaan wordt .

§ 240. Somtijds kan men uit eene vergelijking van den tweeden graad ,
door den regel van § 144 toe te passen, onmiddellijk twee vergelijkin¬

gen van den eersten graad afleiden ; waar men ziet , dat dit plaats kan

hebben , is het niet verkiesselijk , de algemeene leerwijze der vorige §
te volgen.

Laat , bij voorbeeld , gevraagd worden de waarden van x te vinden

uit de evenredigheid
(a —xf : x z = pi q ,

dan zal men, de algemeene leerwijze volgende, achtervolgens verkrijgen :
a1— ïax + x* ’. x 1 = p : g ,
a ' q—2aqr + qx 2 — p .r * ,

x ‘‘(q—p )—1aqx + a 'lq = 0 ,
2aq a^q
Ö1

a *g ^ _ ”
(« —P)*

x 1 — ■x +-P '1- P

x = ™L ±v \ pL ,
q- p I iq —p/

aq ±v

= o ,
aiq*—atq(.q- p )_ aq + ay/pq

q —p l ?—P (J —P)* q —p
Deze waarden van x kunnen nu nog op de volgende wijze herleid wor¬

den : neemt men namelijk het bovenste teeken , dan is

_ aq + aypq q+ Vpq _ (V <] + VP -V >1 _ _ g h/ ?
x ~

q—p
~ a

q—p
~ a

( \Zq+ \/p )y <] — \/P >
~ Vq — Vp '

en neemt men het onderste teeken , dan is

aq —ap/pq Q—VPQ ( )/ ?—VP 'iVq _ <*V Q
X — - —■ -- a - — — a ■

q —p q - p (i/5 —vpW9 + vp ) vi + Vp
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Volgt men hier echter de algemeene leerwijze niet , maar leidt men
uit de gegevene evenredigheid de vergelijking

q{a —x )% = px 2
af , en past men op deze vergelijking den regel van § 144 toe , dan vindt
men terstond

( «“ x )\/q = —x )/p ,
<H/q —x ]/q = —x \/p 9

a/q — x (Vq - \/p ) ,
x = aVq

\/q — VP *
hetgeen dezelfde waarden van x zijn, die boven op eene meer omslagtige
wijze gevonden waren .

Eigenschappen der vierkantsvergelijkingeji , _
§ 241 . De beide waarden der onbekende , die aan eene vierkantsver -

gelijking voldoen , worden de wortels der vergelijking genoemd. Het
woord wortel heeft dus hier eene geheel andere beteekenis , dan wanneer
er van wortels uit magten gesproken wordt . Volgens § 239 zijn alzoo

' - 5 P+ V/ (-* P2- Q) <=«
de wortels der vergelijking

x 2+ Yx+ Q = 0 .
Deze wortels hebben merkwaardige eigenschappen . Stelt men kort¬

heidshalve die wortels door m en n voor , zoodat men heeft
* = - | p+ V' ( i P' - Q) en » = - ïp _ ,/ ( ip . _ ö) ,

dan vindt men door optelling en vermenigvuldiging
m+ n = + { _ ^ p _ K (I P. _ Q) j _ _ p 5' {*>

en mn = = { J P~ V (| P’ - Q) } { 5 P+ ’*/ (5 pi - ö) } = Q ;
de som der beide wortels is dus gelijk aan den coëfficiënt, dien de eerste
magt der onbekende in de vergelijking heeft , met het tegengesteldeteeken genomen ; en het product der beide wortels is gelijk aan den
geheel bekenden term , die in de vergelijking voorkomt , met zijn eigenteeken genomen.

§ 242. Indien m en n de wortels zijn der vergelijking
z-2+ Px+ Q = 0 ,

is , volgens de vorige § , P = —( *»+ ») en Q = m/i , zoodat men dan voor
die vergelijking schrijven kan

» x 2— (m+ n)x + mn = 0 ,
dat is x 2—mx—ux-\-hul — Q ,
of (x —m )(x — n ) = : 0 .

15 .

(«—x)yq = x ]/p
al/q —x ]/q =s XI/p
a V q = x (yq + l/p )

a ]/gx — - -—
ï/n -i- i/n

en
en
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Hieruit blijkt, dat men , door andere waarden dan m en n voor x te
nemen , niet aan de vergelijking voldoen kan ; want nain men voor .r
eene waarde , die nocli gelijk m 9 noch gelijk n was , dan zouden x—m
en x — n geen van heide nul zijn, zoodatdan ook het product (x —
niet gelijk nul zou kunnen wezen . Neemt men echter , of x ~ ?n 9 of
,r = w , dan wordt aan de vergelijking voldaan .

Eene vierkantsvergelijking laat dus twee , maar ook niet meer dan
twee , waarden voor de onbekende toe.

§ 243. Volgens hetgeen in de beide vorige § § is aangetoond, kan men
gemakkelijkeene vergelijking zamenstellen, die vooraf bepaalde wor¬
tels heeft. Begeert men , bij voorbeeld, eene vergelijking te vinden ,
waarvan de wortels zijn ^ en — , dan vindt men voor de som der wor-

0 ct
, a b a1+ h% a b

tels — 4- - - ;— , en voor derzelver product - X - = 1 , zoodat
b a ab ba

dan , volgens § 241 , de begeerde vergelijking zal wezen
a*+ b*

x 1
ab x+ l = 0.

Volgens § 242 zou men voor de begeerde vergelijking ook terstond

kunnen schrijven — = 0 ,

en deze verschilt van de vorige alleen in gedaante . Door herleiding
veranderenbeide in

abx1—a1,r— L-:r-\-ab — 0 ,
en lost men nu deze vergelijking volgens den regel van § 239 op , dan

zal men voor de wortels x .=. — en x = t — vinden.
o a

Begeert men eene vierkantsvergelijking, waarvan de wortels 2 en — 3

zijn , dan zal men voor die vergelijking op dezelfde wijze verkrijgen
a-1- (2- 3)*-rK2X - 3 ) = O,

' of - <> '— 2 >( .r+ 3) = 0 ; ,
en dus na ontwikkeling x*-bx —6 = 0 ,
welke vergelijking , volgens den regel opgelost , de waarden .r = . 2 en

x = — 3 zal opleveren.
§ 244. Om onmiddellijk te kunnenzien , hoe het van de getallenwaar¬

den , die P én Q in de vergelijking x *+ Px -j- Q = 0 hebben , afhangt, of

de
“wortels van die vergelijking al of niet bestaanbaar zijn , merke men

op , dat , onverschillig of P negatief dan wel positief zijn moge , toch

altijd J P1 positief zal wezen.
Is nu Q positief en grooter dan | P* , zoo is i P2—Q negatief , derhalve

is dan j/ (^ Ps —Q) en bijgevolg ook elk der beide wortels van de verge¬

lijking onbestaanbaar . Hadmen , bijvoorbeeld, x 2—10.r+ 29 = 0 , waarin

F = — 10 , P1 = 25 , Q = + 29 , en dus Q positief en grooter dan * PJ

is , dan zou men , volgens den regel van § 239 , vinden
X = 5±1/ (25 —29) - 5+ 1/ — 4 = 5±2l/ - l ,

welke waarden, 5+ 21/ - 1 en 5 - 2)/ —1 , beide onbestaanbaar zijn .
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Is Q positief en gelijk aan -J P 2 , dan is ]/ (i P2—Q ) = 0 , en dan zijn
de wortels der vergelijking bestaanbaar , en ieder in het bijzonder — j P .
Hoezeer er nu geene twee verschillende waarden voor x zijn , die aan
de vergelijking voldoen , heeft de vierkantsvergelijking toch altijd hare
twee wortels , maar deze zijn nu onderling gelijk . In dit geval is het
voorste lid der vergelijking altijd eene ontwikkelde tweede magt , waar¬
van men zich kan overtuigen , door Q = (P2 in de vergelijking .r 2+ Px+ Q= 0
te substitueren ; want dan verandert die vergelijking in ^'ï + P.*'+ t,P2= 0 ,
waarvoor men schrijven kan ( .r + iP )* = 0 . Had men , bij voorbeeld ,

2 11 1
0 , waarin P Q = +

3 ’ 2
en dus Q positief en gelijk aan ^ P2 is , dan zou men , volgens § 239 ,

vinden

zoodat nu de beide wortels der vergelijking onderling gelijk en ieder
/ 2 2

vergelijking schrijven ^ x —- ^zijn ; men kan dan ook voor die

Is Q positief , en kleiner dan £ P2 , of is Q negatief , dan is .J P2— Q
positief , en dus / ({ P’ — Q ) , als mede elk der wortels van de vergelij¬
king , bestaanbaar . De vierkantsvergelijking ,r 2-f-P.r -j-Q = 0 heeft dus
twee onbestaanbare , twee gelijke bestaanbare , of twee ongelijke be¬
staanbare wortels » naargelang i P2—Q negatief , nul of positief is.

Door alle mogelijke onderstellingen , ten aanzien van het positief of
negatief zijn van P en Q , aan te nemen , kan men de vier volgende ge¬
vallen hebben , waarineng positieve getallen verbeelden :

x ' + px + q — 0 , waaruit volgt x = — j P+ V (iP *—q ) . . (x ) ,
x 1—px + q = 0 , * » x = + iP + VdP ' —g ) . . (8 ) ,
x *+ px —q — 0 , » » X = — ^p + Vdp ' + q) . . (90 ,
x *—px —q — 0 , » » x = + ^ p + V (ip *+ q ) . . (£) .

In de gevallen (x ) en (ƒ3) zullen er twee ongelijke bestaanbare , twee
gelijke bestaanbare , of twee onbestaanbare wortels zijn , naargelang
iP s > <i > iP ' — ? ° f jl ’ < q is ; zijn deze wortels bestaanbaar , dan
zullen zij in het geval ( fl5) beide negatief , en in het geval ( /3 ) beide
positief zijn ; want vooreerst moeten de beide wortels hetzelfde teeken
hebben , omdat , volgens § 24l , hun product het positieve getal q moet
opleveren , en ten andere moet , volgens § 241 , hunne som in het geval
x« ) gelijk aan —p en in het geval ( /3) gelijk aan + p zijn.

In de gevallen ( 90 en Q ) zijn er altijd twee or.gelijke bestaanbare
wortels , en van deze is de eene positief , de andere negatief , omdat ,
volgens § 241 , hun product het negatieve getal —q moet opleveren .
Voorts is het klaar , dat de bestaanbare wortels , onafhankelijk van
hunnen positieven of negatieven toestand , meetbaar of onmeetbaar zul¬
len zijn , naargelang de getallenwaarde van \ p *±.q al of niet een volko¬
men vierkant is .
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Zie hier lot opheldering een aanlal voorbeelden , waarvan de vier

eerste in het geval (Oi) , de vier volgende in het geval ((3 ) , de twee
dan volgende in het geval ( Y ) , en de beide laatste in het geval (S )
verkeeren .

1®. De vergelijking zij .r 2+ 6.r -}- 12 = 0 ; hier is | p2 = 9 kleiner dan
-3 = 12 ; de wortels der vergelijking zijn dus onbestaanbaar ; men vindt
voor dezelve x = — 3+ i/ —3 .

2° . De vergelijking zij .r 2H-6.r -f-9 = 0 ; hier is •£^ , = 9 gelijk aan q = 9 ;
de vergelijking heeft dus twee gelijke bestaanbare wortels ; deze wortels
zijn beide negatief ; men vindt voor dezelve .ï*= — 3 .

3° . De vergelijking zij ,r *-h4 .r + 3 = 0 ; hier is 4 _P
2= 4 grooter dan

3 = 3 ; de wortels zijn dus ongelijk , bestaanbaar , en omdat —geen
volkomen vierkant is , ook meetbaar ; beide zijn negatief ; men vindt
voor dezelve x ~ — 1 en r = — 3.

4®, De vergelijking zij x 2+ lQx+ 2Q=zO ; bier is ip 2 — 25 grooter dan
g = 20; de wortels zijn dus ongelijk en bestaanbaar » maar omdat £p 2— ijt
geen volkomen vierkant is , onmeetbaar ; beide zijn negatief ; men vind

voor dezelve x = — 5;+ ;|/5 .
5°. De vergelijking zij x 2—4.?’-}-5 = 0 ; hier is £ p2 = 4 kleiner , dan

g = 5 ; de wortels zijn dus onbestaanbaar ; men vindt voor dezelve
x =z 2±y — l .

6° . De vergelijking zij x 2— fcr+ 4 = 0 ; hier is %p 2 z= 4 gelijk aan
3 = 4 ; de vergelijking heeft dus twee gelijke bestaanbare wortels ; deze
wortels zijn positief ; men vindt voor dezelve x = 2.

7 °. De vergelijking zij x 2—l (Xr-hl 6 = 0 ; hier is £ p 2= 25 grooter dan
3 = 16 en p2—q een volkomen vierkant ; de Vergelijking heeft dus twee
ongelijke , bestaanbare en meetbare wortels ; beide zijn positief ; men
vindt voor dezelve .r = 8 en .r = 2.

8° . De vergelijking zij x 2—4.r + 2 = 0 ; hier is | j»2 = 4 grooter dan
3 = 2 , maar •! ƒ>*— 3 is geen volkomen vierkant ; er zijn dus twee onge¬
lijke , bestaanbare , maar onmeetbare wortels ; beide zijn positief ; men
vindt voor dezelve x = 2± | / 2 .

9®. De vergelijking zij x 2+ 4x—5 = 0 ; omdat de laatste term van het
voorste lid negatief is , zijnde wortels .bestaanbaar en verschillen in
teeken ; omdat voorts ip 2+ g een volkomen vierkant is , zijn de wortels
ook meetbaar ; men vindt voor dezelve ,r = + l en ,r = — 5.

10°. De vergelijking zij x 2+ kx— 1 = 0 ; even als in het vorige voor¬
beeld , moeten de wortels bestaanbaar , de eene positief en de andere
negatief zijn , maar daar nu jp 2+ g geen volkomen vierkant is , zijn zij
onmeetbaar ; men vindt voor dezelve x = —2±\/5 .

4 511®. De vergelijking zij x 2— - x — - = 0 ; ook hier moeten de wor¬
tels , wegens den negatieven toestand van den derden term , bestaanbaar ,
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Tan verschillende teekens , en omdat ip ' + ij hier een volkomen vierkant
. , , 5 1

is , meetbaar zijn ; men vindt voor dezelve r = ; enr = - - .
ó O

12° . De vergelijking zij a-1—2a-—20 = 0 ; hier is weder een positieve en

een negatieve bestaanbare wortel , omdat de term 20 het teeken — vóór
zich heeft ; maar deze wortels zijnonmeetbaar , omdat \ p l+ q geen vol¬

komen vierkant is ; men vindt voor de wortels dezer laatste vergelijking
a- = l±t/21 .

§ 245. Omdat de vormen x = —JP-H/ (vP J —O ) en x = — JP—1/ ( JP 2—Q )
de vergelijking = 0 identiek maken , zullen de uitdrukkin¬

gen , die men door oplossing eener vierkantsvergelijking voor de onbe¬
kenden vindt , altijd aan die vergelijking voldoen, onverschillig , of die

uitdrukkingen al dan niet bestaanbaar zijn. Heeft men echter , bij het
herleiden eener gegevene vergelijking , die vergelijking tot verdrijving
van wortelteekens , volgens den regel vang 143 , één- of meermalen tot

eene evene magt verheven , en is men daardoor tot eene vergelijking
van den vorm :r *+ I\ r -|-0 — o geraakt , dan zullen de uitdrukkingen ,
die men voor x vindt , wel aan de herleide vergelijking x *+ Px+ Q = 0

voldoen, maar niet altijd aan de oorspronkelijke vergelijking , omdat ,
zoo als in § 143 is aangemerkt , door de magtsverlietflag het onderscheid
is verloren gegaan , of in die oorspronkelijke vergelijking het teeken
-+ of — vóór de verdrevene wortelteekens stond.

Had men , bij voorbeeld , de vergelijking
.r —1/ (10+ .r ) = 2 ,

dan zou men , deze vergelijking herleidende , achtervolgens verkrijgen
x —2 - ]/ ( 10+ x ) ,

x *—k.r + i = lO+ .r ,
x z—5x—6 = 0.

Deze vergelijking oplossende, vindt men x = 6 en x = —1 , en hoe¬

zeer nu deze waarden van x aan de laatste vergelijking voldoen , vol¬
doet alleen x = 6 , maar geenszins x = —1 , aan de gegevene vergelij¬
king ; de waarde .r = —1 voldoet echter aan de vergelijking x+ y ( 10+ x )—2,
die , na herleiding , dezelfde vergelijking zal oplevereu als de opge- *

gevene.
Was , om een ander voorbeeld te nemen , de gegevene vergelijking

y ( r+ i )—]/ (3x+ l ) = 7 ,
dan zou men , door achtervolgende herleiding , verkrijgen :

4+ t —2t/ (z-+ 4)(3z-+ l >+ 3z-H-l = 49 ,
4.r —44 = 2i/ (\r + 4)(3.r + l ) ,
2x— 22 = t/ (r + 4)( 3z-+ l ) ,

4r >—88z:+ 484 = S ^ + lSr + l ,
lOlx+ 480 = 0.

Deze vergelijking oplossende , zal men vinden x = 96 en x — 5 , en
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hoezeer nu deze waarden vandaan de laatste vergelijking voldoen, vol¬
doen zij geen van beide aan de oorspronkelijke vergelijking ; de waarde
x = 96 voldoet echterjaan de vergelijking

— l/ (x+ k)+ i/ (3x+ l ) =z 7 ,
en de waarde x — 5 voldoet aan de vergelijking

|/ ( .r + 4 )-bi/ ( 3.r -M) = 7 ,
welke beide vergelijkingen , door behoorlijke herleiding , dezelfde ver¬
gelijking zullen opleveren , die boven uit de gegevene vergelijking is
afgeleid .

Volgens hetgeen in deze § is aangevoerd , zal men , indien de oplossing
eener vergelijking hare verheffing tot eene evene magt vereischt heeft ,
altijd door substitutie moeten beproeven , of de waarden , die men voor
de onbekende gevonden heeft , aan de oorspronkelijke vergelijking voldoen.

§ 246 . Wanneer de wortels m en n der vergelijking ^*24-P^'-f-Q = : 0
gevonden zijn , kan volgens § 242 voor het eerste lid dier vergelijking
(x —?n)(x —n) geschreven worden . Deze opmerking verschaft het middel ,
ora eiken stelkunstigen vorm , die ten opzigte van zekere letter van den
tweeden graad is , te kunnen ontbinden in twee factoren , die ten opzig¬
te van diezelfde letter elk van den eersten graad zijn.

Daartoe rangschikt men den te ontbinden vorm naar de afdalende mag-
ten der genoemde letter ; indien de coëfficiënt van de hoogste , dat is
de tweede , magt van de rangletter niet de eenheid is , deelt men den
vorm door dien coëfficiënt ; den vorm , dien men dan verkrijgt , ziet men
aan als het eerste lid eener op nul herleide vierkantsvergelijking ,
waarin de rangletter de onbekende is ; door deze vergelijking op te los¬
sen , vindt men hare wortels , en dus ook- de.| fac(oren van) haar eerste
lid , die nu ten opzigte der rangletter van denjeersten graad zijn ; en
het product van deze factoren met den coëfficiënt , waardoor men aan¬
vankelijk mogt gedeeld hebben , zal klaarblijkelijk gelijk aan den te
ontbinden vorm wezen. Verder zal men dan , hetzij om gebrokens te
verdrijven , hetzij om aan de verkregene ontbinding eene andere ge¬
daante te geven , den genoemden coëfficiënt met een ’ der beide andere
factoren kunnen vermenigvuldigen , of die vermenigvuldiging over de
beide factoren kunnen verdeelen . Zie hier eenige voorbeelden :

EersteFoorbeeld . Den vorm a 2 -\-c2+af>— bc—2ac in factoren te ontbinden .
Rangschikkende dezen vorm naar de afdalende magten vana , dan ver¬

krijgt men 2c )a —//c+ c2 ;
daar hier de hoogste magtjvan a de eenheid tot coëfficiënt heeft , komt
er geene deeling door dien coëfficiënt te pas ; men ziet dus den laatsten
vorm als het eerste lid eener op nul herleide vierkantsvergelijking aan ,
waarin a de onbekende is , dan heeft men

2c )«—Ac-j- c* = O,
cn hieruit a oplossende , vindt men

I
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« = c— 6 en o = c .

De factoren van liet eerste lid der vergelijking zijn dus
a—(c— 6 ) en o—o ,

en daar dit eerste lid juist de opgegevene vorm is , heeft men voor de

gevraagde ontbinding
na-h( 6—2c)«—6e+ ca = («4-6— c )(«—c )*

Tweede Voorbeeld, Den vorm 36-b9,r—,ra in factoren te ontbinden .

Dezen vorm naar de afdalende magten van x gerangschikt, is
—a’*+ 9.r-h36 ;

omdat nu de hoogste raagt van x niet de eenheid , maar — 1 tot coëf¬

ficiënt beeft , deelt men den vorm door— 1 , en stelt de uitkomst gelyk

nul , dan komt er x %—9x—36 = 0 ; — s

hieruit x oplossende , zal men vinden x = 12 en x = —3 ; voor het

eerste lid der vergelijking kan men dus schrijven
(a*~ l2) Ĉ + 3j ,

en dewijl dit eerste lid , met —1 vermenigvuldigd, den opgegeven’ vorm

moet opleveren , heeft men voor de gevraagde ontbinding
36+ ftr— = - O — 12 )0 + 3) = (12—t*\ )(3-Kr ) .

Derde Voorbeeld. Den vorm l2w*-t-64/nH“45 in factoren te ontbinden .

Deze vorm reeds naar de afdalendemagten van m gerangschiktzijnde^

deelt men denzelven terstond door 12 , en stelt het quotiënt gelijk nul ,
16 15

dan heeft men »!* + -£ »&+ — = 0 ;
5 9

hieruit m oplossende, verkrijgt men ?n — — - en m zzz — Het eerste

lid der vergelijking is dus hetzelfde , als

( « + £) ( m+ | ) ;

wegens de aanvankelijke deeling door 12 , moet dit eerste lid met 12 ver¬

menigvuldigd worden, om den opgegeven’ vorm te verkrijgen ; men

heeft dus 12/«J+ 64»H-k5 = 12 ( m+ ^) ( OT+ 2) ’

verdeelt men nu de vermenigvuldiging met 12 over de beide andere fac¬

toren zoodanig, dal de eerste met 6 , en de laatste met 2 vermenigvul¬

digd wordt , dan verkrijgt men
12/«j + 64/k+ 45 = (6/«+ 5 )(2»*+ 9) -

Vierde Voorbeeld . Den vorm abcx*—a , b*x+ c kx - -abc ‘ in factoren te

ontbinden.
Men neme X voor rangletter aan , deele den vorm door <; l,e , en stelle

bet quotiënt gelijk nul , dan verkrijgt men de vergelijking

x ' + . alic
ab

x —c1 = O ,

waaruit gevonden wordt X — — en x — — — ; het eerste lid der ver-
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gelijking kan dus voorgesteld worden door

(rWS )’
en het product dezer factoren met ahc vermenigvuldigende, komt er
voor de gevraagde ontbinding
abcx 2—a 2h2x -)rC kx —abc 3 = abc ^x — — ab){ abx + c %) .

Vijfde Voorbeeld . Den vorm «*+ ?>* in factoren te ontbinden .
Men stelle a2-\-h2 = 0 , en neme a als onbekende aan , dan zal men ,door oplossing der vergelijking vinden a = + bi/ —1 en a = —b|/ —-1 .

Hieruit volgt voor de gevraagde ontbinding
a 2-hb2 = ( « —by —l )( a+ h\/ — l ) *

Uit het laatste voorbeeld ziet men , dat stelkunstige vormen , hoezeer
anders voor geene ontbinding in factoren vatbaar zijnde , desniettemin
eene ontbinding in onbestaanbare factoren kunnen toelaten.

Over de vergelijkingen , waarop de leerwijze der vierkants -
vergelijkingen kan toegepast worden.

§ 247. Wanneer eene gegevenevergelijking met ééne onbekende , tot
de in § 134 opgegevene gedaante herleid zijnde , behalve den geheel
bekenden term , slechts twee termen met verschillende magten van de
onbekende bevat, en de exponent van eene dezer magten het dubbel is
van den exponent der andere , zoadat die vergelijking door herleiding
den vorm

x lri+ Axn+ E = 0
verkrijgt , wordt dezelve eene hoogeremagtsvergelijking van den twee-
demagtsvorm genoemd . Hoezeer zulk soort van vergelijkingen, even
als die van den vorm Ax3 = B , Axu = B , enz . , wezenlijk boogere-
magtsvergelijkingen zijn , bedoelt men , van hoogeremagtsvergelijkingen
sprekende, gewoonlijk zulke , die tot geen’ dezer bijzondere vormen be -
hoOTen. De leerwijze der vierkantsvergelijkingen kan dienen, om de
oplossing der hoogeremagtsvergelijkingen van den tweedemagtsvorm
terug te brengen tot het geval , waarvan in § 236 gesproken is . Voor
de vergelijking a 2n+ Axn+ B 0 kan men namelijk schrijven

( .r » )*+ A(.r *>f-B = 0 ;
alsdan x n als de onbekende aanziende, is deze vergelijking eene gewone
vierkantsvergelijking, zoodatmen , door toepassing van den regel van
§ 239 , terstond vindt

^ A -f- j/ ( Ia *— en x 71= — ^ A —j/ ^ A1—b) ,
en nu zullen de waarden van x gevonden worden, door op elk dezer
laatste vergelijkingen toe te passen , hetgeen in § 236 ten aanzien der
zuivere vergelijkingen gezegd is . Zie hier eenige voorbeelden:
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Eerste FaorlieeM. De vergelijking .r s—25^ J+ 144 = O op te lossen .

In deze vergelijking r 1 tot onbekende aannemende , heeft men , door

toepassing van den regel van § 239 , onmiddellijk
25 , /G25

, x » = - j±l/ ( -r
- 144) ,

waarvoor men , na herleiding , vinden zal
x 3 — 16 en x 1 = 9 ;

waaruit nu , volgens § 236 , volgt
i = 4 , x — —4 , x — 3 en .r = - 3 ,

welke vier waarden van x alle aan de opgegevene vergelijking voldoen.

Tweede Voorbeeld. De vergelijking — — x3 = 6 op te lossen.

Deze vergelijking herleidende , zal men vinden
x 6-|-6x3~ l — 0 ,

waaruit , x 3 ais onbekende aannemende , volgt
x 3 = — 3±i/ ( 9H-l ) ;

men beeft dus
x 3 = —3+ 1/10 en x *= - 3— j/10 ,

zoodat x — y '(—*3+ 1/ 10 ) en x = —

de eenige bestaanbare waarden voor x zijn , die aan de vergelijking vol¬

doen.
Derde Voorbeeld. De vergelijking x 8—2x*— 1 = 0 op te lossen .

Hier x k als onbekende aannemende, vindt men , door toepassing van

den regel van § 239 ,
x * “ l±l/2 3 dus is x = ± ]/ ( l±l/2 ) ;

van deze vier waarden , voor x gevonden, zijn alleen bestaanbaar

r = + v/’( l+ i/2 ) en x == —]/ ( H -ï/2 ) .
' § 24S , Somtijds kan het ook gebeuren , dat men op eene vergelijking
met ééne onbekende , zonder die vergelijking tot hare algemeene ge¬
daante te herleiden , door eenen stelkunstigen vorm , waarin de onbe¬

kende voorkomt , als ônbekende aan te nemen , de leerwijze der vier -

kantsvergelijkingen kan toepassen , om daardoor de oplossing tot die van

eenvoudiger vergelijkingen terug te brengen . Zie hier eenige voor¬

beelden :
Eerste Voorbeeld . Gegeven zijnde (x *-Mf3)3 = c1—2A(x 3-hfl 3) > zal

men voor deze vergelijking kunnen schrijven
c3 = 0 ,

en hierin x 1Jra 1 als onbekende aannemende, vindt men uit de gegerene

vergelijking de twee nieuwe vergelijkingen
x z+ a 3 = — i-+ i/ ( ft*+ c *) en x *+ a * = —A—y ( b3-\ -c1) ,

waaruit de waarden van x gemakkelijker gevonden worden , dan door

de gegevene rergelyking vooraf tot den algemeenen vorm te herleiden .
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Tweede Voorbeeld . Gegeven zijnde de vergelijking x — ]/x = 6 , zal
men , door \/x tot onbekende aan te nemen , terstond vinden

V .r = l±V (
± + 6) = | ± | = 3 of - 2 ,

en x r= 9 of 4 .
De waarde .r = 9 voldoet aan de vergelijking , maarx = 4 voldoet niet

aan dezelve , tenzij men \/x = —2 neme , zoo als uit de oplossing dui¬
delijk is . Had men uit de gegevene vergelijking het worlelteeken ver¬
dreven , en dezelve daarna opgelost , dan zou men ook wel x = 9 en
x = 4 gevonden hebben , maar dan zou uit de oplossing niet zoo duide¬
lijk gebleken zijn , waarom x = 4 niet aan de vergelijking voldoet.

Derde Voorbedde Gegeven zijnde = 1 , zou men voor
deze vergelijking kunnen schrijven

x *+ l+ y (x*+ l)—2 = 0 ,
en als onbekende kunnen aannemen , dan zou men verkrijgen

V/( .r ’ + 1) = 1 of j/O -M- l ) = - 2 ,
dus is .r2+ l - 1 » x *+ 1 = 4 ,

x * — 0 » x 1 = 3 ,
en x = 0 » x, = ±1/3 ,

De waarden x = + ]/3 zullen , blijkens de oplossing, niet aan de ver-
t gelijking kunnen voldoen, tenzij men .r2— i/ (x2-i- l ) = 1 , in plaats van

de opgegevene wilde nemen.

Oplosshig van vraagstukken , die tot vierkantsvergelijkingen met
éène onbekende aanleiding geven.

§ 249. Heeft men tot de oplossing van een vraagstuk ééne onbekende
aangenomen , heeft men verder , volgens den leiddraad van § 148 , dat
vraagstukin vergelijking gebragt , en bevindt men , dat die vergelijking
herleidbaar is tot één ’ der vormen

Axn = B , ^ 4- A.r -i-B — 0 of x *n + Axn + B = 0 ,
dan is het voorgedragene toereikend, om het vraagstuk te kunnen op¬
lossen, dewijl daartoe , volgens § 147 , nog slechts het oplossen der ver¬
gelijking gevorderd wordt.

Het zou dus onnoodig zijn , over de oplossing van zulke vraagstnkken
meer te zeggen , ware het niet van belang, na te gaan , welke beslui¬
ten men uit de oplossing eener vierkantsvergelijking moet trekken, ten
aanzien van het vraagstuk , waaruit die vergelijking is ontstaan .

§ 250. Zijn de beide wortels eener vierkantsvergelijking onbestaan¬
baar , dan moet men hieruit besluiten , dat het vraagstuk , waaruit die
vergelijking is opgemaakt, iets onmogelijks onderstelt, en uit dien
hoofde niet opgelost kan worden; want is de oplossing mogelijk, dan
moet uit de vergelijking die bestaanbare waarde voor de onbekende
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gevonden worden , welke tot de mogelijke oplossing behoort . Zie hier

een voorbeeld .
Vraagstuk . Hoe lang en breed is een regthoek , waarvan de om¬

trek 20 ellen , en de in/ioud 30 vierkante ellen is ?

Oplossing . Stel , dat de regthoek x ellen lang is , dan is deszelfs

30
breedte — ellen , omdat het product van lengte en breedte den inhoud

x
moet opleveren ; de omtrek wordt dus in ellen uitgedrukt door den

vorm 2 ^x + — en daar de omtrek gelijk 20 ellen gegeven is , heeft

men de vergelijking 2^ r + “ ) = 20 ,

waaruit men door oplossing vinden zal
x — 5+ 1/ —5 ;

daar nu deze voor x gevondene uitdrukkingen onbestaanbaar zijn ,

blijkt hieruit , dat er geen regthoek zijn kan , die 20 ellen omtrek en

30 vierkante ellen inhoud heeft , In de opgave is ondersteld , dat er

zulk een regthoek zou kunnen zijn, en er is dus iets onmogelijks ondersteld .

Stelt men in de oplossing de gegevens door letters voor , zoodat , alles

in dezelfde soort van eenheden uitdrukkende , a de omtrek , b* de in-

houd , x de lengte , en bijgevolg — de breedte van den regthoek is , dan

heeft men de vergelijking

waaruit door oplossing gevonden wordt

* = i a±y j
(ia)1 ~hl | ;

hieruit ziet men , dat er altijd iets onmogelijks gevraagd zal worden ,
indien men eenen regthoek begeert , waarvan de inhoud grooter is ,
dan het vierkant op een vierde gedeelte van zijn’ oratrek beschreven.

§ 251 . Zijn de wortels eener vierkantsvergeiijking bestaanbaar en

beide positief , en leveren die positieve wortels ook voor geene andere ,
in liet vraagstuk voorkomende , grootheden of getallen negatieve waarden

op , dan wordt het vraagstuk , waaruit die vergelijking ontstaan is ,
door elk dier wortels in den eigenlijken zin opgelost . In dit geval
verkeert het volgende

Vraagstuk . Iemand verkoopt een kleed voor 2i gulden , en bevindt,
dat hij op den inkoopsprijs zooveel tenhonderd verliest , als het kleed

guldens gekost heeft : hoeveel was de inkoopsprijs l

Oplossing . Stel , dat de inkoopsprijs x gulden is , dan is het verlies

x ten honderd , en wordt alzoo in guldens uitgedrukt door den vierden

term der evenredigheid 100 \ x — x \ . . . . ; dit verlies is dus -—gulden .
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Daar nu de inkoopsprijs , verminderd met het verlies , den verkoopsprijsmoet opleveren , heeft men de vergelijking

r x
x — — = 24 ,100 ’

waaruit men door oplossing vinden zal
x ~ 60 en x — 40 ;

de inkoopsprijs kan dus 60 of 40 gulden geweest zijn .
§ 252 . Mogt eene vierkantsvergelijking twee gelijke positieve wor¬

tels opleveren , dan is er op het vraagstuk , waaruit die vergelijking
voortvloeit , klaarblijkelijk slechts één antwoord ; maar al levert eene
vierkantsvergelijking twee verschillende positieve wortels op , dan nog
kan het gebeuren , dat deze wortels geene verschillende antwoorden op
hot vraagstuk geven. Dit heeft bij voorbeeld plaats in het volgende

Vraagstuk , jKenen regthoek te vinden , icctarvan de omtrek 20
ellen , en de inbond 16 vierkante ellen is .

Oplossing . De lengte van den regthoek door x voorstellende , vindt
men , door in de formule van § 250 , a — 20 en b* = 16 te nemen ,

x = 8 en ,r = 2 ;
neemt men de eerste waarde van .r , dan heeft men

16voor de lengte x ~ 8 , en voor de breedte —- = 2 ;
neemt men de tweede waarde van x , dan heeft men

voor de lengte x — 2 , en voor de breedte — = S :x
maar de beide hierdoor gevondene regthoeken zijn niet wezenlijk
verschillend , zoodat er slechts één antwoord op het vraagstuk is.

§ 253. Het kan gebeuren , dat eene , uit een vraagstuk opgemaakte ,
vierkantsvergelijking wel twee positieve wortels heeft , maar dat eene
waarde , hierdoor voor de onbekende verkregen , andere , in het vraag¬
stuk voorkomende , getallen of grootheden negatief doetworden ; zoowel
in dit geval , als in het geval , dat de wortels der vergelijking een van
beide of beide negatief zijn, behoort men die negatieve uitkomsten even
zoo te verklaren , als reeds in § 157 en volgende is aangewezen.

Stellen de onbekenden slechts getallen voor , die aan zekere voorwaar¬
den voldoen moeten , dan zullen de negatieve uitkomsten niet in den
eigenlijken zin aan het vraagstuk voldoen , ten zij men hetzelve zooda¬
nig wijzige , dat ééne of meer onderstelde optellingen of aftrekkingen
in aftrekkingen of optellingen veranderd worden . Om deze wijziging
te vinden , moet men nagaan , wat er vereischt zou worden , om de
verkregene negatieve uitkomst van teeken te doen veranderen ; somtijds
kan echter het vinden van zulk eene wijziging vrij ingewikkeld worden ,
zoodat men zich dan vergenoegt , met die negatieve uitkomsten te be¬
schouwen als beantwoordende aan een ander vraagstuk , dat met bet
oorspronkelijke in een zeker verband staat .
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Stellen echter de onbekenden grootheden voor, die in getallen zijn uit¬
gedrukt , dan verklaart men de negatieve uitkomsten , door den positieven
en negatieven toestand dier grootheden behoorlijk in acht te nemen , en
dan zal men doorgaans gemakkelijk de vraagstukken , indien zij niet
reeds zoo opgegeven zijn , in zulke algemeene bewoordingen kunnen

opgeven , dat de negatieve , zoowel als de positieve uitkomsten , in den
eigenlijken zin aan de vragen beantwoorden .

Ter opheldering van het gezegde, zal het geschiktst zijn eenige vraag¬
stukken tot voorbeelden te nemen.

Vraagstuk . Twee werklieden verdienen ieder een verschillend

weekloon; de eerste , die een zeker aantal weken gewerkt heeft , ont¬
vangt 96 gulden ; de tweede , die 7 weken korter gewerkt heeft , ont¬
vangt slechts 54 gulden . Had de eerste zoo lang gewerkt als de
tweede , en de tweede zoo lang als de eerste , dan zouden zij ieder
evenveel ontvangen hebben : hoeveel weken hebben zij ieder gewerkt ,
en tegen welk loon ?

Oplossing . Stel , dat de eerste x weken gewerkt heeft , dan heeft
de tweede x —7 weken gewerkt ; het weekloon van den eersten is dus
96 54
—- , en dat van den tweeden gulden . Had nu de eerste x —7 , en

de tweede x weken gewerkt , dan zou de eerste ontvangen hebben
96 54

(r — 7) -p , en de tweede x . - —^ gulden , en daar zij in dit geval even¬

veel zouden ontvangen hebben , heeft men de vergelijking
96

(x ~ 7) — = •** * —
7 > of 16Cr—7)» = 9:r* ;

uit deze vergelijking ^ die van den tweeden graad is , volgen onmiddel¬
lijk de twee eerstemagfsvergelijkingen

4(x —7) = 3x en 4(.r —7) = — 3.r ,
uit welke gevonden wordt

x — 28 en x = 4 ,
zoodat de vergelijking twee positieve wortels heeft .

De eerste waarde voor x nemende , heeft de eerste gewerkt .r = 28
96 3weken , tegen een loon van — = 3^ gulden , en de tweede x - -7 — 21

54 4
weken , tegen een loon van - = 2^ gulden : hierdoor is het vraag -

x —7 7
stuk *in den eigenlijken zin opgelost . De tweede waarde voor x ne¬
mende , heeft de eerste gewerkt x = 4 weken , tegen een loon van
96— = 24 gulden , en de tweede x —7 = —3 weken , tegen een loon van

54
x — 7 = — 18 gulden , en dit is nu geen eigenlijk antwoord op hetvraagstuk .
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Men ziet hieruit , dat het , om eigenlijke antwoorden te bekomen , niet
genoeg is , dat de wortels der vergelijking positief zijn , maar dat ook
alle andere , van die wortels afhangende, waarden positief moefenblijven .

Dat voor # = k het weekloon van den tweeden werkman negatief ge¬
vonden wordt , is een bloot gevolg daarvan , dat het getal weken x —7
negatief is. Om dus het negatieve antwoord te kunnen toepassen , zou
men het vraagstuk slechts zoomoeten wijzigen, dat # —7 van teekenver¬
anderde , of in 7—x overging, en hiertoe behoeft men slechts te zeggen,
dat 7weken de som en niet het verschil der tijden is , gedurende welke
zij gewerkt hebben . Het vraagstuk , aldus gewijzigd , luidt dan als
volgt : Twee werklieden verdienen iedereen verschillend weekloon; 7ia
ieder een zeker aanlal weken gewerkt te hebben , zoodat de som dier
werktijden in het geheel 7 weken is 9 ontvangt de eerste 96, en de twee¬
de 54 gulden . Had de eerste , enz . Stelt men nu weder , dat de eerste
x weken gewerkt heeft , dan zal men dezelfde vergelijking als boven,
en dus ook de waarden # = 28 en # = 4 verkrijgen ; maar nu zal # = 4
een eigenlijk en # = 28 een oneigenlijk antwoord op liet gewijzigde
vraagstuk geven.

Vraagstuk . Eenige personen hebben 36 gulden gelijkelijk onder
elkander te verdeelen / maar twee van dezelve zien van hun aandeel
af * waardoor elk der andere 3 gulden meer bekomt, dan anders het
geval zon geweest zijn : hoeveel deelgeregtigde personen waren er
aanvankelijk ?

Oplossing . Stel , dat er aanvankelijk # personen waren , dan zou elks
36aandeel — gulden geweest zijn ; maar daar er twee van hun aandeel af-
#

zien , en dus de verdeeling onder x ~ 2 personen plaats heeft , bekomt

elk voor zijn aandeel -—x gulden ; daar voorts dit aandeel 3 gulden
# — i

meer dan het vorige is , heeft men de vergelijking
36 36

~ 7 + 3ï

deze vergelijking tot de gewone gedaante herleidende en oplossende ,
vindt men:

x *—2^ — 24 = 0 ,
x — 6 en x = — 4 ;

alleen de eerste waarde van x lost het vraagstuk in den bedoelden zin
op , en toont aan , dat er aanvankelijk zes deelgeregtigde personen
waren .

Om te zien , welke wijziging het vraagstuk moet ondergaan , om den
negatieven wortel te kunnen gebruiken , schrijve men in de vergelijking ,
zoo als dezelve uit de opgave is opgemaakt , —.r in plaats van x ,

dan verandert zij in = —- + 3 ,
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of , al de termen van teeken veranderende ,
36 _ 36 _

x+ 2 x 9

en nu blijkt , dat men de vraag aldus wijzigen moet : Eenige personen
meenen 36 gulden te deelen ; maar voor dat zij de deeling hebben be¬

werkstelligd , komen er nog twee personen bij , die mede in de deeling
begrepen moeten worden, hierdoor wordt elks aandeel 3 gulden minder
dan anders * enz . Stelt men nu wéder het aantal personen , dat er
aanvankelijk was , door x voor , dan zal men tot de vergelijking
x 2-+-2x—24 = 0 geraken , die van de vorige alleen door het teeken van
den term 2x verschilt , en uit deze vergelijking zat men nu x = 4 en
x = — 6 vinden . Alsnu zal alleen .r = 4 in den eigenlijken zin voldoen,
zoodat er aanvankelijk vier personen waren . Men ziet , dat het oor¬
spronkelijke en liet gewijzigde vraagstuk wél even groote waarden voor
de onbekende opleveren , maar met tegengestelde teekens.

Vraagstuk , Ecne '
regie lijn AB , waarvan de lengte gegeven

^ is ,

begeert men ‘aan den kant van B te verlengen , en op dat verlengde 'een
punt O te vinden , zoodat de vierkanten , op AO en BO beschreven wor¬
dende , te zamen eenen gegevenen inhoud hebben.

A _ _ B_ 0_. , 1" - rr i , '

Oplossing . Om het begeerde punt O ts vinden , zal men slechts een ’

der afstanden AO of BO behoeven te bepalen . Men neme dus een’ der-
zelve , bij voorbeeld BO , tot onbekende aan , enstelle , alles in dezelfde
soort van eenheden nitdrukkende , AB = a , AOH-BO* = b en BO = .r ,
dan zijn a en b de bekende getallen , waaruit het onbekende getal x
moet berekend worden . Omdat BO = ris , is AO = AB-f-BO = a+ x ,
en dus verschaft de voorwaarde , dat AQ ?+ BOz = 5 moet zijn , onmid¬

dellijk de vergelijking 1 =
(a ^-xy + x 2 = b \

deze vergelijking oplossende, vindt men , na behoorlijke herleiding ,
x — — j a ± J ]/ (26—o 2) ;

hierdoor kan de waarde van BO = x berekend worden , en deze waar¬
de , van B af , op het verlengde van AB uitzettende , zal het begeerde
punt 0 gevonden zijn. In hoeverre nu deze waarden van x het vraag¬
stuk in den bedoelden zin zullen oplossen , hangt van de gegevens af .

1° . Is 2ó < « 2 , dan zijn de waarden van x onbestaanbaar , zoodat het
dan onmogelijk is , aan de vraag te voldoen . Was , bijvoorbeeld , AB= 16
ellen , dan zou het onmogelijk zijn , een punt O te vinden , zoodat
A0*+ B02 “ 100 vierkante ellen was ; want voor « == 16 en 6 = 100 , zou
men vinden x = —8+ £ ]/ (200— 256) = —8+ 1/ —14 .

2° . Is26 = «* , dan heeft de vergelijking twee gelijke wortels r = — \ a ,
en er kan dus slechts één antwoord op de vraag zijn ; dit antwoord lost
de vraag echter niet in den bedoelden zin op , want de negatieve waarde
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van x loont aan , dat het punt O ter linkerzijde van B moet vallen ;
voorts valt bij dit oneigenlijke antwoord het punt O juist midden tus-
schenAenB . Was , bijvoorbeeld , AB:= 16ellen , en moestA02+ B0 *= 128
vierkante ellen zijn , dan zou men , voor a = 16 en b = 128 , vinden

x = - 8+ -J 1/ (256- 256) = - 8 ;
het punt O zou dus op 8 ellen afstand ter linkerzijde van B moeten ge -

A O B
I I ' k

nomen worden, en dan is AG 2 — 64 , BO 3 = 64 en dus naar behooren
AO *+ BO * = 128 vierkante ellen .

3° . Is 2b> a2 9 maar £<«* , dan heeft de vergelijking twee verschil¬
lende bestaanbare wortels , en er zijn dus twee antwoordenop de vraag ;
maar geen van beide lossen de vraag in den bedoelden zin op ; want uit

volgt 2/;< 2a* , 2h—a2< a 2 , \/ { 2£—«*) < « en { l/ (2A— # ,
dus zijn de beide wortels negatief , en voor beide zal alzoo het punt O
ter linkerzijde van B vallen ; voorts vallen , bij deze twee oneigenlijke
antwoorden, de punten O ergens tusschen A en B , even ver van de uit¬
einden der lijn AB . Was , bij voorbeeld , AB = 16 ellen , en moest
AO ï -t-B01 = 200 vierkante ellen wezen, dan zou men voor a = 16 en
en h = 200 vinden

x = —$± | | / ( 400—256) = — 2 of - 14 ;
het punt 0 zou dus op 2of op 14 ellen afstand ter linkerzijde van B moe -
A O B A O B
i i i i i i

ten genomen worden, en dus is in het eerste geval AÖ2= 196 en BO3 = 4 ,
in het tweede geval AO 2 = 4 en BO 1 = 196 , maar in beide geval¬
len naar behooren A02-t-B02 = 200 vierkante ellen*

4° . Is b = a2 , dan vindt men voor de wortels der vergelijking ,
x = —i &dzzl/' ( 2a3 —a2) = 0 of — a ;

in dit geval zijn er weder hyee antwoorden op de vraag, maar die geen
van beide in den bedoelden zin voldoen ; want het punt 0 zou , voor
x = 0 , in B , en voor x = —ö , in A vallen.

5W. Is b> a2 , dan heeft de vergelijking weder twee bestaanbare wor¬
tels, zoodat er ook weder twee antwoorden op de vraag zijn , Uit b> a2,
volgt 2h> 2a 2 , 2b—a2> a 2 > ]/ ( 2h— a2)> a en a2)> la , dus is nu
een der wortels positief en de andere negatief . Voor den negatieven
wortel valt het punt O ter linkerzijde, voor den positieven ter regter -
zijde van B , zoodat alleen door den laatsten liet vraagstuk in den bedoel¬
den zin wordt beantwoord, en er dus nu een eigenlijk en een oneigen¬
lijk antwoord is . Voorts vallen de punten O , tot deze antwoorden be -
hoorende, ergens buiten Aen B , even ver van de uiteinden der ÜjnAB .
Was , bij voorbeeld, AB = 16 ellen , en moest A02+ B02 = 290vierkante
ellen wezen , dan zou men voor a = 16 en b = 290 vinden
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r — - 8± { ]/ (580—256) = 1 of —17 ;
het punt 0 moet dus nu op 1 el afstand ter regtevzijde , of op 17 ellen
A_

B O 0 A_ B

afstand ter linkerzijde vanB genomen worden , en dan is , in het eerste

geval , A0 * = 289 en BO* = 1, in het tweede geval AO *z=l en B03= 289,
maar in beide gevallen naar behooren AO*-f- B0* = 290 vierkante ellen .

De oneigenlijke antwoorden , die op dit vraagstuk gevonden zijn , zijn
alleen oneigenlijk , omdat er een punt O op het verlengde van AB , aan

den kant van B, begeerd werd , terwijl door die antwoorden het punt O ,
of op AB zelve , of op het verlengde aan den anderen kant , of in de

uiteinden A en B zou komen . Wil men dus het vraagstuk in zulke al-

gemeer.e bewoordingen opgeven , dat ook de oneigenlijke antwoorden

regtstreeks aan hetzelve voldoen , dan zal men slechts behoeven te vra¬

gen : Op eene in lengte gegevene lijn AB , of op haar verlengde , een

punt O te vinden , zondat de vierkanten op AO en BO beschreven , te

zamen eenen gegeven '* inhovd hebben.
§ 254 . Uit de hier bijgebragte voorbeelden is alweder gebleken , boe

men vraagstukken in vergelijking brengt , en uit de oplossing dier ver¬

gelijkingen tot de beantwoording der vraagstukken geraakt . Bij vraag¬
stukken , die tot andere vergelijkingen , dan de tot hiertoe behandelde ,
aanleiding geven , geschiedt het in vergelijking brengen op dezelfde

wijze , en wordt ook op dezelfde wijze uit de oplossing der vergelijkin¬

gen het besluit opgemaakt , dat ter beantwoording der vragen strekt ;
hierom zal het onnoodig zijn , bij hetgeen verder over het oplossen van
andere vergelijkingen , dan de tot hiertoe behandelde , gezegd zal wor¬
den , telkens gewag te maken van vraagstukken , die zulke vergelijkin¬

gen opleveren .

OVER DE VERGELIJKINGENVAN WILLEKEURIGE GRADEN MET TWEE

OF MEER OS BEKENDEN , WELKER OPLOSSING TOT GEENE

nOOGEREMAGTSVERGELIJKINGENVOERT.

Gevallen ) in welke de oplossing van twee of meer vergelijkingen
met evenveel onbekenden kanplaats hebben, door eetie dergelijke

eliminatie als hij de eersiemagtsvergelijkingen .

§ 255. Hetgeen in § 199 over de oplossing van een stelsel van n ver¬

gelijkingen met n onbekenden gezegd is , is geheel onafhankelijk van
den graad der vergelijkingen . Wanneer derhalve die vergelijkingen ,
hetzij alle , hetzij gedeeltelijk den eersten graad te boven gaan , komt

het er , even als bij de eerstemagtsvergelijkingen , op aan ; ten eerste ,
om door eliminatie tot ééne vergelijkingmet ééne onbekende te geraken ,
welke vergelijking men dan de eindvergelijking van het stelsel noemt ;
ten tweede , om die eindvergelijking op te lossen ; en ten derde , om de

waarden der geëlimineerde onbekenden te bepalen .
16 .
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In vele gevallen nu , kan de eliminatie verrigt worden door de eerste

leerwijze , die in § 183 voor de eerstemagtsvergelijkingen is opgegeven.
Verkrijgt men door die eliminatie eene eindvergelijking , die den twee¬
den graad niet te boven gaat , den tweedemagfsvorm heeft , of eene
zuivere vergelijking is , en vervalt men ook bij de bepaling van de waar¬
den der geëlimineerde onbekenden op geene hoogeremagtsvergelijkin -
gen , dan is het tot hiertoe verhandelde genoegzaam , om het stelsel
vergelijkingen te kunnen oplossen.

§ 256. De eliminatie eener onbekende kan altijd door de eerste leer¬
wijze van § 183 geschieden , indien eene der vergelijkingen van het stel¬
sel , ten opzigte van de te elimineren onbekende , van den eersten graad
is , onverschillig van welke graden overigens de vergelijkingen mogen
zijn . Zie hier een paar voorbeelden .

Eerste Voorbeeld. De vergelijkingen x ' + xy — 40 en .r ,+ ,y’ = 3i opte lossen.
De eerste vergelijking , hoezeer van den tweeden graad zijnde , is ten

opzigte van y slechts van den eersten graad ; uit dezelve alzoo y oplos -
40_ r 1sende, vindt men y — — ——. Dezen vorm voor y in de tweede verge¬

lijking substituerende , komt er , na herleiding ,
x “—57.r *+ 800 - 0 ,

en deze vergelijking , volgens § 247 oplossende , vindt men
X* = 32 of x 1 — 25 ,

waaruit volgt x = ±4f/2 of x = + 5.
Elk dezer vier waarden van x in den voor y gevondenen vorm sub¬
stituerende , verkrijgt men

y — ± 1/2 en y — ±3 .
Hier valt echter op te merken , dat bij elke waarde van x slechts ééne

overeenkomstige waarde voor y gevonden wordt . Men heeft dus :
,r = 4j/2 en y = j/2 ; x — —4l/2 en y = — 1/2 ; x — 5 en y — 3 ;
of xz = i- 5 en y = —3.

Tweede Voorbeeld. De vergelijkingen x ' — z —y ' , 4z*—17y* = iar *
en zI = x i—2xy+ y ' op te lossen.

Uit de eerste vergelijking volgt z = x *+ y ‘ ; deze waarde voor z inde
beide andere vergelijkingen substituerende , komt er , na herleiding ,

4.r !yt + 4y' = 17y3 en 2x*y *— —2xy ,
of , door y * en 2xy deelende ,

4z-1+ 4y , = 17 en xy — —1 .
Uit de laatste vergelijking volgt x = — ~ , door substitutie waarvan
de voorlaatste vergelijking , na herleiding overgaat in

y ' - t y ' + l
__ o
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Deze vergelijking volgens § 247 oplossende , vindt men
y ‘ = 4 of y l = i ,

dus is y — ±2 of y ~ + J .

Daar nu x — — - en z = x 1+ y 1 is , verkrijgt men voor de waarden

der onbekenden , die aan de opgegevene vergelijkingen voldoen :

y — 2 , x = — | en z = 4-J ; y — — 2 , x = J en * = 4J ;
y = i , x — —2 en z — 4£ ; of y = — 4 , ,r = 2 en 4^ .

Uit de verrigte deelingen door y 1 en 2xy , zal men gemakkelijk aflei¬
den , dat y = 0 en z = x * , wat men dan ook voor x nemen moge , waar¬
den zijn , die insgelijks aan de opgegevene vergelijkingen voldoen.

§ 257 . Tot welke graden de vergelijkingen van eenig stelsel ook mo¬
gen opklimmen, kan de eerste leerwijze van § 183 altijd nog ter elimi¬
natie eener onbekende gevolgd worden , indien eene der vergelijkingen
van dat stelsel , ten opzigte van de te elimineren onbekende , van den
tweeden graad is ; maar men zal dan , om die vergelijking ten opzigte
van die onbekende op te lossen , van de leerwijze der vierkantsvergelij -
kingen gebruik moeten maken . De beide vormen , die men daardoor
voor de te elimineren onbekende verkrijgt , behooren ieder op zichzel -
ven inde overige vergelijkingen gesubstitueerd te worden , zoodat daar¬
door de oplossing van n vergelijkingen met n onbekenden tot liet oplos¬
sen van twee verschillende stelsels van »—1 vergelijkingen met n— 1 on¬
bekenden wordt teruggebragt . De waarden , uiteen dezer stelsels voor
de overige onbekenden gevonden wordende , mogen dan , om de waarde
der geëlimineerde onbekende te vinden , alleen in dien vorm gesubsti¬
tueerd worden , welke tot het verkrijgen van dat stelsel gediend heeft .
Zie hier een paar voorbeelden :

Eerste Voorbeeld. De vergelijkingen 2x*+ y ' + 2x = 3xy + y en
8x *—y * =: 2x—6 op te lossen.

De eerste vergelijking ten opzigte van x oplossende, zal men vinden
Xxz ^y en .r = y — 1 ; door deze waarden voor x in de tweede vergelij¬
king te substitueren , wordt x geëlimineerd , en daardoor geraakt men
tot twee vergelijkingen in y , die elk behooren tot die waarde van x ,
welke men ter eliminatie gebruikt heeft ,

Voor x — \ y , gaat de tweede vergelijking onmiddellijk over in
y — 6 , en dan is x = . [y = 3.

Voor x — y —1 , gaat de tweede vergelijking over in
7y‘—2iy *+ 22y = 0 ,

waaruit men vinden zal

y = o ,
12+ j/ —10

y - 7

waarmede nu X— —1 ,
5+ 1/ —10

.r = - — :- ,

.’/ =
12 — 1/ —10

j ,
5—V — 10

7
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overeenstemt. Er zijn alzoo vier overeenkomstigewaarden voor de on¬
bekenden gevonden, die aan de gegevene vergelijkingenvoldoen.

Tweede Voorbeeld. De waarden van x , y en z te vinden uit de
vergelijkingen y *+ .r*z* = z44 *.r3y > x *y *—(,r + y ) = :r3z®—12 en
.2'*—xy + y * = 3^ '*.

De eerste vergelijking ten opzigte van y oplossende • zal men vinden
y = 2:* en y = x *— z* ; deze waardenvoor y in de beide andere verge¬
lijkingen substituerende, elimineert men y , en daardoor geraakt men
tot twee stelsels van twee vergelijkingen in x en z.

Yoory = : za , zal men , na behoorlijke herleiding , verkrijgen
x + z%= 12 en x *—xz * == 2a4.

Voor y = jr*—za , zal men verkrijgen
x *'r *—za)3~ (.r —x *-\-z*) = x 3z*—12 en .*•* —x (x *~ z*y\-(x a— x1)* = 3s fc.

Om de twee vergelijkingen van bet laatste stelsel op te lossen, vervalt
men in hoogeremagtsvergelijkingen; die van het eerste stelsel kunnen
echter opgelost worden , door uit de eerste vergelijking x af te zonde¬
ren , en de waarde .r = 12 —z1 in de tweede te substitueren; want door
die substitutie zal men onmiddellijkvinden za = 4 , waaruit volgt

z= ±2 , x = l 2—za “ 8 en y = z2 = 4 .
Behalve deze waarden van de onbekenden , moeten aan de opgegevene

vergelijkingen ook nog diegenen voldoen , welke in het tweede stelsel
voor .r , z en y = ,r3—za liggen opgesloten.

§ 258 . Verkeeren de vergelijkingen van een stelsel in de gevallen der
vorige § , dan zal het dikwijls gebeuren, dat in de vormen , die men
voor de te elimineren onbekende verkrijgt , andere onbekenden onder
het wortelteeken komen , en dat dit wortelteeken na herleiding niet
wegvalt ; alsdan verschillen de twee stelsels van vergelijkingen, die men
na de eliminatie verkrijgt, van elkander in niets anders , dan in de fee-
kens 4- of — , die vóór dat wortelteeken staan , zoodat , volgens § 143 ,
die stelsels , na verdrijving der wortelteekens , niet van elkander zullen
verschillen. In zulke gevallen is de eliminatie , zoo als zij in de vorige
§ is bewerkstelligd , niet verkiesselijk, omdat de verdrijving der wor-
telteekens een te omslagtige arbeid is , die door eene nog niet ver¬
klaarde algemeenere leerwijze te volgen, kan ontweken worden.

Getallen , waarin de oplossing van twee of meer vergelijkingen , met
evenveel onbekenden , door kunstgrepen kan plaats hebben .

§ 259 . Reeds in § 181 is opgemerkt, dat men in sommige gevallen
tot de eliminatie eener onbekende kan geraken, zonder daartoe eenige
algemeene leerwijze te volgen ; kan men langs dezen weg de oplossing
van gegevene vergelijkingen verkrijgen, dan worden zij gezegd , door
kunstgrepente zijn opgelost . Zoo zou men , in het tweede voorbeeld
van § 256 , voor de twee eerste vergelijkingen kunnen schrijven
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m—x * = y* en 4*(*—.r *) = 17y4 , en daarna die tWee vergelijkingen in
elkander kunnen deelen ; daardoor zou men dadelijk vinden 4* = 17 , of
%= 44 . Door substitutie dezer waarde van z , gaan de aldaar gegeveae
vergelijkingen over in

x 2+ y* ~ A\ en .r *~ 2.ry -by *= ( 4£ )4 ;
de tweede vergelijking van liet vierkant der eerste aftrekkende , komt
er , na deeling door 2.ry ,

xy -{-l = Q 9 of xy = —ï ,
en op deze wijze voortgaande , zou men dezelfde waarden voor de on¬

bekenden verkrijgen , die aldaar gevonden zijn.
§ 260. Het is alleen door zich op veie voorbeelden te oefenen , dat

men vaardigheid in het aanwenden van dergelijke kunstgrepen zal ver¬

krijgen . Zie hier een aantal voorbeelden van vergelijkingen , die op
deze wijze kunnen opgelost worden , met eene korte aanwijzing , hoe dit

geschieden kan.
N° . 1 . Zij gegeven .r -fy = a en x —y — b. Men neme de halve som

en het halve verschil dezer vergelijkingen , dan zullen de onbekenden

gevonden zijn.
K«. 2 . Zij gegeven x+ y = a en xy — b . Men trekke het viervoud

van de tweede vergelijking van het vierkant der eerste af , dan zal

( .r — y) * , en dus ook x —y bekend worden , waardoor de oplossing lot

N° . 1 is teruggebragt .
3 . Zij gegeven x —y — ft en xy — h. Men telle het viervoud van

de tweede vergelijking hij het vierkant van de eerste op , en handelt*
verder als bij £i° . 2 .

4 . Zij gegeven x 4-by * = a en xy — h . Men verineerdere en ver-

mindere de eerste vergelijking met .liet dubbel van de tweede , dan zal

( .r -by )* en (x —y ) 2 , en dus ook x + y en x —y , bekend worden ; men.
komt dus op N° . 1 terug .

N° . 5 . Zij gegeven .r *-by2 — a en ■r -f-y — b . Men trekke de eerste

vergelijking van het vierkant der tweede af, dan is de oplossing tot

teruggebragt .
K ° . 6. Zij gegeven x 2—-y%= . a en x -\-v — b . Men deele de eerste ver¬

gelijking door de tweede , dan wordt de oplossing tot N° . 1 terug¬

gebragt .
K° . 7 . Zij gegeven x *—y * =za en xy — b . Men telle bij het vierkant

van de eerste vergelijking viermaal het vierkant van de tweede op , dau

wordt daardoor (x*+ yx) l f en dus ook x *+ y 2, bekend ; omdat nu r aH-y*

en x 2—y 2 bekend zijn, kan men , denzelfden weg , als in K° . 1 vol¬

gende , x l en y 4 , en dus ook x en y vinden.
N° . 8. Zij gegeven .r *-by 3 == « en .r -hy = ft. Men deele de eerste ver¬

gelijking door de tweede , dan wordt x *—.ry + y2 bekend ; men brenge
vervolgens de tweede vergelijking in het vierkant , dan wordt .r *+ 2 ry + y *
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bekend ; door aftrekking zal dan ook 3xy en bijgevolg xy bekend wor¬
den ; deze bekende waarde van xy aftrekkende van de vroeger gevondene
voor x z^ xy -+-yx , zal ( .r —;/ )3 , en alzoo x —y bekend worden , waardoor
de oplossing tot N®. 1 teruggebragt is,

N®. 9 , Zij gegeven x 3—y * = a en .r —y — b . Men kan deze vergelijkin¬
gen op eene dergelijke wijze als die van 2i°. 8 behandelen .

K®. 10 . Zij gegeven x 't-irx xy z-\-y ‘t c=La en x^+ xy + y 1 — b. Men deele
de eerste vergelijking door de tweede , dan komt er x z—xy+ y * — a : b ;
deze laatste vergelijking van x x+ xy + yx = b aftrekkende , wordt 2xy en
bijgevolg xy bekend ; deze bekende waarde optellende bij x 2-hxy -hy 2=zb
en aftrekkende van xx—xy + yx = « : b 9 worden {x+ y )z en ( .r —y )* , en
bijgevolg x -\ -y en x —y bekend ; men handeie dus verder als in N®» 1 .

K°« 11 . Zij gegeven x x+ yXJt-ax + ay h en .ryzzc . Het dubbel der
laatste vergelijking bij de eerste optellende , zal men de komende ver¬
gelijking onder de gedaante = A+ 2c kunnen schrijven ;
deze vergelijking als eene vierkantsvergelijking aanziende , waarin x+ y
de onbekende is , kan men de waarden van x+ y vinden , waardoor de
oplossing tot IS0. 2 teruggebragt is.

N ®. 12 . Zij gegeven x k+ y kz=. a en x+ yz= b . He eerste vergelijking
aftrekkende van de vierde magt der tweede , komt er onmiddellijk
Axzy -̂ -Qx xy 1+ kxys = 6 *~ door bij elk lid dezer vergelijking 2x zy%
op te tellen , zal men vinden kxxy+ 8xxy*+ 4xy s = 6 *—a+ 2xxy x , of
ïxy (x-by )1 = /; *—«■+■2x xy x ; hierin x -hy = b substituerende , verkrijgt
men Ahlxy == b k—a + 2x*y x ; uit deze laatste vergelijking kan men xy
als uit eene vierkantsvergelijking oplossen , en daardoor is het vinden
Van de waarden der onbekenden tol 3i° . 2 teruggebragt .

N° . 13 . Zij gegeven x + y — a 9 y+ z = b en z+ x =zc , Men neme de
halve som dezer drie vergelijkingen , dan zal men x + y + z = £(a + 6-hc)
vinden ; van deze laatste , elk der gegevene vergelijkingen aftrek¬
kende , zal men de waarden der onbekenden verkrijgen .

N®. 14 . Zij gegeven x + y-hz = a 9 y+ z+ tt = b 9 z+ u+ x = c en
n-{-x+ y =zd . Men neme een derde van de som dezer vier vergelijkin¬
gen , en handeie verder als in N*. 13 .

N° . 15 . Zij gegeven xyzza 9 yz = b en ar = c . Men vermenigvul -
dige deze drie vergelijkingen met elkander , en trekke uit het product
den vierkantswortel , dan zal men vinden xyz — \Zahc \ deze laatste
vergelijking door elk der gegevene deelende , zal men de waarden der
onbekenden verkrijgen .

N° . 16 . Zij gegeven xyzzx . a 9 yzuzzb 9 zuxzz . c en vxy -= . d . Men
vermenigvuldige deze vier vergelijkingen met elkander , trekke uit het
product den derdemagtswortel , en handeie verder als in 15 .

N9. 17 , Zij gegeven a{x+ y) ~ a *xy 9 b(y-¥z ') ~ b ' y % en c(z+ x) =z c ' zx .
3Ien deele de eerste vergelijking door (txy \ de tweede door byz en de
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. . . . , . . . 1 1 a ' 1 1 b '
derde door cxz , dan zal men verkrijgen — — , - H— = —

y x a % y b

en — i = — ; ia deze vergelijkingen —, - en — als de onbekenden
x z c x y z

aanziende , kunnen de waarden van die onbekenden , even als in N*. 13
handelende , gevonden worden , en daardoor worden dan ook x , y
en z bekend.

N" . 18 . Zij gegeven x (y+ z) zza , y(z+ x ) = b en i (.r + y) = c Men
neme de halve som dezer vergelijkingen , dan vindt men terstond

xyt -yz + zx = \ (.a+ l,+ c) -, hiervan elk der gegevene vergelijkingen in
het bijzonder aftrekkende , wordt elk der producten xy , yz en xz be¬
kend , en dus de oplossing tot N °. 15 teruggebragt .

Ji° . 19 . Zij gegeven xy + n (x+ yj= a , yz+ n(y+ z)= b en zx + n(z+ x )= e .
Bij elk der leden van deze vergelijkingen n* opfellende , kan men
derzelver voorste leden in factoren ontbinden , waardoor men verkrijgt
( x+ n)(,y+ n) — a+ n* , (y+ :i ){z+ u) = b+ n* en ( z+ n)(.r + n) — c+ u1 ;
uit deze vergelijkingen kunnen de waarden van x+ n , y+ n en a+ n ,
even als in N“ . 15 handelende , gevonden worden , en daardoor worden
dan ook x , y en z bekend .

N ° . 20. Zij eindelijk gegeven x+ y+ z+ itz = a , x+ 2y+ iz+ 8u — b ,
x + 3y+ 9z+ 27u = c en x+ iy + 16z+ 6Au — d. Ia deze vergelijkingen zijn
aclitervolgens : de coëfficiënten vaux de Ode magten , die van y de l »t » mag-
ten , die van z de 2de magten en die van u de 2de magten van de getallen
1 , 2 , 3 , 4 . De oplossing van die vergelijkingen kan door eenvoudige
aftrekking geschieden : trekt men namelijk elke vergelijking van de daarop
volgende af , dan vindt men y -frZz+ 7u = b—zr , y+ bz+ X$u — c—b en

y -t-7z+ 37a = . d— c ; handelt men met deze drie laatste vergelijkingen op
dezelfde wijze , dan komt er 2z+ 12// = c —2b-t-a en . 2z-f-18 uzzd —2c-f-5 ;
trekt men nu nogmaals deze laatste van elkander af , dan verkrijgt men
6a = rf— 3c+ 36—a ; hierdoor wordt u bekend , en de overige onbeken¬
den moeten na door substitutie gevonden worden .

§ 261 . Wanneer eerie vergelijking zoodanig gesteld is , dat men de
letters , waardoor de onbekenden zijn voorgesteld , met elkander ver¬
wisselen kan , zonder dat daardoor de vergelijking verandert , wordt
zulk eene vergelijking gezegd symmetriek ten opzigte van die onbeken¬
den te zijn. Zoodanige vergelijkingen zijn : x + y = . a , xyzza , xyz . a ,
x i+ Xy- -̂yi — a , x ^+ y'+ z* zz r * , enz . Verkeeren de vergelijkingen
van een op te lossen stelsel alle in dit geval , dan kunnen de waarden ,
die voor ééne onbekende gevonden zijn , klaarblijkelijk ook voor de an¬
dere onbekenden genomen worden ; maar men moet dan uit de vergelij¬
kingen opsporen , welke waarden voor de verschillende onbekenden bij
elkander behooren . Was , bij voorbeeld , gegeven = 9 en .ryzz ‘2 ,
dan vindt men , deze vergelijkingen oplossende , geene andere bestaan-
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bare waarden voor x 9 dan xznï enr = 2 ; bijgevolg kan nien ook niet
anders hebben , dany = l en y = . 2 ; maar nu blijkt uit de vergelijking
xyzz . 2 terstond , datjr = l bij y = 2 , en xz =: 2 bij y = l behoort .

§ 262. Zijn de vergelijkingen van een stelsel zoodanig gesteld , dat
men door eene regelmatige verandering van de letters , waardoor de
onbekenden en bekenden zijn voorgesteld , hetzelfde stelsel behoudt ,
hoezeer door die verandering de eene vergelijking in de andere over¬
gaat , dan zijn die vergelijkingen symmetriek ten opzigte van elkander ;
in dit geval verkeeren de vergelijkingen in § 260 , van ft0. 13 tot ft0. 19
voorkomende. Verandert men , bij voorbeeid , in de vergelijkingen van
ft0. 19 , x in y , y in s , 2 iiu ’ , ti in b , h in c en c in a , dan zal
men hetzelfde stelsel van vergelijkingen behouden hebben. Daar zulk
eene verandering der letters het op te lossen stelsel niet verandert , zal
die verandering van letters klaarblijkelijk in al de vergelijkingen mogen
geschieden , die uit de gegevene zijn afgeleid , zoodat inen , de waarde
van ééne onbekende gevonden hebbende , door dergelijke verandering
der letters , de waarden voor de andere onbekenden kan vinden . Men
vindt , bij voorbeeld , uit de vergelijkingen in § 260 , onder K° . 17 op-

2abc
gegeven , x = — - -— ■- :ö ® a *bc— ab ' c-\-abc> '

daar nu het stelsel vergelijkingen hetzelfde blijft , als men x in y 9
y in z , z in x 9 a in h , b in c , c in a 9 a r in br , b' in c ' en c r in a*
verandert , zal men dezelfde verandering van letters in de vergelijking

2abcx — *-a ' bc—ttb ' c+ abc*
mogen bewerkstelligen , en daardoor zal men vooreerst vinden

2abc
y = . . . ———- •

b' ca —bc ' a+ uca'
op de laatste vergelijking mag men nogmaals dezelfde verandering van
letters toepassen , waardoor men verder vindt

2abcz cr -- .cab —cafb+ cab>
In deze laatste vergelijking mag men wel weder de letters verande¬

ren , maar komt hierdoor op de reeds voor x gevondene waarde terug .

Over de onbepaalde vraagstukken 9 aanleiding gevende tot
vergelijkijigen met twee of meer onbekenden , die den

eersten graad te boven gaan .

§ 263. Hetgeen in § 191 en § 204 over de onbepaaldheid van vraag¬
stukken gezegd is , is geheel onafhankelijk van den graad der vergelij¬
kingen , welke uit die vraagstukken voortvloeijen . Al gaan dus die
vergelijkingen den eersten graad te boven , dan nog kan men , indien
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geene beperkendevoorwaardenzulks verhinderen, voor sommige onbe¬

kenden , volgens § 197 , willekeurige waarden nemen ; maar dan zal het

dikwijls gebeuren , dat men voor de andere onbekenden onmeetbare

waarden, of zelfs onbestaanbare uitdrukkingen verkrijgt. In zulke

gevallen wordt echter doorgaansgevorderd, dat al de onbekendenmeet¬

bare getallen zijn . Het voldoen aan deze beperkende voorwaarde, dat

dikwijls niet eens mogelijk is , vereischt in eik geval bijzondere redene¬

ringen en kunstgrepen, die geheel op den aard der zaak steunen. l) e

verklaring van hetgeen te dezen aanzien kan verrigt worden, maakt

een afzonderlijk gedeelte der stelkunst uit , dat men de Analysis van

Diophaktes , of het ralionaahnaken , noemt . Het bestek dezer begin¬

selen laat niet toe , over dit onderwerp in bijzonderheden te treden.

Zie hier echter eenige zeer eenvoudige voorbeelden, om een denkbeeld

te geven van de oplossing der hier bedoelde vraagstukken.

Vraagstuk . Twee geheele positieve getallen te vinden , zoodanig ,

dat er 54 komt, ah men hij hun product driemaal het grootste en

tweemaal het kleinste getal oplelt .
Oplossing . Het grootste getal door x 9 en het kleinste door y voor¬

stellende , moet men hebben
xy ~\~‘èx+ 2y — 54 ,

en hierin moeten x en y geheele getallen zijn ; telt men bij elk lid de¬

zer vergelijking 6 op , dan kan bet voorste lid in twee factoren onthou¬

den worden, en men verkrijgt dus
^r+ 2 )(y-K>) — 60 .

Hieruit volgt , dat .r-f- 2 en y + '6 twee factoren moeten zijn , waarin

60 moet kunnen ontbondenworden. Men kan nu 60 ontbinden in :

60X1 , 30X2 , 20x3 , 15x4 , 12X5 of 10X6 ;

dewijl x> y moet wezen , kan x+ 2 niet kleiner dan *H-3 zijn ; men moet

dus bij elke ontbinding den grootsten factor voor x -j~2, en denkleinsten

voor y-f-3 nemen ; maar zal y een positief getal zijn , dan kan men de

drie eerste ontbindingen niet gebruiken ; derhalve moet men hebben ;

,r+ 2 = 15 en y+ 3 = 4 , waaruit volgt x = 13 en y = J ;
II to en >/+ ?, = 5 , » » X = 10 en y - 2 ;

a-+ 2 = 10 en >/ + '■’■ = 6 , » » X = 8 en y = 3-

J)e begeerde getallen zijn dus 13 en 1 , 10 en 2 , of 8 en 3 .
*

Vraagstuk . Twee volkomene vierkanten in geheele getallen te vin¬

den , waarvan het verschil 48 is »
Oplossing . De begeerde getallen door x 2 en y 2 voorstellende , moet

men hebben x2—y2 = 48 ,
en hierin moeten x en y geheele getallen zijn . Voor deze vergelijking

schrijvende ( .r-fyX ^—y ) = 48 ,
ziet men , dat vooreerstr + y en x —y twee factoren moeten zijn , waarin
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48 moet kannen ontbonden worden ; ten andere ziet men , dat
x = [ (+ + ?; ) + ; ( x —y ) en y zz ■(x + y )— i (x —y ) geen geheele getallen
zullen wezen, ten zij de factoren x + y en x —y gelijktijdig evene of on-
evene getallen zijn . Daar nu 48 kan ontbonden worden in 48x1 • 24x2 ,
16x3 , 12X4 en 8x6 , kan men stellen :

x + y — 24 en x —y — 2 , waaruit volgt x zz 13 en y = 11 ;
of x+ y — 12 en x —y = 4 , » » .*• = 8 en y — 4 ;
of .*■+ // = S en x —y = 6 , » » x — 7 en y — 1 .

De begeerde getallen zijn dus 169 en 121 , 64 en 16 , of 49 en 1.
Vraagstuk . Foor x zulk een meetbaar getal te vinden , dat 3a-’ + 4

een volkomen vierkant wordt .
Oplossing . Hier moet aan de vergelijking y — j/ (3.r *+ 4) voldaan

worden , waarin y den wortel uit liet begeerde vierkant voorstelt , en
dus, zoowel als x , een meetbaar getal moet wezen. Uit de vergelij¬
king is duidelijk , dat y > 2 moet zijn ; men kan dus yzzzx + 2 stellen ,
als wanneer z eene nieuwe onbekende is , die ook meetbaar moet we¬
zen . De vergelijking gaat dan over in (zx+ 2 ) = (/ ( 3.rH -4) , en wordt
na herleiding van den eersten graad ten opzigte van x ; men kan dus
dadelijk X uit dezelve oplossen , en verkrijgt dan

x
4 :

3— en V (3x '+ i ) = y { ~ ~ i + i }
6+ 2*»
3 - s* ;

neemt men dus voor z een willekeurig meetbaar getal , dan zullen ook
x en j/ ( 3.r*-H0 meetbaar zijn . Zoo is , bij voorbeeld , voor s = l ,
x = 2 en 4 .

Vraagstuk . Twee volkomene vierkanten te vinden , waarvan de
som insgelijks een vierkant is .

Oplossing . De wortels der vierkanten door x 9 y en a voorsfellende ,
moet men meetbare getallen voor deze onbekenden vinden , die voldoen
aan de vergelijking zi =zx *-i-y 1 , of z = y '(x 2+ y i ) , Omdat blijkbaar

P P% grooter dan x is , kan men zz =: x + - y stellen , waarin - een onbe¬
kend meetbaar gebroken verbeeldt , aanwijzende welk gedeelte van y
men bij x moet optellen , om z te verkrijgen . Hierdoor verandert de

(
P \ *
- y ) = x *+ y *.

Uit deze vergelijking y oplossende , vindt men

_ 2P9 _ - ^ _ . , (y — en dus Z : ,/ <> + ip 1 * \ - V +P -xV \ *
(g J - pV * q *- P *

9 ' + P'
q ' - p * V <- (gi

Neemt men nu voor x 9 p en q willekeurige meetbare getallen , mits
p < g , dan zal men voor y en z ook meetbare getallen verkrijgen , en
deze zullen aan de vergelijking z 2 zx. x l~*ry * voldoen . Voor xzzl 9 p =zl

4 5en q ~ 2 , vindt men xzxi , y — : en z = - ; bij de proef blijkt dan3 3
ook , dat ( p = 1» + Q ) is .



951 § 26 k.

Begeert men voor x 9 y en z geheele getallen , dan kan men

xz = q*~~p* nemen ; hierdoor heeft men

x == q 1—'p * 9 y = 2pq en £ — g *+ p * ,

en dit zijn nu drie stelkunstige vormen , die , onafhankelijk van de ge-

i tallemvaarden , welke men aan p en q wil geven , aan de vergelijking

r 1 = .r *-i- iy* voldoen. Boor voor p en q geheele getallen te nemen ,

zal men ook voor x 9 y en z geheele getallen verkrijgen .

* • Dit vraagstuk leert de zijden eens regthoekigen driehoeks in geheele

getallen bepalen .

OVER DE LOGAIUTHME3 .

Eigenschappen der Loyarithmen .

§ 264 . Tot dusverre is nog van geene vergelijkingen gesproken ,

waarin zich eene onbekende als exponent bevindt . Niets verhindert ech¬

ter , om ook zulke vergelijkingen aan te nemen , en naar de waarden

der onbekenden te vragen , welke aan die vergelijkingen voldoen.

Xaat y = a x

eene dergelijke vergelijking met twee onbekenden x en y zijn , waarin

a een gegeven positief getal , grooter dan 1 , verbeeldt , dan zal men,

om aan deze vergelijking te voldoen , voor eene der onbekenden , bij

voorbeeld voor x , een willekeurig getal kunnen nemen , en daarna de

getallenwaarde van de andere onbekende moeten bepalen . Indien men

de willekeurig voor x te nemene waarden , van nul af , met geheele

eenheden laat aangroeijen , dat is , indien men achtervolgens x =z0 9

.r = l , x ~ Z enz , neemt , dan zullen , omdat « > 1 is , ook de waarden ,

die men voor y verkrijgt , dat is , y ~ l 9 y — a 1= a , «>, enz.

aangroeijen ; laat men echter de voor x te nemene waarden , van nul

af , met geheele eenheden afnemen , dat is , stelt men x = 0 , x ?=. — 1 ,

x = —2 enz - , dun zullen ook de waarden , die men voor y verkrijgt ,
1 1

dat is , y = <z0= 1 , y ~ a ' = y =za~'* = ~ enz . afnemen. Stelt

men zich voor , dat x niet met geheele eenheden , maar langzamerhand

aangroeit , en dus achtervolgens alle mogelijke waarden , van x ^zO af

fot .r = : oo toe , verkrijgt , dan zal ook y langzamerhand aangroeijen ,

en alle mogelijke waarden , van y =za * z=. \ af tot = co toe , ver¬

krijgen ; stelt men zich even zoo voor , dat x langzamerhand van xznQ

tot x =z — » afneemt , dan zal ook y langzamerhand , van y = a9 zs X

tot ^ = <r to = 0 afnemen . Het is klaar , dat x in dien verander¬

lijken toestand , niet slechts alle geheele of gebrokene , maar ook alle

onmeetbare waarden verkrijgt , en het is alleen , door zich een ' expo-
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neut in dien toestand voor te stellen , dat men een denkbeeld van on¬
meetbare exponenten kan verkrijgen .

In de vergelijking y =za x , de getallen x en y in den opgegev«*n ver¬
anderlijken toestand beschouwende , wordt elke waarde van x de
logarithmus genoemd van de overeenkomstige waarde van y , en omge¬
keerd noemt meny het getale dat tot x als logarithmus behoort . Ofschoon
hier y meer bijzonder »het getal « genoemdwordt , moet men wel opmer¬
ken , dat x , of de logarithmus van dat getal , ook niets anders dan een
getal is , en wel een ander getal , dat van het eerste door de vergelij¬
king y — a x afhangt .

De waarden van x , die voor eene zelfde waarde van a , tot alle ver¬
schillende waarden van y behooren, maken een logarithmenstelsel uil en
het getal a wordt het grondtal van dat stelsel genoemd. Door verschil¬
lende waarden voor a te nemen , ontstaan er zooveel verschillende loga-
rithmenstelsels , als men goedvindt . Wilde men echter a ==. 1 nemen ,
dan zou , voor alle waarden van x , y = . a x — l x =zl zijn ; voor a =z 1
kan er dus geen logarithmenstelsel beslaan . Wilde men ^ < 1 nemen ,
dan zou men wei een logarithmenstelsel verkrijgen , maar dan zouden
de logarithmen afnemen , als de getallen aangroeijen , en omgekeerd ;
daarom neemt men « > 1 .

§ 265. Er zijn twee logarithmensteisels in gebruik . Bij het eene , dat
in de hoogere deeleu der wiskunde gebruikt wordt , is a een onmeet¬
baar getal , tusschen 2 en 3 inliggende ; de logarithmen van dat stelsel
worden , naar hunnen uitvinder Nefer , de Neperiaansche , of ook wel
de hyperbolische logarithmen genoemd. Bij het andere stelsel is a =zlO
genomen , alzoo het een groot gemak aanbrengt , een logarithmenstel¬
sel te gebruiken , waarvan het grondtal hetzelfde is als dat van het
gewone talstelsel ; de logarithmen van dit stelsel zijn het eerst door
Briggs berekend , en worden diensvolgens de Briggiaansehe of ook de

geiDone logarithmen genoemd.
$ 266 . Volgens het gezegde is , in elk logarithmenstelseJ , de loga¬

rithmus van een gegeven getal niets anders , dan de exponent van de
magt , waartoe het grondtal van dat stelsel moet verheven worden , om
het gegevene getal te verkrijgen . De gewone logarithmus van een ge¬
geven getal is dus de exponent van de magt , waartoe men het getal 10
moet verheffen , om het gegevene getal te bekomen.

Om uit te drukken , dat een getal p de logarithmus is van een getal g ,
schrijft men pz =: log . q . Voor een stelsel , waarvans het grondtal is ,
drukken dus , volgens de gegevene bepaling , de vergelijkingen

p = log .q en q = aP
volkomen hetzelfde uit . Voor het gewone stelsel hebben even zoo de
vergelijkingen

p — log,q en q = 10^
volkomen dezelfde beteekenis .
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5 267 . De logarithmen van elk willekeurig stelsel hebben de volgende

eigenschappen :
1° . De logarithmus van de eenheid is nul .
Want stelt men in de vergelijkingen p = log. q en q = aP , dat p — 0

is , dan volgt uit dezelve 0 — log. q en q = a° — 1 , dus ook 0 = /eg . l .
2° . De logarithmus van het grondtal des stelsels is de eenheid .
Want in dezelfde vergelijkingen p ~ t stellende , komt er 1 = log . q en

y = : ff 1= a , waaruit volgt l = log.a .
3° . De logarithmus van een product is gelijk aan de som van de

logarithmen der factoren ; en de logarithmus van een quotiënt is gelijk
aan den logarithmus van het deeltal , verminderd met den logarith¬
mus des deelers .

Want laat p en p ' de logarithmen der getallen q en q ’ zijn , dan is ,
volgens de vorige § , ,

p — log .q , p - = log . q ' , q = a" en q ' = aP ' ;
door nu de beide laatste vergelijkingen met elkander te vermenigvul¬
digen en in elkander te deelen , vindt men

qq> = aP +P ' en £
q' aP—p \

dus is , volgens de bepaling der logarithmen ,

p+ p ' z= log . qq ' en P- P ' =

of log . q + log .q ' = log . qq - en log . q — log. q ' — log. — ;

wat den logarithmus van een gedurig product betreft , is het klaar ,
dat men even zoo hebben zal

log. q + log. q ’ log. q" = log.qq ' q" ,
enz .

4° . De logarithmus van de nde magt van een getal is gelijk aan

n maal den logarithmus van dat getal ; en de logarithmus van den

ndemagtswortel uit een getal is gelijk aan het nde gedeelte van den

logarithmus van dat getal .
Want zoo p de logarithmus van een getal q is , en men dus heeft

p ~ log . q en q — aP ,

vindt men , door magtsverheffing en worteltrekking ,
7* ?

qn = a”P en y ' g =
dus is , volgens de bepaling der logarithmen , weder

np = log . q” en P , ”
- = log . i/an

of n log . q = log . q ” en
1 . rt- log . q = log . yq
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5° . De logarithmen van een gebroken en deszeifs omgekeerde zijn

even groot , maar verschillen in teehen •
Want uit eene der reeds bewezene eigenschappen volgt terstond :

!oS - ~ = l°S -9 — laS -Q‘ = — ( log . q' — log .q) = —

6° . De logarithmen van getallen grooter dan 1 zijn positieve getal¬
len ; de logarithmen van getallen kleiner dan 1 zijn negatieve getal¬
len , en negatieve getallen hebben ge ene logarithmen .

Want zoo men , inde vergelijking y = .a * 9 de exponent ^*, vanOtotoe ,
Iaat aangroeijen , groeit y van 1 tot co aan , en zoo men x 9 van 0 tot
—oo , laat afnemen , neemt y van 1 tot 0 af , zonder dat y ooit nega¬
tief wordt .

7° . De logarithjnus van een oneindig groot getal is zelf oneindig
groot , en de logarithmus van 0 is een oneindig groot negatief getal .

Dit volgt onmiddellijk uit hetgeen zoo even , omtrent de overeenkom¬

stige aangroeijingen in de vergelijking y =za x , gezegd is .
Tot voorkoming van verkeerde begrippen , is het nuttig op te mer¬

ken , dat de logarithmus van de som , of van het verschil van twee getal¬
len , niet op eene dergelijke wijze , als de logarithmus van het product
of quotiënt der getallen , in de afzonderlijke logarithmen der getallen
zelven kan worden uitgedrukt . Toor den logarithmus van a + b of a —h

schrijft men dus log, (a + b) , log *(a —b) 9 en voor deze logarithmen be¬

staan nu zulke ontwikkelingen niet , als voor log . ah en

§ 268 . De gewone logarithmen , die in het verder voor te dragene
altijd stilzwijgend zullen bedoeld worden , hebben behalve dealgemeene
eigenschappen , die in de vorige § bewezen zijn , nog deze bijzondere
eigenschappen :

1° . De logarithmen van alle meetbare getallen moeten of geheele of
onmeetbare getallen zijn , en kunnen dut nimmer meetbare breuken

wezen .
Want onderstelt men , dat log .q een meetbaar , positief of negatief ,

gebroken is , dan zal men hebben log .q = of log . q = — waarin

m en n geheele positieve en onderling ondeelbare getallen verbeelden ;
hieruit zal volgen

m m

q — 10
* of q = 10 ”

, dat is q= \/lQ m of q — — 1— .

Nu is 10m de eenheid gevolgd van m nullen ; de «demagtswortel uit
zulk een getal kan alleen getrokken worden , indien dat aantal nullen
een veelvoud van n is ; dit is hier het geval niet , omdat m en n onder¬

ling ondeelbaar zijn ; derhalve is en bijgevolg ook q onmeetbaar .
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Uit de onderstelling , datlog .g een meetbaar gebroken is , volgt aizoo,
dat q onmeetbaar is ; dus kan , indien q meetbaar is , log. q geen meet¬

baar gebroken zijn .
2° . Alle getallen , die door de eenheid , gevolgd van één of meer nul¬

len , worden uitgedrukt , hebben geheele logarithmen ; en alle andere

geheele getallen hebben onmeetbare logarithmen .
Want stelt men in de vergelijkingen p = log . q en q =r 10 p, die volgens

§ 266 hetzelfde beteekenen , achtervolgens p = 1 , p = 2 , p — 3 , enz, ,
dan zal men vinden

Jog . 10 = 1 , log . 100 = 2 , Jog. 1000= 3 , log . 10000 ~ 4 , enz .
Toorts moeten de logarithmen van de andere getallen tusschen deze

logarithmen 1 , 2 , 3 , 4 ens . invallen ; zij kunnen echter , volgens het

zoo even betoogde , geene meetbare breuken zijn , en moeten dus on¬
meetbaar wezen.

Het is hierom > dat de logarithmen altijd in geheelen en tiendeeligen ,
en wel alle tot in evenveel decimalen naauwkeurig , berekend worden »

3° . Het aantal geheelen , dat de logarithmus van een geheel getal be¬
vat , is altijd ééne eenheid minder , dan het aantal cijfers , waaruit
dat getal bestaat .

Voor de getallen 10 , 100 , 1000 , enz . is dit uit het zoo even gezegde
duidelijk . Overigens liggen alle getallen van 1 cijfer tusschen 1 en 10 ,
dus liggen hunne logarithmen tusschen log . len log , 10 , dat is , tusschen

0 en 1 ; de logarithmen der getallen van 1 cijfer bevatten dus 0 gehee¬
len . Even zoo liggen de getallen van 2 cijfers tusschen 10 en 100 , dus

hunne logarithmen tusschen log , 10 en log . 100 9 dat is , tusschen 1 en 2 ;
de logarithmen der getallen van 2 cijfers bevatten dus ééne geheele een¬
heid . Desgelijks liggen de getallen van 3 cijfers tusschen 100 en 1000 ,
dus hunne logarithmen tusschen log.100 en log. 1000 9 dat is , tusschen 2
en 3 ; de logarithmen der getallen van 3 cijfers bevatten dus 2 geheelen .
En zoo vervolgens.

4®. Wanneer een getal het tien- honderd - duizendvoud , enz . of het
tiende » honderdste , duizendste gedeelte , enz . van een ander getal is9
verschillende logarithmen van die getallen alleen in de geheelen , maar
niet in de decimalen ; mits men de negatieve logarithmen in den vorm van
eenverschil schrijve , waarin de aftetrekkene term een geheel getal is .

Men heeft namelijk voor elk getal , volgens de eigenschappen der vo¬

rige § ,
log . 10” A = log . A + log . 10 71= log. k + n

X
en “ /og,*A ” *°£*10 " = — » ,

nit welke vergelijkingen , zoo men aanneemt , dat n een geheel getalis ,
het gestelde onmiddellijk volgt .

§ 269. Uit de laatstgenoemde eigenschappen blijkt , hoeveel gemak het

aanbrengen moet , om het grondtal 10 van het gewone talstelsel te kie-



§ 271 . * ,5 <ï
zen lot grondtal van het logarithmensfelsel , dat men gebruiken wil .
Vooreerst weet men dadelijk , hoeveel gelieelen de logarilhmns van een
geheel getal bevat , ten andere kan de logarithmus van een getal , dat
uit gelieelen en tiendeeligen , of alleen uittiendeeligen bestaat , gevon¬
den worden , indien men de logarithmen van de geheele getallen kent .

Wilde men , hij voorbeeld , den logarithmus van het getal2345kennen ,
dan weef men dadelijk, dat die logarithmus uit 3 gelieelen en eene tieu -
deelige breuk bestaat ; en wist men nu verder , dat /«g . 2345 — 3,37014
was , dan zou daaruit volgen :

log . 2345000 = log . 2345 + log . 1000 = 3,37014+ 3 = 6,37014 ,
log . 234500 = log . 2345 + log . 100 = 3,37014+ 2 = 5,37014 ,
log . 23450 = log . 2345 + log . 10 = 3,37014 + 1 = 4,37014 ,
log . 234,5 = log . 2345 — log . 10 = 3,37014 —1 = 2,37014 ,
log . 23,45 = log . 2345 — log . 100 = 3,37014 - 2 = 1,37014 ,
log . 2,345 = log . 2345 — log. 1000 = 3,37014- 3 = 0,37014 ,
log . 0,2345 = log . 2345 — log . 10000 = 3,37014— 4 = 0,37014 - 1 ,
log . 0,02345 = log . 2345 — log . 100000= 3,37014 —5 = 0,37014—2 .

enz . enz,
§ 270. Eenlogarilhmus , hetzij positief , hetzij negatief , kan , zoo als

ten overvloede door het bovenstaande voorbeeld wordt opgehelderd , als
de som van twee deelen worden aangezien , waarvan het eene een po¬
sitief tiendeelig gebroken en het andere een positief of negatief geheet
getal is ; het laatstgenoemde deel wordt het wijzergetal of de wijzer
van den logarithmus genoemd. Zoo is 4 de wijzer van log. 23450 ; 0 de
wijzer van log .2,345 ; — 2 de wijzer van log . 0,02345 ; enz .

Bij positieve logarithmen maken de geheelen van den logarithmus den
wijzer uit ; schrijft men echter negatieve logarithmen , niet in denvorm ,
die bij de vierde eigenschap van § 268 gevorderd is , dan missen zij niet
alleen die eigenschap , maar dan zijn de geheelen , die zij bevatten , ook
niet meer hunne wijzers . Zoo is , volgens het bovenstaande voorbeeld ,

log . 0,02345 = 0,37014 - 2 = - 1,62986 ;
maar de decimalen 62986 zijn niet meer dezelfde als die van log . 2345 ,
hoezeer 2345 het 100000 voud van 0,02345 is ; en —1 is ook niet de wij¬
zer van log .0,02345 . Het is hierom verkiesselijk , de negatieve loga -
rifhmen in den genoemden vorm te schrijven ; zelfs heeft men als maat¬
regel van orde aangenomen , om dien vorm zoo te kiezen , dat het af
te trekken getal altijd 10 is . Zoo schrijft men , bij voorbeeld ,

log .0,02345 = 8,37014—10.
§ 271 . Uit het aangevoerde volgen onmiddellijk deze
Regels . l tf. Jje wijzer van den logarithmus van een geheel getal ,

of van een getal , dat uit geheelen en tiendeeligen bestaat , is positief ,
«n één minder dan het aantal cijfers , waardoor de geheelen van het
getal worden *itgedruht .
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2». De wijzer van den logarithmus van een tiendeelig gebroken is ne¬
gatief , en even groot als het aantal nullen , waarmede dat tiendeelig
gebroken begint , de nul der geheelen mederekenende .

3°. De logarithmus van een gegeven geheel getal is , op den wijzer
na , gelijk aan den logarithmus van het getal , waarin het gegevene
overgaat , door er één of meer nullen achter te plaatsen .

4° . De logarithmus van een gegeven geheel getal , dat op één of meer
nullen eindigt , is , op den wijzer na , gelijk aan den logarithmus van
het getal , waarin het gegevene overgaat , dooréén of meer van de
achteraankomende nullen weg te laten . En

5° . De logarithmus van een gegeven getal , dat uit geheelen en
tiendeeligen bestaat of alleen tiendeeligen bevat , is , op den wijzer na ,
gelijk aan den logarithmus van het geheele getal , waarin het gegevene
door weglating der decimaalcomma overgaat .

Aanwijzing , hoe uit de tafels de logarithmen , die tot gege¬
vene getallen , en de getallen 9 die tot gegevene loga¬

rithmen behooren , gevonden worden .

§ 272. De logarithmen van de geheele getallen zijn berekend gewor¬
den , en in tafels gebragt , die men Logarithmentafels noemt . Hoe
men deze berekening heeft kunnen bewerkstelligen , kan hier geen punt
van onderzoek worden ; alleen zij opgemerkt , dat de berekening van
de logarithmen der ondeelbare getallen geschied zijnde , de logarithmen
der deelbare getallen daaruit door optelling gevonden kunnen worden .
Ook kunnen de logarithmen der ondeelbare getallen 2 en 5 uit elkan¬
der worden afgeleid . Zoo is , bij voorbeeld , volgens de bewezene ei¬
genschappen ,
log . 180 = log . (10X2X3 ’ ) — log. 10 + log. 2 + Jog. 3> = l + log. 2 + 2log.2 ,
of , omdat log. 5+ log. 2= log . 2X3= log . lO= : l , en dus log. 2= 1— log .5 is ,

log. 180 = 2— log. 5 + 2 log. 3.
Om den logarithmus van 180 te kunnen berekenen , is het dus genoeg¬
zaam , de logarithmen van 2 en 3 , of die van 5 en 3 te kennen .

Dewijl voorts uit de getallen zelven onmiddellijk blijkt , wat de wij¬
zers van hunne logarithmen zijn , zijn in de meeste tafels die wijzers
weggelaten , zoodat men er alleen de decimalen der logarithmen vindt
opgegeven .

§ 273 . Er zijn groote en kleine logarithmentafels ; de kleine tafels ,
welker gebruik bij de volgende aanwijzingen en berekeningen ondersteld
wordt , bevatten , met of zonder voorafgaande wijzers , de logarithmen
der geheele getallen , hetzij van 1 tot 10000 , hetzij van 1000 tot 10000.
Men behoeft dus slechts de inrigting van zulk eene tafel te kennen , om
de logarithmen van alle geheele getallen , die uit vier cijfers bestaan ,
onmiddellijk te kunnen vinden . Zoo is , bij voorbeeld :

7og . 8705 = 3,93977 ; 7og. 6810= 3,83315 ; /eg .7005 = 3,84541 .
17 .



§ 274. 25 »
Kan een gegeven geheel gelal , door bijvoeging of weglating van ach¬

teraankomende nullen , of een gegeven getal , dat uit tiendeeligen met
of zonder voorafgaande geheelen bestaat , door weglating der decimaal -
comma, in een geheel getal van vier cijfers veranderd worden , dan kan
men , door toepassing der regels van § 271 , den logarithmus van het
gegevene getal nog onmiddellijk in de tafels vinden . Zie hier eenige
voorbeelden van de toepassing dezer regels :

A. Voor een geheel getal van minder dan vier cijfers ; dit komt alleen
te pas , als de tafel , die men gebruikt , eerst met 1000 begint .

1° . Te vinden log .7 . Van log .7 is de wijzer 0 ; men zoekt in de tafel
log.7000 , en vindt voor de decimalen van dien logarithmus 84510 ; log .7
en log.7000 verschillen alleen in den wijzer ; alzoo is log. 7 — 0,84510 .

2°. Te vinden log, 690. Dewijzer is hier 2; men zoekt in de tafel log. 6900,
en vindt voor de decimalen 83885 ; derhalve is fog . 690 .= 2,S3885 .

3° . Te vinden log. 309 . De wijzer is hier 2 ; men zoekt fog .3090 ; en
vindt voor de decimalen 48996 ; dus is log .309 = 2,48996 .

B . Voor een getal van meer dan vier cijfers , op nullen eindigende .
4° . Te vinden log .876000. De wijzer is 5 ; de decimalen zijn die van

Zog.8760 , en dus volgens de tafel 94250 ; alzoo is fog . 876000 = 5,94250 .
5° . Te vinden log.30080 . De wijzer is 4 ; de decimalen zijn die van

log. 3008 ; deze in de tafel opzoekende , vindt men log . 30080 — 4,47828 .
C . Voor een getal , dat uit geheelen en tiendeeligen bestaat .
6° . Te vinden log .6,208 . De wijzer is 0 ; log .6,208 en log . 6208 ver¬

schillen alleen in den wijzer ; men zoekt dus in de tafel log.6208 , en
vindt daardoor log . 6,208 = 0,79295 .

7°, Te vinden log. 50,09 . De wijzer is 1 ; de decimalen zijn die van
log . 5009 ; men vindt derhalve log .50,09 = 1,69975 .

D . Voor een tiendeelig gebroken , zonder geheelen .
8° . Te vinden log .0,205 . De wijzer is — 1 , waarvoor men schrijven

kan 9,00000 —10 ; de decimalen zjjn dezelfde als die van log . 2080 ; men
zoekt dus in de tafel log .2050 , en vindt daardoor log.0,205 = 9,31175 —10.

9° . Te vinden log .0, 0003478. De wijzer is — 4 ; de decimalen zijn die
van log.3478 ; men vindt alzoo log .0, 0003478 = 6,54133— 10 .

10° . Te vinden log .0,001. De wijzer is — 3 ; de decimalen zijn die van
log. 1 of van log . 1000, dat is : 00000; men heeft alzoo log . 0,001 = 7,00000 —10.

§ 274 . De logarithmus van een geheel getal van vijf cijfers , waarvan
de laatste geene nul is , kan niet onmiddellijk uit de tafel genomen wor¬
den . In dit geval , moet men den te vinden logarithmus tusschen die ,
welke in de tafel staan , interpoleren ; daartoe neemt men vooreerst den
logarithmus van het gegeven getal , als of de laatste cijfer eene nul wa¬
re , en berekent vervolgens , hoeveel deze logarithmus moet verhoogd
worden , om tot het gegeven getal te behooren . Daarbij onderstelt men,
dat de aangroeijingen van de getallen en van hunne logarithmen met
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elkander evenredig zyn. Deze onderstelling wijkt wel van de waarheid
at , maar omdat men dezelve slechts uitstrekt over de niet groote aan-
groeijingen , waarmede de logarithmen elkander in de tafel opvolgen ,
is de afwijking van de waarheid te gering , dan dat zulks op de vijf de¬
cimalen , waarin de logarithmen uitgedrukt worden , invloed zou heb¬
ben. Toorts kan deze zelfde interpolatie ook nog gebruikt worden , om
den logarithmus van een getal van zes cijfers zoo naauwkeurig te beko¬
men , als de tafel toelaat . Zie hier eenige voorbeelden :

1° . Te vinden log .23456. Men vindt, volgens de vorige § ,
/og . 23450 = 4,37014 en /og . 23460 = 4,37033 ;

het verschil dezer beide getallen is 10 , dat hunner logarithmen , in een¬
heden van den rang der laatste decimaalcijfer is 19 . Nu zegt men : als
het getal 23450 met 10 verhoogd wordt , wordt deszelfs logarithmus
19 der genoemde eenheden grooter ; als dus 23450 met 6 verhoogd

6x19wordt 9 moet de logarithmus » zulke eenheden grooter worden . Van
6X19 .

10
is 11 de naaste geheele getallenwaarde ; men voegt dus 11 bij 37014,

en vindt daardoor Zog . 23456 = 4,37025 .

De waarde van —^ naauwkeuriger dan in het naaste geheele getal te

berekenen , zou zonder beteekenis wezen , omdat men toch niet weet ,
wat de volgende cijfers van den logarithmus 4,37014 zijn zouden , indien
de logaritlimentafel tot in meer dan vijf decimalen berekend was.

2° . Te vinden log.81007. Men vindt vooreerst
log . 81000= 4,90849 en 7»g. S1010 = 4,90854 ;

men ziet hieruit , dat , het getal met 10 aangroeijende , de logarithmus ,
in eenheden der laatste decimaalcijfer , met 5 aangroeit ; het getal met

5X7
7 aangroeijende , moet alzoo de logarithmus met aangroeijen ; voor

deze breuk neemt men de naastbij komende geheele eenheden , en dus4 ;
deze 4 voegt men bij 99849 , en vindt alzoo

log .81007= 4,90853 .
3°. Te vinden log . 210247. Men vindt vooreerst

log . 210200 = 5,32263 en 7og .210300 = 5,32284 ;
als hier het getal met 100 aangroeit , groeit de logarithmus in eenheden
van het laatste cijfer met 21 aan ; het getal met 47 aangroeijende , moet

21X47
dus de logarithmus met ■ lp^~ of 10 aangroeijen ; alzoo is

» /og .210247 = 5,32273 .
Omdat men bij deze interpolatiën telkens de verschillen van twee , in

de tafel op elkander volgende, logarithmen noodig heeft , zijn deze ver¬
schillen in de tafel , naast de decimalen der logarithmen , afzonderlijk
opgegeven.
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Voor meer dan zes cijfers , kan de interpolatie geen nut aanbrengen ,

omdat de zevende cijfer van een getal geen’ invloed meer hebben kan op
de vijfde decimaal van deszelfs logarithmus . Gebruikt men dus de klei¬
ne tafels , dan moeten de zevende en volgende cijfers van de getallen ,
inhetbepalen van de deeimalen der logaritlimen , verwaarloosd , of lie¬
ver als nullen beschouwd worden .

§ 275. Gaat een gegeven geheel getal , dat op één of meer nullen ein¬
digt , door weglating van die nullen ; of een getal , dat uit tiendeeligen ,
met of zonder voorafgaande geheelen , bestaat , door weglating van de
deciinaalcomma , in een geheel getal van meer dan vier cijfers over ,
zoo wordt het vinden van deszelfs logarithmus , door de regels vang 271,
tot de gevallen der vorige § teruggebragt . Moest , om een enkel voor¬
beeld te geven , de logarithmus van 160,807 gezocht worden , dan zou
men vooreerst vinden

log. 160,8 = 2,20629 en log.m , 9 = 2,20656 ;
hieruit blijkt , dat als het getal 160,8 met 0,1 wordt vermeerderd , des¬
zelfs logarithmus 27 eenheden van den rang der laatste cijfer grooter
wordt ; wordt dus het getal 160,8 met 0,007 vermeerderd , dan moet de

logarithmus
0,007X27

0,1
of 2 zulke eenheden grooter worden ; derhalve is

log .160,807 = 2,20631 .
Begeert men den logarithmus van een gewoon gebroken te vinden ,

dan kan men hetzelve , of eerst tot een tiendeelig gebroken herleiden ,
of de derde eigenschap van § 267 toepassen. Zoo is , bij voorbeeld :

log. \ = : 7og . 0,5 = 9,69897 —10 ,
of ook log. \ — log . 1— log.2 ~ 0, —0,30103 = 9,69897 —10 .

Terwijl men eindelijk , om den logarithmus van een gemengd getal te

verkrijgen , hetzelve vooraf in geheelen en tiendeeligen zal moeten uit¬
drukken , of tot een gewoon gebroken herleiden , en daarna van de zoo
even genoemde eigenschap gebruik maken .

§ 276 . In § 269 is gebleken , dat alleen van de cijfers , waaruit een
getal bestaat , en van de orde , waarin die cijfers op elkander volgen ,
de decimalen van den logarithmus van hut getal afhangen , terwijl de
wijzer alleen afhangt van de waarde , die het getal door den rang van
deszelfs cijfers , heeft . Wanneer men derhalve in de tafels het getal wil
zoeken , dat tot eencn gegevenen logarithmus behoort , zal men omge¬
keerd alleen de decimalen van den logarithmus noodig hebben , om de
cijfers van het getal in hunne behoorlijke volgorde te vinden , terwijl
men uit den wijzer van dien logarithmus zal moeten opmaken , wat de

rang dier cijfers zijn moet . Is nu een logarithmusgegeven , en begeert
men het getal , tot dien logarithmus behoorende , te vinden , dan zoekt
men in de tafel de decimalen van dien logarithmus zoo na mogelijk op ;
staan de decimalen van den logarithmus juist in de tafel , dan vindt men
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de vier eerste cijfers van het begeerde getal , en kan voor de volgende

slechts nullen nemen ; staan de decimalen van den logarithmusniet juist

in de tafel , dan neemt men de vier eerste cijfers van het getal , als of

de decimalen van den gegevenen logarithmus de naastkleinere waren ,

die in de tafel staan , en bepaalt verder één of twee volgende cijfers ,

door te berekenen , hoeveel het genomene getal , op grond van hetgeen

in § 274 gezegd is , zou moeten verhoogd worden , om tot den gegevenen

logarithmus te belmoren ; meer dan twee cijfers kan men hierdoor niet

berekenen , dewijl men in de meeste gevallen reeds op de naauwkeu -

righeid der zesde cijfer geen staat kan maken ; zijn op deze wijze de

cijfers van het getal gevonden , dan moet , naar aanleiding van den wij¬

zer , bepaald worden , wat het getal zelf zijn moet . Voorts zij nog op¬

gemerkt , dat men , om de decimalen van eenen gegevenen logarithmus

zoo na mogelijk te vinden , in de tafels , waar de getallen van 1 tot 10000

voorkomen , alleen dat gedeelte der tafels gebruiken moet , hetwelk de

getallen van 1000 tot 10000 herat . Zie hier een paar voorbeelden :

1° . Het getal te vinden , dat 1,74958 tot logarithmus heeft .

Men zoeke in de tafel de decimalen 74958 zoo na mogelijk op ; deze

decimalen staan juist in de tafel , en worden gevonden bij het getal 5618;

men kent dus nu de cijfers , in derzelver volgorde , waaruit het begeerde

getal bestaat ; daar voorts de wijzer 1 is , moet het getal 2 cijfers in

geheelen bevatten , derhalve is
1,74958 = log.56,18.

2*. Het getal te vinden , bij den logarithmus 8,53803 —10 behoorende .

Men vindt in de tafel de decimalen 53S03 niet ; maar wel 53794 en 53807 ,

waartusschen 53803 inligt en waarbij de getallen 3451 en 3452 voorkomen;

begeert men nu slechts vier cijfers in het gevraagde getal , dan neemt

men voor die cijfers 3452 , omdat 53803 digterbij 53807 dan bij 53794 komt;

voorts blijkt uit den wijzer — 2 , dat het gevraagde getal een tiendeelig

gebroken zijn moet , dat met twee nullen , waaronder die der geheelen

begrepen is , begint ; derhalve heeft men , slechts vier cijfers nemende ,
8,53803—10 = log.0,03452 .

Begeert men echter in het gevraagde getal een vijfde cijfer , dan ziet

men uit de tafel , dat , als 53794 tot 53807 en dus met 13 aangroeit , het

getal 3451 met 10 eenheden van den rang der begeerde cijfer toeneemt ;

hieruit volgt , dat als 53794 tot 53803 en dus met 9 aangroeit , het getal
10V9

3451 met — of 7 zulke eenheden moet toenemen ; bij de decimalen

53803 behoort dus het getal , dat uit de cijfers 34517 bestaat ; den wijzer

in aanmerking nemende , heeft men dus
8,53803—10 = log.0,034517 .

Begeert men in het gevraagde getal zes cijfers , dan blijkt even zoo ,

dat , in evenredigheid van de aangroeijing van den logarithmus , het getal



5 278. 262
3451 met 100X9

13 of 69 eenheden van den rang der zesde cijfer moet toe¬
nemen , waardoor men dan heeft

8,53803 —10 = log .0, 0345169.Op denaauwkeurigheid der alzoo verkregene zesde cijfer kan men door¬gaans weinig rekenen , en het zou dus zonder beteekenis zijn, meer vol¬gende cijfers op eene dergelijke wijze te bepalen .§ 277. Wanneer men bij eenen gegevenen logarithmus het getal moetzoeken , en dit getal , naar aanleiding van den wijzer , een geheel getalvan meer cijfers zou moeten zijn , dan men uit de tafel heeft kunnen be¬palen , behooren die ontbrekende cijfers aangevuld te worden , doornullen achter de gevondene cijfers te schrijven ; deze nullen vervangenalsdan de plaats van cijfers , die men niet kent , en ook door het gebruikder logaritlimentafel niet vinden kan . Zoo zoude men , de voorbeeldender vorige § gebruikende , vinden
7,74958 = 7og . 56180000 en 10,53803 = log .34516900000.Indien dus deze logarithmen gegeven waren , zoude men alleen kun¬nen zeggen , dat de daarbij behoorende getallen , getallen zijn van achten elf cijfers , waarvan men slechts eenige der eerste cijfers kent .Wanneer eindelijk een gegeven negatieve logarithmus niet in denvorm geschreven was, die bij de vierde eigenschap, in § 268 opgegeven ,gevorderd is , dan zou men dien logarithmus , alvorens liet getal , datdaarbij behoort , in de tafel te kunnen opzoeken , in den genoemdenvorm moeten schrijven . Was , bij voorbeeld , gegeven fog .a-= —2,00732 ,dan zou men schrijven log.x — 10—2,00732 —10= 7,99268 —10, en vervolgensin de tafel vinden x = . 0,0098328 . Was gegeven fng . .r = 1,23456—4,33333 ,dan zou men schrijven 7og.x = —3,09877 = 10— 3,09S77—10 = 6,90123 —10 ,en vervolgens in de tafel vinden ar = 0,00079658 .

Gebruik der logarithmen in berekeningen .
§ 278. Uit de derde en vierde eigenschap der logarithmen , in § 267opgegeven , blijkt :

dat uit x = ah , volgt log. x — log. n+ log. b ;
» » a-= 2 . , » log .x — log,a —log. b ;
» » x — a n, r log .x — n . log. a -,”

1» » x -= . \/a , * log .x — — log.a .
Moet nu , in een dezer vier gevallen , de getallenwaarde van x uit degegevene getallenwaarden der overige letters berekend worden , dankan men , in plaats van de vermenigvuldiging , deeling , magtsverheffingof worteltrekking op de gewone wijze uit te voeren , de noodige loga¬rithmen der gegevene getallen in de tafel opzoeken , daaruit log.x be¬rekenen , en vervolgens weder in de tafel het getal x zoeken , dat tot
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log .x behoort . Hierdoor wordt dan elke vermenigvuldiging tot eene

optelling , elke deeling tot eene aftrekking , elke magtsverheffing tot

eene vermenigvuldiging en elke worteltrekking tot eene deeling terug -

gebragt . Zie hier voor elk dezer vier gevallen een voorbeeld tot ophel¬

dering ; zijnde nevens de verklaringen dier voorbeelden aangewezen ,
hoe men gewoon is , de bewerkingen te plaatsen*

1° . Te vermenigvuldigen 32,91 met 0,21807 ; dat is , de waarde van

X — ah te vinden , als « = 32,91 en b = 0,21807 is.

Men zoeke in de tafel de logarithmen van
32,91 en van 0,21807 , en telle deze logarith¬
men bij elkander op , dan vindt men den io-

garithmus van het begeerde product ; dit pro¬
duct zelf wordt dus gevonden, door in de tafel
het getal te zoeken , dat tot den laatstge¬
noemden logarithmus behoort .

log .x = log . a -blog . b
log .a = 1,51733
log . b = 9,33860 —10

log .x = 10,85593 - 10
of log .x = 0,85593

x = 7,1768 .

Door de gegevene getallen werkelijk met elkander te vermenigvuldigen ,
zal men zien , dat de laatste cijfer reeds niet volkomen naauwkeurig is.

2°. Te deelen 0,758 door 1,983 ; dat is , de waarde van x = a : b te

berekenen , als « = 09758 en &= 1,983 is.
Men zoeke in de tafel de logarithmen van

0,758 en van 1,983 , en . trekke den laatsten

logarithmus van den eersten af , dan vindt men
den logarithmus van het begeerde quotiënt ;
in de tafel het getal opzoekende , dat tot de¬
zen logarithmus behoort , zal alzoo het be¬

geerde quotiënt zelf gevonden zijn.
3° . Tot de derde magt te verheffen 0,234;

a, = «3 te berekenen , « = 0,234 zijnde.

Men zoeke den logarithmus van 0,235t, en ver -

menigvuldige dezen logarithmus met 3 , dan
vindt men den logarithmus der begeerde derde
magt ; deze derde magt wordt dus gevonden ,
door het getal in de tafel te zoeken , dat bij
den laatsten logarithmus behoort . N

4° . Den vijfdemagtswortel uit 17 te trekken ;
xz = \/a te berekenen , « = 17 zijnde.

Men zoeke in de tafel den logarithmus van 17 ,
neme daarvan het vijfde gedeelte , en zoeke het

getal , waarvan dit vijfde gedeelte de logarith¬
mus is , dan zal dit getal de begeerde wortel zijn.

§ 279. Wanneer tot eene deeling van twee getallen de aftrekking van

derzelver logarithmen vereischt wordt , en , met voorbijgang van den

log .x = log .a — log . b

log .cc = 9,87967 - -10
log . b = 0,29732

log .x — 9,58235 - -10
X — 0,38225 .

. .
dat is , de lwaarde van

log.x — 3 log .a
log . a = 9,36922 -- 10
log.x = 28,10766 -- 30

of log.x = . ij,10766 -- 10
X = 0,012813 .

dat is , de waarde van

log .x — è log. a
log . a = 1,23045
log .x = 0,21609

X = 1,7623 .
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term — 10 , die zich in den gewonen v . rm der negatieve logarithmenbevindt , de af te trekken logarithmus het grootst niogt wezen , is men
gewoon , bij den logarithmus , waarvan de aftrekking moet plaats heb¬
ben , vooraf den vorm 10—10 op te tellen . Hierdoor verandert de waarde
van den logarithmus niet , en men verkrijgt dan de rest der aftrekking
altijd in zulk eenen vorm , dat in die rest slechts positieve decimalen
voorkomen.

Zie hier drie voorbeelden met de bewerking :
1° . Te berekenen x = 21,874 . fog . 21,874 = 1,33993 = 11,33993— 10

0,815 ‘
log. 0,815= . . 9,91116— 10

2° . Te berekenen x = 34567
76543 '

log .x = 1,42877
x = 26,839 .

fog .34567 = 4,53866 = 14,53S66 - 10
fog . 76543 = . 4,88391

3° . Te berekenen x 0,08542
0,25763 '

log .x = 9,65475 —10
xr = 0,4516 .

log .0,08542= 8,93156 —10= 18,93156- 20
tog.0,25763= . 9,41100 - 10

log .x = 9,52056—10
x = 0,33156 .

§ 280. Wanneer tot cene worteltrekking , de aanwijzer dier worfel-
trekking in eenen negatieven logarithmus , die in den gewonen vorm
geschreven staat , moet gedeeld worden , is men gewoon , bij dezen lo¬
garithmus vooraf zulk eenen vorm 10 —10 , 20—20 , 30—30 , enz . op te
tellen , dat de negatieve term , dien men na de deeling in de uitkomst
verkrijgt , —10 wordt . Zie hier een p3ar voorbeelden met de bewerking :
1». Teberekenenr = | / 0,05619. tog .0,05619 = 8,74966 - 10= 28,74966 —30

log.x = } log. 0,05619 = 9,58322—10
x — 0,38302 .

2» . Te berekenen x = 1/ 0, 6. fog . 0,6 = 9,77815 —10 = 69,77815 —70
log .x — \ log .0,0 ^ 9,96831 —10

xz = 0,92963 .
§ 281 . Wanneer men de waarde van eenen vorm te berekenen heeft ,

en daartoe niet slechts eene enkele vermenigvuldiging , deeling , roagts-
verheffing of worteltrekking , maar verscheidene dezer bewerkingen
zou moeten Verrigten , met uitsluiting echter van optellingen en aftrek¬
kingen , dan kan men altijd , door achtervolgende toepassing vair de
derde en vierde eigenschap , in fi 267 opgegeven , den logarithmus van
den te berekenen vorm , in de logarithmen der gegevene getallen uit -
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Zoo zal , bij voorbeeld, uit x volgen

log.x = log.abc— log. de — log .a+ log .b+ log. c—[log.d+ log . e) ,
3 , . . . , 3 . , .

en log .y — log.a\/b — log . eiy d = /«g . a+ /og . j/ 6— [ log .c'+ log . yd )
= log. a+ $ log . b~ (2 log. e+ * log.d) .

Men kan in zulke gevallen , even als in § 278 , de logarithmender gegevene
getallen uit de tafel nemen , daaruit vervolgens den logarithmusvan bet te
berekenen getal afleiden, en eindelijk datge tal zelf in de tafel opzoeken.

„ . .. . . . 0,312p>(812i/0,S )s . . ,
Om bij voorbeeld de waarde van gj2i/ (l,08x3

'
i4159 )

beretenen »

stelle men gemakshalvedien vorm door x , en de gegevene getallen door

andere letters voor ; zij dus 0,312 — a , 812 = 6 , 0,8 = c , 1,08 = d en

3,11159 = 3", dan heeft men
_ a ]/ { b\/c,yx ~ bydn ’

hieruit volgt , door toepassing van de eigenschappen der logarithmen,

log.x = log . ay '[by 'cy —log.b\Zd7T ,

log.x = lng . a+ log. y ,(by'cy ~ { log. l+ log. y dTT) ,

log. ]/ (J>]/cy =z\ log.<J>\/cf =zllng . b \/c — l ( lng . b+ log. \/c ) =iiaog . h-)r yog .C).

log. ]/dir = l log.dir = ^ [ log.d+ log.',r) ,

en dus log.x — lng .a+ * (lag. b+ J log .c)— [log. h+ ï ( log. d+ log. 7T)J ,

log. x — log.a+ i log. b+ t5ï log . c— ^ (log. d+ log . 5T)of
welke zelfde uitkomst nog gemakkelijker verkregen wordt , indien men ,
alvorens tot logarithmen over te gaan , de herleiding

1 5
« 6 T CTIai/ (bycy _ ab ^ e '!I

Otiry1
b]/d7T 6(d5TF

bewerkstelligt . Om nu de waarde van x te berekenen , heeft men ,
overeenkomstig de voor log .x gevondene uitdrukking , deze bewerking :

log. a = 9,49415 —10
log . b — 2,90956 ; i log . b = 0,72739

log.c = 9,90309 —10 ; 5 log. c — 49,51545 —50
of 5 log . c = 119,51545 —120; yt log. c = 9, 95962— 10

■- opt .
0,18116

log . d = 0,03342
log .71 = 0,49715

log . d+ log. 5T= 0,53057 ; 5 ( log . d+ log. TT) = 0,26528

log .X = 9,91588 - 10
x = 0,82392.

aft.



§ 282» 266
§ 282. Komen in eenen Yorm , welks waarde berekend moet worden ,

ééne of meer optellingen of aftrekkingen voor , dan kan men den loga-
rithmus van dien vorm niet in de logarifhmen der gegevene getallen
uitdrukken ; dit blijkt uit hetgeen reeds aan het slot van § 267 is opge¬
merkt . Zijn nu de op te tellen en af te trekken getallen onmiddellijk
gegeven , dan moeten die optellingen en aftrekkingen verrigt worden ,
alvorens men de logarithmen gebruiken kan , en hierdoor wordt de be¬
werking niet lastiger . Zijn echter de getallenwaarden der op te tellen
en af te trekken termen niet onmiddellijk gegeven , dan kan men wel de
waarden van die termen , door het gebruik der logarithmen , even als
in de vorige § berekenen , maar dan moet men voor elk dier termen
van de logarithmen tot de getallen terugkeeren , ten einde de optel¬
lingen en aftrekkingen van die getallen zelven te kunnen verrigten ;
daarna kan men op nieuw de logarithmen gebruiken , om de berekening
voort te zetten .

Heeft men , bij voorbeeld , te berekenen x = i/ ( cH-6) , dan moet
men eerst a en b optellen en daarna x berekenen door de formule
log .X — %fr'g . CflH- fi) » zoodat hier het overgaan tot logarithmen en het
terugkeeren tot het getal , dat bij eenen logarithmus behoort , maar één¬
maal plaats heeft .

Heeft men echter te berekenen x = [/ (« *+ &*) , dan is ook wel
log,x = .\ log . (a2-\-b2) 9 maar dit kan tot de berekening niet baten , zoo¬
lang men a 2 en niet berekend heeft ; derhalve moet men eerst a * en
£>a door de formulen log,a i = . 2 log. a en log *bl =z 2 log . b berekenen , ver¬
volgens deze berekende waarden van a 2 en h2 optellen en eindelijk de
waarde van x door de formule log»x ~ * log.(a 2-hb2) berekenen ; hierbij
is men dan driemaal van getallen tot logarithmen overgegaan en van
logarithmen tot getallen teruggekeerd .

Een vorm wordt ongeschikter voor de logarithmen genoemd , naarge¬
lang de berekening van dien vorm meermalen vereischt , dat men van
eenen logarithmus tot deszelfs getal terugkeere . Alleen de vormen ,
waarbij dit slechts éénmaal , en dat is dan aan het einde der berekening ,
behoeft te geschieden , worden volkomen geschikt voor de logarithmen
geuoemd.

De vormen , waarvan in de vorige § gesproken is , bezitten
deze volkomene geschiktheid . Om door een voorbeeld te " doen zien ,
hoe de berekening afloopt bij vormen , die deze volkomene geschiktheid

\/ (a 2b—c2d)missen , strekte de volgende berekening van x : a = 12,7d8 ,'
\ / (a 2b-\- c 2df

£>= 3,408 , c = 114 en <f = 0,01 zijnde. Hier heeft men de formulen
log .x = l log, (a2b—ca<£)— | log .( a 2h-{-c2d) ,

log,a 2b = 2 log.a+ log . b en log. c 2d = 2 ïog.c ±1og,d ,
en men zal dus met behulp der tafels vinden i
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fog . a = 1,10544 log . c = 2,05690

log . b = 0,53250
- opt .

log.a’b = 2,74338

2 log . a — 2,21088
- opt .

log. c1;! = 2,11380

2 log . c = 4,11380
log.d = 8,00000 - 10

a ‘ b — 553,84 c2d = 129,96
üM, = 553,84c*d = 129,96

- aft .
«25—e2rf = 423,88

- opt .
«2i+ c2d — 683,80

| 7og . («2fi— c2rf) = 0,87575
7og .(«26-l-e2rf) = 1,41747

- aft .
log . (a *b— cid ) ~ 2,62724 ;
7(/g .( ff2<+ c2tf) = 2,83493 ; 1 “ * CbJ.(.«

log.x = 9,45828- 10
r = 0,28726 .

g 283 . Behalve dat het altijd raadzaam is , de vormen , welker waarde

berekend moet worden , vooraf tot hunne eenvoudigste gedaante te her¬

leiden , kunnen doorgaans zulke vormen , die voor de logarithmen niet

zeer geschikt zijn , door eene of andere herleiding geschikter voor de¬

zelve gemaakt worden . Te dien einde behoeft men slechts hetgeen tot

hiertoe verklaard is , met een weinig oordeel te gebruiken .
(«+ !>) («— b)
(ff-pc ) ( « —c)

.ff2— b2
dan schrijve men x = yIs , b . v . , gegeven x — y .

in deze laatste gedaante is de vorm volkomen geschikt voor de logarith¬
men , want men heeft nu dadelijk

log.x = l [ log. (cr+ b)+ log. (a —b)—[ log.(a + c)+ log. ((t— c )-] J .

Is gegeven x = y (a ‘+ b‘ ) , dan schrijve men x = ay {l+ ~ ĵ ; in de

eerste gedaante zou deze vorm drie afzonderlijke berekeningen : eene

voor ff 2 , eene voor 7>2 , en daarna eene voor x vereischen ; in de tweede

gedaante behoeft men slechts twee afzonderlijke berekeningen : eene

voor — , en daarna nog eene voor x te doen ; de tweede gedaante is

dus voor de logarithmen geschikter dan de eerste .
Isgegevena ‘= j/ ( ff! A2—c2d2) ,dankanmen wel x = \/Cab + cd)(ab —cd)

schrijven , maar dit maakt de formule niet geschikter voor de logarithmén ;

of xxz cd]men schrijve dus hier x

waardoor men weder ééne afzonderlijke berekening minder heeft .
Zie hier nog , hoe het voorbeeld , in de vorige § behandeld , voor eene

geschiktere berekening vatbaar is . Men heeft
2 , 7 . c2d\

y t(a1b— c *d)
V ' («2M-c2d) / c2d,

*''•■*(■+ si )



§ 284. SOS

stellende gemakshalve ^ = y , dan Is x —— ——— > alzoo
° i/ (i+ y ) i/ «2i

log.y = 2 ?og . c + /«£ . (/— ( 2 fog . a -+- log . b ')
en log .x = i log. (l —y )— [ i /»? - ( 1+ .y) + l *'? •« + è fog . ft] ,
zoodat de berekening wordt als volgt :

/og . c = 2,05690
% . « = 1,1054 4 2 lBSi <; _ 4

— ~

2 log . a = 2,21088 fog . tf = 8,00000— 10
log . b = 0,53250 2 /«g . c + /eg . rf = 12,11380—10

°Pt ’

2 log.a+ log . b = 2,74338
’

2,74338
- aft .

fog .y = 9,37042—10
y = 0,23465 .

1—y = 0,76535 ; log. ( l - y ) ~ 9,88386 - 10 ; £fog . ( l - y) = 9,96129 - 10
1+ y — l ,23465 ; /flg . (H -y ) = 0,09155 ; <>/»g . (H-y ) = 0,04573

log.a = . 1,10544 ; \ log .a = 0,36848
log. b = 0,53250 ; ilog . b = 0,08875

- opt .
0,50301
- aft .

log .x = 9,45828 —10
x = 0,28726 .

§ 284. Zijn vermenigvuldigers of deelers kleine getallen , dan zou het
klaarblijkelijk overtollige moeite wezen , om de logarithmen , tot het
uitvoeren van zulk eene vermenigvuldiging of deeling te gebruiken .
Moet , bijvoorbeeld , .r = 250( 1+ ,1S) 20 berekend worden , dan kan men de
deeling van 1 door 25 dadelijk uitvoeren , en alzoo schrijven x = 250(1,04)s»;
men zal dan hebben log.x — log.250+ 20 /og .1,04 , waaruit men x gemak¬
kelijk kan berekenen .

Moeten daarentegen logarithmen met groote getallen vermenigvuldigd ,
of er door gedeeld worden , dan kan men het omslagtige van zulke be¬
werkingen weder door het gebruik der logarithmen ontwijken , maar
dan komt men in het geval , om logarithmen van logarithmen te moeten

p
nemen . Heeftmen , bij voorbeeld , te berekenen xz = yal , dan is

log .x — 2 log.a ;

zijn nu p en q groote getallen , dan neemt men weder de logarithmen
van de beide leden der laatste vergelijking , en vindt daardoor

log. log. x — log . log .a -I- log. q — log .p ;
heeft men verder volgens deze vergelijking log . log .x berekend , en zoekt
men in de tafel het getal tot log. log.x behoorende , dan zal dit getal
log.x zijn ; om x te vinden , moet men dus in de tafel weder het getal
zoeken , dat tot log . x behoort . Zie hier een voorbeeld in getallen , ter
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berekening der waarde van xxzyal , « = 25 , jp — 3450 en 5 = 3179

zijnde :
log .a = 1,39794 ; log.log. a — 0, 14549

log. q = 3,50229

3,64778
log.p = 3,53782

■opt .

1aft .
log . log .x = 0,10996

log.x = 1,28812
,r = 19,114 .

§ 285 . Het kan gebeuren , dat men , ter berekening van de waarde

van eenen vorm , den voorgeschreven ’ weg volgende , den logarithmus

van een negatief getal zou moeten nemen ; negatieve getallen hebben

echter , zoo als reeds vroeger gezegd is , geene logarithmen . De zwa¬

righeid , die hierdoor zou ontstaan , wordt ontweken , door op te mer¬

ken, dat de teekens der factoren , die in teller of noemer van den te bere¬

kenen’ vorm voorkomen, alleen op den positieven of negatieven toestand ,

maar geenszins op de hoegrootheid der getallenwaarde van dien vorm in¬

vloedhebben . Om dus de waarde van zulk eenen vorm te vinden, kan men

van de logarithmen gebruik maken , even als of die factoren positief

waren , mits men slechts daarna uit de teekens der factoren bepale , of

de verkregene waarde positief of negatief moet wezen . Heeft men , bij
« *—b1 {a + b '

) {a —b)
voorbeeld , te berekenen X = ■ en is in dezen

vorm V> a , dan is a —b een negatieve factor ; berekent men dus de

waarde van x , als of «—b positief ware , dan zal men de alzoo voor x

gevondene waarde negatief moeten nemen .
In zulke gevallen kan men, door op te merken , dat , p een negatief getal

zijnde, —p een positief getal is , en dus log.(—p ) in de tafels zal kun¬

nen gezocht worden , den opgegeven ’ vorm in logarithmen overbrengen ,

zonder tot logarithmen van negatieve getallen te vervallen . Men kan ,

bij voorbeeld , in plaats van
V /*._ 7.^

i log .x — !ng . {a + b '
) + log . ( a —b) —/og . e ,( a+ b\ a —b)

__ ( a + b) ( b—a
'
)

c
en log. (—x ) — /og.(a+ b)+ log .(h— a )—/og.c

schrijven . Is nu a> b , dan komen in de eerste , maar is «r< 5 , dan ko¬

men in de tweede formule , geene logarithmen vannegatieve getallen voor.

Tot voorbeeld van eene berekening , waarbij men , den gewonen weg

volgende , tot den logarithmus van een negatief getal {en wel van eenen

negatieven logarithmus ) zou vervallen , stelle men zich voor , de waarde

te berekenen van a — 0, 25 , p = 3450 en g = 3179 zijnde.
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Hier heeft men log . a

Omdat na « < 1 is , is log . a negatief , en dus tan van log . a geen loga-
rillimus genomen worden ; men schrijft alzoo in plaats van de laatste

log. x — l (- log . a ) ;vergelijking

nu van de leden dezer vergelijking de logarithmen nemende , heeft men
log . (—log .x ) = log.l— log . aYrlog . q — log .p ,

en volgens deze laatste vergelijking heeft men dan de volgende bewerking :
log . a = 9,39794 — 10 = —0,60206 ; log . (—log . a) = 9,77964 - 10

— tyg. a = 10 —9,39794 = 0,60206 ; log . q = 3,60229
- opf.

13,28193- 10
log.p = 3,53782

- -- - aft .
log . (—log .x ) — 9,Hill —10

—log .x = 0,55476
log.x = - 0,55476 = 9,44524— 10

X = 0,27877 .

Gebruik der logarithmen tot het oplossen van
exponentiale vergelijkingen .

§ 286 . Door exponentiale vergelijkingen verstaat men zulke , waarin ,
eene onbekende als exponent voorkomt , of waarin een exponent de on¬
bekende bevat . De eenvoudige exponentiale vergelijking a — 10 *, waar¬
in a een gegeven positief getal verbeeldt , is door de zamenstelling der
logaritlimentafels eens en voor altijd opgelost , want de waarde van x
is die , welke men in de tafels voor log . a vindt .

Is eene andere exponentiale vergelijking herleidbaar tot den vorm
A = Bx , waarin A en B positieve getallen of stelkunstige vormen voor¬
stellen , die uit bekenden zijn zamengesteld , en eene positieve waarde
hebben , dan kan de oplossing van die vergelijking terstond tot de op¬
lossing der vergelijking n = 10 * , dat is : tot het nemender logarithmen
van bekende getallen , teruggebragt worden ; want , omdat gelijke ge¬
tallen gelijke logarithmen hebben , volgt uit

log . k
A = B X , log.k — log . Bx , log .k = xlog . B en X — ^ ,

zoodat nu x in de bekenden is uitgedrukt .
Wil men , om de laatste deeling uit te voeren de logarithmen gebrui¬

ken , dan heeft men nog
log. x = log . log . k — log. log . B .

Tot een voorbeeld , waarbij men met zulk eene exponentiale vergelij¬
king te doen heeft , strekke de oplossing van het volgende
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Vraagstuk . Hoeveeljarenmoeteenkapitaal , legen 4 ten 100 5sjnars

op zamengestelden interest staan , eer de waarde van dat hapitaal
verdubbeld is ?

Oplossing . Omdat de interest van eiken gulden 4 cents in liet jaar

bedraagt , zal elke gulden gedurende een geheel jaar 1,04 gulden waar¬

dig geworden zijn . Om alzoo de waarde van liet kapitaal bij het einde

van elk jaar te vinden , zal men deszelfs waarde bij het begin van dat

jaar met 1,04 moeten vermenigvuldigen . Zij nu A het uit te zetten ka¬

pitaal , dan is deszelfs waarde , na verloop van één jaar , (1,04 )A , na

verloop van 2 jaren , (1,04 )2A ; na verloop van 3 jaren , (1,04J 3A , en in

het algemeen , na verloop van n jaren , ( l,0k )n A . Stelt men dus , dat

het kapitaal A gedurende x jaren moet uitgezet worden , om eenedub¬

bele waarde te verkrijgen en dus 2A te worden , dan heeft men de ver¬

gelijking (1,04 )^ = 2A of , door A deelende , en de logarithmen nemende,

( l,04 ) J: = 2 , xlogA,0i = log . 2 en x = ’

zoodat x gevonden wordt , als men Jog ,2 door log . 1,04 deelt . Om deze

deeling te verrigten , kan men de logarithmen gebruiken , en heeft dus
log .x — log. log .2— log . log . 1,04 ,

waaruit met behulp der tafels de volgende bewerking voortvloeit :
log .2 = 0,30103 ; log. log . 2 = 9,47861 —10
log. 1,04= 0,01703 ; log. log .1,04= 8,23121— 10

- -- aft .
log.x — 1,24740

,r = 17,68

Omdat de vergelijking (1,04)* = 2 opgemaakt is in de onderstelling ,
dat x een geheel getal jaren is , kan men uit deze uitkomst alleen be¬

sluiten , dat het kapitaal langer dan 17 en korter dan 18 jaren op inte¬

rest moet staan ; begeert men het gedeelte van het 184e jaar te kennen ,
dat bij de eerste 17jaren moet gevoegd worden , om de vraag volledig te

beantwoorden , dan merke men op , dat het kapitaal A in 17 jaren aan¬

groeit tot ( l,04 ) l ’ A , dat de interest hiervan gedurende het 184e jaar
1 0 04xfl 04)17A

0,04X A en dus gedurende — deel van dat jaar —- — - is , en
P P

dat men alzoo heeft de vergelijking . '

0,04Xfl,04 )” A
(1,04)2Ï A+ ■ 2A , waaruit volgt p —0,04X^ ,041 ' 7 779

2— jl,04 )i ' 524’

1 524
zoodat het kapitaal 17 + - = 17— jaren op zamengestelden interest

staan moet , om in waarde te verdubbelen .
§ 287. Mogten , in de vergelijking A = B* , A en B beide of een van

beide negatief zijn , dan kan het gebruik der logarithmen niet dienen ,
om de waarde van x te vinden , omdat negatieve getallen geene loga-
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rithmen hebben . In zulte gevallen is er dan ook gewoonlijk geenewaarde voor de onbekende bestaanbaar .
Zijn echter A en £ beide of een van beide kleiner dan 1 , en bijgevolg

log. A en log. 1! beide of een van beide negatief , dan kan men in de be¬
rekening het nemen van de logarithmen dier negatieve logarithmen , opdezelfde wijze als in § 285 , ontwijken . Zie hier een paar voorbeelden :

1° . De waarde van x te vinden uit (0,032 )* = 12.
Hier is x log. 0,032 — log. VI en x - - log . 12

' log . 0,032 ’
Omdat log . 0,032 negatief is , schrijft men , in plaats van de laatste ver -

. log. 12gelijkmg - r =
en nu weder de logarithmen nemende , bekomt men

log. (—x ) = log. log. V2— log . ( — log .0,032 ) .
Overeenkomstig deze vergelijking heeft men dus de volgende bewer¬

king :
log .l2 = 1,07918 log. log.V2 — 0,03309

log .0,032 = 8,50515 - 10 = —1,49485 ; log . (— log. 0,032 ) = 0,17460
- - aft .

log. (—x ) = 9,85849 - 10
x — —0,72192 .

2°. De waarde van x te vinden uit (0,02)* = 0,03.

Hier is x log .0,02 — log. 0,03 , x log . 0,03 —log .0,03
log. 0,0 2 —' —log .0,02 ’

dus log.x = log. (— log.0,03)— log. (— log.0,02 ) ,
en men kan , overeenkomstig deze laatste vergelijking , de bewerking
verrigten , zonder eenige zwarigheid te ontmoeten .

§ 288. Is eene gegevene exponentiale vergelijking , niet tot den vorm
A = B* , maar wel tot den vorm A = BX herleidbaar , waarin X een
stelkunstige vorm verbeeldt , die uit bekenden en eene onbekende x is
zamengesteld , terwijl weder A en B positieve bekende waarden heb¬
ben , dan kan men , even als in § 286 , uit die vergelijking afleiden
log . A—X log . B , en zal dus de onbekender kunnen vinden , indien slechts
die onbekende in de uitdrukking X zoodanig voorkomt , dat de oplossing
der vergelijking log . A = X log.B geene zwarigheden oplevert . Zie hier
eenige voorbeelden :

1° . De vergelijking «(&*) = c ten opzigte van x op ie lossen.
Van de beide leden der vergelijking de logarithmen nemende , heeft

men vooreerst 5 * log . a — log . c ; nu nogmaals de logarithmen ne¬
mende , verkrijgt men x log. fi+ log . log . a = log. log . c , waaruit volgt

log. log . c—log. log. a
log . b

x



273 § 289.

2° . De vergelijking c lx -M = «x ten opzigte van x op te lossen.
Men kanvoor deze vergelijking schrijven a xx—«X-M = 0 , en dezelve

dan aanzien als eene vierkantsvergelyking , waarin a * de onbekende
is , hierdoor vindt men

«* = £ + !/ ( » — b) en a x = l - V (i ~ b) ,
en elk dezer vergelijkingen kan men verder volgens § 286 behandelen .

b— 1 c3° . De waarde van x te vinden uit de vergelijking a
{>* —1 bx ~ l

Men herleide de vergelijking als volgt :
«( 6— 1 = c(6'r—1) ,
abx—ab1—1 - cbx— c .
c = cbx ~ abx+ ah x~ 1 ,
e = (bc —ab+ a )b*- 1 ,
c - [bc- a ( b- l )] hx- 1 ,
- -- - b x~ l ,bc—a ( b—J )

en stelle vervolgens de logarithmen van elk der leden aan elkander ge¬
lijk , dan vindt men

log . c— log . [bc—a (b— 1)] = (x —1)log . b ,
waaruit dadelijk volgt

_ log-e— log . jhe—a ' b — l )J
log .b

of j — tog -e— /og . [dc—g( d— 1)] t
log . b

§ 289. Wanneer in eene vergelijking een of meer exponenten voor¬
komen , die de onbekende bevatten , en deze vergelijking niet tot de
bovengenoemde vormen A = Bx of A r= B * herleidbaar is , kan de waarde
van die onbekende ook niet door de verklaarde leerwijze gevonden worden .

Zoo zal men , bij voorbeeld , de waarde van x 9 uit de vergelijking
i x+ x = 10 niet regtstreeks kunnen bepalen . Door beproeving ziet men
echter dadelijk , dat het eerste lid dezer vergelijking voor x = l kleiner
dan 10 , en voor ^ = 2 grooter dan 10 wordt , men besluit dus , dat er
voor x eene waarde tusschen 1 en 2 is , die aan de vergelijking voldoet;
begeert men die waarde nader te kennen , dan beproeft men xz =. f , en
ziet , dat voor x = * het eerste lid kleiner dan 10 wordt , men besluit
dus , dat de juiste waarde van x tusschen •§ en 2 ligt ; beproeft men dus
x = dan vindt men , dat het eerste lid grooter dan 10 wordt , en be¬
sluit dus , dat de waarde van x tusschen f en \ moet vallen , en hier¬
mede kan men voortgaan , om telkens naauwere grenzen voor x te
vinden , tot dat deze grenzen minder van elkander verschillen , dan de
graad van naauwkeurigheid , waarin men x berekend wil hebben ; als¬
dan zal men eene dezer grenzen , of liever nog eene gemiddelde waarde
tusschen deze grenzen , voor de waarde van x kunnen nemen.

18 .
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OVER DE REKEN - EU MEETKUNSTIGE REEKSEN.
§ 290. Door eene rekenkunstige reeks verstaat men eene rij van ge¬

tallen , die met gelijke verschillen opklimmen of afdalen . Zoo is , bij
voorbeeld ,

3 , 7 , 11 , 15 , 19 , 23 , enz . eene opklimmende ,
en 97 , 91 , 85 , 79 , 73 , 67 , enz . eene afdalende
reeks . De getallen , waaruit zulk eene reeks bestaat , noemt men der-
zelver termen , en het getal , dat men bij eiken term moet voegen , om
den daaropvolgenden term te verkrijgen , noemt men het verschil der
reeks .

Den eersten term « en het verschil » noemende , zal men elke reken¬
kunstige reeks , zoo wel eene afdalende , als eene opklimmende , in het
algemeen kunnen voorstellen door

a , a + v , a+ 'Zv , a+ 'iv , a + 4» , a+ bv , enz . ;
zullende de alzoo voorgestelde reeks opklimmende of afdalende zijn ,
naargelang v positief of negatief is.

In eiken term is de coëfficiënt van v één minder , dan het getal , dat
aanwijst de hoeveelste term het is , de «de term zal dus zijn a+ (n— IJ» ,
zoodat men , dezen term door t voorstellende , heeft

f = <H - (n—1)» ,
en deze uitdrukking wordt de algemeene term eener rekenkunstige reeks
genoemd , omdat men , door achtervolgens » = l , » = 2 , n — 3 , enz . te
nemen , den lsten , 2den s 3den enz . ferm der reeks zal verkrijgen . Indien
a en v gegeven zijn , kan men dus eenen willekeurigen term der reeks
vinden , zonder dat het noodig zij , al de vorige termen uit te schrijven.

Om , bij voorbeeld , den 15den term van elk der bovenstaande reeksen
te vinden , heeft men :

in de eerste , a — 3 , » = 4 , en dus voor n =z 15 , t = 3 + 14 . 4 = 59 ,
in de tweede , a = 97 , ® = —6 , en dus voor n = 15 , 1 = 97 —14 .6 = 13 ;

de 15de term der eerste reeks is dus 59 , en die van de tweede is 13.
§ 291 . Wanneer men van eene rekenkunstige reeks een bepaald aan¬

tal , bij voorbeeld n , termen neemt , zal de laatste term tevens de «de
zijn , zoodat men , dien laatsten term l noemende , zal hebben

l — a+ ln— 1)» . . . ( X).
Even als men uit eiken term , door er » bij optetellen , den volgenden

vindt , kan men ook , door er » af te trekken , den voorgaanden vinden.
Kent men dus den laatsten term en het verschil , dan kan men de termen
der reeks , van achteren af aan beginnende , uifschrijven . Eene reeks
van n termen kan dus algemeen worden voorgesteld door
a , a+ v, a+ 2», a+ 3» , enz . a + («—4)», «+ («—3)», a -f (»—2J» , a+ (n - 1)»,
of door
« , «+ », a+ 2» , a+ 3» , enz . I—3» , f— 2» , l - n 1.
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Op welke dezer beide wijzen men de reeks wil voorstellen , blijkt er
terstond uit , dat de som der uiterste termen gelijk is aan de som van
elke twee andere termen , die even ver van de uiterste afstaan . Is het
aantal termen der reeks oneven , dan is er een middelste term ; het ge¬
tal ln+ l drukt dan uit de hoeveelste term dit is , bijgevolg wordt die
middelste term voorgesfeld door \—l )u = tf-f Vn- - 1)/’ , en is dus
gelijk aan de halve som der beide uiterste termen .

§ 292. Om de soift eérteï rekenkunstige reeks van » termen te vinden ,
stelle men die som door s Voor , dan is :

*= «+ («+ » )+ ( a+ 2p '
)+ ( rt+ 3v )+ e ?tz . . -+■[ f—3») + (7— 2» )+ ( l—vj+ l ,

ofsz= l+ ( l— v ) + ( l—2v) + ( l—3v ) + enz . . + ( «+ 3» )+ ( a+ 2v)+ (a+ v)+ a .
Door optelling dezer beide vergelijkingen , vindt men

2st=(a+ /)+ (a+ lj -t -(a -i-l)+ (a + l)+ eiiz . .+ (a+ iyi -(a + l)+ [a + l)-i-(a -j-l) ;
omdat de reeks uit n termen bestaat , komt in het tweede lid der laat¬
ste vergelijking n maal a+ l voor , derhalve is

2s = n[a+ l)> of * —^n{a+ l) . . . Q3 ).

De som der reeks wordt dus gevonden , door de som der uiterste ter¬
men te vermenigvuldigen met de helft van het aantal termen .

Wil men , bij voorbeeld , de som van de 15 eerste termen vinden der
reeksen , die in het begin van § 290 zijn opgegeven , dan heeft men :

voorde eerste , « = 3 , l — 59 , o = 15 , en dus s = ,ï5(3+ 59) = 465 ,
voor de tweede , « = 97,7= 13 , v = i5 , en dus s = YC97-M3 j = 825.
§ 293. De vraagstukken , die men zich omtrent de rekenkunstige reek¬

sen voorstelt , komen gewoonlijk daarop nedet , dat men , van de vijf
grootheden s , v , ft , l en n , drie gegeven zijnde, eeue der beide andere
moet bepalen . Elimineert men beurtelings a , l en n tusschen (x ) en
( [3 ) > dan zal men vinden:

s = 7«— —n(n—l )o . (y ) ,

s = an + . (S) ,

en 2vs =z ( l—a+ v )( /+ a ) . (£ ),
zoodat men de vijf vergelijkingen (a ) , ( Q ) , ( y ) > ( S ) en (£ ) heeft , in
elk van welke eene der grootheden s , v , a , l en n ontbreekt ; men
behoeft dus , in elk geval , uit deze vijf vergelijkingen slechts diegene te
kiezen, waarin de drie gegevene grootheden en de te vindene voorkomen ,
en daaruit deze laatste op te lossen.

Daar zich in elk dezer vergelijkingen vier grootheden bevinden , die
ieder op hare beurt als onbekende kunnen voorkomen , is het klaar , dat
men twintig zulke verschillende vraagstukken zal kunnen opgeveu.

Tot een enkel voorbeeld diene het volgende
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Vraagstuk . Een aantal kogels zijn in de gedaante van eeneti ge-
lijkzijdigen driehoek gerangschikt , zoo als in de onderstaande figuur
is aangewezen ; indien men nu weet , hoeveel er in elke zijde liggen ,
begeert men het geheele aantal kogels te vinden . t

. Oplossing . Stel , dat er a kogels in elke zijde des drie -
. . . . hoeks en x kogels in den geheelen driehoek liggen , dan

is uit de figuur duidelijk , dat x de som is derrekenkun -
. kunstige reeksl , 2 , 3 , 4 , enz . tot en met a . De eerste

term dezer reeks is 1 , de laatste a en het aantal termen insgelijks a ;
men heeft dus , volgens de formule (ƒ3) * terstond

.r = *«(«+ 1) .
Voor « = 100 , zou x =z 50x101 = 5050 zijn. Lagen er dus 100 kogels

in elke zijde , dan zou de geheele driehoek 5050 kogels bevatten .
§ 294. Door eene meetkunstige reeks , verstaat men zulk eene rij van

getallen , waarvan ieder evenveel malen in het daarop volgend getal be¬
grepen is , zoo als , by voorbeeld ,

B , 6 , 12 , 24 , 48 , 96, enz .
of 128 , 96 , 72 , 54 , 40 } , 30£ , enz . ;
in de eerste dezer reeksen is elke term 2 maal , en in de tweede is
elke term £ maal in den onmiddellijk volgenden begrepen . Het getal ,
dat aanwijst hoe dikwijls elke term in den volgenden begrepen is , wordt
de reden der reeks genoemd. Naargelang de reden grootér of kleiner
dan 1 is , is de reeks eene opklimmende of afdalende* In de eerste der
twee bovenstaande reeksen is de reden 2 , dus is de reeks eene opklim¬
mende ; in de tweede reeks is de reden £ , die reeks daalt dus af.

Den eersten term a , en de reden r noemende , zal men elke meet¬
kunstige reeks , in het algemeen , kunnen voorstellen door

a , ar , ar * , ar 9 , ar k , ar 9 , enz .
In eiken term is de exponent van r één minder dan het getal , dat aan¬

wijst de hoeveelste term het is ; den «4en of algemeenen term door t
voorstellende , zal men dus hebben

t — ar .
Indien a en r gegeven zijn , kan men dus eenen willekeurigen tem
der reeks vinden , zonder dat het noodig zij , al de voorgaande termen
uit te schrijven.

Om , bij voorbeeld , den tienden term van eik der bovenstaande reek¬
sen te vinden , heeft men :
in de eerste , « = 3 , r = 2 , en dus , voor » = 10, f = 3 . 2* = 1536 ,

1251
inde tweede , « = 128 , r = f , en dus, voor k = 10 , f = l28 , ( | ) 9= 9^ j .

1251
De tiende term der eerste reeks is dus 1536 , en die der tweede is

§ 295. Wanneer men van eene meetkunstige reeks een bepaald aantal ,
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bfj voorbeeld n , termen neemt , zal de laatste term tevens de «d* zjjn ,

zoodat men , dien laatsten term t noemende , zal hebben
/ — ar n~~ 1 .

Even als men uit eiken term , door denzelven met r te vermenigvul¬

digen , den volgenden term vindt , kan men ook , door er r in te dee-

len , den voorgaanden term vinden . Kent men dus den laatsten term en

de reden , dan kan men de reeks , van achteren af aan beginnende ,

uitschrijven . Eene meetkunstige reeks van n termen kan dus algemeen
worden voorgesteld door

o , ar , ar 1 , ar 1 , «r * , enz . ffrn*~4 , ar n~~3 , ar n“ %, ar n“ l ,
of door / / /
ff , ffr , ar 1 , ar 9 , ar H, enz . — , — , l.

Op welke dezer beide wijzen men de reeks wil voorstellen , blijkt er

terstond uit , dat het product der uiterste termen gelijk is aan het pro¬
duct van elke twee andere termen , die even ver van de uiterste af staan .

Is het aantal termen der reeks oneven , dan is er een middelste term ;
het getal jnH- J drukt dan uit de hoeveelste term dit is ; bijgevolg wordt

die middelste term voorgesteld door ar * 2 = ar ï '‘ , en dezelve

is dus gelijkaan den vierkantswortel uit het product der beide uiterste

termen .
§ 296. Om de som eener meetkunstige reeks van n termen te vinden ,

stelle men die som door $ voor , dan is . <

s = ff+ ffr-hffr *-l-ör s 'f -ffrH- enz . + ar n >

of 8 = ff( l 4- r + r 1 + r 3+ r ‘-j- enz . . -+- r n~ * j ;
daar nu uit de formule (29 ) van § 49 , door in die formule # = 1 en

y — r te stellen , blijkt , dat **•
l —r n r v-l- I

l -br + ^ + rt + r ' -h enz . + rn~ 2 -f r 71* ' = r— = — r

is » beeft men
r n— 1 1 —T" n .

s - a -
r

— > o £ * = “ -jrr
. W »

door welke formule men de som der reeks berekenen kan , indien de

eerste term , de reden en het aantal termen gegeven zijn . Men is ge¬
woon , deze formule in de eerste of tweede gedaante teschrijvezi , naar¬

gelang r grooter of kleiner dan 1 is.
Wil men , bij voorbeeld , de som van de tien eërste termen vinden der

reeksen , die in het begin van § 294 zijn opgegeven , dan heeft men :
2 10—1

voor de eerste , a = 3 , r = 2, « = 10, en dus s =r3 . — = 3069 ,

343
voor de tweede , «= 128 , rrs $ , «= 10 , endus s= 128. - -— r •

1- ^ ZOiQ
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g 297. De vraagstukken , die men zich omtrent de meetkunstige reek¬

sen voorstelt , komen gewoonlijk daarop neder , dat men, van de vijf
grootheden s , / , « , n en r drie gegeven zijnde , eene der beide andere
moet bepalen . Elimineert men beurtelings a , n en r tusschen {&) en
(/3 ) , dan zal men vinden :

l{r n — 1) = S( rl - r ”- *) . (? ) ,
= . . Q ) ,

l( S- l)n~- 1 = « (S- ff)”- ’
. (f ) ;zoodatmen de vijf vergelijkingen ( « ) , ( (3) , (/ ) , (§) en (£ ) heeft , inelk van welke eene der grootheden s , l , a , n en r ontbreekt . Menkan dus , in elk geval , even zoo handelen , als in § 293 ten aanzien der

rekenkunstige reeksen gezegd is . Ook hier is in de opgegeveae formulende oplossing van twintig verschillende vraagstukken begrepen , waar¬van sommige niet zonder behulp der logarithmen kunnen opgelost wor¬den , terwijl sommige andere tot hoogeremagtsvergelijkingen zullen
voeren.

5 298. Men kan een gebroken - , waarvan de teller kleiner dan deï
noemer is , altijd tot eene zoo hooge magt verheffen , dat de uitkomst
kleiner wordt , dan het kleinste gebroken - , dat men zou willen opge¬
ven ; want stelt men zich voor , n zoodanig te bepalen , dat < -
worde , dan moet (J -) > 2 zijn. Hieruit volgt , dat men dan ook zal
moeten hebben ' •

n . log . - > log . - , of n( log .q— log .py> log .u—log . t.P t
Daar nu , volgens de onderstelling , dus ook tog .q> log»p , en
log»4f- -log tp positief is , zal men , de laatste ongelijkheid door log %q — log .p
, , , . , w log.u—los . tdeelenoe , vinden n> t-2- —— •log.q—log .p
Neemt men alzoo n groot genoeg , om aan deze voorvvaarde te voldoen,

(p\n t- *>jn . Hieruit volgt verder , dat men n zoo groot zal

kunnen nemen , dat minder dan eenige te gevene waarde van nul
verschilt .

§ 299. Uit hetgeen in de vorige § is aangetoond , volgt , dat men van
eene afdalende meetkunstige reeks altijd zooveel termen zal kunnen ne¬
men, dat r n minder dan eenige te gevene waarde van nul verschilt , en
dus ook de som der reeks minder dan eenige te gevene waarde van

1 a
1— r 1— r

♦
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Deze laatste uitdrukking is dus eene limiet , waartoe de som van eene-

afdalende meetkunstige reeks onophoudelijk nadert , indien men meer en
meer termen van die reeks neemt , doch welke limiet die som nimmer
zal kunnen bereiken , hoeveel termen men ook nemen mag . Gewoonlijk

drukt men dit uit , door te zeggen , dat s — ■■ de som van een on¬

eindig aantal termen der reeks is.
Voor de som van een oneindig aantal termen der afdalende reeks , in

§ 294 opgegeven , zal men vinden

8
a

1 —r
= 512.

Hoeveel termen men ook van die reeks neemt , zal de som der reeks al¬

tijd kleiner dan 512 blijven , maar door een genoegzaam aantal termen
te nemen , zal inen die som zoo nabij 512kunnen brengen , als men goed-

>indt .
§ 300. fleemt men de logarilhmen van de termen der algemeen©

meetkunstige reeks
a , ar , ar * , ar * , ar * , enz

dan verkrijgt men
log .a , log. a+ log. r , log.a ^ log .r , log.a~\-?>log. r , log.a + 4/og.r , enz . \
waaruit nog deze merkwaardige eigenschap blijkt , dat wanneer eenige
getallen eene meetkunstige reeks uitmaken , de logarifhmen dezer ge¬
tallen eene rekenkunstige reeks zullen daarstellen , zoodanig , dat de

Jogarithmus van de reden der meetkunstige reeks het verschil is van de

rekenkunstige reeks .

BEREK .E3ING DER K.OGELSTAPELS .

§ 301 . Bij de artillerie worden de kogels , bommen en granaten in

regelmatige stapels geplaatst . Er zijn drieërlei soort van stapels in ge¬
bruik , als: 1®. de vierhoekige piramidale , waarvan het grondvlak een vier¬

kant is ; 2° . de driehoekige piramidale , waarvan het grondvlak een ge¬
lijkzijdige driehoek is , en 3° . de langwerpige , waarvan het grondvlak
een reglhoek is . Het is van belang , dat menwete te berekenen , hoeveel

kogels zulk een stapel bevat , indien men slechts geteld heeft , hoeveel er
in de zijden van het grondvlak liggen .

De formulen , die tot deze berekening kunnen dienen , worden gemak¬

kelijk gevonden , indien men de som van de vierkanten der natuurlijke
getallen 1 , 2 , 3 , 4 , enz . , tot en met n kent . Om deze som te vin¬

den , stelle men zich aanvankelijk voor , de som te vinden van de vier¬
kanten der termen ^finer rekenkunstige reeks , indien de eerste term ,
het verschil en het aantal termen gegeven zijn.
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Laat hiertoe a , b , e , d , en» . . . A , k , lzulk eene reeks van n termen verbeelden , welker verschil r is , dantelle men de n volgende vergelijkingen bij elkander op , te weten :

(«+ »)* = a *+ 3a*v+ 3av' + v ' ,
{b+ v)> = b *+ 3b *v + 3bv’+ v ‘ ,
( c+ v) 3 — c’ + 3c*v + 3cv ’+ v a ,

( fi+ vy == h ’+ 'Ah ' v+ Ahv’+ v 1 ,
(*+ ») • = A»+ 3A*»+ 3A»J+ » * ,E» ( /+ »)» = />+ 311e + 31»1 + »3 ;omdat , volgens de eigenschappen der rekenkunstige reeksen ,a + v — b , b+ v = c , c+ v =zd , enz . h+ v — k , k+ v = f ,en dus het eerste lid van elke vergelijking gelijk is aan den eersten termvan het tweede lid der daarop volgende vergelijking , kan men bij dieoptelling deze gelijke termen dadelijk weglaten , en verkrijgt dan voorde som der vergelijkingen ,

(lïv )>s=a ‘ -i-3(at+ b1+ c*+ . .+ /i *+ k* + P)v+ 3(a-i-b-\- c+ . .+ h+ k+ l)v*+ nv ‘ -,Stelt men nu a1+ 6*+ c ‘+ . . + A1+ £J+ /Ï= r , en «-H ;4-c+ . . + A+ X+ fc=s ,dan heeft men ( /+ «’) ' = a 3+ 3xv+ 3sv *+ nv ' ,waaruit terstond gevonden wordt
_ ( /+ » )“—3*»* —(m>$+ a *)* ~

3® ’
zijn dus a , p en n gegeven , dan zal men door deze formule x , of desom van de vierkanten der termenkunnenberekeneu , indien men slechtsvooraf l en s berekent , door de in § 291 en 293 opgegeveneformulenl =za + ( n—l )v en * rröB -f-l (rc—l ) tf .De som van de vierkanten der natuurlijke getallen 1 , 2,3,4 , enz . ,tot en met n 9 en ook de som dier getallen zelven , zal uit de boven¬staande formulen gevonden worden , door c = l en v =zl te nemen ;men )verkrijgt dan / == « , en na behoorlijke herleidinga, = | n(7i-hl )(27i4-l ) ; derhalve is

1 + 2 -H3 + 4 -f- enz . + n r= ~ n(n -f-l )

en l ,+ 2*+ 3*H-4aH- enz . -t-ns r= ^ ?i(»-fl )(2B-l- l )«o
§ 302 . De achtervolgende lagen , die een vierhoekige piramidale ko-

gelstapel bevat , worden , van den top naar het grondvlak voortgaande ,aldus voorgesteld :
l «t« , 2de. 3de . 4de. 5de, 6de. enz .
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Het is hieruit klaar , dat , uit hoeveellagen de stapel ook bestaan mag ,
elke zijde van het grondvlak altijd evenveel kogels bevat , als er lagen

zijn. Liggen er dus n kogels in elke zijde van het grondvlak , dan zijn

er ook n lagen , en het geheele aantal kogels van den stapel is dan

klaarblijkelijk de som der getallen l 3 , 2a , 3a , 4a , enz * tot en met z/ a,
zoodat men , dit geheele aantal kogels door S voorstellende , volgens de

vorige § hebben zal S

§ 303 . De achtervolgende lagen , die een driehoekige piramidale stapel
bevat , worden , van den top naar het grondvlak voortgaande , aldus

voorgesteld :

l *te # 2de . 3de . 4de . 5de , 6de . - enz *.

Hier zijn klaarblijkelijk ook altijd evenveel lagen , als er kogels in elke

zijde van het grondvlak liggen , terwijl in het algemeen de £>de laag een
driehoek is , welks zijden ^ kogels bevatten . Alzoo liggen er , volgens
het vraagstuk van § 293 , in de jyde laag JpCjH - 1) of l (p 3+ p ) kogels.
Neemt men dus achtervolgens p =z 1 , p = 2 , p = 3 , p = 4 , enz. tot

pz = n 9 dan vindt men : dat er in de l »te laag | (12-H ) , in de 2de laag

»(2a+ 2) , in de3delaag *(3a+ 3) , inde 4de laag *(4a-b4) enz. , en einde¬

lijk in de « de laag kogels liggen . Bevat nu elke zijde des grond-
vlaks n kogels , dan zijn er ook n lagen , zoodat men , het geheele aan¬
tal kogels van den stapel S noemende , zal hebben

S = 2(l a+ l )-+- £(2H-2 )-h5( 32+ 3 )-|- *(434-4)-b enz . . + *(»■+ «) ,

of S = i { ( l *+ 2*+ 31+ 4a+ enz . . + 7i' )+ ( 1+ 2+ 3-R + enz . , + n) J ;

hierin voor l aH-224-3aH- enz * en voor l -f- 2+ 3-f- enz . , + n de in

§ 301 gevondene uitdrukkingen substituerende , verkrijgt men

of , na herleiding ; , S =zitt (n+ l )(n+ 2).
O

§ 304 . Bij den langwerpigen kogelstapel , bestaat de bovenste laag
niet , zoo als bij de piramidale stapels , uit een’ enkelen kogel , maar uit
cene rü van kogels , die men den rug van den stapel noemt ; van dezen

rug naar het grondvlak voortgaande , kan men de lagen aldus voorstellen :



zijnde in deze figuren het bijzondere geval genomen , dat er vijf kogels
in den rug liggen . Hoeveel kogels er echter in den rug mogen liggen,
bevat alt :jdelke laag , en in de lengte en in de breedte , één kogel meer
dan de voorgaande laag . Liggen er dus m kogels in den rug , dan be¬
vat de jpde jaag in de lengte m+ p —1 , in de breedte p en dus in het ge¬
heel p (m+ p —1) of p*+ p (m—1) kogels . Door achlervolgens pz = l 9
p = 2 9 p = 3 , enz , totpzzn te nemen , vindt men hieruit , dat in de
lste laag 1) , in de 2^e 22-f-2(m— 1) , in de 3de 32+ 3C»*—1) enz .
en in de n&e nz+ n(m —1) kogels liggen . Zijn cr nu n kogels in de
kortste zijde des grondvlaks , dan zijn er ook n lagen , en men heeft dus,
weder door S het geheele aantal kogels van den stapel voorstellende ,

S := l )-f-22-f-2(ZM— 1)+ enz . + ?i1+ n (m—1) ,
of S = (1H-2H-3H - enz . . . . .+ w*>Hl + 2+ 3+ enz . , . ;
hierin voor l 2+ 22-t-324- enz . + »* , en voor H -2+ 3-+- enz , . . . + n
weder de in § 301 gevondene uitdrukkingen stellende , verkrijgt men

1 1
S = - //(«-f-l ) (2«+ l )+ - n (?i+ l ) (m— l ) 9b *

of , na behoorlijke herleiding ,
Sn : - ?i ( n+ l)( Zm + 2n—2) .

§ 305. Dewijl de p &e laag van den langwerpigen stapel in de lengte
m+ p—1 kogels bevat , zal de n*e laag , dat is het grondvlak , m+ n—l
kogels in de lengte bevatten ; stellende dus , dat er in de langste zijde
des grondvlaks N kogels liggen , zoo is —1 = NT, of m = «+ ! •
Deze waarde voor m in de formule der vorige § substituerende , heeft

men ook nog S = \ #Ck-M) (3N —»+ l) ;o
door deze formule wordt het aantal kogels van den stapel gevonden,
indien men weet hoeveel kogels in de zijden des grondvlaks liggen ; ter¬

wijl de formule der vorige § het aantal kogels leert berekenen , indien
men weet hoeveel er zich in den rug en in de kortste zijde des grond-

vlaks bevinden.
§ 306. Ten einde de bovengevondene formulen , ter berekening der

kogelstapels , gemakkelijker in het geheugen te houden , merke men
vooreerst op , dat in alle de factor *«(«+ !) voorkomt , dat elk der sta-
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pels ten minste twee onderling gelijke driehoekige zyvlakken heeft , en
dat de factor £«(«-f -1) juist een derde gedeelte is van het aantal kogels ,
die zulk een driehoekig zijvlak uitmaken . Ten tweede merke men op ,
dat de overblijvende factor , inde formule voor den langwerpigenstapel ,
juist de som is vaq de getallen kogels , in de drie evenwijdige ribben
van dien stapel gelegen , en dat ditzelfde met de formulen voor de pi¬
ramidale stapels zal plaats hebben , indien men slechts , ora drie even¬
wijdige ribben te bekomen , de ontbrekende vervangt door enkele ko¬
gels , die in de hoekpunten der stapels gelegen zijn. Op grond dezer
opmerkingen heeft men , voor elk der drie behandelde soorten van ko -

gelstapels , den volgenden
Regel . Het aantal kogels van den geheelen stapel wordt gevonden

door het aantal , dat in een driehoekig zijvlak ligt , te vermenigvul¬
digen met een derde van het aantal kogels , inde drie evenwijdige rib ~
hen begrepen .

§ 307. Indien men eenen afgeknotten stapel heeft , dat is zulkeenen ,
waaraan eenige der bovenste lagen ontbreken , kan men , door de ge¬
vondene formulen , vooreerst den stapel , als of die voltooid ware ,
daarna het ontbrekende deel , en eindelijk door aftrekking den afge¬
knotten stapel , berekenen .

§ 308 . Wanneer men uit een gegeven aantal kogels eenen driehoeki -

gen of vierlioekigen piramidalen stapel moet zamenstellen , en daartoe
begeert te weten hoeveel kogels men in de zijden van het grondvlak zal
moeten plaatsen , is in de vergelijkingen

en S = \ «0H-1K2/H -1)o O
S gegeven en « de onbekende . Het vinden van de waarde dezeF onbekende
zou in beide gevallen de oplossing eener derdemagtsvergelijking verei -
schen ; maar dit kan , omdat uit den aard der zaak geene gebrokene
waarde voor n bruikbaar is , ontweken worden . Herleidt men namelijk
de vergelijkingen tot

3 1
«aH-3n*+ 2» — 6S en «34 - j nH - £ » = 3S ,

dan ziet men terstond , dat in de eerste

« 3< 6S , « < ]/6S , (*-H )»> 6S , en n> y6 S— 1 ,
en in de tweede

« 3< 3S , «< j/ 3S , C«-(-l )3> 3S , «+ 1> j/ 3S en n> p 3S—1

moet wezen . Hierdoor heeft men genoegzaam naauwkeurige grenzen ,
om door ééne of twee beproevingen dadelijk te kunnen vinden ^ welk
geheel getal men voor n nemen moet , om uit de gegevene kogels zulk
eenen stapel fe vormen , dat men er zoo weinig mogelijk overhoudt , of
te kort komt.
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Om , bij voorbeeld , uit 1000 kogels een’ driehoekigen stapel te bou¬

wen , heeft men 6S = 6009 en | /65 = 18, . . . , dus is n < 18
n> 17 , . . . ; beproeft men nu n = 18 te nemen , dan vindt men

, . . . en

S = i «(n+ 1) 0 + 2) = g X18X19X20 = 1140 ,

en komt dus 140 kogels te kort , om een’ vollooiden stapel te kunnen
bouwen ; neemt men derhalve n = 17 , dan komt er

S = ^ «0 + 1) 0 + 2) =4x17x18X19 = 969 ,b 6
en men houdt dus 31 kogels over .

Om van 1100 kogels een’ vierhoekigen piramidalen stapel zamen fe
stellen , heeft men 3S = 3300 , i/3S = l4, . . . , dus is // < 14
n> i3, . . . ; beproeft men nu « = 14 te nemen , dan vindt men

en

•» (» + ! ) X14X15X29 = 1015

en houdt in dat geval $5 kogels over ; begeert men dus al de kogels in
den stapel te bergen , dan moet men 7*= 15 nemen ; hierdoor wordt

S = 4 «0 + 1) (2b+ 1) =4 X15X16X31 = 1240 ,o b
zoodat men dan , om een’ voltooiden stapel te verkrijgen , 140 kogels te
kort komt .

§ 309. Wanneer men eindelijk uit een gegeven aantal kogels eenen
langwerpigen stapel moet zamenstellen , is S gegeven in de vergelijking

S = i «( M+ l ) (3N—»+ l ) ,6

waarin nu de twee onbekenden N en n voorkomen . Men kan dus eene der
onbekenden willekeurig aannemen, en daarna de andere bepalen . Neemt
men alzoo n willekeurig aan , dan wordt Ndadelijk gevonden , door uit
de laatste vergelijking af te leiden

Men moet echter zorg dragen , n klein genoeg te nemen , opdat naar
behooren N> « zij , en kan klaarblijkelijk , zoo de formule voor N eene
gebrokene waarde oplevert , alleen het naastkleinere of naastgrootere
geheele getal nemen , naargelang men begeert kogels over te houden ,
of alle in een’ niet voltooiden stapel te bergen .

Om , bjj voorbeeld , van 1200 kogels eenen langwerpigen stapel te bou-
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wen , zou men « == 10 kunnen nemen , dan zon men vinden N = 24^ ;
neemt mennn , n = 10 zijnde , N = 24 , dan vindt men

S = \ a(n+ l ) (3N- n+ l ) = | X10XllX63 = 1155 ,
O O

en houdt 45 kogelsover ; neemt men nevens « = 10 , ^ = 25 , dan vindt men

S = i n'n+ l ) (3N —n+ 1) = i X10XUX66= 1210,
O o

«n komt dus 10 kogels te kort , om eenen voltooiden stapel te bekomen.
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hl. 12 reg . 8 V. b . staat : Jan geeft lees : geeft

9 14 9 1 » » » eenen zelfden 9 eene zelfde
I > I lT . O. I 0® 9 0’
9 32 9 7 v. b . » o ’+ 305+ f/* 9 at + Sa/H-2!i1
» » » 9 t • in den eersten teller , staat : a^+ Zah+ l 1 lees

a ' + Zab+ 2b*
» » » 14 v. o . staat : ±y m lees : + ytn
9 35 9 7 v . b . » der horige § » van 5 51

» 41 » 6 » » » uit zes » uit vier , vijf of zes
» » » 6 » » » twee - vier - of vijfledige /ees .1 tweeledige
9 50 » 5 » » 9 kun - lees : kunnen

9 » 9 6 » 9 9 ben , 9 hebben ,
» 55 » 10 * 9 in den Iaatsten teller , staat : Hab ‘ /efs : i$ab%
9 56 » 17 v. O. in den derden teller , » —4«* 9 -+-4« *

9 9 » 16 » 3> in den eersten teller , » + 40 * » —4
» 57 » 12 » 9 in denIaatsten noemer , » b * » /<*
* 58 » 16 v. b . in den Iaatsten teller , 9 1Oy ’ z» » 10 /̂ 3s;
9 61 J> 5 v. 0 . staat : 3a lees : 3

65

68 14

4 » » tusschen de beide laatste breuken moet het teeken =
geplaatst worden .

2 » » in den vóórIaatsten teller , staat : a *x lees : a ' x
anb . n a nb

9 staat : y -
cnd lees :

cnd
» 77 9 5 9 9 9 h\/ 9 ]// >
» 85 9 2 v . b . 9 0/ (6- 21/5) » j/ (6- 2 >/5 )

9 90 9 7 » 9 9
a a

al * al
» 93 9 9 9 9 in het tweede wortelteeken moet de aanwijzer r ge¬

plaatst worden .

9 94 9 7 9 9 staat .: 2»3v«4 ^cti lees : 2®3^ahh ’**

9 9 9 7 v . 0 . 9 ]/ (30 |/20Ó)* » 1/ (301/200 ’)

9 9 9 5 9 9 9 j/2aj/2a ) » y (2ay2a )

9 95 9 5 9 9 9 q 1 9 gv
9 102 9 12 9 9 9 moet , 9 behoort ,
9 119 9 20 v . b . 9 zulke bepaalde vraagstukken lees : zulk een

bepaald vraagstuk
9 217 9 7 9 9' 9 9 . lees : 9^ .

9 219 9 18 » » 9 niet wezenlijk verschillen , lees : bijzondere
gevallen uitmaken ,

9 240 9 19 v . 0 . 9 dus lees : dan
9 255 9 8 9 9 9 voor elk getal , lees : voor elk getal A,

Onder de opgegevene errata zijn er eenige ,
exemplaren voorkomen.

die sleehts in sommige



Bij BROESE & COMP . , te Breda , is uitgegeven

en alom verkrijgbaar gesteld :

BOSSCHA , (J . ) Schets der Algemeene Geschiedenis en van die des
Vaderlands . Ten dienste vooral der adspiranten tot kadets der

Koninklijke Militaire Akadeinie. Derde druk . ƒ 2,60 .
- Handleiding tot de Krijgsgeschiedenis voor Neder-

landsche Militairen . ƒ 2,20,
BRACK , (F . de) Handleiding tot de Rekenkunst , Meetkunst , de

Landmeetkunde , Topographie en Fortificatie . Met 7 uitslaande

platen . ƒ 2,50.
DIK, Cz . De Differentiaal - en Integraal -Rekening . Vrij gevolgd naar

het fransch van Boucharlat . 1 deel in 8° . met pl . . . . ƒ 2,40 .
- Rekenkunstige Opgaven en Herleidingen , ten dienste

dergenen welke zich met vrucht op de beoefening der Wiskun¬
de wenscbeh toe te leggen . . . . f 0,25 .

DORNSEIFFKN , (Mr . G . ) Handboek der Algemeene Geschiedenis ,
5deelen , in (> stukken compleet . f 23,15 .

- -- -- - Handleiding tot de Algemeene Geschie¬
denis , in 5stukken compleet . f 3,25 .

- - Gelijktijdig overzigt der voornaamste
Vorsten van Europa , enz. In 4 Tabellen . * . ƒ0,90 .

Dito op
' zwaar papier . ƒ 1,40 .

HIRSCH, (MEIER) Verzameling van Voorbeelden , Formulen en

Vraagstukken , uit de Letterrekening en Stelkunst . Dit ’ het Hoog-

duitsch vertaald door ff . Ramakers . . i . . ƒ 2,20 .
HOEUFFT, (Mr . J . 11. ) Verzameling van Fransche Woorden , uit

de Noordsche talen afkomstig of door sommigen afgeleid . Eerste

gedeelte . A—F.
HEUSDEN , (A . A . vak ) Leerboek der Aardrijkskunde , ten dien¬

ste van hen , die zich tot de lessen bij de Koninklijke Militaire

Akademie wenschen voor te bereiden . ƒ 1,80 .
JONKHERT, Vervolg op de beginselen der Hoogere Meetkunst,

bevattende de Theorie der gebogene oppervlakken en kromme

lijnen van dubbele kromming ; benevens Formules voor de Hoogere
Meetkunst . Met één plaat . ƒ 2,40 .

KRETSCHMER , (H . P . ) Schoonheden uit de Zede- , Natuur en

Aardrijkskunde , vervat in zijne nagelatene geschriften , meest ver¬

handelingen , en in orde gebragt door Jan Provily . . . f 2,60 .



MEERTEN , geb . Schiiperoort , (A . B . van ) Fabelkunde voor jonge
lieden . Verrijkt met 6 gegraveerde platen , titel en vignet . In 2

deelen compleet . In carton . • . ƒ 3,60 .
Nieuwe Stellen Figuren , in blik vervaardigd , belioorende tot de

ligging en Snijding der vlakken ; voorkomende in bet tweede deel ,
eerste afdeeling van Lacroix , Beginselen der Meetkunst. In een
doos . . . • * . ƒ 5,50 .

ROORDA VAN EYSINGA ], (P . P . ) Aardrijksbeschrijving van Neér-

landsch Indië , ook ten dienste van hen , die zich tot de lessen bij de

Koninklijke Militaire Akademie voorbereiden , om eenmaal naar Ne-

derlandsch Indië te vertrekken . Met eene kaart . . . . ƒ 3,50 .
RAMAKERS , de Cirkel en hare voornaamste Eigenschappen , enz .

Met eene plaat . ƒ 0,90 .
SLUYTERS , (H .) Aardrijkskundige Beschrijving van de Provin¬

cie Zeeland , ten dienste der scholen . ƒ 0,35 .
Dito op best papier met eene kaart van Zeeland . . . . » 0,60 .

Télémaque , ( Le Petit ) ou le précis des ] "aventures de ce Héros :

augmenté d’un vocabulaire des termes dilhciles , dans les langues
Hollandaise , Allemande et Anglaise . ƒ 0,70 .

Verzameling van Uitgewerkte Voorstellen en Opgeloste Vragen ,
betreffende de Stel- en Meetkunst , ten dienste van Zelf-oefenaars,
4 deeltjes . ƒ 4, —

Verzameling van uitgewerkte Voorstellen en Opgeloste vragen ,
betreffende de Rekenkunst , ten dienste van Zelf- oefenaars . 7

deeltjes . » . . . ƒ 4,20 .

üebungsaufgaben über den rechten Gebrauch der verscliiedenen

Sprachtheile , wie auch Orthographische Uebungsstücke ; mit ver-

steckten Sprach-undSchreibfehlern zur Beförderung des Unterrichts
in der deutsclien Spraclilehre und Rechtschreibung , besonders für
die Niederlandisclie Jugend . . » . ƒ 0,80 .

WEIFFENBACH, (W .) S. M . C . Sammlung auserlesener Fabeln ,
Anekdoten , kleiner Geschichten und Erzahlungen . Ein lehrreiches
unterhaltendes Lesebuch für solche , welche die deutsche Sprache
erlernen wollen ; nebst einem Deutsch-Hollandischen Wörterbüch -

lein . Zweite verbesserte Auflage. ƒ 1,— .

ALMANAK DER KONINKLIJKEMILITAIRE AKADEMIE . Eerste

Jaargang , 1830. / 1>—•
Idem , Tweede Jaargang , 1838. » 0,90 .
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