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PRAEFATIO

Detectis legibus motus planetarum Kepleri ingenio non delue¬

runt subsidia ad singulorum planetarum elementa ex obseruationi-
bus eruenda . Tyclio Brahe , a quo astronomia practica ad fasti*

ginni antea ignotum euecta erat , cunctos planetas per longam an¬

norum seriem summa cura tantaque perseuerantia obseruauerat , vt

lieplero talis thesauri dignissimo heredi seligendi tantummodo cura

restaret , quae ad scopum , quemuis propositum facere viderentur.
Nec mediocriter subleuabant hunc laborem motus planetarum me¬

dii summa iamdudum praecisione per obseruationes antiquissimas
determinati.

Astronomi , qui post Keplerum conati sunt planetarum or¬

bitas adiumento obseruationum recentiorum vel perfectiorum adliuc
accuratius dimetiri , iisdem vel adliuc maioribus subsidiis acliuti

sunt . Neque enim amplius de elementis plane incognitis elicien¬

dis agebatur , sed nota leuiter tantum corrigenda arctioribusque li¬
mitibus circumscribenda erant.

Principium grauitationis vniuersalis a summo Nevvton dete¬

ctum campum plane nouum aperuit , legibusque iisdem , quibus

quinque planetas regi liepler expertus fuerat , leui tantum muta-
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tione facta omnia  corpora coelestia necessario obsequi debere edo¬
cuit ., quorum quidem motus a vi Solis tantum moderentur . Scili¬
cet obsemationum testimonio fretus liepler cuiusuis planetae orbi¬
tam ellipsem esse pronunciauerat , in qua areae circa Solem ., focum
alterum ellipsis occujaantem , vniformiter describantur , et quidem
ita , vt tempora reuolutionum in ellipsibus diuersis sint in ratione
sesquialtera semiaxium maiorum . Contra Newton , principio gra-
vitationis vniuersalis posito , a priori demonstrauit , corpora omnia
a Solis vi attractiua gubernata in sectionibus conicis moueri debere,
quarum quidem speciem vnam , ellipses puta , planetae nobis ex¬
hibeant , dum species reliquae , parabolae et hyperbolae , pro aeque
possibilibus haberi debeant , modo adsint corpora Solis vi velocitate
debita occurrentia ; Solem sernper focum alterum sectionis conicae
tenere ; areas , quas corpus idem temporibus diuersis circa Solem
describat , his temporibus proportionales , areas denique a corpo¬
ribus diuersis , temporibus aequalibus , circa Solem descriptas , esse
in ratione subduplicata semiparametrorum orbitarum : postrema ha¬
rum legum , in motu elliptico cum vltima Repleri lege identica,
ad motum paraboiicum hy p er b olic umqu e patet , ad quos haecce ap¬
plicari nequit , reuolutionibus deficientibus . lam filum repertum,
quo ducente labyrinthum motuum cometarum antea inaccessum in¬
gredi licuit . Quod tam feliciter successit , vt omnium cometarum
motibus , qui quidem accurate obseruati essent , explicandis suffi¬
ceret vnica hypothesis , orbitas parabolas esse . Ita systema graui-
tationis vniuersalis nouos analysi triumphos eosque splendidissimos
parauerat ; cometaeque vsque ad illum diem sernper indomiti , vel
si deuicti videbantur mox seditiosi et rebelles , frena sibi infici
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passi , atque ex hostibus hospites redditi , iter suum in [tramiti¬
bus a calculo delineatis prosequuti sunt , iisdem quibus planetae le¬

gibus aeternis religiose obtemperantes.
lam in determinandis cometarum orbitis parabolicis ex ob-

seruationibus difficultates suboriebantur longe maiores , quam in de-

terminandis  orbitis ellipticis planetarum , inde potissimum, ^ quod

cometae per breuius temporis interuallum visi delectum obserua-

tionum ad haec vel illa imprimis commodarum non concedebant,

sed iis vti geometram cogebant , quas fors obtulerat , ita vt metho¬

dos speciales in calculis planetarum adhibitas vix vmquam in vsum

vocare licuerit . Magnus ipse  Newton , primus saeculi sui geome¬

tra , problematis difficultatem haud dissimulauit , attamen , ceu ex¬

spectari poterat , ex hoc quoque certamine victor euasit . Multi

post Newtonum geometrae eidem problemati operam suam nauaue-

runt , varia vtique fortuna , ita tamen , vt nostris temporibus pa*
riun desiderandum relictum sit.

Verum enim vero non est praetermittendum , in hoc quoque

problemate peropportune difficultatem diminui per cognitionem

vnius elementi sectionis conicae , quum per ipsam suppositionem

orbitae parabolicae , axis maior infinite magnus statuatur . Quippe

omnes parabolae , siquidem situs negligatur , per solam maiorem mi-

noremue distantiam verticis ’a foco inter se differunt , dum sectiones

conicae generaliter spectatae varietatem infinities maiorem admit¬

tant . Haud equidem aderat ratio sufficiens , cur cometarum traie-

ctoriae absoluta praecisione parabolicae praesumerentur : quin potius

infinite parum probabile censeri debet , rerum naturam vnquam

tali suppositioni annuisse . Attamen quum constaret , phaenomena
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corporis coelestis in ellipsi vel hyperbola incedentis , cuius axis maior
permagnus sit ratione parametria prope periheiium perparum discre¬
pare a motu in parabola , cui eadem verticis a foco distantia , dif¬
ferentiamque eo leuiorem euadere , quo maior fuerit illa ratio axis
ad parametrum ; porro quum experientia docuisset , inter motum
obseruatum motumque in orbita paraboliea computatum vix vm-
quam maiores differentias remanere , quam quae ipsis obseruatio-
num erroribus ( hic plerumque satis notabilibus ) tuto tribui
poterant : astronomi apud parabolam subsistendum esse rati
sunt . llecte sane , quum omnino deessent subsidia , e quibus,
num vllae quantaeue differentiae a parabola adsint , satis certo colli¬
gi potuisset . Excipere oportet cometam celebrem Halleyanum , qui
ellipsem valde oblongam describens in reditu ad periheiium plu¬
ries obseruatus tempus periodicum nobis patefecit : tunc autem
axi maiori inde cognito computus reliquorum elementorum vix
pro difficiliori habendus est , quam determinatio orbitae paraboli-
cae . Silentio quidem praeterire non possumus , astronomos etiam
in nonnullis aliis cometis per tempus aliquanto longius obserua-
tis determinationem aberrationis a parabola tentauisse : attamen
omnes methodi ad hunc finem propositae vel adhibitae , innitun¬
tur suppositioni , discrepantiam a parabola haud considerabilem es¬
se , quo pacto in illis tentaminibus ipsa parabola antea iam compu¬
tata cognitionem approximatam singulorum elementorum ( praeter
axem maiorem vel tempus reuolutionis inde pendens ) iam sub mi -
nistrauit , leuibus tantum mutationibus corrigendam . Praeterea fa¬
tendum est , omnia ista tentamina vix vnquam aliquid certi deci¬
dere valuisse , si forte cometam anni 1770 excipias.
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Quamprimum motum planetae noui anno 1781 detecti cum
hypothesi parabolica conciliari non posse cognitum est , astronomi
orbitam circularem illi adaptare inchoauerunt , quod negotium per
calculum perfacilem ac simplicem absoluitur . Fausta quadam fortu¬
na orbita huius planetae mediocriter tantum excentrica erat , quo
pacto elementa per suppositionem illam eruta saltem approximalio-
nem qualemcunque suppeditabant , cui dein determinationem ele¬
mentorum ellipticorum superstruere licuit . Accedebant plura alia
peropportuna . Quippe tardus planetae motus , perparuaque orbitae
ad planum eclipticae inclinatio non solum calculos longe simplicio¬
res reddebant , methodosque speciales aliis casibus haud accommo¬
dandas in vsum vocare concedebant , sed metum quoque dissipa¬
bant , ne planeta radiis Solis immersus postea quaeritantium curas
eluderet , ( qui metus alias , praesertim si insuper lumen minus vi-
uidum fuisset , vtique animos turbare potuisset ) , quo pacto accura¬
tior orbitae determinatio tuto differri poterat , donec ex obseruatio-
nibus frequentioribus magisque remotis eligere liceret , quae ad
propositum maxime commodae viderentur.

In omnibus itaque casibus , vbi corporum coelestium orbitas
ex obseruationibus deducere oportuit , commoda aderant quaedam
haud spernenda , methodorum specialium applicationem suadentia
vel saltem permittentia , quorum commodorum potissimum id erat,
quod per suppositiones hypotheticas cognitionem approximatam quo-
rundam elementorum iamiam acquirere licuerat , antequam calculus
elementorum ellipticorum susciperetur . Nihilominus satis mirum
videtur , problema generale

Determinare orbitam corporis coelestis , absque omni suppositione
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hypothetica , ex obseruationibus tempus haud magnum complectentibus ne¬
que adeo delectum , pro applicatione methodorum specialium , patientibus
vsque ad initium huius saeculi penitus propemodum neglectum esse,
vel saltem a nemine serio ac cligne tractatum , quum certe tlieore-
ticis propter difficultatem atque elegantiam scse commendare po¬
tuisset , etiamsi apud practicos de summa eius vtilitate nondum
constaret . Scilicet inualuerat apud omnes opinio , impossibilem esse
talem determinationem completam ex obseruationibus breuiori tem¬
poris interuallo inclusis , male sane fundata , quum nunc quidem
certissimo iam euictum sit , orbitam coi’poris coelestis ex obserua¬
tionibus bonis paucos tantummodo dies complectentibus absque vlla
suppositione hypothetica satis approximate iam determinari posse.

Incideram in quasdam ideas , quae ad solutionem problema¬
tis magni de quo dixi facere videbantur , mense Septembri a. 1801,
tunc in labore plane diuerso occupatus . Haud raro in tali casu,
ne nimis a grata inuestigatione distrahamur , neglectas interire si¬
nimus idearum associationes , quae attentius examinatae vberrimos
fructus ferre potuissent . Forsan et illis ideolis eadem fortuna in¬
stabat , nisi peropportune incidissent in tempus , quo nullum sane
faustius ad illas conseruandas atque fouendas eligi potuisset . Scili¬
cet eodem circiter tempore rumor de planeta nouo Ian . 1 istius anni
in specula Panormitana detecto per omnium ora volitabat , moxque
ipsae obseruationes inde ab epoclia illa vsque ad 11 Febr . ab astro-
nomo praestantissimo Piazzi institutae ad notitiam publicam per-
uenerunt . Nullibi sane in annalibus astronomiae occasionem tam

grauem reperimus , vixque grauior excogitari posset , ad dignitatem
istius problematis luculentissime ostendendam , quam tunc in tanto
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discrimino vrgenteque necessitate , vbi omnis spes , atomum plane-

lariam post annum fere elapsum in coelis inter innumeras 'stellulas
rcinueniendi , vnice pendebat ab orbitae cognitione satis approxi¬

mat a , solis illis pauculis obseruationibus superstruenda . Vmquamne

opportunius experiri potuissem , ecquid valeant icleolae meae ad

vsum practicum , quam si tunc istis ad determinationem orbitae Ce-

reris vterer , qui planeta inter 41 illos dies geocentrice arcum trium

tantummodo graduum descripserat , et post annum elapsum in coeli

plaga longissime illinc remota indagari debebat ? Prima liaecce me¬

thodi applicatio facta est mense Oct . 1801, primaque nox serena,

vbi planeta ad normam numerorum inde deductorum quaesitus est *),
transfugam obseruationibus reddidit . Tres alii planetae noui inde

ab illo tempore detecti , occasiones nouas suppeditauerunt , metho¬

di efficaciam ac generalitatem examinandi et comprobandi.

Optabant plures astronomi , statim post reinuentionem Cere¬

ris , vt methodos ad istos calculos adhibitas publici iuris facerem;

verum obstabant plura , quominus amicis hisce sollicitationibus tunc

morem gererem : negotia alia , desiderium rem aliquando copiosius

pertractandi , imprimisque expectatio , continuatam in hac disquisi¬

tione occupationem varias solutionis partes ad maius generalitatis,

simplicitatis et elegantiae fastigium euecturam esse . Quae spes quum

me haud fefellerit , non esse arbitror , cur me huius morae poeni-

teat . Methodi enim ab initio adhibitae identidem tot tantasque

mutationes passae sunt , vt inter modum , quo olim orbita Cereris

calculata est , institutionemque in hoc opere traditam vix vllum

*) Dec . 7 , 1801 a clar. de Zaeli.
* *
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similitudinis vestigium remanserit . Quamquam vero a proposito
meo alienum esset , de cunctis his disquisitionibus paullatim magis
magisque perfectis narrationem completam perscribere , tamen in
pluribus occasionibus , praesertim quoties de problemate quodam
grauiori agebatur , methodos anteriores quoque haud omnino sup¬
primendas esse censui . Quin potius praeter problematum principa¬
lium solutiones plurima , quae in occupatione satis longa circa mo¬
tus corporum coelestium in sectionibus conicis vel propter elegan¬
tiam analyticam vel imprimis propter vsum practicum attentione
digniora se milii obtulerunt , in hoc opere exsequutus sum . Sem-
per tamen vel rebus vel methodis mihi propriis maiorem curam
dicaui , nota leuiter tantum , quatenusque rerum nexus postulare
videbatur , attingens.

'Fotum itaque opus in duas partes diuiditur . In Libro pri¬
mo euoluuntur relationes inter quantitates , a quibus motus corporum
coelestium circa Solem secundum liepleri leges pendet , et quidem
in duabus primis Sectionibus relationes eae , vbi vnicus tantum lo¬
cus per se consideratur , in Sectione tertia et quarta vero eae , vbi
plures loci inter se conferuntur . Illae continent expositionem me¬
thodorum tum vulgo vsitatarum , tum potissimum aliarum illis ni
lallor ad vsum practicum longe praeferendarum , per quas ab ele¬
mentis cognitis ad phaenomena descenditur ;, hae problemata multa
grauissima tractant , quae viam ad operationes inuersas sternunt.
Scilicet quum ipsa phaenomena ex artificiosa intricataque quadam
complicatione elementorum componantur , hanc texturae rationem
penitius perspexisse oportet , antequam filorum explicationem ope¬
risque in elementa sua resolutionem cum spe successus suscipere li-
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ceat . Comparantur itaque in Libro primo instrumenta atque sub¬

sidia , per quae dein in Libro altero arduum hoc negotium ipsum

perficitur : maxima laboris pars tunc iam in eo consistit , vt illa sub¬
sidia rite colligantur , ordine apto disponantur et in scopum pro¬

positum dirigantur.
Problemata grauiora ad maximam partem per exempla ido¬

nea illustrata sunt , semper quoties quidem licuit ab obseruationi-
bus non fictis desumta . Ita non solum methodorum efficaciae ma¬

ior fiducia conciliabitur , vsusque clarius ob oculos ponetur , sed id

quoque cautum iri spero , vt nec minus exercitati a studio harum
rerum deterreantur , quae procul dubio partem foecundissimam et

pulcherrimam astronomiae theoricae constituunt.

Scripsi Gottingae d . 28 Martii i8oq.

V
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LIBER PRIMVS
RELATIONES GENERALES [INTER QVANTITATES PER
OVAS CORPORVM COELESTIVM MOTVS CIRCA SOLEM

DEFINIVNTVR.

SECTIO PRIMA
Relationes ad locum simplicem in orbita spectantes.

l.

Corporum coelestium motus in lioc opere eatenus tantum considerabimus , qua ¬
tenus a Solis vi attractiua gubernantur . Excluduntur itaque ab instituto nostro
omnes planetae secundarii , excluduntur perturbationes , quas primarii in se inui-
cem exercent , excluditur omnis motus rotatorius . Corpora mota ipsa vt puncta
mathematica spectamus , motusque omnes ad normam legum sequentium fieri sup¬
ponimus , quae igitur pro basi omnium disquisitionum in hoc opere sunt habendae.

I . Motus cuiusuis corporis coelestis perpetuo fit in eodem plano , in quo si¬
mul centrum Solis est situm.

II . T'raiectoria a corpore descripta est sectio conica focum in centro Solis
habens.

III . Motus in ista traiectoria fit ita , vt arcae spatiorum in diucrsis tempo¬
rum interuallis circa Solem descriptorum hisce interuallis ipsis sint proportionales.
Temporibus igitur et spatiis per numeros expressis , spatium quoduis per tempus
intra quod describitur diuisum quo dentem inuariabilem suppeditat.

IV . Pro corporibus diuersis circa Solem se mouendbus horum quodendum
quadrata sunt in ratione inuersa parametrorum orbitis respondentium , atque aggre¬
gatorum massae Solis cum massis corporum motorum.

Designando itaque per 2p  parametrum orbitae , in qua corpus incedit , per a
quantitatem materiae huius corporis ( posita massa Solis =1 ) , per \g  aream quam

1
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gtempore t  circa Solem describit , erit ——7- y->— ;— 7- numerus pro omnibus cor-

poribus coelestibus constans . Quum igitur nihil intersit , quonam corpore ad valo-
rem huius numeri determinandum vtamur , e motu terrae eum depromemus , cuius
distantiam mediam a Solo pro vilitate distantiarum adoptabimus : vnitas temporum
Semper nobis erit dies medius solaris . Denotando porro per n  rationem circumfe¬
rentiae circuli ad diametrum , area ellipsis integrae a terra descriptae manifesto
erit !t >/ p,  quae igitur poni debet — ig , si  pro t accipitur annus sideralis , quo
pacto constans nostra fit = - — -Ad valorem numericum huius constan-

lis , in sequentibus per k denotandae , explorandum , statuemus , secundum nouissi-
nuun determinationem , annum sideralem siue t — 505 ,2565855 , massam terrae siue
jl — — —i -- = 0,0000028192 ', vnde proditooayio

log 2 tt .0,7981798684
Compl . log * ..,. 7,4574021 852
Compl . log \/ ( i +/0 .9J9999995878

log k . .. 8,25558 i 44 i 4
k = 0,01720209896

Leges modo expositae ab iis , quas Keplerus noster detexit , aliter non dif¬
ferunt , nisi quod in forma ad omnia sectionum conicarum genera patente exbibifae
sunt , actionisque corporis moti in Solem , a qua pendet factor \/ (1 + ,«•) , ratio est
habita . Si has leges tamquam phaenomena ex innumeris atque indubiis obsernatio-
nibus depromta consideramus , geometria docebit , qualis actio in corpora circa So¬
lem mota ab hoc exerceri debeat , vt ista phaenomena perpetuo producantur . II00
modo inuenitur , Solis actionem in corpora ambientia perinde se exerere , ac si
vis attractiua , cuius intensitas quadrato distantiae reciproce proportionalis esset,
corpora versus centrum Solis propelleret . Quodsi vero vice versa a suppositione
talis vis attractiuae tamquam principio proficiscimur , phaenomena illa vt consequen¬
tiae necessariae inde deriuantur , Hic leges tantum enarrauisse sufficiat , quarum
nexui cum principio grauilationis hoc loco eo minus opus erit immorari , quum post
summum Newton anciores plures hoc argumentum tractaucrint , interque cos i11.
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Laplace in opere perfectissimo , Mecanique Celes te , tali modo , vt nihil amplius
desiderandum reliquerit.

o.

Disquisitiones circa motus corporum coelestium , quatenus fiunt in sectio¬

nibus conicis , theoriam completam huius curuarum generis neutiquam postulant:

quin adeo mica  aequatio generalis nobis sufficiet , cui omnia superstruantur . Et

quidem maxime e re esse videtur , eam ipsam eligere , ad quam tamquam aequa¬
tionem cliaracteristicam deferimur , dum curuam secundum attractionis legem de¬

scriptam inuestigamus . Determinando scilicet quemuis corporis locum in orbita sua

per distantias x , y  a duabus rectis in plano orbitae ductis atque in centro Solis
i . e. in altero curuae foco sub angulis rectis se secantibus , et denotando insuper

corporis distantiam a Sole ( positiue semper accipiendam } per r , habebimus inter r,

x,Y  aequationem linearem r + ax + fiy = y , in qua « , (3, y quantitates constantes

expriment , et quidem y quantitatem natura sua semper positiuam . Mutando recta¬

rum , ad quas distantiae x , y  referuntur , situm per se arbitrarium , si modo sub

angulis rectis se intersecare perseuerent , manifesto forma aequationis valorque ipsius

y non mutabuntur , a  et /3  autem alios aliosque valores nanciscentur , patetque , si¬

tum illum ita determinari posse , vt /? euadat = o , a  autem saltem non negatiua.

Hoc modo scribendo pro a , y  resp . e , p,  aequatio nostra induit formam r -j- ex —p.

Recta , ad quam tunc distantiae y  referuntur , linea apsidum  vocatur , p semipa-

r amet er , e excentriciias • sectio conica denique ellipsis , parabolae  vel hyperbolae

nomine distinguitur , prout e vnitate minor , vnitati aequalis , vel vnitate maior est.

Ceterum facile intelligitur , situm lineae apsidum per conditiones traditas plene

determinatum esse , Amico casu excepto , vbi tum a  tum (3  iam per se erant = o ; in

hoc casu semper fit p , ad quascunque rectas distantiae x , y  referantur . Quo¬

niam itaque habetur e = o , curua ( quae erit circulus ) secundum definitionem no¬

stram ellipsium generi annumeranda est , id Aero singulare habet , quod apsidum

positio prorsus arbitraria manet , siquidem istam notionem ad hunc quoque casum

extendere placet.

4.

Pro distantia x iam angulum v introducamus , qui inter lineam apsidum et

rectam a Sole ad corporis locum ductam ( radium vectorem ) continetur , et quidem

hic angulus ab ea lineae apsidum parte vbi distantiae x sunt positiuae incipiat , ver-
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susque eam regionem, quorsum motus corporis dirigitur , crescere supponatur.
Hoc modo fit x —r cosv, adeoque formula nostra r:

nuantur conclusiones sequentes:
l + ccosv

I. Pro v — o valor radii vectoris r fit minimum , puta
ctum perihelium  dicitur;

, vnde protinus de-

E.—. : hoc pun-i + e

II . \alorihus oppositis ipsius v respondent valores aequales ipsius r ; quo¬
circa linea apsidum sectionem conicam in duas partes aequales dirimit.

III . In ellipsi r  inde a v =  o continuo crescit , donec valorem maximum
*——— assequatur in aphelio  pro v~  i8o °; post aphelium eodem modo rursus de¬
crescit , quo ante increuer #! , donec pro v = . 5fio ° perihelium denuo attigerit . Li¬
neae apsidum pars perilielio liinc aphelio illinc terminata axis maior  dicitur ; hinc
semiaxis maior , qui etiam disiantia media  vocatur , fit = —£- ; distantia punctii —ee
in medio axe iacentis {centri ellipsis)  a foco erit ——— ==ea , denotando per a se-i - ee
miaxem maiorem.

IV. Contra in parabola  proprie non datur aphelium , sed r  vitra omnes li¬
mites augetur , quo propius v ad + i8o ° vel — i8o ° accedit. Pro v = + i8o ° valor
ipsius r fit infinitus , quod indicat , curuam a linea apsidum a parte perihelio op¬
posita non secari. Quare proprie quidem loquendo de axi maiore vel centro cur¬
vae sermo esse nequit , sed secundum analyseos vsum consuetum per ampliationem
formularum in ellipsi inuentariun axi maiori valor infinitus tribuitur , centrumquccuruae in distantia infinita a foco collocatur.

V. In hyperhola  denique v inter limites adhuc arctiores coercetur , scilicet
inter v — — ( l8o °- y/ ) et v= -f ( i 8o°- t̂ ) , denotando per ijj  angulum , cuius co-
sinus = ~ . Dum enim v ad liosce limites appropinquat , r in infinitum crescit;
si vero pro v alter horum limitum ipse acciperetur , valor ipsius r infinitus prodi¬
ret , quod indicat , hyperholam a recta ad lineam apsidum angulo i8o 0-y / supra
vel infra inclinata omnino non secari. Pro valoribus hoc modo exclusis , puta a
180 - ip  vsque ad 180 + »/' , formula nostra ipsi r valorem negatiuum assignat ; re¬
cta scilicet sub tali angulo contra lineam apsidum inclinata qosa quidem hyperbo—
lam non secat , sivero retro producitur in alteram hyperbolae partem incidit , quam
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a prima parte omnino separatam versusque eum focum quem Sol occupat connexam
esse constat. Sed in disquisitione nostra , quae vt iam monuimus suppositioni inni¬
titur , /' sumi positiue, ad hanc alteram hyperbolae partem non respiciemus , in
qua corpus coeleste tale tantummodo incedere posset , in quod Sol vim non attra-
ctiuam sed secundum easdem leges repulsiuam exerceret . — Proprie itaque loquen¬
do etiam in hyperbola non datur aphelium ; pro aphelii analogo id partis auersae
punctum quod in linea apsidum iacet , et quod respondet valoribus v=- i8o °, r =

-- P— , haberi poterit . Quodsi ad instar ellipsis valorem expressionis ——— etiame-1 i —ee

hic , vbi negatiuus euadit , semiaxem maiorem hyperbolae dicere lubet , haec quan¬
titas puncti modo commemorati distantiam a perilielio simul que situm ei qui in el¬

lipsi locum habet oppositum indicat. Perinde ——— , i. e. distantia puncti interi -ee
haec duo puncta medii (centri hyperbolae ) a foco, hic obtinet valorem negatiuum
propter situm oppositum.

5.

Angulum v,  qui pro parabola intra terminos — i8o ° et + 1800, pro hyper¬
bola intra — ( 180°- 7p) et + ( 18o°- ) coercetur , pro ellipsi vero circulum inte¬
grum periodis perpetuo renouatis percurrit , corporis moti anomaliam veram nun¬
cupamus. Hactenus quidem omnes fere astronomi anomaliam veram in ellipsi non
a perilielio sed ab aphelio inchoare solebant , contra analogiam parabolae et hyper¬
bolae , vbi aphelium non datur adeoque a perihelio incipere oportuit : nos analo¬
giam inter omnia sectionum conicarum genera restituere eo minus dubitauimus , quod
astronomi gallici recentissimi exemplo suo iam praeiuerunt.

Ceterum expressionis r = — —P-formam saepius aliquantulum mutare1-f-ecos v
. conuenitj imprimis notentur formae sequentes:

r = R =_ E
i + e— stesinjrv 2, 1 — e + aecosiv"

r = _ _ _ P
(1 + e) cos^ v* 2+ ( t — e ) sin1vz

In parabola itaque habemus r —- P— —; in hvperbola expressio sequens2 cos

imprimis est commoda r = __ P- los_£
2 cosi (v + yy) cos§ (v — 1//)
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6.
Progredimur iam ad comparationem motus cum tempore.  Statuendo Yt in

art . i . spatium tempore l circa Solem descriptum = | g , massam corporis moti
= fi,  posita massa Solis = 1 , habemus g — kt \/p . y' (i -\-tu ). Differentiate spatii
autem fit = rrd e , vnde prodit k t \ /p . \/ ( i + tu) = frrdu,  hoc integrali ita sumto,
Yt pro t — o euanescat . Haec integratio ]U’o diuersis sectionum conicarum generi¬
bus diuerso modo tractari debet , quamobrem singula iam seorsim considerabimus,
iniliumque ab ELLIPSI  laciemus.

Quum r ex v per fractionem determinetur , cuius denominator e duabus
partibus constat , ante omnia hoc incommodum per introductionem quantitatis no-

1 " G Y -fi:tang | -jb,  quoYae pro v auferemus . Ad hunc finem statuemus tangf vs/ -
1 + e

pacto formula vltima art . praec . pro r  praebet
pcos \ E z _ / cos i E z sin i E 2, \ _ p

1 (i + e ) cosiu a i -̂ -e i —e )  i — ee O -acos E ).

Porro fit

'rdr

d E
cos \E Z

_ rp  d E
cos \ vz

pp
Vi 1— ee ) (i — ee)*

—,  adeo que d *»= - JEAE. - _ • hinc
i + e * ry/ {i — ee)  ’

(i — e cos E ) dE,  atque integrando

kl \/p . \/ (i + / i ) — - — — — {E —asini ?) -f Const.
(i — ee )*

Quodsi itaque tempus a transitu per perihelium inchoamus , Ybi v—  o , E—  o ad co¬

que Const . = : o , habebimus , propter - : a.

2 sinE — kt \/ ( l + jLt)
-ee

In hac aequatione angulus auxiliaris E,  qui anomalia excentric -a  dicitur , in par¬
tibus radii exprimi debet . Manifesto autem hunc angulum in gradibus etc . retinere

licet , si modo etiam e sin E  atque V )_ eodem modo exprimantur : in mi-
a 1

nutis secundis hae quantitates exprimentur , si per numerum 206264,67 multipli¬
cantur . Multiplicatione quantitatis posterioris supersedere possumus , si statim quan¬
titatem k in secundis expressam adhibemus , adeoque , loco Yaloris supra dati , sta¬
tuimus k — 5548 ", 18761 , cuius logarithmus — 5, 55 00060746 . — Hoc modo ex-

.. . kt \/ ( j4 . u) T. . . . .pressa quantitas - —•—:— anomalia media Yocatur, quae igitur m ratione tem-
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*V ( *+ ^ )
pons crescit , et quidem quotidie augmento - ? ,

jut ,s' dicitur . Anomaliam mediam per M  denotabimus.

SPECTANTES. 7

quod motus medius diur-

In perilielio itaque anomalia vera , anomalia excentrica , et anomalia media
sunt = o'; crescente dein vera , etiam excentrica et media augentur , ita tamen , vt

excenlrica minor maneat quam vera , mediaque minor quam excentrica , vsque ad
apheliuui , vbi omnes tres simul fiunt = i 8o9; hinc vero vsque ad perihelium ex¬

centrica perpetuo est maior quam vera , mediaque maior quam excentrica , donec
in perilielio omnes tres fiant = 56o °, siue , quod eodem redit , omnes iterum = 0.
Generaliter vero patet , si anomaliae verae v respondeat excentrica E mediaque A/,
verae 56o°— v respondere excentricam 56o °— E  atque mediam 56o °—A/. Differen¬
tia inter anomaliam veram et mediam v - M aequatio centri  appellatur , quae itaque
a perilielio ad aplielium positiua , ab aplielio ad perihelium negatiua est , in peri-
helio ipso autem et aplielio euanescit . Quum igitur v et M  circulum integrum a

o vsque ad 060° eodem tempore percurrant , tempus reuolutionis vnius , quod et
tempus periodicum  dicitur , in diebus expressum inuenitur , diuidendo 56o ° permo¬

tum diurnum ■^ ^  ^ , vnde patet , pro corporibus diuersis circa Solem re-
a‘

voluentibus quadrata temporum periodicorum cubis distantiarum mediarum propor¬

tionalia esse , quatenus ipsorum massas , aut potius massarum inaequalitatem 11 e-
gligere liceat.

8.
\

Eas iam inter anomalias atque radium vectorem relationes , quae imprimis
attentione dignae sunt , colligamus , quarum deductio nemini in analysi trigonome-
trica vel mediocriter versato difficultates obiicere poterit . Pluribus harum formula¬
rum concinnitas maior conciliatur , introducto pro e angulo cuius sinus est — e.

Quo per cp designato , habemus \/[ 1 -ee) =rcos cp, \/ (1 + e) = cos ( 45° <p) s/ 2,

V/( l - e) = cos (45 ”-P-| ^ ) v/2 , —lZJL — tang ( 45° - -| cp), \/ { i + e ) + \/ ( i - e) =:
l -j- e

2 cos l cp, y/ ( ! -f e ) — y / ( T_ e ) — 2 sjn 1 (p
p , r , e , y , e , JE', M.

Ecce iam relationes praecipuas inter a ,
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I. p = a  cos q?
JL r = — - -i -f-e cosv
JII. r = a (i — e cos 27)
rxr  r — cosv + eIV . COS E  =

1 + CCOS P
■, Siize cos v :

cos
i — e cosE

V. sin£  E z= \/i ( i — cosE) = sin \v \t

sin \v \f
i -f- e cosv- = sm p \/ —i - =

a ( i + e)
/ VI. cosi £ '= V/ i ( i + cosiJ ) = cosi ^ v/ — — = 0051 ^ ^ -^ - ^ -

1 + acos a P
cos | uv/ -

a ( i — e)
VII. taiig i E = tang f e tang ( 45°— )
VIII . sin 23= = rs “1^ .

P a cos (p
IX. r cosp = a ( eosE - e ) — 2 a cos ( $ 13+ § cp-f 45°) cos( i E - \ cp- ^o)
X . sinf (p - E) = sin | <75 sina \/ —— sin \ cpsinE s/~P r

XI. sin i (p 23 ) = cos\ cp  sin v y/ ~ cos^ cp  sinE  y/ —p r
XII. M ~ E - e sin E

9-.

Si perpendiculum e puncto quocunque ellipsis in lineam apsidum demissum
retro  producitur , vsquedum circulo e centro ellipsis radio a descripto occurrat,
inclinatio eius radii , qui puncto intersectionis respondet , contra lineam apsidum
(simili modo intellecta vt supra pro anomalia vera) anomaliae excentricae aequalis
erit , vt nullo negotio ex aequ. IX. art . praec . deducitur . Porro patet , r  sin v esse
distantiam cuiusque puncti ellipsis a linea apsidum ; quae quum per aequ. \ III . liat
— acos rp  sin 23, maxima erit pro 23 = 90°, i. e. in centro ellipsis. Haecce di¬
stantia maxima , quae fit = acos cp =— P-— —\/ap , semiaxis minor  appellatur . Incos cp
foco ellipsis, i. e. pro p — 9o°, distantia ista manifesto Rt = p,  siue semiparame-tro aequalis.

1
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Aequationes art . 8. omnia continent , quae ad computum anomaliae excen-
tricae et mediae e- vera , vel excentricae et verae e media requiruntur . Pro dedu¬
cenda excentrica e vera vulgo formula VII . adhibetur ; plerumque tamen praestat
ad hunc finem aequ. X. vti , praesertim quoties excentricitas non nimis magna est,
in quo casu E  per X. maiori praecisione computari potest , quam per VII . Prae¬
terea adhibita aequatione X , logarithmus sinus E , qui in XII . requiritur , protinus
per aequationem VIII. habetur , quem adhibita VII. e tabulis arcessere oporteret;
si igitur in illa methodo hic logarithmus etiam e tabulis desumitur , simul calculi
recte instituti confirmatio hinc obtinetur . Iluiusmodi calculi examina et comproba¬
tiones magni semper sunt aestimanda , quibus igitur consulere in omnibus metho¬
dis in hoc opere tradendis , vbi quidem commode fieri potest , assiduae nobis vbi-
que curae erit. — Ad maiorem illustrationem exemplum complete calculatum ad-
inngimus.

oio 5o 29 oa , cp , 0 t
14 12 1 87 , log r o,55o76io ; quaeData sint v

ruiitur p , a , E  et M.
Iog sin cp .9,5897262
log cosv .9,8162877

9,2060109 vnde eeos p= o,1606990

log ( 1+ e cos v)
log r.

0,0647197
0,5007640

lo §P .
log cos cp2'.

0,5954857
9,975oi48

log a o, 422458g
log sin v, 9,8782740 n

0,0025598 .5\og \/JL r

9,8459i4i . 5 n
log sin l <p_.9,0920696
logsini ( e— E) ....8,9379536 .5 n hinc £ ( p- jE) = - 4°58, 22"94 ; v- E—

9°56'45"88 ; E 52o ° 52 'i5 "52

) Litera n logaiilhmo affixa indicat , numerum cui respondet negatiuum esse.
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Porro fit

loge . ;9,5897262 Calculus pro log sin E per formulam VIII.

9,8 i 55545 n

log e in sec : . 4,7 o4i5i 5 log cos cp .9,9865224
log sin .E. 9,8000 - 67 n log sin E .9,8000767/z

4,6042278 « liinc e sin in secundis = 31952 "! 4 = 8°52,i 2,'i 4
atque M = 029° 44 '27 "66 . — Per formulam VII . calculus pro E  ita se haberet:

irV= i 55°27, 44"82 log tang ^ v .... 9,6594579 n
45*— \ cp— 5j° 55' 5q' o65  log tang (45 °— i <p) ...9,8912427

log tang \E .9,5507006 n
vnde i-E=  i6o" 26' 7"76 atque E = .020 °52' 15"52  vt supra.

11.

Problema inuersum , celebre sub nomine problematis Kepleri,  scilicet ex
anomalia media inuenire veram atque radium vectorem , longe frequentioris vsus
est. Astronomi aequationem centri per seriem infinitam secundum sinus angulorum
.1/ , 2 M , 3 M  etc . progredientem exhibere solent , quorum sinuum coefficientes sin¬
guli et ipsi sunt series secundum potestates excentricitatis in infinitum excurrentes.
Huic formulae pro aequatione centri , quam plures auctores euoluerunt , hic immo¬
rari eo minus necessarium duximus , quod , nostro quidem iudicio , ad vsum pra-
clicum , praesertim si excentricitas perparua non fuerit , longe minus idonea est,
quam methodus indirecta , quam itaque in ea forma , quae maxime commoda no¬
bis videtur , aliquanto fusius explicabimus.

Aequatio XII , E ~ M -\- e sin / i , quae ad transcendentium genus referenda
est solutionemque per operationes finitas directas non admittit , tentando soluenda
est , incipiendo a valore quodam approximato ipsius E , qui per methodos idoneas
toties repetitas corrigitur , vsque dum illi aequationi exacte satisfaciat , i. e. vel omni
quam tabulae sinuum permittunt praecisione , vel ea saltem , quae ad scopum pro¬
positum sufficit. Quodsi hae correctiones haud temere sed per normam tutam atque
certam instituuntur , vix vllum discrimen essentiale inter methodum talem indirectam
atque solutionem per series adest , nisi quod in illa valor primus incognitae aliqua¬
tenus est arbitrarius , quod potius pro lucro habendum , quum valor apte electus
correctiones insigniter accelerare permittat . Supponamus , e esse valorem approxi-
matum ipsius E,  atque .r correctionem illi adhuc adiiciendam ( in secundis expres-

-i i i 1:
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sam ) , ita yt valor E~ £ -]-x aequationi nostrae exacte satisfaciat . Computetur
esins in secundis per logarithmos , quod dum perficitur , simul e tabulis notetur
variatio ipsius Iog sine pro i " variatione ipsius e,  atque variatio log asine pro va¬
riatione vnius vnitatis in numero asine ; sint bae variationes sine respectu signo¬

rum resp . 1 , (i , vbi vix opus est monere , vtrumque logaritlimum per aeque mul¬
tas figuras decimales expressum supponi . Quodsi iam e ad verum ipsius E  valo-
rem tam prope iam accedit , vt variationes logaritlimi sinus ab e vsque ad e + a',
variationesque logaritlimi numeri ab asine vsque ad a sin ( e + a ) pro vniformibus

* . , . . , lx
habere liceat , manifesto statui potent esm ( e + » ) = esme± - , signo superiori/1

pro quadrante primo et quarto , inferiori pro secundo et tertio valente . Quare

quum sit e + x -= M + e sin ( e + a ) , fit x

rus ipsius E  siue e + %— M + e sin e ~f~

jUL

(.1 + 1 ( 31+  e sin e — e ) , valorque ve-

diximus ratione determinatis.
(i + 1

Ceterum facile perspicitur

( 31 + e sine — e) , signis ea qua

esse sine respectu signi
jU'. l— =i :ecos £ , adeoque semper (i > / , vnde concluditur , in quadrante primo et
vltimo 31 -j- e sine iacere inter e atque a + .v , in secundo ac tertio vero 5+ ^ inter e
atque 31 + e sina,  quae regula attentionem ad signa subleuare potest . Si valor sup¬
positus s nimis adhuc a vero aberrauerat , quam vt suppositionem supra traditam
pro satis exacta habere liceret , certe per hanc methodum inuenietur valor multo
propior , quo eadem operatio iterum adhuc , pluriesue si opus videtur , repetenda
erit . Nullo vero negotio patet , si differentia valoris primi e a vero tamquam quan¬
titas ordinis primi spectetur , errorem valoris noui ad ordinem secundum referen¬
dum fore , et per operationem iteratam ad ordinem quartum , octauum etc. deprimi.
Quo minor insuper fuerit excentricitas , eo velocius correctiones successiuac con¬
vergent.

12 .

Valor approximatus ipsius E , a quo calculus incipi possit , plerumque sa¬
tis obuius erit , praesertim vbi problema pro pluribus valoribus ipsius 31  soluendum
est , e quibus quidam iam absoluti sunt . Deficientibus omnibus aliis subsidiis id
sallent constat , quod E  inter limites 31  et 31 ~h e iacere debet ( excentricitate e in
secundis expressa , signoque superiori in quadrante primo et secundo , inferiori in
teitio et quarto accepto ) ; quocirca pro valore initiali ipsius E  vel 31  vel valor se—
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eundum aestimationem qualemcunque auctus seu deminutus adoptari poterit . Vix
opus est monere , calculum primum , quoties a valore parum accurato inchoetur,
anxia praecisione liaud indigere , tabui asque minores quales cel. Lalande curauit,
abunde sufficere. Praeterea , vt calculi commoditati consulatur , tales semper valo-
res pro e eligentur , quorum sinus e tabulis ipsis absque interpolatione excerpere li¬
cet5 puta in minutis seu secundorum denariis completis , prout tabulae per singula
minuta seu per singulos secundorum denarios progredientes adhibentur . Ceterum
modificationes, quas haec praecepta patiuntur , si anguli secundum diuisionem no¬
vam deeimalem exprimantur , quisque sponte euoluere poterit.

io.

Exemplum , Sit  excentricitas eadem quae in exemplo art . io . 3I ~ o52 <>28'54"'/j.
Ilie igitur est log e in secundis 4,7oii5i5 , adeoque e— 5o6oo"= i4° 5' 2o". Quare
quum hic E  minor esse debeat quam J/ , statuemus ad calculum primum 6 —  326°,
vude per tabulas minores fit

log sin £ . . 9,7 -1756 U , mutatio pro i' . 19 , vnde X= o,32

log e in sec. . .4,7041S

4,45171 n

hinc e sin e~ —28295 " = — j° 5 i' 55\
il/ + e sin e .02 4 0 7 20

Mutatio logarithmi pro vnitate tabulae , quae hic to se¬
cundis aequinalet16 ; vnde —

Differt ah s 0,021 22 4o = 4q6o”. Hinc —~-r~ x 4o6o"= i 24 o‘J 1,28 0
— 20' 4o", Quare valor correctus ipsius E  fit = 524°07' 20"—
cum quo calculum secundum tabulas maiores repetemus,

log sinf .........9,7666058 n X— 2g,25
log e. 4,7o4i5i3

f / li
20 40 rr / ® />/ / II024 16  4o ,

4,4704571 « —
e sin e = — 29545 ", 18 = — 8°12'  2,1"18
M+ ^ 'sin «. .. 524  16 5 i ,59
Differt ab e. . . 8, 4i . Multiplicata hac differentia per

X 2Q,25 t . . . „
J ~— ' \ jfr  j  prodit 2' og , vnde valor denuo correctus ipsius E —

524°16' 5 i"5g — 2"09 = 524° 16' 29"5o, intra o"o1 exactus.



relation .es ad locvm simplicem in orbita spectantes. lo

14 .

Pro deriuatione anomaliae verae radiique vectoris ex anomalia excentrica

aequationes art. 8. plures methodos suppeditant , e quibus praestantissimas explica¬
bimus.

I. Secundum, methodum vulgarem v per aequationem VII , atque tunc r per

aequationem II. determinantur ; hoc modo exemplum art . praec . ita se habet , reti¬
nendo pro p  valorem in art . io . traditum:

iE—  162° 8' 14"75. log e .9,0897262
log tang \E. .9,0082198 n log cos p. . . 9,8496097
log tang (45°— i cp) . . . 9,8912427
log tang ip. .9,6169771 n
i-v = 107 00 41 00

v = 5i 5 1 00

9,2090809
eroso = 0,17,35343
logp . 0,3954857
l°g ( 1+ e cos v) . . 0,0694909
log r . 0,3259878

II. Breuior est methodus sequens , siquidem plures loci calculandi sunt , pro

quibus logaritlimos constantes quantitatum y/ « ( i + e) , \/a ( i — e) semel tantum
computare oportet. Ex aequationibus V et VI habetur
sin i v y/1' — sin i E \f a (i -f-e)
cos ^ vs/r = cosiE ^ a(  1— e)
vnde i v atque Iog\/r expedite determinantur . Generaliter nimirum , quoties habe-

^ A
tur P  sin Q =_ 4 , P  cosQ = B , imienitur Q per formulam tang Q = , atque tunc

A B
P per hanc P = ■s;n Q~> vc* Per  E ~ ; q ' : priorem adhibere praestat , quando

sinQ est maior quam cos Q ; posteriorem , quando cos Q maior est quam sin Q.

Plerumque problemata , in quibus ad tales aequationes peruenitur ( qualia in hoc

opere frequentissime occurrent ) , conditionem implicant , quod P esse debet quanti¬
tas positiua ; tunc dubium , vtrum Q inter o et 180° an inter 180° et 56o0 accipere
oporteat , sponte hinc tollitur . Si vero talis conditio non adest , haec determinatio
arbitrio nostro relinquitur.

In exemplo nostro habemus e= 0,2453162,

log sini E . .0,4867632 log cos i E ... . . . . ... 9,9780434 n
logv '« ( i + e) — o,2 5885g3 h >gv/ 0 ( 1— e) 0,1001020
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Ilinc

log sin iP \/ r . . . 9,7456225 \ vnde Iog tangi0 — 9,6169771 n
log cos %v \/ r . . . 0,12 86454 ni iv — i 57°3o'4 i "5 o
log cosic . 9,9656615 « o = 5i 5 1 25,00
logV/ >' .tV 629939
log r .0,0259878
III . His methodis tertiam adiicimus , quae aeque fere expedita est ac se¬

cunda , sed praecisione , si vltima desideretur , isti plerumque praeferenda . Scilicet
primo determinatur r per aequationem III , ac dein v per X . Ecce exemplum no¬
stram hoc modo tractatum:

log e .9,3897262
log cosjE .9,9094667

log sin E . . . . .'. '. . . 9,7663366«
log \/ ( 1 — ecosE ) . . . 9,9617744

acos E  —
9,2991699
0,1991644 log sin i cp.

9,8i45622 n

log a . . . 0,4224580 log sin -Ko- -E ) .
log ( 1—e  cos E ) . . . 9,9035488 i (p —E) = — 4° 3/35 "24
l«gr. . . 0,3259877 V—E = — 9 i5 6,48

v — 010
Ad calculum confirmandum formula VIII vel IX percommoda est , praeser¬

tim , si v et r  per methodum tertiam determinatae sunt . Ecce calculum:
ci . ct

log — sin E — 9,8627878 n log sinEy — .9,8i45622 n

log cos cp.’.9,9866224 log cos \ cp .9,9966667
9,8112189 n

log sin i (0 + E ) . . . 9,8112189 n
9,84g5io2 n

log sinu .g,8190102 n

lb.

Quum anomalia media A/ , vt vidimus , per v et cp  complete determinata
sit , sicuti v per M et cp, patet , si omnes tres quantitates simul vt variabiles spe¬
ctentur , inter ipsarum variationes differenti ales aequationem conditionalem locum
habere debere , cuius inuestigatio haud superflua erit . Differentiando primo aequatio-

d E  d v (\ rpnem VII art . 8 , prodit -3 differentiando perinde aequatio-sin E  sin v cos cp
nem XII , fit dylf= (i — e cos E ) dE —sin E  cos cp  d rp.  Eliminando ex his aequationi¬
bus differentialibus dE , obtinemus



RELATIONES AD LOCVM SIMPLICEM IN ORBITA SPECTANTES. l5

sin -EYi— ecosE)
d M = - — .- - dpsmp (sisi nE coscp  +

sinE ( i —e cos E)
)COS (f

siue substituendo pro sini ?, i —e cos E  yalores suos ex aequatt . VIII , III
rr , r ( r + p ') sinu

d M = - dv — --5 - d cp
aa cos cp aci cos cp r

siue denique , exprimendo vtrumque coefficientem per p et cp  tantum,

CP

dM  = cos cp dp ( 2 + e cos v) sin v cos cp2
d (p( i + e cos v )2 (r -J- ecos v)

Vice versa considerandos tamquam .functionem quantitatum M , cp,  aequatio hancce
formam obtinet:

aa cos cp r (2 + <?cos s ) sin v
dv = - dylf + — - -- d(rr

siue introducendo E  pro v
aa cos cp

cos cp - <?

d v: rr dM +
aa
rr (2 — e cos E — ee ) sin 2?d 93

16.

Radius vector r  per v et cp  vel per M  et cp  plene nondum determinatus est,
sed insuper a p  vel a  pendet j constabit igitur eius differentiale tribus membris.
Per differentiationem aequationis II . art . 8. nanciscimur

d r dn e sin v , cos cp cos v
- — - - _j_- -- — — dp — -——-d cpr p i + ccos p i + ecos p T

dp  da
Statuendo bic ——— = ———— 2 tang cp  d cp (quod sequitur e dilferentiatione aequ . I ),

exprimendoque secundum art . praec . d p per d 31  et d cp, prodit post debitas redu¬
ctiones

dr da a _ a
— —= —— + ~  tang cp  sin p dM — —y  cos cp cos  p d cp,  siue

r
dr ~ — d a + a tang p sinpdM — a cos cp cosp  dcp

Ceterum liae formulae , sicut eae quas in art . praec . euoluimus , suppositioni
innituntur , p , cp  et M  siue potius dp , dp,  et dM  in partibus radii exprimi . Quodsi
igitur variationes angulorum p , cp, M  in secundis exprimere placet : vel eas for¬
mularum partes quae dp , dcp  aut d M  implicant , per 206264,7 diuidere oportet,
vel eas , quae continent d r , dp aut da,  per eundem numerum multiplicare . For¬
mulae igitur art . praec . , quae hoc respectu sunt homogeneae , mutatione opus non
habebunt.
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Dc indagatione aequationis centri maximae  pauca adiecisse haud poenitehit.
Primo sponte obuium est , differentiam inter anomaliam excentricam et mediam
maximum esse pro E — go°, rbi fit — e (in gradibus etc . exprimenda ) ; radius ve¬
ctor in hoc puncto est = a , vnde p =  0 ° °+ 'p5 adeoque aequatio centri tota
= (f + e> quae tamen hic non est maximum , quoniam differentia inter v et E  ad¬
huc vitra cp  crescere potest . Ilaecce  differentia lit maximum pro d ( p — E ) — o
siue pro dp = dE,  vbi excentricitas manifesto vt constans spectanda est . Qua

dp  d E
suppositione quum generaliter fiat — • , patet , in eo puncto vbi diffe-smn smE ’ 1 ’ L
rentia inter v et E maximum est , esse debere sili ♦>= sin £ ; vnde erit , per ae-

~a cos cp, e cos E— i — cos cp, siue cos E — + tang i cp. Perinde
tan gi <p,  quapropter erit *) v =zqo °-\- arc . sin tang \ cp, E — qo°—

\/cos cp

quatt . VIII , III , r
muenitur cos v —

'arc . sin tangi yi; hinc porro sin E — y\ i —tan gicp z') ita vt aequatiocos i cp
centri tota in hoc puncto fiat = 2 arc sin tang \ cp-j - 2 sin \cp \J cos cp, par te secunda in
gradibus etc . expressa . — I11 eo denique puncto , vbi tota aequatio centri ipsa
maximum est , fieri debet dp — dM,  adeoque secundum art . i5 , r — a \/  cos cp; hinc3

1— \/cos cp  1 — cos cp  tang \cpfit cos v
1- cos V coss £ :

c ' e « (i + V^ cos cf)  1 -f \/  cos cp  ’
per quam formulam E  vltima praecisione determinare licet . Inuenta E , erit per

sin i q> sin£
•+ e sin E.  Expressioni ae-aequ . X , XII aequatio centri = 2 arc sin

y  cos cp
quationis centri maximae per seriem secundum potestates excentricitatis progredien¬
tem , quam plurcs auctores tradiderunt , hic non immoramur . Vt exemplum habea¬
tur,  conspectum trium maximorum , quae liic contemplati sumus , pro Iunone ad-

vbi excentricitas secundum elementa nonissima = o,2554gg6 supposita est.

Maximum E E — M v — E v — M
E — M
v — E
v — M

O /11
90 O O
82 02 g
86 i4 4o

i4 ° 58 ' 20" 57
i4 5o 54 , 01
i4 56 27, 5g

i4 ° 48 ' 11" 48

i4 55 4i , 79
i4 55 4g , 57

2g° 26' 52“ o5
29 26 35, 80
2g 5o 16, g6

*) Ad e;l maxima , quae inter aphelimn et perihelium iacent , non o])us est respicere , quum
manifesto ab iis , quae inter periliclium et aplielium sita sunt , in signis tantum differant.
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18.
In PARABOLA anomalia excentrica , anomalia media atque motus me¬

dius fierent = 0 ; hic igitur istae notiones comparationi motus cum tempore inser¬
vire nequeunt. Attamen in parabola angulo auxiliari ad integrandum r r d v omnino

pp dv ppdtimg ^ v _
opus non habemus ; fit enim rrdv = " Zi cos  r_'~T — 2 cosi p2 —

kpp {1+tang i  Ea)d tangi v , adeoque frrdv — \  jqp(tang \v + ytang § p*) + Const . Si
tempus a transitu per perihclium incipere supponitur , Constans fit = o ; habetur
itaque

2 thy/ ( id - /u)
tang ^ E+ y tang | -E — - sr-

P*
per quam formulam t ex v,  atque v ex t deriuare licet , simulae p et 11  sunt co¬
gnitae. Pro p  inter elementa parabolica radius vector in perihelio qui est \p  ex¬
hiberi , massaque u omnino negligi solet. Vix certe vmquam possibile erit , massam
corporis talis cuius orbita tamquam parabola computatur , determinare , reueraque
omnes cometae per optimas recentissimasque obseruationes densitatem atque mas¬
sam tam exiguam habere videntur , vt haec insensibilis censeri tutoque negligi possit.

19 -

Solutio problematis , ex anomalia vera deducere tempus , multoque adhuc
magis solutio problematis inuersi , magnopere abbreuiari potest per tabidam auxilia¬
rem , qualis in pluribus libris astronomicis reperitur . Longe vero commodissima
est tabula Barkeriana , quae etiam operi egregio cel. Olbers ( Abhandlung uber die
leichieste und bequemste Melhode die Bcdm ei nes Cometen zu berechnen,  Wei-
mar 1797.) annexa est. Continet ea pro omnibus anomaliis veris a o vsque ad
180° per singula 5 minuta valorem expressionis 76 tang £ t>+ 2otangLid sub nomine
motus medii.  Si itaque tempus desideratur anomaliae verae v respondens , diuidere

i 5o k
oportebit motum medium e tabula argumento v excerptum per - - , quae quan-

P'
titas motus medius diurnus  dicitur ; contra si e tempore anomalia vera computan¬

da est , illud in diebus expressum per ——-3——multiplicabitur , vt motus medius prod-
P5

eat , quo anomaliam respondentem e tabula sumere licebit. Ceterum manifesto
valori negatiuo ipsius v motus medius tempusque idem sed negatiue sumtum respon¬
det : eadem igitur tabula anomaliis negatiuis et positiuis perinde inseruit. Si pro p

o
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distantia in perihelio \p = q vti malumus,
k \/28l2,5 r / n r-5 - , vbi lactor constans Ay  2612,0

mus 9,9601277069 . -

mulam iam supra traditam /

Inuenta anomalia v

cos i V

motus medius diurnus exprimitur per

fit = 0,912279061 , ipsiusque logarith-

radius vector determinabitur per far¬

so.

Per differentiationem aequationis tang | v 4*y tang \ e’ :
quantitates v , t , p  ceu variabiles tractantur , prodit

d v _ s 5
2 kp~ 2 d i — 5 t kp~ s (lp , siue

3 tk

tkp ~ *, si omnes

k \J pdv = —ZJ — di dprr 2 rr \/ p
Si variationes anomaliae v in secundis expressae desiderantur , etiam ambae partes
ipsius de lioc modo exprimendae sunt , i. e. pro k valorem in art . 6. traditum
5548 "i 88  accipere oportet . Quodsi insuper pro p  introducatur \p = q,  formula
ita se habebit

k y  2 q , _ oktdv =; d t — d <7rr rr \/ 2q
vbi logaritlimi constantes adhibendi sunt log ^ v^2 =  5,7oo52i5724 , log 5 k \/£  =
5,8766128015.

Porro cLifFerentiatio aequationis r = ■
dpdr

r ' p
dr / 1
r — \ p

2 cos | V suppeditat

+ tang| vdv,  siue exprimendo de per di et dp

5 kt tang | v \ , . hy/pia.  ng| E
■1 dp + - :- d t2 rr y/p j *' ■ rr

Coefficiens ipsius dp , substituendo pro t valorem suum per v transit in
5ptang | v% ptan^

p 4 rr
„ cos v ksinv
— 2 r  i coetficiens ipsius di autem fit = — -\/p '• Hinc prodit dr = | cos v d p

tangi e4 1 / „ „ \
Trr - = “ ( * + §tang | E - -| sin | E - | sm |e  tangi e2J

k sin v

“i yp ^ ^’ s-*lie  Producendo q pro p,
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h sinv l
d r = cos v &q + ^  dif
Logarithmus constans hic adliibendus est log X' \/i = 8,o85o664456.

21 .

In HYPERBOLA cp  atque E  quantitates imaginariae fierent , quales si
auersamur , illarum loco aliae quantitates auxiliares sunt introducendae . Angulum

cuius cosinus= — iam supra per ip  designauimus , radiumque vectorem

=- - - -̂ r— inuenimus. Factores in denominatore Imius
2 e cos — ip)  cos i { v + ip)

fractionis, eosi (v— ip)  et cos i (v-\-ip) , aequales fiunt pro v= o,  secundus euane-
scit pro valore maximo positiuo ipsius v , primus vero pro valore maximo negatiuo.

Statuendo igitur cos■§•(> — ip) — u , erit u = o in perihelio ; crescet in infinitum.
cos \iy -\ -ip)

dum v ad limitem suum i 8o° - ip appropinquat ; contra decrescet in infinitum , dum
v ad limitem alterum — (i8o° — ip) regredi supponitur : quod fiet ita , vt valoribus
oppositis ipsius v Valores reciproci ipsius u } vel quod idem est valores tales quo¬
rum logaritlimi oppositi sunt , respondeant.

Hic quotiens u percommode in hvperbola vt quantitas auxiliaris adhibetur ;
aequali fere concinnitate istius vice fungi potest angulus cuius tangens =

tangi ec¬ quem vt analogiam cum ellipsi sequamur , per \F  denotabimus.e +1 7
Hoc modo facile sequentes relationes inter quantitates v, r , u , F  colliguntur , vbi
a — — b statuimus , ita vt b euadat quantitas positiua.

I. b ~ p  cotangy/*

II. r = P p cos ip
i + ccosp’ 2 cosi ( a— ip) cosi (v + ip)

III. tang | F = tang i v \/  ■
u-

IV. u —

i

COS i (v — ip)

cos i (y -\ -ip)

e + 1

i -fi tang i-F

tang i v tang \ip — ■

- tang (45°+ i F)■tang i F

V. H u + „ ) =
1 + cos ip COSo

cosF 2 cos \ (y — ip)  cos i {y+ ip)
Subtrahendo ab aequ. V. vtrimque i , prodit

e+ coso
i + e cos a
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VI. sin i v.s/r — sia i F y/- P
(e— i) cosF

P
V (e — i ) u

Simili modo addendo vtrimque i fit

„ . (e -4-1) b
an | F \ / -77—v cos F

. p . ( e -\- i ) b= Hu— = i (« — u

A~Il. cos \ v.sfr = cos \F \J- (e+ 1) cosi*— = cos2 F \/

= §(w+ i ) v/' — i-(« + 1) v/'

(g— 1) &
COS jp'

(e— 1)b
(e + 1 ) u “ w

Diuidendo VI per VII ad III reueniremus ; multiplicatio producit
VIII . r sin v = pcolaxigip  tangF = b tmgyj  tangi 1'

= i p  cotang yj (u — ~ ) = £ b tangy *(u — “ )
E combinatione aequatt . II , V porro facile deducitur

1 j ®
IX . rcosv ~ b(e—~ o&F ) =i b ( 2 e— u — —)

X. r

22 .

Per differentiationem formulae IV prodit ( spectando y/  vt quantitatem con¬
stantem)

rr dv =

d u
u ~ i ('tang i (p+ yj) — tang i {?  ■ ■yi)j  d v =z

r tangy/ d v; hinc
pr

u tang 7,'P d u,  siue substituendo pro r valorem ex X,

rr &v
bb  tang7̂/ ( hu -) v) dzj

Integrando deinde ita , vt integrale in perihelio euanescat , fit
J

frrdv — bbtangyj (i e (u — —) — logu ) = ht \/p. y/ (i + ^ ) r = lttangyj \/b .\/ {1
Logarithmus hic est hyperbolicus • quodsi logarithmos e systemate Briggico vel ge¬
neraliter e systemate cuius modulus — X adhibere placet , massaque p (quam pro
corpore in hyperbola incedente haud determinabilem esse supponere possumus) ne-
giigitur , aequatio hancce formam induit:

uu — 1 211XI. iXe u logu
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siue introducendo F
Zht

AetavgF —logtang (45°+ i F ) = —j —b

Si logarithmos Briggicos adhiberi supponimus , habemus logi ?= 9,6377843115,
logii - = 7,8735667527 , sed praecisionem aliquantulum maiorem attingere licet , si
logarithmi hyperbolici immediate applicantur . Tangentium logarithmi hyperbolici in
pluribus tabularum collectionibus reperiuniur , e. g. in iis quas Schulze curauit , ma-
iorique adhuc extensione in Beni . Ursini Magno Canone Triangulorum logarithmico,
Colon . 1624 . vbi per singula 10" progrediuntur . — Ceterum formula XI ostendit,

valoribus reciprocis ipsius u , siue valoribus oppositis ipsius F  et v respondere va-
lores oppositos ipsius t,  quapropter partes hyperbolae aequales a perihelioque
vtrimque aequidistantes temporibus aequalibus describentur.

a3.

Si pro inueniendo tempore ex anomalia vera quantitate auxiliari u vti pla¬
cuerit , huius valor commodissime per aequ . IV determinatur ; formula dein II abs¬

que nouo calculo statim dat p  per r,  vel r per p.  Inuenta u formula XI dabit

quantitatem - —7— , quae analoga est anomaliae mediae in ellipsi et per N  denota¬

bitur , vnde demanabit tempus post transitum per perihelium elapsum . Quum pars
2 e (uu —1 ) „ , „ ^ rsinv

2 uprior ipsius N  puta ■per formulam VIII fiat calculus du-
b sin xp

plex huius quantitatis ipsius praecisioni examinandae inseruire , aut si mauis , N
absque u ita  exhiberi potest

Atang xp  sin vXII . N: ,lo „A2Atiirud.
& COSi (v + lp)2  COS 2 ( v + Xp)  COS i (v tp)

Exemplum . Sit e = 1,2618820 siue yj = 5yc35 'o" ) *>= i8 °5i ' o% log r
= 0,0333585 . Tum calculus pro u , p , b, N , t ita se habet:

log cos 2 (p yj) . 9,99 ^ 1706 J hinc log „ .0,0491129
u=  1,1197289log cos z {v + yj) .9,9450677 I

log r .o,o355585
log 2 e .o,4o2o488
logp .0,5746556
log cota ng xp 2,.0,2274244
l°g b.0,6020600

uu=  1,2637928
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r
los IT.

Calculus alter
log ( uu —1 ). 9,4o447g5

log sin v . Compl . logu ..... .9,9508871
log ^ . logk . .. .9,6577845
Compl . log si nyj ... logi e.

* 8,7961595 8,79 5l5 95
Pars prima ipsius N = 0,0621069 -
log u = 0,0191129
N = 0,0129910 log N. .
log Xh.
4 log b, .,, . Differentia. ...6,9702758

log t . ... 1,1454671
t = i3,gi448

21 .

Si calculum per logarifhmos Iiyperbolicos exsequi constitutum est , quantitate
auxiliari F  vti praestat , quae per acqu . III determinabitur , atque inde N  per XI;
semiparameter e radio vectore , vel vicissim bic ex illo per formulam VIII compu¬
tabitur ; pars secunda ipsius N  duplici si lubet modo erui potest , scilicet per for¬
mulam log hyp tang (45®+ et per lianc log by p cos i (u - i//) - Iog hyp cos | (e + ifj).
Ceterum patet , quantitatem N  bic vbi / = i in ratione i : k maiorem euadere,
quam si logarithmi Briggici adhibeantur . Ecce exemplum nostrum hoc modo tra¬
ctatum :

log tanglyy . . . .9,5318179
log tang I v. ...9.2201009
log tang i E '. . . .8,7519188
loge . :. :. . >...
log tang EI. . . 9,o545566

9,1555554
e tangi' 1 = o,i45oo658
log hyp tang 45°+ 1 F~
xr

0,11608666
= 0,02991972

' ° g * . 8,25558i4 (
^l °g &. 0,9000900 J

IF = : 5 ° i5 ' 58 " i2

C. log byp cos l (v— ifj)  —  0,01542266
C. log hyp cos I (u -f i/i) — 0,12650960
Differ . = o,n5o8664
log N. . . 8,4759575

Differ . 7,0524914
log t .i,i43466i

t = 15,gi 445
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25.

Ad solutionem problematis inuersi , e tempore anomaliam veram radiumque

vectorem determinare , primo ex N — Ikb 2t per aequationem XI elicienda est
quantitas auxiliaris u vel F.  Solutio huius aequationis transseendentis tentando per¬
ficienda erit , et per artificia iis quae in art . n exposuimus analoga abbreuiari pot¬
erit . Haec autem fusius explicare supersedemus : neque enim operae pretium esse
videtur , praecepta pro motu hyperbolico in coelis vix vmquam fortasse se oblaturo
aeque anxie expolire ac pro motu elliptico , praetereaque omnes casus qui forte oc¬
currere possent per methodum aliam infra tradendam absoluere licebit. Postquam
F  vel u inuenta erit , v inde per formulam III , ac dein r vel per II vel per VIII
determinabitur ; commodius adhuc per formulas VI et VII V et r simul eruentur;
e formulis reliquis Yna alteraue pro confirmatione calculi , si lubet , in vsum vocari
poterit.

26.

Exemplum . Manentibus e et h vt in exemplo praecedente , sit t— 65,41206:
quaeruntur v et r. Vtendo logarithmis Briggicis habemus
log £. 1,8156598

lo gZlb s.6,9702758
logA\ . 8,7859556 , vnde V = o,o6io85i4 . Hinc aequationi N=
Aetang F —log taug ( 45°+ j. F)  satisfieri inuenitur per F = .25°si'  27" 63 , vnde fit
per formulam III
log tangi .F . 9,5550120
log tang ^ ifj .9,5518179
logtang -lu . 9,8211941 adeoque
porro habetur
C. log cos . 0,2167476 |
C. logcos | -(n — y/)...0,0145197 /

iv=  55’oi /29k89 atque v — Gj0 2' 5q"

difFerentia. 0,1992279
log tang( 45°-f kF )....0,1992280

9,9725868

;8. Hinc

log r, o,2oo854i

27.
Si aequatio IV ita differentiatur , vt u , v , ip  simul vt variabiles tractentur,
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d u si nyydf -f sin ud y/_ _ _ rtan g 'yj r sin u
u 2 cos \ (v— y/ ) cos| -(u + y/) — p pcos ip ^

DifTerentiando perinde aequationem XI , inter variationes differentiales quan¬
titatum u , y/ , N  emergit relatio

dN _i _\
uu u )X

d N
X

<4e ( i + •
(uu —i ) sin u/

du 4- - -£- dy/ , siue2 u cos y/
r r sinv

d u -f — - _. , ■ d y/bu VA“' r 7>cosy/
Hinc eliminando d u adiumento aequationis praecedentis obtinemus

d N rr
dv + [

bb  tang yj

du = bb  tang y/
X.rr

bb  tang yj
TF7

( r \ r  sinv
V +7J Tco.~ <1¥'-

dV

dN

( b b \  si
b cos yj
sinu tang y/

+  ^\ r /  smy/

os y/

■dyj

dyj

28.

DifTerentiando aequationem X , omnibus r , b, e , u pro variabilibus habitis,
sin yj

bstituendo de = —cbs y/£" e^ jninandoque du adiumento aequationis inter dN,
du , dy/ in art. praec . traditae , prodit

bbe (uu — i)dr b d5+ 2Xur d N

+  " 9 co! y/ ' { (« + ^ ) siny / — (u — sinu } dy/

Coefficiens ipsius diV per aequ . VIII transit in - „ coefficiens ipsius dy / au¬

tem , substituendo per aequ . IV , // (sin ?// — sinu ) = sin (y/— u) , — (siny /+ sinu ) =
i sini/ / cos u ncosu

sin (*// + e) , mutatur m- -—2 ^ — —-:- ita vt habeatur v
A ' ’ cos y/ smy / ’

, r 7; sin u 7?cos u
dr = — dT» — diV -j- - g.— -- dy/^siny/ 1//

„ N , N
Quatenus porro A' vt functio ipsarum b et t spectatur , fit d N — - j-  di — \.  d b,
quo valore substituto , dr , ac perinde in art . ' praec . du , per dt,  d fi, dy / expres¬
sae habebuntur . Ceterum quod supra monuimus etiam hic repetendum est , scilicet
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si angulorum v et tfj  variationes non in partibus radii sed in secundis expressae
concipiantur , vel omnes terminos qui de , dy / continent per 206264,7 diuidi , vel
omnes reliquos per hunc numerum multiplicari debere.

29.

Quum quantitates auxiliares in ellipsi adhibitae <p, E , M , in hyperbola va-
Iores imaginarios obtineant , haud abs re erit , horum nexum cum quantitatibus rea—
libus, quibus hic vsi sumus , inuestigare : apponimus itaque relationes praecipuas,
vbi quantitatem imaginariam \/ — 1 per i denotamus.

1
sin cp— e • cos y/

tang (45°— i <p) —\/- = W' —  itangly/

~i <f) --

1+ e T e+ i

langtp — £cotang (45°— i rp)— f tang (45°
cos cp— i tang yj
<p= go °+ zlog(sin cp+ icos <p) = 90 °— zlogtang (450+iy/)

i {u—  Qi

siayj

tang \ E =itangijF =
1

sin E

sinE — i tangF

u + \

cotang | E -f i tang ~E  :

i ( uu — 1)

-i  cotang/'1 siue

2 u

coiE —ĉotang i E — § tan g \ E

i (uu — 1)
sin.E siue

, Jang-E = isinF
1

cosE =- cosE

uu -f -1
uu +1

2 u

iE — log (cosE + i sia E) =log - siue

E = ilogu — z'Iog(45°-f •§F)
u

M — E ■esi nE — ilogu
ie (uu —1) iN

2 u

Logaritlimi in his formulis sunt hyperbolici.
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fio.

Quum omnes quos e tabulis logarithmicis et trigonometricis depromimus nu¬
meri praecisionem absolutam non admittant , sed ad certum tantummodo gradum
sint approximati , ex omnibus calculis illarum adiumento perfectis proxime tantum
vera resultare possunt . In plerisque quidem casibus tabulae vulgares ad septimam
figuram decimalem vsque exactae , i. e. vitra dimidiam vnitatem in figura septima
excessu seu defectu numquam aberrantes a vero , praecisionem plus quam sufficien¬
tem suppeditant , ita vt errores ineuitabiles nullius plane sint momenti : nihilomi¬
nus viique fieri potest , vt errores tabularum in casibus specialibus effectum suum
exserant augmentatione tanta , vt methodum alias optimam plane abdicare aliamque
ei substituere cogamur . Huiusmodi casus in iis quoque calculis , quos hactenus ex-
plicauimus , occurrere potest • quamobrem ab instituto nostro haud alienum erit,
disquisitiones quasdam circa gradum praecisionis , quam tabulae vulgares in illis
permittunt , hic instituere . Etsi vero ad hoc argumentum calculatori practico gra¬
vissimum exhauriendum hic non sit locus , inuestigationem eo perducemus , vt ad
propositum nostrum sufficiat , et a quolibet , cuius interest , vlterius expoliri et ad
quasuis alias operationes extendi possit.

5i.

Quilibet logarithmus , sinus , tangens etc . ( aut generaliter quaelibet quanti¬
tas irrationalis e tabulis excerpta ) errori obnoxius est , qui ad dimidiam vnitatem
in figura vltima ascendere potest : designabimus hunc erroris limitem per o , qui
itaque in tabulis vulgaribus fit == o,ooooooo5 . Quodsi logarithmus etc . e tabulis
immediate desumi non potuit , sed per interpolationem erui debuit , error duplici
caussa aliquantulum adhuc maior esse potest . Primo  enim pro parte proportionali,
quoties ( figuram vltimam tamquam vnitatem spectando ) non est integer, * adoptari
solet integer proxime maior vel minor : hac ratione errorem tantum non vsque ad
duplum augeri posse facile pellicitur . Ad hanc vero erroris augmentationem omnino
hic non respicimus , quum nihil obstet , quominus vnarn alteramue figuram decima¬
lem parti illi proportionali affigamus , nulloque negotio pateat , logarithmum interpo¬
latum , si pars proportionalis absolute exacta esset , errori maiori obnoxium non
esse quam logarithmos in tabulis immediate expressos , quatenus quidem horum va¬
riationes tamquam vniformes considerare liceat . Erroris augmentatio cdlera  inde
nascitur , quod suppositio ista omni rigore non est vera : sed hanc quoque negligi-
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mus,  quoniam effectus  differentiarum secundarum altiorumque in omnibus prope-
modum casibus nullius plane momenti est ( praesertim si pro quantitatibus trigono-
metricis tabulae excellentissimae quas Taylor curauit adbibentur ) , facilique negotio

ipsius ratio haberi possit , vbi forte paullo maior euaderet . Statuemus itaque pro
omnibus casibus tabularum errorem maximum ineuitabilem = co, siquidem argumen¬

tum ( i. e. numerus cuius logarithmus , seu angulus cuius sinus etc . quaeritur ) prae¬
cisione absoluta habetur . Si vero argumentum ipsum proxime tantum innotuit , er¬

rorique maximo , cui obnoxium esse potest , respondere supponitur logarithmi etc.
variatio co' (quam per rationem differentialium definire licet ) , error maximus loga¬
rithmi per tabulas computati vsque ad co+ co'  ascendere potest.

Yice versa , si adiumento tabularum argumentum logarithmo dato respon¬
dens computatur , error maximus ei eius variationi aequalis est , quae respondet va¬
riationi co  in logarithmo , si hic exacte datur , vel quae respondet variationi loga¬
rithmi co-\-o>, si logarithmus ipse vsque ad co'  erroneus esse potest . Vix opus erit
monere , co  et co'  eodem signo affici debere.

Si plures quantitates intra qprtos tantum limites exactae adduntur , aggregati
error maximus aequalis erit aggregato singulorum errorum maximorum , iisdem si¬
gnis affectorum ; quare etiam in subtractione quantitatum proxime exactarum diffe¬
rentiae error maximus summae errorum singulorum maximorum aequalis erit . In
multiplicatione vel diuisioue quantitatis non absolute exactae error maximus in ea¬
dem ratione augetur vel diminuitur vt quantitas ipsa.

02 .

Progredimur iam ad applicationem horum principiorum ad vtjlissimas ope¬
rationum supra explicatarum.

I . Adhibendo ad computum anomaliae verae ex anomalia excentrica in motu
elliptico formulam VII ari . 8, si cp et E  exacte haberi supponuntur , in log tang (45°- i <p)

'et log tang \E  committi potest error co,  adeoque in differentia = log tang f p error
o cod i P

2 co;  error maxnnus rtaque m determinatione anguli | v erit ' pin gT "e =
5 co  sin v

, designante / modulum logaritbmorum ad hunc calculum adbibitorum.

Error itaque , cui anomalia vera v obnoxia est , in secundis expressus fit =
o co  sin v

% 206265 = o"o712 sine , si Iogaritlnni Briggici ad septem figuras decimales ad-
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Libentur , ita vt semper intra 0*07 de valore ipsius v certi esse possimus : si tabulae mi¬
nores ad quinque tantum tiguras adhibentur , error vsque ad 7"12 ascendere posset.

II . Si e cos E  adiumento Iogaritbmormn computatur , error committi potest

vsque ad
oo) e cossE

■; eidem itaque errori obnoxia erit quantitas 1— e cos E  siue
r
a In computando ergo logarithmo huius quantitatis error vsque ad ( 1+ <5) w

r. . 3e cos E . . x
ascendere potest , designando per o quantitatem - ~ ^ co:~JT  P osl Îue  sumtam : ad
eundem limitem ( 1 + J ) « ascendit error in log r  possibilis , siquidem log a  exacte
datus supponitur . Quoties excentricitas parua est , quantitas S arctis semper limiti¬
bus coercetur : quando vero e parum differt ab 1, 1 — e cos E  perparua manet , quam-
diu E  parua est ; tunc igitur S ad magnitudinem haud contemnendam increscere
potest , quocirca in hoc casu formula III art . 8. minus idonea esset . Quantitas S

3 (a — r ) 3e (cosi »+ <?)ita etiam exprimi potest quae formula adhuc clariusr  1 — ee
ostendit , quando errorem ( i + J ) f«i contemnere Jiceat.

III . Adhibendo formulam X art . 8. ad computum anomaliae verae ex ex¬
os a

eentrica , log s/ ^ T obnoxius erit errori {iiS)  o,  adeoque log sin \ rp  sin 1]\ /
huic (i + 1 S ) clT,  hinc error maximus in determinatione anguli v — E vel v possibi¬

lis eruitur = —j~ ( 7 -f (̂ ) tang i  ( v — E ) , siue in secundis expressus , si septem figu¬
rae decimales adhibentur , = (o”i G6-f o"o2 4 3 ) tang ( e— E ). Quoties excentricitas
modica est , S et tangi ( v — E)  quantitates paruae erunt , quapropter haec metho¬
dus praecisionem maiorem permittet , quam ea quam in I contemplati sumus : haecce
contra methodus tunc praeferenda erit , quando excentricitas valde magna est pro-
peque ad vilitatem accedit , vbi S et tang i ( v — E)  valores valde considerabiles
nancisci possunt . Per formulas nostras , vtra methodus alteri praeferenda sit , fa¬
cile semper decidi poterit.

IV . In determinatione anomaliae mediae ex excentrica per formulam XII
art . 8. error quantitatis e sin E , adiumento logarithmorum computatae , adeoque etiam

ipsius anomaliae M,  vsque ad
3 a e sinE

ascendere potest , qui erroris limes si
in secundis expressus desideratur per 20626 5* est multiplicandus . Hinc facile con¬
cluditur , in problemate inuerso , vbi E  ex M  tentando determinatur , E  quantitate



HELATIONES ad locvm simplicem in orbita spectantes* 29

3(0e sili E &E 206265" 5 (0 ea sin E
. 206265 " erroneam esse posse , etsi

X ' d M ' Xr

aequationi E —e sin E — M omni quam tabulae permittunt praecisione satisfactum
luerit.

Anomalia vera itaque e media computata duabus rationibus erronea esse

potest , siquidem mediam tamquam exacte datam consideramus , primo propter er¬
rorem in computo ipsius v ex E commissum , qui vt vidimus leuis semper momenti
est , secundo ideo quod valor anomaliae excentricae ipse iam erroneus esse potuit.
Effectus rationis posterioris definietur per productum erroris in E commissi per

d c 5o) e sin E
—j-g - , quod productum fit = -

dc
]r- . 206265"alti

6 co ea sm v
. 206265“X ‘ d M — Xr

(  e sin c + i ce sin 2 v \ „ .
= I - -- —- 100712 , si septem figurae adbibentur . Hic error , pro vag¬

ioribus paruis ipsius e semper modicus , permagnus euadere potest , quoties e ab
vnitate parum differt , vti tabella sequens ostendit , quae pro quibusdam valoribus
ipsius e valorem maximum illius expressionis exliibet.

error maximus

2 " 2 8

4,59
46,23

V. In motu hyperbolico , si v per formulam III art . 21  ex F  et ){) exacte
5(o sine

notis determinatur , error vsque ad- j - . 206266 ascendere potestj si vero per
(u—i ) tangin/

formulam tang \v — - - computatur , u et ?// exacte notis , erroris
4 (o  sinv u

bmes triente maior erit , puta = - v - - . 206265 = 0 ogsinv pro septem figuris.
Xlt *

VI. Si per formulam XI art . 22 quantitas — —N  adiumento logaritlnno-

rum Briggicorum computatur , e et u vel e et F  tamquam exacte notas supponen-
, . . 5 (uu —1 )ea
ao , pars prima obnoxia erit errori - , si computata est in forma2 It

e error maximus e error maximus e

0,90 0*42 0,94 o " 7 3 0,98

0,91 0,48 o , 9 5 000 o ,99

0,92 o,54 0,96 1,12 °,999

o , 9 3 0,62 ° ? 97 i,5o

Xe(u — 1) («:-}- 1)
2 U

„ 5 {uu + i ) e (o . .
vel errori - - - , si computata est m forma iXeu
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- , vel errori 5e <y tangF , si computata est in forma / c-tang F,  siquidem er¬

rorem in logA  vel log i-). commissum contemnimus . In casu primo error etiam per
5 e a

5 ecy tangF,  m secundo per - pr exprimi potest , vnde patet , in casu tertio ei’-cos Jo

rorem omnium semper minimum esse , in primo autem vel secundo maior erit,

prout u aut — >2  vel < 2 , siue prout dlF >56 °52' vel < 56° 52'. — Pars se-u

eunda ipsius N  autem semper obnoxia erit errori o,

\ II. Vice versa patet , si u vel F ex N  tentando eruatur , u obnoxiam fore
. . . d « 5eo du

errori (1  J±.5 e a  tang F ) - , vel huic (1 + "~Q~~j ?") ' > prout membrum pri¬
mum in valore ipsius A vel in factores vel in partes resolutum adhibeatur ; F  au-

. .. . . . x dJF . . „ .
tem errori huic ( i _+ 5 ecdtaiigF) —j— . Signa siqieriora post perihelium , inferiora

ante perihelium valent . Quodsi hic pro vel pro substituitur ;

emerget effectus huius erroris in determinationem ipsius v , qui igitur erit
bbtangi ^ (i +_5 e\angF ) o) aut bb  tang ip (1 + 5 esec F ) cy

, si quantitas auxiliarisIrr irr
u adhibita est ; contra , si adliibita est F , ille effectus fit =

bb  tang ifj (1 + 5 e tang F ) cy Cy f (l + ecos p)z 5 esinv (i + ecos v)  |
Ai’>' 1 ^ tangi //3 — tang ifF  /

Adiicere oportet factorem 206265 ”, si error in secundis exprimendus est. Manife¬
sto hic error tunc tantum considerabitis euadere potest , quando ip  est angulus par¬
vus , siue e paullo maior quam 1; ecce valores maximos huius tertiae expressionis
pro quibusdam valoribus ipsius e , si septem figurae decimales adhibentur:

e error maximus

1,5 0 o4

1,2 o,54
V 1,01
1,0 5 5,o 5
1,01 54,41
1,001 io64,65



relationes ad lqcvm simplicem in orbita SPECTANTES . 5i

Huic errori ex erroneo valore ipsius F  vel u orto acliicere oportet errorem in V

determinatum , vt incertitudo totalis ipsius v habeatur.

VIII . Si aequatio XI art . 22 . adiumento logaritlimorum hyperbolicorum sol¬

vitur , F  pro quantitate auxiliari adhibita , effectus erroris in hac operatione possi¬
bilis in determinationem ipsius v per similia ratiocinia inuenitur —

( 1 + e cos v)z a ' 3 e  sin v (x -fi cos v) co
tang xf/ — / tang 7//a

vbi per co  incertitudinem maximam in tabulis logaritlimorum hyperbolicorum desi¬

gnamus . Pars secunda huius expressionis identica est cum parte secunda expres¬
sionis in VII traditae , prima vero in ratione )xo : co  minor quam prima in illa ex¬

pressione , i. e. in ratione 1 : 25,  si tabulam Vrsini ad octo vbique figuras exactam
siue co' — o,oooooooo 5 supponere liceret.

r *rr00.

In iis igitur sectionibus conicis , quarum excentricitas ab vnitate parum dif¬

fert , i. e. in ellipsibus et hyperbolis , quae ad parabolam proxime accedunt , me¬

thodi supra expositae tum pro determinatione anomaliae verae e tempore , tum pro
determinatione temporis ex anomalia vera *) , omnem quae desiderari posset praeci¬

sionem non patiuntur : quin adeo errores ineuitabiles , crescentes dum orbita magis
ad parabolae similitudinem vergit , tandem omnes limites egrederentur . Tabulae
maiores ad plures quam septem figuras constructae hanc incertitudinem diminuerent
quidem , sed non tollerent , nec impedirent , quominus omnes limites superaret , si¬
mulae orbita ad parabolam nimis prope accederet . Praeterea methodi supra tradi¬
tae in hocce casu satis molestae fiunt , quoniam pars earum indirecta teniamina sae¬

pius repetita requirit : cuius incommodi taedium vel grauius est , si tabulis maiori¬

bus operamur . Haud sane igitur superfluum erit , methodum peculiarem excolere,

per quam in hoc casu incertitudinem illam eu itare , soloque tabularum vulgarium
adminiculo praecisionem sufficientem assequi liceat.

*) Quoniam tempus implicat factorem «5 vel l>1 , error in i \T vel N  commissus co magis au-
P P

getur , quo maior fuerit a — ~~n yr > vel b — -gg_ l -.



02 Rmn . I. Sjjct . I.

04 .

Methodus vulgaris , per quam istis incommodis remedium afferri solet , se¬
quentibus principiis innititur . Respondeat in ellipsi vel hyperbola , cuius excentri-

Pcitas e , semiparameter p  adeoque distantia in perihelio x+e :q,  tempori post

perilielium t anomalia vera v ; respondeat porro eidem tempori in parabola , cuius
semiparameter, = %q,  siue distantia in perihelio —q,  anomalia vera w,  massa ju
vel vtrimque neglecta vel vtrimque aequali supposita. Tunc patet haberi

r  ppde _ •_ r ' 4qqdw
J (i -\- ecosp )2 (i -f-coste) 2, VP -V2(1

integralibus a v = o et te= o incipientibus , siue

/ (l
(i + e)2 de

(x -f-ecos e)2y/2 = /
2 d te

(x + cosw)2
i — e?

Designando Per a -> tang \  e per d , integrale prius inuenitur —

V/ (x + a) . (d + i d3(i — 2 a ) —  f 6 5(2  a — 5 aa) + $ 6 7(5 aa — 4 a3) — etc.^
posterius = tang i  te -f ± tangi  teJ. Ex hac aequatione facile est determinare te per
« et e , atque v per a et te , adiumento seiierum infinitarum : pro a si magis pla-

2 a
cet introduci potest i —e —S. Quum manifesto pro « = o vel S= oi + a

fiat e = te , hae series sequentem formam habebunt:
w — e + Sv + SS v + S 3 v"+ etc.
v — w -̂ -S w' -̂SSw " S 1 w"-{-etc.

vbi v , v", v"etc. erxmt functiones ipsius e , atque w , te", w" etc. functiones ipsius te.
Quoties S est quantitas perparua , hae series celeriter conuergent , paucique termini
sufficient ad determinandum te ex e , vel v ex te. Ex te inuenitur t,  vel te ex t
eo  quem supra pro motu parabolico explicauimus modo.

55 .

Expressiones analyticas triiun coefficientium primorum seriei secundae te', te', te"
Bessel noster euoluit , simulque pro valoribus numericis duorum piamorum te', te"
tabulam ad singulos argumenti te gradus constructam addidit (Yon Zach Monatliche
Correspondenz } vol . XII. p. 197.). Pro coeffici ente primo te' tabula iam ante ha—
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bebatur a Simpson computata , quae operi clar . Olbers supra laudato annexa est.
In plerisque casibus liacce methodo adiumento tabulae Besselianae anomaliam ve¬
ram e tempore praecisione sufficiente determinare licet : quod adhuc desiderandum
relinquitur , ad haecce fere momenta reducitur:

I . In problemate inuerso , temporis puta ex anomalia vera determinatione
ad methodum quasi indirectam confugere atque w ex v teutando deriuare oportet.
Cui incommodo vt obueniretur , series prior eodem modo tractata esse deberet ac
secunda : et quum facile perspiciatur , —v  esse eandem functionem ipsius v , qua¬
lis w est ipsius w,  ita vt tabula pro w signo tantum mutato pro v'  inseruire pos¬
sit , nihil iam requireretur nisi tabula pro v"3 quo vtrumque problema aequali prae¬
cisione soluere liceat.

II . Interdum vtique occurrere possunt casus , vbi excentricitas ab vnitate
parum quidem differt , ita vt methodi generales supra expositae praecisionem haud
sufficientem dare videantur , nimis tamen etiamnum , quam vt in methodo peculiari
modo adumbrata effectum potestatis tertiae ipsius S altiorumque tuto contemnere li¬
ceat . In motu imprimis liyperbolico eiusmodi casus sunt possibiles , vbi , siue illas
methodis adoptes siue hanc , errorem plurium secundorum euitare non possis , si¬
quidem tabulis vulgaribus tantum ad septem figuras constructis vtaris . Etiamsi vero
lmiusmodi casus in praxi raro occurrant , aliquid certe deesse videri posset , si in
omnibus  casibus anomaliam veram intra o"i aut saltem 02  determinare non liceret,
nisi tabulae maiores consulerentur , quas tamen ad libros rariores referendas esse
constat . Haud igitur prorsus superfluam visum iri speramus expositionem methodi
peculiaris , qua iamdudum vsi sumus , quaeque eo etiam nomine se commendabit,
quod ad excentricitates ab vnitate parum diuersas haud limitata est , sed liocce sal¬
tem respectu applicationem generalem patitur.

36.

cer
Antequam hanc methodum exponere aggrediamur , obseruare conueniet , in-

rtitudinem methodorum generalium supra traditarum in orbitis ad parabolae simi¬
litudinem vergentibus sponte desinere , simulae E  vel F  ad magnitudinem conside-
rabilem increuerint , quod quidem in magnis demum a Sole distantiis fiet . Quod
vt ostendamus , errorem maximum in ellipsi possibilem , quem in art . 32, IV in¬
venimus o eo ea  sin v

TT 206260 " ita exhibemus 5 o e \ / (1— ee) . sin E
;. (i — ecos E )2 .206260 ", vnde



sponte patet , errorem arctis semper limitibus circumscriptum esse, simulae E  va-
lorem considerabilem acquisiuerit , siue simulae cos E  ab vilitate magis recesserit,
quantumuis magna sit excentricitas. Quod adhuc luculentius apparebit per tabulam
sequentem, in qua valorem numericum maximum istius formulae pro quibusdam
vnloribus determinatis computauimus ( pro septem figuris decimalibus ) :

E 0= 10 error maximus = 5"o4
20 0,76
5o o,54
4o <V9
5o 0,12
60 0,08

Simili  modo res se habet in hyperbola , vt statim apparet , si expressio in art . 52.

VII eruta sub hanc formam ponitur
co cosF (cosF + oesin F ) \/ (ee —i) 206265".). (e—cos F) z

Valores maximos huius expressionis pro quibusdam valoribus determinatis ipsius F
tabula sequens exhibet:

F u error maximus

O\O!-t 1,192 0,809 8"66
20 1,428 0,700 GO^otr*

5o 1,752 0,577 o, 4 7
4o 2,i44 o,466 0,22
5o 2,747 o,564 0,11
60 5,752 0,268 0,06
70 5,671 0,176 0,02

'Quoties itaque E  vel F  vitra 4o° vel 5o° egreditur ( qui tamen casus in orbitis a
parabola parum discrepantibus haud facile occurret , quum corpora coelestia in ta¬
libus orbitis incedenda in tantis a Sole distantiis oculis nostris plerumque se subdu¬
cant) , nulla aderit ratio , cur methodum generalem deseramus. Ceterum in tali
casu etiam series de quibus in art . 54. egimus nimis lente conuergerent : neutiquam
igitur pro defectu methodi nunc explicandae, liaberi potest , quod iis imprimis casi¬
bus -adaptata est , vbi E  vel F  vitra valores modicos nondum excreuit.
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37.
Resumamus in motu elliptico aequationem inter anomaliam excentricam et tempus

B — e sin L*  5
a

vbi E  in partibus radii expressam supponimus . Factorem \/ ( 1 abhinc omitte¬
mus j si vmquam casus occurreret , vbi eius rationem habere in potestate operae¬
que pretium esset,  signum t non tempus ipsum post perihelium , sed hoc tempus
per y/ (1 + .« ) multiplicatum exprimere deberet . Designamus porro per q distantiam
inperihelio , et pro E  et sin E introducimus quantitates i ?— sin ii ' et i ?— Tr-0-(E — sin ii ) =
A ^ + A sin E : rationem cur has potissimum eligamus lector attentus ex sequenti¬
bus sponte deprehendet . Hoc modo aequatio nostra formam sequentem induit:

(i — e) (T̂ E + T̂ sinE ) + (T', + A «) ( E — sin E ) =kt ( “ “j
Quatenus E  vt quantitas parua ordinis primi spectatur , erit A ii '+ A sin E — E —
A E 3+ TToo E 5— etc . quantitas ordinis primi , contra E — sin E E 3— T A E ! -f
t -3*° E 7— etc. quantitas ordinis tertii . Statuendo itaque

6 (E —sin E) , „ A E 4- A sin E
A E + A sin E

= 4A,
•,\JA

= B

erit 4 A — E* — A E* — 7j'? o E 6—etc . quantitas ordinis secundi , atque B =
1 + 2-500 E 4— etc . ab vnitate quantitate quarti ordinis diuersa . Aequatio nostra
autem hinc fit

B ^2 (1 — e)A l + r\ ( i + ge ) A ^ = lt g ^ . [1]

Per tabulas vulgares trigonometricas A E + A sin E quidem praecisione sufficiente
calculari potest , non tamen E —sin E,  quoties E  est angulus paruus : hacce igitur
via quantitates A et E satis exacte determinare non liceret . Huic autem difficultati
remedium afferret tabula peculiaris , ex qua cum argumento E aut ipsum B aut lo—
garithmum ipsius B  excerpere possemus : subsidia ad constructionem talis tabulae
necessaria cuique in analysi vel mediocriter versato facile se offerent . Adiumen-
to aequationis

g jS + sin _F
20 B ■VA

etiam sjA,  atque hinc t per formulam [ 1] omni quae desiderari potest praecisione
determinare liceret.
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Eece specimen talis tabulae , quod saltem lentam augmentationem ipsius
Io gB  manifestabit : superfluum esset , hanc tabulam maiori extensione elaborare,
infra enim tabulas formae multo commodioris descripturi sumus:

E log B E log B E log B
OO 0,0000000 25° 0,0000168 5o° 0,0002675

5 00 5o o54g 55 5910
10 o4 55 o645 60 5526
i5 22 4o 10 99
20 69 45 .. 1758

58.

Haud inutile erit , ea quae in art . praec . sunt tradita exemplo illustrare.
Proposita sit anomalia vera = ioo °, excentricilas = 0,96764567 , log q = 9,7656600.
Ecco iam calculum pro E , B , A  et t':
log tangit ' . 0,0761865

\ + -~ .9,1079927

loglang %E .9,18 ^ 1792 , vnde \E — 8° 41' ig "52 , atque E = 17 °22' 58"64.
Huic valori ipsius E  respondet log E = o,oooooio ; porro inuenitur in partibus ra¬
dii E — 0,5062928 , sin E = 0,2986645 , vnde E + ^V sinE = o,i5i4i5o , cuius
logaritlimus = 9,1801689 , adeoque log=  9,1801649 . Hinc deducitur per for¬
mulam [ 1] art . praec.

JL %
2 E qz 2E (i + 9e ) /f/\ s  „

l°8Tv/ (i — «) . M58 -I6. 4 log - bi ( “7 = 77 . o^ SojooS
log A* .9,1801649 log A* . .7,54049 ^7
log45,56586 = 1,6691265 log ig,g8oi4 = 1,6006985

19,98014
65,544oo = t

Tractando idem exemplum secundum methodum vulgarem , inuenitur e sin E in se¬
cundis = 596io "7g = 79 , vnde anomalia media = 49' 7*85 = 2947 85.

Hinc et ex log k 1,6664502 deriuatur £ = 65,544io. Differenda,
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quae hic tantum est - ol-mr pars vnius diei , conspirantibus erroribus facile triplo

vel quadruplo maior euadere potuisset.
Ceterum patet , solo adiumento talis tabulae pro log B etiam problema in¬

versum omni praecisione solui posse , determinando E  per tentamina repetita , ita

vt valor ipsius t inde calculatus cum proposito congruat . Sed haec operatio satis

molesta foret : quamobrem iam ostendemus , quomodo tabulam auxiliarem multo

commodius adornare , tentamina vaga omnino euitare , totumque calculum ad algo—

rithmum maxime concinnum atque expeditum reducere liceat , qui nihil desideran¬

dum relinquere videtur.

09.

Dimidiam fere partem laboris quem illa tentamina requirerent abscindi posse

statim obuium est , si tabula ita adornata habeatur , ex qua log B  immediate argu¬

mento A  desumere liceat . Tres tunc superessent operationes ; prima indirecta,

puta determinatio ipsius A,  vt aequationi [ 1] art . 37 satisfiat ; secunda , determina¬

tio ipsius E es. A  et B,  quae fit directe vel per aequationem E = 2 B (A ^ -{-

vel per hanc sinE — 2B (A' s — yA *) tertia , determinatio ipsius ^ ex E  per aequ.

VII . art . 8. Operationem primam ad algorithmum expeditum et a tentaminibus va¬

gis liberum reducemus ; secundam et tertiam vero in Vnieam contrahemus , tabulae

nostrae quantitatem nouam C inserendo , quo pacto ipsa E  omnino opus non habe¬

bimus , simul que pro radio vectore formulam elegantem et commodam nanciscemur.

Quae singula ordine suo iam persequemur.
Primo aequationem [ 1] ita transformabimus , vt tabulam Barkerianam ad

5 _ 5 e
eius solutionem adhibere liceat . Statuemus ad hunc finem A^ = tang i wsj — ;- ,

° y 1 + 9 «?
„ at

vnde fit 75 tangis + 25  tang * «d = - j - = —7—
2 Bq 2-

, , 75 2 \/ (i + fc)
designando constantem - 5- — per a.  Si itaque B esset  cognita , w illico

2q*

e tabula Barkeriana desumi posset , vbi est anomalia vera , cui respondet motus
a t

medius ; ex w deriuabitur A  per formulam A — fi  tang \  u»*, designando con¬

stantem
5 — 5 e

per /9. Iam etsi B  demum ex A  per tabulam nostram  auxilia-
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j:'J t !

rem innotescat, tamen propter perparuam ipsius ab vnitate differentiam praeuidere
licet , w et A leui tantum errore affectas prouenire posse , si ab initio diuisor B
omnino ncgligaiur . Determinabimus itaque primo , leui tantum calamo , w et A,
statuendo B = 1 ; cum yalore approximato ipsius A e tabula nostra auxiliari inue-
niemus ipsam B, cum qua eundem calculum exactius repetemus ; plerumque re¬
spondebit valori sic correcto ipsius A  prorsus idem valor ipsius B , qui ex approxi¬
mato inuentus erat , ita vt noua operationis repetitio superflua sit , talibus casibus
exceptis , vbi valor ipsius E iain valde considerabilis fuei ’it . Ceterum vix opus erit
monere , si forte iam ab initio valor ipsius B quomodocunque approximalus aliunde
innotuerit ( quod semper fiet , quoties e pluribus locis haud multum ab inuicem di¬
stantibus computandis , vnus aut alter iam sunt absoluti ) praestare , hoc staum in
prima approximatione vti : hoc modo calculator scitus saepissime ne vna quidem
calculi repetitione opus habebit . Hanc celerrimam approximationem inde assecuti su¬
mus , quod B ab i differentia ordinis quarti tantum distat , in coefllcientem per-
paruum numericum insuper multiplicata , quod commodum praeparatum esse iam
perspicietur per introductionem quantitatum i ?— sinJS , T%rE + Tls sin E  loco ipsarum
E , sin E.

4o.

Quum ad operationem tertiam , puta determinationem anomaliae verae , angulus
E ipse non requiratur , sed tantum tang \ E siue potius log tang \ E, operatio illa cum
secunda commode iungi posset , si tabula nostra immediate suppeditaret logarith-

tang IE
nium quantitatis s/A -, quae ab i quantitate ordinis secundi differt . Maluimus

tamen tabulam nostram modo aliquantulum diuerso adornare , quo extensione mi¬
nuta nihilominus interpolationem multo commodiorem assecuti sumus . Scribendo

15 (E — sin E )breuitatis gratia T  pro tang r E 2‘,  valor ipsius A  in art . 07 traditus
facile transmutatur in

9 E +sin E

A T — %T *+ ZT 3- H T 9- etc.
i — rsrT + ^rT z— j \ T }+ ^r T *— etc,

\bi lex progressionis obuia est . Hinc deducitur per conuersionem serierum
A

_ ± ,1  J _8 8 1 ) 1 I89 <? ,/4 1 4 8 7 4 4 . _ ,/ S I 0 + CS ^ T if ( ■" + TTif8VT -^ TTITTaTZj - p CLC.T
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Statuendo igitur ~7jr — 1— rA + C,  erit C quantitas ordinis quarti , qua in tabu¬

lam nostram recepta , ab A  protinus transire possumus ad v per formulam
, l + e , A  ytangiw>

tangis =V -7 ZIT - V i— fA + C ~ y/ ^ — $ A + C)

designando per y constantem \/  Hoc modo simul lucramur calculum per¬

commodum pro radio vectore. Fit enim ( art . 8 , VI)
_ q cos ^E 2, cj C1—t AAtC) q

T coslv 1 ( x + jf ) cos i v* (i C) cos | -v%

4i.

Nihil iam superest , nisi vt etiam problema inuersum , puta determinationem
temporis ex anomalia vera,  ad algorithmum expeditiorem reducamus : ad hunc
finem tabulae nostrae columnam nouam pro T adiecimus . Computabitur itaque

1 - e  2 . •

primo T ex v per formulam T = -—̂ tang \ v ; dem ex tabula nostra argu¬

mento T desumetur A  et logi ?, siue (quod exactius , imo etiam commodius est)

C et logB , atque hinc A  per formulam A — —■+ —i tandem ex A  et B  erue¬

tur t per formulam [ i] art . 07. Quodsi hic quoque tabulam Barkerianam in vsum
vocare placet , quod tamen in hoc problemate inuerso calculum minus subleuat,
non opus est ad A respicere , sed statim habetur

1+ C
tang ■§■#>" tang \v \J y r/ r^7V 1 +t 1 )

atque hinc tempus t , multiplicando motum medium anomaliae verae u>  in tabula

Barkeriana respondentem per
B
tx

42 .

Tabulam , qualem hactenus descripsimus , extensione idonea construximus,
operique huic adiecimus ( Tab . I.). Ad ellipsin sola pars prior spectat ; partem al¬
teram, quae motum hyperbolicum complectitur , infra explicabimus. Argumentum
tabulae, quod est quantitas A , per singulas partes millesimas a o vsque ad o,3oo
progreditur ; sequuntur log B et C, quas quantitates in partibus 1ooooooo™1®, siue
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ad septem figuras decimales expressas subintelligere oportet cifrae enim primae,
figuris significatiuis praeeuntes , suppressae sunt ; columna denique quarta exhibet
quantitatem T primo ad 5 dein ad 6 figuras computatam , quae praecisio abunde
sufficit , quum haec columna ad eum tantummodo vsum requiratur , vt argumento
T valores respondentes ipsius log B et C habeantur , quoties ad normam art . praec.
I ex v determinare lubet . Quum problema inuersum , quod longe frequentioris
vsus est , puta determinatio ipsius v et r ex t , omnino absque quantitatis T sub¬
sidio absoluatur , quantitatem A pro argumento tabulae nostrae eligere maluimus
quam T , quae alioquin argumentum aeque fere idoneum fuisset , imo tabulae con¬
structionem aliquantulum facilitauisset . Haud superfluum erit monere , omnes ta¬
bulae numeros ad decem figuras ab origine calculatos fuisse , septemque adeo figuris,
quas hic damus , vbique tuto confidere licere ; methodis autem analyticis ad hunc

J laborem in vsum vocatis hoc loco immorari non possumus , quarum explicatione
copiosa nimium ab instituto nostro distraheremur . Ceterum tabulae extensio omni¬
bus casibus , vbi methodum hactenus expositam sequi prodest , abunde sufficit , quum
vitra limitem ^ = o,5 , cui respondet T—  0,592074 siue E—  64 °7/, methodis artifi¬
cialibus commode vt supra ostensum est abstinere liceat.

45.

Ad maiorem disquisitionum praecedentium illustrationem exemplum calculi
completi pro anomalia vera et radio vectore ex tempore adiicimus , ad quem finem
numeros art . 58 . resumemus . Statuimus itaque e — 0,96764567 , log q—  9,7606500,
t—  65,544oo , vnde primo deducimus constantes log « — o,5o52557 , log fi—  8,2217064,
log / = 0,0028 755.

Hinc fit logcef = 2,io 85 io 2, cui respondet in tabula Barkeri valor approxi-
matus ipsius tt; = 99°6', vnde deriuatur A — 0,22926 , et ex tabula nostra logB =
o,ooooo4o . Hinc argumentum correctum quo tabulam Barkeri intrare oportet fit =

cet
log -^ - ==2,1085062 , cui respondet «' = 99°6' i5 "i4 ; dein calculus vlterior ita se habet:



logtangiw 2.o ,1585954
log [3. .8,22  17564
\ogA .8,0605298

A = 0,02292608
hinc logB  perinde vt ante;

C ~ 0,0000242
1— £si £-C — 0,9816850
1+ £ A + C = 1,001609 4

relationes  ad locvm simplicem in orbita spectantes.  4l

42  logtang i u> .0,0692967
log y.0,0028766
1 Comp. log i — £ A + C. .o,oo 4oi 43
log tang £ v.0,0761865

£v = 5o o o
v = 100 o o

log q.9,7 6565 oo
2 Comp. log cos£ v.o, 385865o
logi — £ A + C. .9,9919714
C. logi + j-A + C. .9,9980028
log r . .. 0,1094892

Si in hoc calculo factor B omnino esset neglectus , anomalia vera errorusculo o j
tantum (in excessu) prodiisset affecta.

44.

Motum hyperbolicum  eo breuius absoluere licebit , quoniam methodo ei quam

hactenus pro motu elliptico exposuimus prorsus analoga tractandus est. Aequatio¬
nem inter tempus t atque quantitatem auxiliarem u forma sequente exhibemus:

* a

(e — 1) (u — log + ( T'o + T’oe) ^ (u — ~ ) — logu ^ = It

vbi logarithmi sunt hvperbolici , atque (« — —) + tW  logu quantitas ordinis primi,

a (ji— —) — logu quantitas ordinis tertii , simulae log u tamquam quantitas paruaIt
ordinis primi spectatur. Statuendo itaque

6 ( •§iit- u■)— logu
:4 A,

(u- U')+ T<5logu

lo (u~ U ) + ToIog«
:V/A

B

erit A  quantitas ordinis secundi , B autem ab vnitate differentia ordinis quarti dis¬

crepabit. Aequatio nostra tunc formam sequentem induet:

J3 (e— i ) y/ 2+ T\ ( i + 9e ) yf 2^ =& .

quae aequationi [1] art . 67 prorsus analoga est. Statuendo porr

■DO

•(■Sf -J
6
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erit T ordinis secundi, et  per methodum serferum infinitarum inuenietur

—jT = i + t ^ + TyT^ 2—TtT ^ 3+ TffllT ^ 4 — + etc * Quamobrem

ponendo —y- r = 14-r ^ + C’, erit C quantitas ordinis quarti , atque A— ~~ ~TTjT•
Denique pro radio vectore ex aequ. VII art . 21 facile sequitur

q _ (x
(1 — T)  cos § (x2 (1— \A + C)  cosk v2

45.

Pars posterior tabulae primae opei’i huic annexae ad motum hyperboli-
cum spectat , vt iam supra monuimus , et pro argumento A (vtrique tabulae parti
communi ) Iogarithmum ipsius B  atque quantitatem C ad septem figuras decimales
(cifris praecedentibus omissis) , quantitatem T vero ad quinque dein ad sex figuras
sistit. Extensa est haec pars , perinde vt prior , vsque ad A = o,3oo , cui  respon¬
det T—  0,241207 , u—  2,g5o vel = o, 54i , F = j+ 52 °i 9' ; vltexdor extensio su¬
perflua fxxisset( ai’t. 56 .)

Ecce iam ordinem calculi tum pro determinatione temporis ex anomalia vera
tum pro determinatione anomaliae verae ex tempore . In problemate priori habe-

£.. J
bitur T per formulam T — ~e+ i—* anS i ^ i ex T tabula nostra dabit log B et CT,
vnde erit A : ( ~) rr ~ i hinc tandem per formxxlam [2] art . praec . inuenietur t.1 T i
In problemate posteriori compxxtabuntur primo logarithmi constantium

75ZV (-f + | -e)«

fi
o e-

2CJ 2
- 5

x+ 9 <?
5 e+5

7 ^ i + g e
Tunc determinabitur A ex. t prorsus eodem modo vt in motu elliptico, ita scilicet

tx.t
Vt motui medio —g —in tabula Barkeri respondeat anomalia vera w atque fiat A —
/?tangite 2; eruetur scilicet primo valor approximatus ipsius A  neglecto vel si sub¬
sidia adsunt aestimato factore B ; hinc tabxxla nostra suppeditabit valorem approxi-
matuxn ipsius B , cum quo operatio repetetur ; valor noxius ipsius B hoc modo pro¬
diens vix vnxquam correctionem sensibilem passus , neque adeo nona calculi itera-
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fio necessaria erit . Correcto valore ipsius A  e tabula desumetur C, quo Hieto ha¬
bebitur

y tang a u> __ (i + f A + C) q
tangat » /̂ (x A + C) ’ r (x — j-sI + C) cosl v*

Patet hinc , inter formulas pro motu elliptico ct hyperbolico nullam omnino diffe¬
rentiam reperiri , si modo /?, A et T in motu hyperbolico tamquam quantitates nega-

*imas tractemus.

Motum hyperbolienm quoque aliquot exemplis illustrauisse haucl inutile erit,
ad quem finem numeros artt . 20, 26 resumemus.

I. Data sunt e = 1,2618820 , logq = 0,0201667 , t' = i8 °5i ' o": quaeritur/.
Habemus

i5,9i445 = t

II . Manentibus e et q vt ante , datur i = 65,4i2o6 , quaeruntur c et r.
Inuenimus logarithmos constantium

Porro prodit ' log at — 1,7914g45 , vnde per tabulam Barkeri yalor approximatus

46.

2 logtangiv .8,44o20i8 lo gT.
log 1-1-0.

. 7,5o58o75
.0,0000002
.0,00110999,o656557 C .logi — ±T.

log T. .7,5068675 log A. 7,5049476
T = 0,00619064

logB—  0,0000001
C = o,oooooo5

2 Bq 2- 2B (i + Qe)
2,884558

.8,7624768 log A *. 6,257421 .4

log 16,77584
o,i 5861

1,1091182 log o,i586o5 9> l4 i779 r»

log a = 9,9758616
log/9 = g,o25i64g
logj / = 9,9807616,

ipsius w = 70 °5i' 44", atque hinc A = 0,062986 . Huic A  in tabula nostra re¬

spondet log .B = 0,0000207 ; ynde l°g — 1,7914766 , yalor correctus ipsius

:7° 5i 56 86. .Calculi operationes reliquae ita se habent:
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2 logtangis . 9,6989398
logfi .9,0261649
lo gA .8,7241047

A = 0,05297911
logi ? yt ante

C = 0,0001252
i + 4 A + C = i,o42 5o85
1— \ A -\-C = 0,9895294

Quae supra (art . 26 . ) inu en eramus

log tangis . 9,8494699
jlogy . 9,9807646
jC . logi + fA + C. .9 ,9909602
log tang i v.9,8211947

—  33 ° 3i , 3o ,, o2

v = 67 3 o, o4
log q.0,0201657
2 C . log cos | u. 0,1580678
logi + f ./i + C. . 0,0180796
C .logi — \A -\ -C. . 0,0045710
logr . o,2oo8544

v — 67° 2' 5q" 78 , log r =o,2oo854i , minus ex¬
acta sunt , proprieque euadere debuisset v — 67° 5’o ' 00 , quo valore supposito valor
ipsius t per tabulas maiores fuerat computatus.
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SECTIO SECVNDA
Relationes ad locum , simplicem in spatio spectant es.

47.

In sectione prima de motu corporum coelestium in orbitis suis actum est,
nulla situs , quem hae orbitae in spatio occupant , ratione habita . Ad hunc situm
determinandum , quo relationem locorum corporis coelestis ad quaeuis alia spatii
puncta assignare liceat , manifesto requiritur tum situs plani in quo orbita iacet re¬
spectu cuiusdam plani cogniti ( e. g. plani orbitae telluris , eclipticae ) , tum situs apsi¬
dum in illo plano . Quae quum commodissime ad trigonometriam sphaericam re¬
ferantur , superficiem sphaericam radio arbitrario circa Solem vt centrum descri¬
ptam fingimus , in qua quoduis planum per Solem transiens circulum maximum,
quaeuis autem recta e Sole ducta punctum depinget . Planis aut rectis per Solem
ipsum non transeuntibus plana rectasque parallelas per Solem ducimus , circulosque
maximos et puncta in sphaerae superficie his respondentia etiam illa repraesentare
concipimus : potest quoque sphaera radio vt vocant infinito magno descripta supponi,
in qua plana rectaeque parallelae perinde repraesentantur.

Nisi itaque planum orbitae cum plano eclipticae coincidit , circuli maximi
illis planis respondentes ( quos etiam simpliciter orbitam et eclipticam vocabimus)
duobus punctis se intersecant , quae nodi  dicuntur ; in nodorum altero corpus e Sole
visum e regione australi per eclipticam in borealem transibit , in altero ex hac in
illam reuertet ; nodus prior ascendens , posterior descendens  appellatur . Nodorum
situs in ecliptica per eorum distantiam ab aequinoctio vernali medio ( longitudinem )
secundum ordinem signorum numeratam assignamus . Sit , in Fig . 1 , $ > nodus as¬
cendens , A Q, B  pars eclipticae , C D  pars orbitae ; motus terrae et corporis
coelestis fiant in directionibus ab A  versus B  et a C versus D , patetque angulum
sphaericum , quem Q>D  facit cum <Q B,  a o vsque ad i8t >° crescere posse , neque
tamen vitra , quin nodus ascendens esse desinat : hunc angulum inclinationem
orbitae  ad eclipticam dicimus . Situ plani orbitae per longitudinem nodi atque in¬
clinationem orbitae determinato , nihil aliud iam requiritur , nisi distantia perihelii
a nodo ascendente , quam secundum ipsam directionem molus numeramus , adeoque
negatiuam siue inter 180° et 36o° assumimus , quoties perihelium ab ecliptica ad
austrum situm est . Notentur adhuc expressiones sequentes . Longitudo cuiusuis
puncti in circulo orbitae numeratur ab eo puncto , quod retrorsum a nodo ascen-
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dente in orbita tantunclem distat , quantum aequinoctium vernale ab eodem puncto
retrorsum in ecliptica : hinc longitudo perihelii  erit summa longitudinis nodi et di¬
stantiae perilielii a nodo ; longitudo pera  corporis in orbita  autem summa anoma¬
liae verae et longitudinis perihelii . Denique longitudo inedia  vocatur summa ano¬
maliae mediae et longitudinis perihelii : haec postrema expressio manifesto in orbi¬
tis ellipticis tantum locum habere potest.

48.

Vt igitur corporis coelestis locum in spatio pro quouis temporis momento
assignare liceat , sequentia in orbita elliptica nota esse oportebit.

I. Longitudo media pro quodam temporis momento arbitrario , quod epo-
cha  vocatur : eodem nomine interdum ipsa quoque longitudo designatur . Plerum¬
que pro epocha eligitur initium alicuius anni , scilicet meridies i , Ianuarii in anno
bissextili , siue meridies 51 . Decembris anno communi praecedentis.

II . Motus medius inter certum temporis interuallum , e. g. in vno die so¬
lari medio , siue in diebus 565 , 565 | : aut 56525.

III . Semiaxis maior , qui quidem omitti posset , quoties corporis massa aut
nota est aut negligi potest , quum per motum medium iam detur ( art . 7 ) : commo¬
ditatis tamen gratia vterque semper proferri solet.

IV . Excentricitas . V. Longitudo perihelii . "VI. Longitudo nodi ascendentis.
VII . Inclinatio orbitae.

Haec septem momenta vocantur elementa  motus corporis.
In parabola et hyperhola  tempus transitus per perihelium elementi primi

vice fungetur ; pro II tradentur quae in his sectionum conicarum generibus motui
_3

medio diurno analoga sunt ( v. art . ig ; in motu hyperbolico quantitas Xhb 2art . 25).
In hyperbola elementa reliqua perinde retineri poterunt , in parabola vero , vbi axis
maior infinitus atque excentricitas = 1 , loco elementi III et IV sola distantia in pe-
rihelio proferetur.

4g.

Secundum vulgarem loquendi morem inclinatio orbitae , quam nos a o vsque
ad 180 numeramus , ad go° tantum extenditur , atque si angulus orbitae cum arcu
SlB (Fig . angulum rectum egreditur , angulus orbitae cum arcu Q>A (qui est
illius complementum ad 180° tamquam inclinatio orbitae spectatur ; in tali tunc casu
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addere oportebit , motum esse retrogradum (veluti si in figura nostra ESlP  par¬
tem orbitae repraesentat ) , vt a casu altero vbi motus directus  dicitur distinguatur.
Longitudo in orbita tunc ita numerari solet , vt in Q cum longitudine buius puncti
in ecliptica conueniat , in directione SIP  autem decrescat ,- punctum initiale itaque
a quo longitudines contra ordinem motus numerantur in directione SlP  tantundem
a Sl  distat , quantum aequinoctium vernale ab eodem Sl  in directione SIA.  Quare
in hoc casu longitudo perihelii erit longitudo nodi deminuta distantia perihelii a
nodo. Hoc modo alteruter loquendi vsus facile in alterum eonuertitur , nostrum
autem ideo praetulimus , vt distinctione inter motum directum et retrogradum su¬
persedere , et pro vtroque semper formulas easdem adbibere possemus , quum vsus
vulgaxds saepenumero praecepta duplicia requirat.

5o.

Ratio simplicissima, puncti cuiusuis in superficie sphaerae coelestis situm re¬

spectu eclipticae determinandi , fit per ipsius distantiam ab ecliptica ( latitudinem ') ,
Atque distantiam puncti , vbi ecliptica a perpendiculo demisso secatur , ab aequino¬
ctio ( longitudinem ). Latitudo , ab vtraque eclipticae parte vsque ad go° numerata,
in regione boreali vt positiua , in australi vt negatiua spectatur . Respondeant cor-

1

poris coelestis loco heliocentrico , I. e. profectioni rectae a Sole ad corpus ductae in
sphaeram coelestem, longitudo A,  latitudo /9; sit porro u distantia loci heliocen-
trici a nodo ascendente (quae argumentum latitudinis  dicitur ) , i inclinatio orbitae,
SI  longitudo nodi ascendentis , habebunturque inter i , u , /9, A— SI, quae quantita¬
tes erunt partes trianguli sphaerici rectanguli , relationes sequentes , quas sine Alia
restrictione valere facile euincitur:

I

I. tang (A— Sl) — cos i tang u
II . tang /9 = tang i sin (A— Sl)
III . sin /9 =r sin i sin u
IV. cosu = cos 19 cos (A— Sl)

Quando i et u sunt quantitates datae , A— £1 inde per aequ. I determinabitur , ac
dein /9 per II vel per III , siquidem /9 non nimis ad + . 90° appropinquat ; formula
IV si placet ad calculi confirmationem adhiberi potest. Ceterum formulae I et IV
docent, A— Sl  et u semper in eodem quadrante iacere , quoties i est inter o et 90 °;
contra A— Sl  et 56o°— u ad eundem quadrantem pertinebunt , quoties i est inter
90  et 180 , siue , secundum vsum vulgarem , quoties motus est retrogradus : hinc
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ambiguitas , quam determinatio ipsius k — SI  per tangentem secundum formulam I
relinquit , sponte tollitur.

Formulae sequentes e praecedentium combinatione facile deriuantur:
V. sin (k —k + £1) = 2 sin | / 2 sin u cos (k  —
VI . sin (u — k -J - £1)= tang \ i sin fi\cos (k — £1)
VII . sin (m —k -f -&) = tang \ i tang fi  cos u
VIII . sin (ii + k — ££) — 2 cos ii z sin u cos (k  —'Si)
IX . sin (// + yl— Si) — cotangii sin fi  cos {k— Si)
X. sin (u + k — Sl) — cotangl -i tang fi cos u

Angulus u —quoties i est infra go°, aut u -\-k — £1,  quoties i est yltra 90°,
secundum vsum vulgarem reductio aci eclipticam  dicitur , est scilicet differentia in¬
ter longitudinem heliocentricam k atque longitudinem in orbita quae secundum illum
ysum est SI— u 1 (secundum nostrum £2+ « ). Quoties inclinatio vel parua est vel
a 180° parum diuersa , ista reductio tamquam quantitas secundi ordinis spectari
potest , et in hoc quidem casu praestabit , fi  primo per formulam III ac dein k per
VII aut X computare , quo pacto praecisionem maiorem quam per formulam I as¬
sequi licebit.

Demisso perpendiculo a loco corporis coelestis in spatio ad planum eclipti¬
cae , distantia puncti intersectionis a Sole distantia curtata  appellatur . Quam per

radium vectorem autem per r  designando , habebimus XI . r — reos fi

Exempli caussa calculum in artt . 10 , i 4 inchoatum , cuius numeros planeta
lunonis suppeditauerat , vlterius continuabimus . Supra inucneramus anomaliam ve¬
ram 5i5 ° i ' 23"o2 , logarithmum radii vectoris 0,5259877 : sit iam i — i 5°6' 44 "io,
distantia perihelii a nodo = 24i ° 10' 20*57 , adeoque // = 196° 11' 45*5g ; denique sit
S2= 1710 j ' 48 "yo.  Hinc habemus:

log tang u .9,4600570
log cos *.9 ,9886266
log tang (k — & ). 9,45 15 839“
/t— = 196° 4 7' 4o"25
k — 6 55  28,98
logr . .. .. 0,0269877
log cos fi ....9,9991289
log/ -'. o,325i 166

logsin ( ;.— &). 9,4348691 n
log tang/ . ....■9,56725 05
log tang fi ... 8,8020996 n

fi = — 3 °57 '4o "o2
log cos fi .9,9991289
log cos (k — £1' .9,080285 2 n

9,g824i4i n

logeos// . 9,g824i4i u

*
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Calculus secundum formulas III , YII ita se haberet:
log sin u .g,44547i4 n log tang i i . g,o 6o425 g

.9,5507670 log tang (3. .. 8,8020996log sin i. n

log sin/3. 8,8012284 n
fi == — 3 ° 37 ' 4 o" 02

log cosu. .9,9824 i4i n
log sin (u — 2 + SI )...7,8449395
u — 2+ Sl = o°24' 5"34
2— SI  =  1954740,20

52.

Spectando i et u tamquam quantitates variabiles , differentiatio aequationis III
art. 5o suggerit:

colang fi d fi ~ cotang i d i-f cotang u du
siue

XII. d/? = sin (2— d i -f sin i cos (A— Si)du
Perinde per diiTerentiationem aequationis I obtinemus

cos i
XIII . d (A— &) = — tang fi  cos (2— SI'  d i + cos ^ u

Denique e differentiatione aequationis XI prodit
d r = cos fi  d r — r sin/3d /3 , siue
XIY. d r' = cos/3d /•— r sin (3 sin (2— SI) di — r sin /3sin i cos (2— SI)d u

In liac vltima aequatione vel partes quae continent di et d u per 206265’ sunt diui-
dendae , vel reliquae per hunc numerum multiplicandae , si mutationes ipsarum i et u
in minutis secundis expressae supponuntur.

53 .

Situs puncti cuiuscunque in spatio commodissime per distantias a tribus pla¬
nis sub angulis rectis se secantibus determinatur . Assumendo pro planorum vno
planum eclipticae , designandoque per z distantiam corporis coelestis ab hoc plano a
parte boreali positiue , ab australi negatiue sumendam , manifesto habebimus z ~
r tang/3 = r sin/3 = r sin i sin u.  Plana duo reliqua , quae per Solem quoque ducta
supponemus , in sphaera coelesti circulos maximos proii cient , qui eclipticam sub
angulis rectis secabunt , quorumque adeo poli in ipsa ecliptica iacebunt et go°
ab inuicem distabunt. Vtriusque plani polum istum , a cuius parte distantiae
positiuae censentur , polum positiuum  appellamus . Sint itaque N  et X -f go° lon¬
gitudines polorum positiuorum , designenturque distantiae a planis quibus respon¬
dent respectiue per x , y.  Tunc facile perspicietur haberi

7
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x = r'  cos (2 —A ~) = r  cos (3  cos (X— £>) cos (N — &) + ;-cos phsiii(/.— &) sin (A'— £})
y — rs  in {X —A ) = r  cos /? sin (X— Sl) cos (N — Sl)— r cos fi  cos — Sl) sin (N ■— Sl)

qui valores transeunt in
x = /•cos (N — £2) cos u + r cos i sin (N  — ’Sl) sin u
y ~ r  cos i cos [N — Sl)  sin u — r  sin (A — SI)  cos u

Quodsi itaque polus positiuus plani ipsarum .r in ipso nodo ascendente collocatur , yl
sit A — ^ , habebimus coordinatarum x , y , z expressiones simplicissimas

x — r  co su

y — r cos i sin u
z — r  sin i sin u

Si vero haec suppositio locum non habet , tamen formulae supra datae formam aeque
fere commodam nanciscuntur per introductionem quatuor quantitatum auxiliarium a,
b , y/ , B ita  determinatarum vt habeatur

cos (IV— SI) — nssin A
cos i sin (A— Sl) =  n cos A
— sin ( A-— Sl) — bsinB N .
cos i cos (A"— Sl) ~ b cos B

(vid . art . i4,II ). Manifesto tunc erit
x — r a  sin (n + yi)
y — rb sin (u -f -B )
z — r sin i sin u

54.

Relationes motus ad eclipticam in praecc . explicatae manifesto perinde vale¬
bunt , etiamsi pro ecliptica quoduis aliud planum substituatur , si modo situs plani
orbitae ad hoc planum innotuerit ; expressiones longitudo et latitudo autem tunc
supprimendae erunt . Olfert itaque se problema : e situ cognito plani orbitae alius-
que plani noui ad eclipticam cleriuare situm plani orbitae ad hoc nouum planum.
Sint nSl,  PSl ', nSl'  partes circulorum maximorum , quos planum eclipticae , planum
orbitae planumque nouum in sphaera coelesti proiiciunt ( Fig . 2 ) . \ ' t inclinatio
circuli secundi ad tertium locusque nodi ascendentis absque ambiguitate assignari
possit , in circulo tertio alterutra directio eligi debebit tamquam ei analoga , quae
in ecliptica est secundum ordinem signorum ; sit haec in fig- nostra directio ab n
versus Sl'. Praeterea duorum hemisphaeriorum , quae circulus nSl'  separat , alterum
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censere oportebit analogum haemispliaerio boreali , alterum australi : hacc vero liac-
misphaeria sponte iam sunt distincta , quatenus id semper quasi boreale spectatur,
quod in circulo secundum ordinem signorum progredienti * ) a dextra est . In figura
igitur nostra sunt SI, n , Sl'  nodi ascendentes circuli secundi in primo , tertii in primo,
secundi in tertio ; i8o °— n Sl SI' , SIn Sl' , n Sl' Sl  inclinationes secundi ad primum,
tertii ad primum , secundi ad tertium . Pendet itaque problema nostrum a solutione
trianguli sphaerici , vbi e latere vno angulisquc adiacentibus reliqua sunt deducenda.
Praecepta vulgaria , quae in trigonometria sphaerica pro hoc casu traduntur , tam¬
quam abunde nota supprimimus : commodius autem methodus alia in vsum vocatur
cx aequationibus quibusdam petita , quae in libris nostris trignonometricis frustra
quaeruntur . Ecce has aequationes , quibus in sequentibus frequenter vtemur : desi¬
gnant a , b , c latera trianguli sphaerici atque A , B , C angulos illis resp . oppositos:

I. sin i (b —c) sin \ {B — C)
sin v a cos i A

II. sin i ( b + c) cos i  (B — C)
sin ia sin i A

III. cos \ (b— c) sin i ( B -\- C)
cos \ a cos i A

IV. cosi ( b+ c) cosi ( B -\- C)
cos i a sin i A

Quamquam demonstrationem harum propositionum breuitatis caussa hic praeterire
oporteat , quisque tamen earum veritatem in triangulis , quorum nec latera nec an¬
guli i8o ° excedunt , haud difficile confirmare poterit . Quodsi quidem idea trianguli
sphaerici in maxima generalitate concipitur , vt nec latera nec anguli vilis limitibus
restringantur ( quod plurima commoda insignia praestat , attamen quibusdam diluci-
dationibus praeliininaribus indiget ) , casus existere possunt , vbi in cunctis aequatio¬
nibus praecedentibus signum mutare oportet ; quoniam vero signa priora manifesto
restituuntur , simulae vnus angulorum vel vnum laterum 56o ° augetur vel diminui¬
tur , signa , qualia tradidimus , semper tuto retinere licebit , siue e latere angulis—
que adiacentibus reliqua determinanda sint , siue ex angulo lateribusque adiacentibus;
semper enim vel quaesitorum valores ipsi vel 56o ° a veris diuersi hisque adeo ae-
quiualentes per formulas nostras elicientur . Dilucidationem copiosiorem huius argu¬
menti ad aliam occasionem nobis reseruamus : quod vero praecepta , quae tum pro

) Puta in interiori  spliacrae superficie quam figura nostra repraesentat.
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solutione problematis nostri tum in aliis occasionibus formulis istis superstruemus,
in omnibus casibus generaliter valent , tantisper adiu mento inductionis rigorosac?
i. e, completae omnium casuum enumerationis , lxaud difficile comprobari poterit.

55.

Designando vt supra longitudinem nodi ascendentis orbitae in ecliptica per Sl,
inclinationem per i ; porro longitudinem nodi ascendentis plani noni in ecliptica per 77,
inclinationem per g;  distantiam nodi ascendentis orbitae in plano nouo a nodo ascen¬
dente plani noui in ecliptica ( arcum nSl'  in Fig . 2 ) per Sl', inclinationem orbitae ad
planum nouum per 2" ; denique arcum ab SI  ad Sl'  secundum ’ directionem motus
per A:  erunt trianguli sphaerici nostri latera Sl— « , A , angulique oppositi 2',
180°— 2’, £.  Hinc erit secundum formulas art . praec.

sin i i ' sin p (Sl' + A ) = sini (& — 72) sin J (2 + fi)
sin §•i ' cos i (Sl' + A ) = cos i (Sl —/2 ) sin -£ (2— e)
cos \ V sin P (Sl'— A ) = sin -l ^ — n) cos i (2 + e)
cos i i'  cos i {Sl '— A ) = cos i {Sl — 72 ) cos £ — fi)

Duae primae aequationes suppeditabunt i (£V+ A ) atque sin ^ i ' ; duae reliquae
i ( &' — A ) atque cos -J i' ) ex £ ( £}' + A ) et i ^Sl'— A ) demanabunt Sl'  et A ; ex
sini2‘ / aut costri ' ( quorum consensus calculo confirmando inseruiet ) prodibit ‘i 1.
Ambiguitas , vtrum I ( Q,' + A ) et i KSl '— A ) inter o et 180° vel inter 180® et 56o°
accipere oporteat , ita tolletur , vt tum sin £ 2' tum cos \i' .fiant positiui , quoniam
per rei naturam i' infra 180° cadere debet.

56.

Praecepta praecedentia exemplo illustrauisse haud inutile erit . Sit —
1720 28' i5 " 7 , i — 54 “ 58' i " i • porro sit planum nouum aequatori parallelum , adeo-
que n ~ i 8o°j angulum fi, qui erit obliquitas eclipticae , statuimus = 20° 27 ' 55" 8.
Habemus itaque

Sl— n — — 70 5i'  46 "5
i + fi = 58 5 56 ,9
i — fi — 11 10  5 , 5
logsin !-(&— 72)...8,8175026 n
log  sin i (i + fi ). 9,6862484
logeos | (i + fi) . 9,9416108

- 5° 45' 55" 15
29 2 58,45

l (Sl— n)  =
i ;{ i + fi ) '=
i ( i —e ) = 5 55

log cos i (Sl —72). 9,9990618
log sin (i —c ) . 8,988 i 4o5

2,65

log COS I : (i- £) . 9>S979 342
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Hinc fit

log sin i i ' sin i (^ + A )...8,5o555 io n
log sin -i i'  cosi ,£V + A )...8,9872023

log cos i i ' sin £ —A )...8,76891 34 n
log cos i i' cos -I (£V— A ) ...9,9969960
vncie £ ($V— A ) = 556 ° 4i ' 5i "45
log cos fi ' . 9,9977202

ynde -| (&+ A ) = 54 i ° 49' 19" 01
log sin \ i’ .9,0094568

Obtinemus itaque i i ' = : 5 5 i 56 445 , i = ii °45 52  8g , £1 = 008 00 5o 43 ,
A — — t 't°62'  12"4a . Ceterum punctum n in sphaera coelesti manifesto respondet

aequinoctio autumnali ; quocirca distantia nodi ascendentis orbitae in aequatore ab

aequinoctio vernali ( eius rectciscensio)  erit i 58° 00' 5o" 43 .
Ad illustrationem art . 55  hoc exemplum adhuc alterius continuabimus , for¬

mulasque pro coordinatis respectu trium planorum per Solem transeuntium euolue-
mus , quorum vnum aequatori parallelum sit , duorum que reliquorum poli positiui
in ascensione recta o° et 90° sint siti : distantiae ab his planis sint resp . z , x , y.
Iam si insuper distantia loci heliocentrici in sphaera coelesti a punctis £) , £l'  resp.
denotetur per u , u , fiet u — u —A = u+  i 4° 52' 12" 42 , et quae in art . 55  per i,
N — & , u exprimebantur , hic erunt i ' , 180° — u.  Sic per formulas illic datas

prodit
log b sin B . 9,5638 o58
log b cos B.9,9595519 n

log a sin A .9,9687197 n
logacos ^/ . 9, 554658 o n
vnde A = 248 °55 '22 "97

log a. 9>99 8792o
Habemus itaque

x = ar  sin (i/ + 248° 55 '22 "97)
y = br  sin (1/ + 158 5 54,97)
z — cr  sin u

ybi loge = log sini 7= 9,3081870.
Alia solutio problematis  hic tractati  inuenitur in V011 Zach Moncitliche Cor-

respondenz  B . IX . S. 585 .

ynde B — i58 u 5' 5t "gj
log b.9,9920848

: « r sin (« + 263 °47' 55"59)
=3 br  sin (m+ 172 58  7 "59)
= cr  sin (« -J- i 4 5212,12)

57.

Corporis itaque coelestis distantia a quouis plano per Solem transeunte re¬

duci poterit ad formam k r  sin (y + A ) , designante v anomaliam yeram , eritque k
sinus inclinationis orbitae ad hoc planum , K  distantia perihtlii a nodo ascendente
orbitae in eodem plano . Quatenus situs plani orbitae , lineaeque apsidum in eo,
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nec non situs plani ad quod distantiae referuntur pro constantibus haberi possunt,
etiam k et K  constantes erunt . Frequentius tamen illa methodus in tali casu in
vsum vocabitur , vbi tertia saltem suppositio non permittitur , etiamsi perturbationes

ncgligantur , quae primam atque secundam semper aliquatenus afficiunt . Illud eue-
nit , quoties distantiae referuntur ad aequatorem , siue ad planum aequatorem sub
angulo recto in rectascensione data secans : quum enim situs aequatoris propter

praecessionem aequinoctiorum insuperque propter nutationem ( siquidem de vero non
de medio situ sermo fuerit ) mutabilis sit , in hoc casu etiam k et Emutationibus , len¬

tis vtique , obnoxiae erunt . Computus harum mutationum per formulas differentia-
les absque difficultate eruendas absolui potest : hic vero breuitatis caussa sufficiat,
variationes differentiales ipsarum i , Sl' , A apposuisse , quatenus a variationibus ipsa¬

rum SI— 11 atque e pendent.
d i ' = sin s sin Sl'  d (Sl— n) — cos Sl'  d e

, sin i cos A , ■ . sin Sl' T
d & = — — " ) + ,„ ngi ' ' f

sini ^ sini

Ceterum quoties id tantum agitur , vt plures corporis coelestis loci respectu talium

planorum mutabilium calculentur , qui temporis interuallum mediocre complectuntur
(e . g. vnum annum ) , plerumque commodissimum erit , quantitates a , A , b , B,
c , C pro  duabus epochis intra quas illa cadunt reijisa calculare , ipsarumque muta¬
tiones pro singulis temporibus propositis ex illis per Fsimplicem interpolationem
eruere.

58 .

Formulae nostrae pro distantiis a planis datis inuoluunt v et r:  quoties has
quantitates e tempore prius determinare oportet , partem operationum adhuc con¬

trahere , atque sic laborem notabiliter alleuare licebit . Deriuari enim possunt illae
distantiae per formulam persimplicem statim ex anomalia excentrica in ellipsi , vel
e quantitate auxiliari F  aut u in hyperbola , ita vt computo anomaliae verae radii¬

que vectoris plane  non sit opus . Mutatur scilicet  expressio ^ rsin ^ + K)

I . pro ellipsi,  retentis characteribus art . 8 , in
a k cos cp  cos K  sinE -\ -ak  sin K (cos E — e)

Determinando itaque / , Z», X per aequati ones
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a k sinK — l sinL

a k cos cp cosK — l cos Z>
■— ea k sinK = — el sin Lj = X

expressio nostra transit in / sin \F -\-F) -f 2, vbi / , L , 2 constantes erunt , quatenus
k , K , e pro constantibus habere licet ; sin minus , de illarum mutationibus com¬
putandis eadem valebunt , quae in art . praec . monuimus.

Exempli caussa transformationem expressionis pro x in art . 56  inuenti appo¬
nimus, vbi longitudinem perihelii = i2i °i7 '54"4 , <7?= i 4°15'5 1' 97 , log a = o^ isjgfjo
statuimus. Fit igitur distantia perihelii a nodo ascendente in ecliptica = 5o8°49/20 7 =
u— v\  hinc K = 212 °56' 56" og. Habemus itaque

loga £ . 0,44 ii 7 i3
logsiniSr.. g,7315887 n
loga k cos (p. 0,42  76456
log cosK. 9,g2o46'g8 n

logi si nL .0,1727600 n
logi cos L .o, 553 ii 54 n
vnde L = 2i 5°25' 5i" 5o
logi = 0,4516627
log .2 = 9,5632552

2 =+  0,5657929

II. In hyperbola formula kr  sin ( e + A' ) secundum art . 21 transit in 2 + <1  tang F
+ v secans F, si statuitur ebksinK —2, bktang ifs cosK — u , —b ksinK —v, ma¬

nifesto eandem expressionem etiam sub formam
n sin (E N) + v

cos F' reducere licet,

Si loco ipsius F  quantitas auxiliaris u adhibita est , expressio kr  sin( v+ K)  per
y

art. 21 transibit in u + /I u + —', vbi a, /? , 7 determinantur per formulasIt
a ~ 2 = e bk  sinK

fi — \ (u -f ,u) = — I e bk  sin (K —i//)
y = -| (j/— ,«.) = ■— l ebk sin (A"+ ip  )

III. In parabola , vbi anomalia vera e tempore immediate deriuatur , nihil aliud
supererit , nisi vt pro radio vectore valor suus substituatur . Denotando itaque di¬

stantiam in perihelio per <7, expressio £r sin ( p -f/t ) iit = —
qk sin \V-\-K)

COS --r v

5g.

Praecepta pro determinandis distantiis a planis per Solem transeuntibus ma¬
nifesto etiam ad distantias terrae applicare licet : hic vero simplicissimi tantum ca¬
sus occurrere solent. Sit F  distantia terrae a Sole , L  longitudo heliocentrica ter-
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rae ( quae J 8o° a longitudine geocentrica Solis differt ) , denique X , Y , Z  distan¬
tiae terrae a tribus planis in Sole sub angulis rectis se secantibus . Iam si

I. Planum ipsarum Z  est ipsa ecliptica , longitudines que polorum planorum reli¬
quorum , a quibus distantiae sunt X , Y,  resp . N et  A -f go° : erit

X — Rcos (B —A ) , Y — R  sin (L-— N ) , Z =o.

II . Si planum ipsarum Z  aequatori parallelum est , atque rectascensiones polorum
planorum reliquorum , a quibus distantiae sunt X , Y,  resp . o et 90° , habebimus,
obliquitate eclipticae per s designata

X — RcosL , Y — RcosesinL , Z = R  sine sin B.

Tabularum solarium recentisslmarum editores , clarr . de Zach et de Lambre , lati¬
tudinis Solis rationem habere coeperunt , quae quantitas a perturbationibus reliquo¬
rum planetarum atque lunae producta vix vniun minutum secundum attingere pot¬
est. Designando latitudinem heliocentricain terrae , quae latitudini Solis semper
aequalis sed signo opposito affecta erit , per B , habebimus:

in casu I.

X = R  cos B  cos {L — A)
Y = R  cos B  sin {L — A )
Z = R  sin B

in casu II.

X — R  cos B  cos L
Y = R  cos B  cos s sin L — A ! sin .Z? sin £
Z — R  cos B  sin e sin L + R  sin B  cos e

Pro cos B  hic semper tuto substitui poterit 1 , angulusque B  in partibus radii ex¬
pressus pro sinJ5.

Coordinatae ita inuentae ad centrum  terrae referuntur : si f , r/ , 'Q sunt di¬
stantiae puncti cuiuslibet in terrae superficie  a tribus planis per centrum terrae
ductis iisque quae per Solem ducta erant parallelis , distantiae illius puncti a pla¬
nis per Solem transeuntibus manifesto erunt X + f, Y -\- ij , Z + 'f  yalores coor-
dinatarum f , ?/ , 'Q autem pro vtroque casu facile determinantur sequenti mo¬
do. Sit q radius globi terrestris ( siue sinus parallaxis horizontalis mediae Solis)
1 longitudo puncti sphaerae coelestis , ybi recta a terrae centro ad punctum super¬
ficiei ductum proficitur , /3 eiusdem latitudo , a  ascensio recta , S declinatio , eritque

in casu I.

£ — p cos/3 cos (Z — N)
r/ = q cos /3 sin ( £<—A r)
'C— p sinf

in casu II.

f == p COSS cos a
rj — q cos S sin a
'C— q sinS
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Panctum illud sphaerae coelestis manifesto respondet ipsi zenith loci in superficie
(siquidem terra tamquam sphaera spectatur ) , quocirca ipsius ascensio recta conue-
niet cum ascensione recta medii coeli siue cum tempore siderali iu gradus conuerso,

»

declinatio autem cum eleuatione poli ; si operae pretium esset , figurae terrestris

«phaeroidicae rationem habere , pro S eleuationem poli correctam , atque pro q di¬
stantiam veram loci a centro terrae accipere oporteret , quae per regulas notas
eruuntur . Ex a  et S longitudo et latitudo 7 et j3  per regulas notas infra quoque
tradendas deducentur ; ceterum patet , X conuenire cum longitudine nonagesimi,  at¬

que 90°— {3 cum eiusdem altitudine,

60,

Designantibus x> fi distantias corporis coelestis a tribus planis in Sole
sub angulis rectis se secantibus ; X , Y, Z distantias terrae (siue centri siue puncti
in superficie) ab iisdem planis : patet , x — X , y — Y, z — Z fore distantias corpo¬
ris coelestis a tribus planis illis parallele per terram ductis , hasque distantias ad
distantiam corporis^a terra ipsiusque locum geocentricum *) , i. e. situm proiectionis
rectae a terra ad ipsum ductae in sphaera coelesti , relationem eandem habituras,
quam x,  y , z habent ad distantiam a Sole locumque heliocentricum. Sit A distan¬
tia corporis coelestis a terra ; concipiatur in sphaera coelesti perpendiculum a loco
geocentrico ad circulum maximum , qui respondet plano distantiarum z , demissum,
sitque a distantia intersectionis a polo positiuo circuli maximi , qui respondet plano
ipsarum x , denique sit b longitudo ipsius perpendiculi siue distantia loci geocentrici
a circulo maximo distantiis z respondente . Tunc erit b latitudo aut declinatio geo-
centrica , prout planum distantiarum z est ecliptica aut aequator ; contra a -\-N  lon¬
gitudo seu ascensio recta geocentrica , si N  designat in casu priori longitudinem in
posteriori ascensionem rectam poli plani distantiarum x.  Quamobrem erit

x — X = A cos&cos a
y — Y = A cosb sina
z — Z = A sin 6

Diiae priores aequationes dabunt a atque A cos fi; quantitas posterior ( quam posi-
tiuam fieri oportet ) cum aequatione tertia combinata dabit fi atque A.

*) In sensu latiori : proprie enim haec expressio ad eum casum refertur , vbi recta e terrae cen¬
tro  ducitur.

8
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61.
Tradidimus in praecedentibus methodum facillimam , eorporis coelestis Jo¬

cum geocentricum respectu eclipticae seu aequatoris , a parallaxi liberum siue ea
affectum, ac perinde a nutatione liberum seu ea affectum determinandi . Quod enim
attinet ad nutationem , omnis differentia in eo versabitur , vtrum aequatoris positio¬
nem mediam adoptemus an veram , adeoque , in casu priori longitudines ab aequi¬
noctio medio , in posteriori a vero numeremus , sicuti in casu iflo eclipticae obli¬
quitas media , in hoc vera adhibenda est. Ceterum sponte elucet , quo plures ab-
breuiationes in calculo coordinatarum introducantur , eo plures operationes praeli-
minares esse instituendas : quamobrem praestantia methodi supra explicatae , coor-
dinatas immediate ex anomalia excentrica deducendi , tunc potissimum se manifesta¬
bit , vbi multos locos geocentricos determinare oportet : contra quoties vnus tantum
locus computandus esset, aut perpauci , neutiquam operae pretium foret , laborem
tot quantitates auxiliares calculandi suscipere. Quin potius in tali casu methodum
vulgarem haud deserere praestabit , secundum quam ex anomalia excentrica dedu¬
citur vera atque radius vector ; hinc locus heliocentricus respectu eclipticae ; hinc
longitudo et latitudo geocentrica , atque hinc tandem rectascensio et declinatio. Ne
quid igitur hic deesse videatur , duas vltimas operationes adhuc breuiter explicabimus.

62.

Sit corporis coelestis longitudo heliocentrica 2,  latitudo /9 ; longitudo geo¬
centrica l,  latitudo b , distantia a Sole r , a terra A ; denique terrae longitudo he¬
liocentrica L , latitudo B,  distantia a Sole B.  Quum non statuamus _Z?= o , for¬
mulae nostrae ad eum quoque casum applicari poterunt , vbi loci heliocentrici et
geocentricus non ad eclipticam sed ad quoduis aliud planum referuntur , modo de¬
nominationes longitudinis et latitudinis supprimere oportebit : praeterea parallaxeos
ratio statim haberi potest , si modo locus heliocentricus terrae non ad centrum sed
ad locum in superficie immediate refertur . Statuamus porro reos/9 = / , Acos &= A /,
R cosB z=.R'. lam referendo locum corporis coelestis atque terrae in spatio ad
tria plana , quorum vnum sit ecliptica , secundumque et tertium polos suos habeant
in longitudine N  et N + go®, protinus emergent aequationes sequentes:

rcos (2— N) — R ' cos (L — N) = A ' cos( / — N)
/sin— N) — R' sin (L — N) = A ' sin ( /— N)
/ tang /9 —: 22 ' tang B = A’tang 6
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vbi angulus N  omnino arbitrarius est. Aequatio prima et secunda statim determi¬
nabunt Z—N  atque A', vnde et ex tertia demanabit Z;; ex b et A' habebis A . Iam
vt labor calculi quam commodissimus euadat , angulum arbitrarium N  tribus modis
sequentibus determinamus:

r r'
I . Statuendo N ~ L,  faciemus sin (i?— L ) — P , -jg~  cos (X— L) — *

— Q,  inuenienturque / -

tang (/— L)
A'

L,
P

A'
R'

Q

R

atque b per formulas

<2
R'

tang b—

sin (Z—L ) cos(Z— L)
tT

-jjr  tang (3 — tang B
A'
R

R
II. Statuendo N —2., faciemus - sin {X— L )—P, 1

eritque

tang (I— X) = ~q
A' P Q

sin (Z—2) cos (Z — >})
n R 'tang /3- -- tang B

tangb — - A'

R
cos (; - £ )= <2,

III. Statuendo N = \ (/ .4-L) ,• inuenientur Z atque A  per aequationes
/ \ / + R

tang (Z— £ (/ 4-L ) \ — tang i (A— L)

_ (r + R)  sinl (/ .— L) (r — A' ) cos — L)
sin( Z— i (/?+£ )) cos (l —i (a+R)')

7 ' 4 -R

ac dein b per aequationem supra datam. Logarithmus fractionis ~ / ' yv ~ commodo

calculatur , si statuitur — =  tang £, vnde fit .. j y- = tang (45°+ £). IIoc

modo methodus III ad determinationem ipsius Z aliquanto breuior est , quam I et II,
ad operationes reliquas autem has illi praeferendas censemus.
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65.
Exempli caussa calculum in art . 5i vsque ad locum heliocentrlcuxn produ¬

ctum vlterius continuamus. Respondeat illi loco longitudo heliocentrica terrae
2-i*lg7 4905 = 2/ , atque log /2 == 9,9980979 ; latitudinem 5  statuimus = o. Habe¬
mus itaque X— L = — 17 °24,2o"o7 , log/t ' —logH,  adeoque secundum methodum II,

il
log—7-. .9,67298x3 Jog(1— Q) . g,6026258

log  sin (X— L ) . 1—Q — 0, 44g5g25
log cos (X—L) .. 959796445 Q = 0,5506075
log -P .
log Q.
Hinc 1‘—X =■ — i 4°2i' 6"75 vnde l = 352*54,22 *s3
T A'
log r ' . ynde logA’...0,0797286

log tang/9. log cosb.9,9973144
logtangb . log A. 0,0824159

b = — r >0 t r r u•D 21 05  07
Secundum methodum III ex Iogtang £= 9,6729813 habetur £= 25° 157 6”51, adeoque

logtang (45’ + £) . o,444iogi
log  tang j( 2‘— L) . . 9,1 848958 n
logtang (Z—i X— i L )... 8,6290029 n

l — iX — %L = — 25°5, i 6"79 1
xji . t _ , r r. ' f- t vnde / = 55  20 34' 22’' 225— 100709,010 J

64.

Circa problema art. 62 sequentes adhuc obserualiones adiicimus.
I. Statuendo in aequatione secunda illic tradita N = X, N = Z/, N =zzl,  prodit

Xi' sin{X~L ) ~ A ' sin (/— X); r  sin (X.— L ) — A'  sin (l— L)  j r'  sin (l - X) — i?’sin (l - L)  ;
aequatio prima aut secunda commode ad calculi confirmationem applicatur , si me¬
thodus I aitt II. art . 62 adhibita est. Ita habetur in exemplo nostro

logsin (A—L ). 9,4758650 n l — Iu = — 5 i° 45/26 "82
. A'
l°g - y~ .9,7546x17

9,7212556 n
logsin (t —~Is) .9,7212556 n



RELATIONES AB LOCVM SIMPLICEM IN SPATIO SPECTANTES.

II. Sol duoqiie in plano eclipticae puncta , cpiae sunt proicetiones loci cor-

A' , R' , r,  angulique oppositi yel X— L , l — A,  i8o °— l+ L,  vel L — 2, /[— /,

i8o °— L + l:  ex hoc principio relationes in I traditae sponte sequuntur.

III. Sol, locus verus corporis coelestis in spatio , locusque verus terrae aliud

triangulum formabunt , cuius latera erunt A , R , r: angulis itaque Iris rcsp. oppo-

lieliocentrlcus terrae , locus heliocentricus corporis coelestis eiusdemque locus geo-

centricus siti erunt , et quidem ita -vt distantia secundi a primo , tertii a secundo,

IV. Vel ex notis variationibus differentialibus partium trianguli plani , vel

aeque facile e formulis art . 62 sequentes aequationes differentiales deriuanfui’;

ao 6265  diuidendae , si mutationes angulorum in minutis secundis exprimuntur.
V. Problema inuersmn , scilicet determinatio loci heliocenlrici e geocentrico'

problemati supra euoluto  prorsus analogum est , quamobrcm superfluum foret , illi

amplius inhaerere . Omnes enim formulae art .. 62  etiam pro illo problemate valent,

si modo omnibus quantitatibus quae ad locum corporis coelestis geocentricum spe¬

ctant cum analogis iis quae ad geocentricum referuntur permutatis , pro B , B resp.

substituitur L +180 °, — B,  siue quod idem est pro loco heliocentrico terrae geo-

centricus solis accipitur.

Etiamsi in eo casu , vbi ex elementis datis paucissimi tantum loci geocen-

poris coelestis atque loci terrae , triangulum planum formant , cuius latera sunt

si iis per S , T , 18  o°— S — T  denotatis , erit — ^ ——- ^ 7-- —. Pla¬

num huius trianguli in sphaera coelesti  circulum maximum proiiciet , in quo lorus

sin S sin T sin (S -{■! ') Pla-

tertii a primo , secundum eandem directionem numeratae , resp . sint S , T , 1S-\- T.

r ros (2 — l) sin (2— l )

dA ’= — r' sin (2— / )dX + cos (2— l)  dr'
r cos b sinb sin ( 2.— l) r  cos b'

A'cos /j
<508 -U- f,

—^ 7— (tang/?— cos(2\— l)  tang b)  d r,

vbi partes quae continent dr , d A; per 206265 sunt multiplicandae , vel reliquae per

trici sunt determinandi , omnia artificia supra tradita , per quae ab anomalia excen-

trica statim ad longitudinem et latitudinem geocentricam , vel adeo ad rectascensio-
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nem et declinationem, transire licet , in vsurn vocare vix operae pretium sit , quo¬
niam compendia inde demanantia a multitudine quantitatum auxiliarium antea com¬
putandarum absorberentur : semper tamen contractio reductionis ad eclipticam cum
calculo longitudinis et latitudinis geocenlricae lucrum haud -spernendum praestabit.
Si enim pro plano coordinatarum z assumitur ipsa ecliptica , poli autem planorum
coordinatarum x , y  collocantur in longitudine £1, 90°+ Sl, coordinatae facillime abs¬
que vlla quantitatum auxiliarium necessitate determinantur . Habetur scilicet

X: ■r cosu
y—  reos i sinu
£= rsin isin u

■X= A' cos(7— si)
• F = A' sin (l — gg)
-Z = A ’tang b

X — R'  cos(Z/— Sl)
Y= R'  sin (Zv— ft)
Z =zR'  tang B

Quoties B •= . o , est R ' — R , Z — o. Secundum has formulas exemplum nostrum
numeris sequentibus absoluitur : L — Sl— 2i5 ° i2 ' o"52

los ^ '. 9,9980979
logcos (Z/— SI)-.-.9,9226027 n
logsin (Z/— £2).... g,7584353 n

Hinc lit

logr .
Iog eosu .
Iog sin u.
IogX.
Iogr sin u. ... 9,7714591 n
Iog cosi. ... 9,9885266
Iog sin i.
i»gy . ••••9,7599857 n
iog^ .

log (x — X) .
log (y - Y) .
vnde (/— Sl) = i 8 i° 26'33 '’4:Q
iog A'.
Iog tang b .

logA .. 9,9207006 n

Iog K .... 9,7565352 n

rrr-  O —/>  "002 34 22 22

— 621 55,o6

66 .
E longitudine et latitudine puncti cuiusuis in sphaera coelesti eius rectascen-

sio et declinatio deriuantur per solutionem trianguli sphaerici , quod ab illo puncto
polisque arcticis eclipticae et aequatoris formatur . Sit g obliquitas eclipticae , l lon¬
gitudo , b latitudo , a  ascensio recta , S declinatio, eruntque trianguli latera 6,
9° 5 , 9° — <5*; pro angulis lateri secundo et tertio oppositis accipere licebit go°-f «,
90 l (siquidem trianguli sphaerici ideam maxima generalitate concipimus) ; angu-
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Ium tertium lateri s oppositum statuemus = go°— E. Habebimus itaque per for¬
mulas art . 54.

sin(45°— k S)  sin k (E + a ) = sin (45 + | / ) sin ^45 — § (£+ &))

sin (45°— i S) cosi (E + a ) = cos (45°+ i l ) cos( 45°— k («— i ))

cos(45°— k S) sin k {E —a ) = cos(45 + £ 0 sin ( ^5 l' (®— ))

cos(45°— k S) cosk {E — a) = sin (45°+ k / ) cos ( 45° — k (e+ b))
Aequationes duae primae dabunt -| (£ + a) atque sin (45 —i 3 ) > duae vllimae k [E — u)
atque cos ( 45°— kS ) ', ex k (E + a ) et k (E — a)  habebitur a  simulque E \ ex
sin (45°— kS)  aut cos(45°— kS ) , quorum consensus calculo confirmando inseruiet,
determinabitur 45°— kS  atque hinc A Determinatio angulorum k (-E + «) , k (E — a)
per tangentes suos ambiguitati non est obnoxia , quoniam tum sinus tum cosinus
anguli 45°— kS  positiuus euadere debet.

Mutationes diflerentiales quantitatum a , S e mutationibus ipsarum l > b  se¬
cundum principia nota ita inueniuntur:

d a

d £ :

sin -E cosb
z k  d l — c.coso coso
■.cosEcosb  d / + siniSdi

cosE d b

67.

Methodus alia , problema art . praec . soluendi , ex aequationibus
cos«sin/ = sin «tangi + cos/tang a
sincJ = cose sini + sin«cosi sin/
co sbcosl = z cosa cosS

petitur . Determinetur angulus auxiliaris 0 per aequationem
tang i

tang d — - gint , entque
cos(«+ #) tang/

tang a =

tang S — sin a tang(«+ ff)
quibus aequationibus ad calculi confirmationem adlici potest

cosi cos/ . t cos (e+ 6)  cosi sin lcos o — -siue cos0 — - :-v —-■-cos a cos asm a

Ambiguitas in determinatione ipsius a  per aequ. secundam eo tollitur , quod cosu
et cos/ eadem signa habere debent.
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Haec methodus minus expedita est , si praeter a et S etiam E  desideratur:
. . . . . smecoSa

formula commodissima ad hunc angulum  determinandum tunc  erit cosE =

sin e cosl
coss

cos <j

Sed per lianc formulam E  accurate computari nequit , quoties + .cosE

parum ab vnitate differt; praeterea ambiguitas remanet , vtrum E  inter o [et i8o®
an iiiter x8o° et 56o° accipere oporteat . Incommodum prius^ raro vilius momenti
est , praesertim , quum ad computandas rationes diflbrentiales vltima praecisio in va-
lore ipsius E  non requiratur : ambiguitas vero illa adiumento aequationis cos b cosSsin E
= cos fi— sin b sin§ facile tollitur , quae ostendit E  intero et 180°, vel inter 180°
et 36o° accipi debere , prout cose maior fuerit vel minor quam sin b sin S : mani¬
festo hoc examen ne necessarium quidem est , quoties alteruter angulorum b , S li¬
mitem 66° 32' non egreditur : tunc enim sin E  semper fiet positiuus . Ceterum ea¬
dem aequatio in casu supra addigitato ad determinationem exactiorem ipsius E } si
operae pretium videtur , adhiberi poterit.

68 .

Solutio problematis inuersi , puta determinatio longitudinis et latitudinis ex
ascensione recta et declinatione , eidem triangulo sphaerico superstruitur : formulae
itaque supra traditae huic fini accommodabuntur per solam permutationem ipsius b
cum S, ipsiusque l cum — a.  Etiam has formulas , propter vsum frequentem , hic
apposuisse haud pigebit:

Secundum methodum art . 66 habemus

sin (45°— i 6) sin§ (i ?— l) — cos(45 °+ £ a)  sin (45 *— +

sin (45°— ^b )cos i (E —/ ) = sin (45°+ J a)  cos( 45®— § (fi— S)')

cos(45°- -̂f 6)sin ^ ( JE+ / ) = sin (45°+ i a) sin ( 45°— £ («— Sf)

cos(45°— J b)  cos + / ) = cos(45°+ § a) cos ( 45°— -§( fi+ <£))
Contra ad instar methodi alterius art . 67 determinabimus angulum auxilia¬

rem £ per aequationem
o tang S

,a “sJ:= « ■fop»

tang ; = — -(C—
COSQ

iangh = sin / tang (f — e)
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Ad calculi confirmationem adiungi poterit
cos cos a cos (£— e)  cos S sin rtcos b cos l cos Q sin L

Pro determinatione ipsius E  inseruient perinde vt in art . praec . aequationes
sin s cos a  sin s cos l

cos E = - cos b
cos b cos t^sin E = cos£

cos S
sin b sin S

Variationes differentiales ipsarum / , b hisce formulis exhibebuntur:

d l =
sin jE cos S

da +
cos E

d <$cos b 1 cos 6
d & = — cosJEcosJda + sinEdtJ

69.
Exempli caussa ex ascensione recta 355 * 457 45 " 5o — a , declinatione

— 8°47 '26" =S,  obliquitate eclipticae 25°27' 5g"26 = £ longitudinem et latitudinem
computabimus . Est igitur 450+ f : a = 222 05i ' 52"65 , 45°— —3j° 39' 42"87,
45°— i (e — S) =28 ° 52' 17"87 ; hinc porro

log cos (45°+ -ia ) . 9,865o82o n log  sin (45°+ ia) . . ..9,8326803 n
log sin ( 45°— \ («+ <£)) .g,7860418 log sin ( 45°— i (e— <J)) . 9,6838112

log cos ( 45°— 2 (<s + J )) . 9,8985222 log cos ( 45°— i (s — S}) .9,9423572
logsin (45°— ~£ b)  sin § (E — / ). g,65ii258 n
log sin (45°— i 6) cos l (E— l) .9,7760375 n

vnde i (E —/ ) = 216 ° 56' 5"oq -, log sin (45°— jrb) =9,8723171
log cos (45°— | b)  sin § (E + / ).9,5164916 n
logcos (45°— kb)  cos i (E + l) .9,7636042 n

rnde i (E + 1) — 203 °5o' Ag"9-1:  log cos (45°— i b) =9,8239669
Fit itaque E—  426 26 55 33, l = — 7°2 5,i 5”’45, siue quod eodem redit E — 66e26'55':55)
/ = 552°54' 44 55; angulus 45°— %b  e logarithmo sinus habetur 48°io '58"i2 , e log-
arithmo cosinus 48° io ' 58" 17 , e tangente , cuius logarithmus illorum differentia est,
i8° io ' 58" i4 ; hinc b = — 6 °2i ' 56"2S.

9
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Secundum methodum alteram calculus ita se habet:
logtang S .......9,1890062 n C.Iog cos£.
log sin a. . .8,87iq - q2 n log cos(£— e) . 9,87897°5
logtang £.......0,01^0270 log  tanga . .8,8701869 n

£ = 61° 17' 6"80 logtang/.1 0) II •10 4q 7, 57 l = 552 °34' 44"5o

log sin /..
logtang (£— i0. 9,9566874
log tang b.

b = ■— 6°2 i' 56"26

Ad determinandum an.gulirni E  habemus calculum duplicem:
log sins. log sin e.
log cos a.. . 9,99879 ai logcos/. .9,9963470
C . log cos b. C . log cosS.■■
log cosE .....9,6010927 logcos E . .... 9,6015927
vndeJS == 66°26' 55"35

70.
Ne quid eorum , quae ad calculum locorum geocentricorum requiruntur , hic

desideretur , quaedam adhuc de parcdlaxi  atque aberratione  adiicienda sunt. Me¬
thodum quidem supra iam descripsimus , secundum quam locus parallaxi affectus,
i. e. cuilibet in superficie terrae puncto respondens , immediate maximaque facilitate
determinari potest : sed quum in methodo vulgari in art . 62 et sequ. tradita locus
geocentricus ad terrae centrum referri soleat , in quo casu a parallaxi liber dicitur,
methodum peculiarem pro determinanda parallaxi , quae est inter vtrumque locum
differentia , adiicere oportebit.

Sint corporis coelestis longitudo et latitudo geocentrica respectu centri ter¬
rae >?,/ ?; eaedem respectu puncti cuiusuis in superficie terrae l , b ; distantia cor¬
poris a terrae centro r , a puncto superficiei A ; denique respondeat in sphaera
coelesti ipsi zenitli huius puncti longitudo L , latitudo B , designeturque radius ter¬
rae per R.  Sponte iam patet , omnes aequationes art . 62 etiam hic locum esse ha¬
bituras ; sed notabiliter contrahi poterunt , quum R  hic exprimat quantitatem prae
r et A tantum non euanescentem. Ceterum eaedem aequationes manifesto etiam-
num valebunt , si /., / , L  pro longitudinibus ascensiones rectas , atque fi , b , B
pro latitudinibus declinationes exprimunt . In hoc casu l — b— erunt parullaxes
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ascensionis rectae et declinationis , in illo vero parallaxes longitudinis et latitudinis.
Quodsi iam R  vt quantitas primi ordinis tractatur , eiusdem ordinis erunt l — X,
b — fi, A— r , neglectisque ordinibus superioribus e formulis art . 62 facile deri-
vabiiur:

R  cos B  sin — L)L l — X =
r  cos fi

Rc os B  cos /?
II. b — /9 = — — ■’ ^ tang cos (Z— Z>) — tang Z?̂

III . A— r — — RcosB  sin/9 ^ cptang [3  cos (Z— L) + tangZ ?̂
tangi?

Accipiendo angulum auxiliarem 6 ita vt fiat tang Q ~  — -7 ^ ^ -y , aequationes II,
III formam sequentem nanciscuntur:

R cosB  cos (Z— L ) sin (/9— 0) _ i ?sini ?sin (/9— (9)II . b — 0

III. A-
r  cos 0

Z?cos Z?cos (Z— Z/) cos (/9■ <?)
cos e

rsmd
R &vciB  cos (/9— 6)

sint?
Ceterum patet , vt in I et II / - Z et Z>~ /?  i „ minutis secundis obtineantur , pro Z2
accipi debere parallaxem mediam solarem in minutis secundis expressam •’ in III
vero pro R  eadem parallaxis per 206265 " diuisa accipienda est. Tandem nullo
praecisionis detrimento in valoribus parallaxium pro r , Z , /9 , adhibere licebit A l b
quoties in problemate inuerso e loco parallaxi affecto locum ab eadem liberum de¬
terminare oportet.

Exemplum.  Sit ascensio recta Solis pro centro terrae 22o 046' 4i "65 ~X
declinato — i 5- 49' « Vi = /S, «stantia 0,990 « , , = ,•; p0 r, „ tempils sidereum S
aliquo loco m terrae superficie gradibus expressa 78° 20' 58" = Z, , loci eleuatio oli
45°27' 07" = 79, parallaxis media solaris 8"6 = / 9. Quaeritur locus Solis ex hoc
loco visus , distantiaque ab eodem.

. ,.o,q54 5o logi ?.
log cos Z?. ..9,84595. log  sin B . .9> 852 99
C . logr. ,.o,oo4i8 C . logr.
C . log cos /9. .. 0,01679 C . log sin d . . 0,10617
log’sin (Z— L) . .. 9,78508 log sin (/9— 0) .9j77i52 n
iog (/ — ;. ) . ..o,58648 l°g (P— P) .

III + 5"86 b - fi  = — 4"64
l 220°46' 48"5i b =  — i5 °49'45 "86
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logi  angi ?.
log  cos (A—-L) . 9>89909 n
logtangt ?...0,10797 n
6 — Or / i>127 07 O

1 11 1 / ^ 0 / i~*/ / j ff- i 40 i6 44

log (5 — fi) .T ..0,66627 n
log cot (fi — 6). o,155 22
logr . .'-- g^ O583
log 1". 4,68557 _
log (r — A ). 5,48288 u
r — A — — o,oooo 3o4
A = 0,99046 *5

71.
Aberratio fixarum , nec non pars ea aberrationis planetarum et cometarum

miae soli motui terrae debetur , oritur inde , quod cum terra integra tubus  moue-
tur , dum radius luminis ipsius axem opticum percurrit . Corporis coelestis locus
obseruatus ( qui et apparens seu aberratione affectus dicitur ) determinatur per situm
axis optici telescopii ita collocati , vt radius luminis ab illo egressus in yia sua
vtramque huius axis extremitatem attingat : hic autem situs diuersus est a situ vero
radii luminis in spatio . Distinguamus duo temporis momenta / , t ', vbi radius lu¬
minis extremitatem anteriorem ( centrum vitri obiectiui ) , vbi que posteriorem ( focum
vitri obiectiui ) attingit ; sint harum extremitatum loci in spatio pro momento priori
a , b•  pro posteriori ci, b'. Tunc patet , rectam ab'  esse situm verum radii in spa¬
tio , loco apparenti autem respondere rectam ab  vel a ' b' (quas pro parallelis ha¬
bere licet ) : nullo porro negotio perspicitur , locum apparentem a longitudine tubi
non pendere . Differentia inter situm rectarum b' a , ba  est aberratio qualis pro stel¬
lis fixis locum habet : modum eam calculandi hic tamquam notum silentio transi¬
mus . Pro stellis errantibus autem ista differentia nondum est aberratio completa;
planeta scilicet , dum radius ex ipso egressus ad terram descendit , locum suum
ipse mutat , quapropter silus huius radii non respondet loco geocentrico vero tem¬
pore obseruationis . Supponamus , radium luminis qui tempore t  in tubum mpin-
git tempore T  e planeta egressum esse ; designeturque locus planetae in spatio tem¬
pore T  per P,  tempore t  autem per p ; denique sit A  locus extremitatis antece¬
dentis axis tubi pro tempore T.  Tunc patet

1 rectam AP  exhibere locum verum planetae tempore T.
2 rectam ap  autem locum verum tempore t.
3 rectam ba  vel b'a  locum apparentem tempore t vel t' (quorum differen¬

tia ceu quantitas infinite parua spectari potest ).
4 rectam ba  eundem locum apparentem ab aberratione fixarum purgatum.
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Iam puncta P , a , b'  in linea recta iacent,  eruntque partes Pa,ab’  propor¬
tionales temporum interuallis t — T , t' — t,  siquidem motus luminis celeritate vni-
formi peragitur . Temporis intervallum t' — T  propter immensam luminis velocita¬
tem semper est perparuum , intra quod motum terrae tanquam rectilineum ac cele¬
ritate vnifurini peractum supponere licet : sic etiam A,  a , a  in directum iacebunf,
partesque A a , ad  quoque interuallis t — T , t' — t proportionales erunt . Hinc fa¬
cile concluditur , rectas AP , b'a'  esse parallelas , adeoque locum primum cum ter¬
tio identicum.

Tempus t — T  erit productum distantiae Pa  in dg -ff , intra quod lumen
percurrit distantiam mediam terrae a Sole , quam pro vnitate accepimus . In Iioc
calculo pro distantia Pa  etiam PA  vel pa accipere licebit , quum differentia nul¬
lius momenti esse possit.

Ex bis principiis tres demanant methodi , planetae vel cometae locum ap¬
parentem pro quouis tempore t  determininandi , e quibus modo hanc modo illam
praeferre conueniet.

I. Subtrahatur a tempore proposito tempus intra quod lumen a planeta ad
terram descendit : sic prodibit tempus reductum T,  pro quo locus verus more so¬
lito computatus cum apparente pro t  identicus erit . Ad computum reductionis
temporis t — T  distantiam a terra nouisse oportet : plerumque ad’ hunc finem sub¬
sidia commoda non deerunt e. g. per ephemeridem vel leui tantum calamo calcu-
latam , alio quin distantiam veram pro tempore t more solito sed neglecta praeci¬
sione nimia per calculum praeliminarem determinare sufficiet-

IL Computetur pro tempore proposito t  locus verus atque distantia , ex liac
reductio temporis t —T , atque hinc adiumento motus diurni (in longitudine et lati¬
tudine vel in ascensione recta et declinatione ) reductio loci veri ad tempus T.

III . Computetur locus heliocentricus terrae quidem pro tempore t:  locus he-
liocentricus planetae autem pro tempore T : dein ex horum combinatione more so¬
lito locus geocentricus planetae , qui aberratione fixarum ( per methodum notam
eruenda siue e tabulis depromenda ) auctus locum apparentem quaesitum suppeditabit-

Methodus secunda , quae vulgo in vsum vocari solet , eo quidem prae reli¬
quis se commendat , quod ad distantiam determinandam nuinquam opus est calcula
duplici , attamen eo laborat incommodo , quod adhiberi nequit , nisi plures loci vi-
cmi vel calculentur vel ex cbseruationibus iam innotuerint ; alioquin enim motum
diurnum pro dato habere non liceret.
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Incommodum , quo methodus prima el ter !ia premuntur , plane tollitur quo¬
ties plures loci sibi vicini calculandi sunt . Quam primum enim pro quibusdam
distantiae iam innotuerunt , percommode et praecisione sufficiente distantias pro¬
xime sequentes per subsidia trita concludere licebit . Ceterum si distantia est nota,
methodus prima tertiae ideo plerumque praeferenda erit , quod aberratione lixarum
opus non habet ; sin vero ad calculum duplicem refugiendum est , tertia eo se
commendat , quod in calculo altero locus terrae saltem retinendus est.

Sponle iam se offerunt , quae ad problema inuersum requiruntur , puta si
e loco apparente verus deriuandus est . Scilicet secundum methodum I retinebis lo¬
cum ipsum immutatum , sed tempus t , cui locus propositus vt apparens respondet,
conuertes in reductum T,  cui idem tamquam verus respondebit . Secundum me¬
thodum II retinebis tempus t,  sed loco proposito adiicies motum intra tempus t —T,
quasi istum ad tempus t + (t — T)  reducere velles . Secundum methodum III locum
propositum ab aberratione fixarum liberatum tamquam locum verum pro tempore
T  considerabis , sed terrae locus verus tempori t respondens retinendus est ac si
ad istud pertineret . Ytilitas methodi tertiae in Libro secundo clarius elucebit.

Ceterum , ne quid desit , adhuc obscruamus , locum Solis ab aberratione

perinde affici ac locum planetae : sed quoniam tum disLantia a terra tum motus
diurnus propemoduili sunt constantes , aberratio ipsa semper valorem tantum non
constantem obtinet motui medio solis in 4go" aequalem , adeoque = 20 "aS , quae
quantitas a longitudine vera subtrahenda est vt media prodeat . Valor aberrationis
exactus est in ratione composita distantiae et motus diurni , siue quod eodem re¬
dit in ratione inuersa distantiae , vnde ille valor medius in apogeo o"54  diminuen¬
dus in perigeo tantum dem augendus esset . Ceterum tabulae nostrae solares aher-
rationem constantem — 20" 20 iam includunt ; quapropter ad obtinendum longitudi¬
nem veram tabulari 20"25 addere oportebit.

r* 9/

Finem huic Sectioni imponent quaedam problemata , quae in determinatione
orbitarum planetarum et cometarum vsum frequentem praestant . Ac primo quidem
ad parallaxem reueniemus , a qua locum obseruatum liberare in art . 70 docuimus.
Talis reductio ad centrum terrae , quum planetae distantiam a terra proxime saltem
notam supponat , institui nequit , quoties planetae obseruati orbita omnino adhuc
incognita est . Attamen in hoc quoque casu finem saltem eundem assequi licet , cuius
caussa reductio ad centrum terrae suscipitur , ideo scilicet , quod hoc centro in plano
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eclipticae iacente vel iacere supposito plures formulae maiorem simplicitatem et con¬
cinnitatem nanciscuntur , quam si obseruatio ad punctum extra planum eclipticae
referretur. Hoc itaque respectu nihil interest , vtrum obseruatio ad centrum terrae
an ad quoduis aliud punctum in plano eclipticae reducatur . Iam patet , si ad hunc
finem punctum intersectionis plani eclipticae cum recta a planeta ad locum verum
obseruationis ducta eligatur , obseruationem ipsam nulla prorsus reductione opus ha¬
bere , quum planeta ex omnibus punctis illius rectae perinde videatur *) : quamobrem
lioc  punctum quasi locum fictum obseruationis pro vero substituere licebit . Situm
illius puncti sequenti modo determinamus.

Sit corporis coelestis longitudo A,  latitudo fi , distantia A , omnia respectu
loci veri obseruationis in terrae superficie , cuius zenith respondeat longitudo Z, la¬
titudo b; porro sit tc  semidiameter terrae , JL  longitudo lieliocentrica centri terrae,
B  eiusdem latitudo , R  eiusdem distantia a Sole ; denique Z/ longitudo lieliocentrica
loci ficti , R'  ipsius distantia a Sole , A + eJ ipsius distantia a corpore coelesti . Tunc
nullo negotio eruentur aequationes sequentes , denotante N  angulum arbitrarium:

R'  cos (Z/— N) + fi  cos fi  cos (A— A 7) — R cosB  cos (Z/— A ) -fircos b cos (Z— A7)
R'  sin (I/ — N ) + fi  cos fi  sin (Z.— N ) — R  cosB  sin (Z — N) 4-7t  cos b sin (Z—N  )

t fi  sin/1 = R sin B rt  sin b
Statuendo itaque I. {R  sin B + n  sin b)  cotang /3 = /u, erit
II. R ' cos (JJ — N ) — R  cos Z?cos (Z — N)  4 -si  cos b cos (/ — A’)— /ccos (A—A r)
III. Z2'sin (Z'— A") = i ?cosZ?sin (Z — A ) -fircosZ ; sin (Z— N) — t̂sinlZ.— N)

IV. fi = B
cos [3

Ex aequationibus II , III determinari poterunt R'  et Z ;, ex IV interuallum
temporis tempori obseruationis addendum quod erit minutis secundis = 4yo fi.

Hae aequationes sunt exactae ct generales , poteruntque tunc quoque adhi¬
beri , vbi pro plano ecliptica aequatorc substituto E , L\  Z , A designant ascensiones
rectas , B , b , fi  declinationes . Sed in casu de quo hic potissimum agimus , scili¬
cet vbi locus fictus in ecliptica situs esse debet , exiguitas quantitatum i ?, ,t , L ’— Z
adime quandam formularum praecedentium contractionem permittit. Poterit enim
pro n assumi parallaxis media solaris , B  pro sin B , i pro cosZ >et cos (Z'— Z ),

*) vltima praecisio desideraretur, interuallum temporis, intra quod lumen a vero loco ob-
sermtionis ad lictum seu ab hoc ad illum delabitur, tempori proposito vel addere vel inde subdu¬
cere oporteret, siquidem de locis aberratione affectis agitur: sed haec differentia vix vilius momenti
esse potest, nisi latitudo perparua fuerit.
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Jj — L pro sin (Z/'— L ). Ita faciendo N — L , formulae praecedentes assumunt
formam sequentem:

I . /ul= RB -f 7t sinb) cotang fi

II . R ' —R -\ -7zcosb cos (l — L) — fj,  cos (A— L)

n  cosb sin (l — L) — u  sin (A•III . L'— L = - -- ~r- -— -L)

Proprie quidem hic B , :r , U — L  in partibus radii exprimendi sunt ; sed patet , si
illi anguli in minutis secundis exprimantur , aequationes I , III sine mutatione reti¬
neri posse, pro II autem substitui debere

7t  cosb cos(/— L/)— u  cos (A— L)R' = R +

Ceterum in formula III pro denominatore R'  absque errore sensibili semper adhibere
licebit R.  Reductio temporis autem , angulis in minutis secundis expressis , fiet

__ 495 " . ^

206265 ". COSy3

r*70.

Exemplum. Sit A— 554°44' 54", fi = — 4°5g,52", / = 24*29' , b = 46°55 ',
28' 54", H = + o"4g , 72= 0,9988839 , tt — 8"60. Ecce iam calculum:

Jog-S. 9 9̂9951  log .T. o,g545o
log B .9,69020 log sin6 . g, 8653o
logBR .9,68971 log r̂sinfe. 0,79780

Ilinc log (fBR-f -Tt  sin 5). o,8oo4o
log cotang fi . . . 1,05875 n
log/t . 1,88913 n

log (« . .. ;.i,88910 n
log 1". 4,68557
logcos (A— Z/ )...9,97886

6,55556 n
numerus — 0,0003577

log r̂ . o,g545o
logcos b .9,85475
logi ". 4,6855 7
logcos (7— IS) .g,ggo4o

5,44520
numerus -f- 0,0000279
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Hinc colligitur R' —R
log it  cos b. ..
log sin (l—L )
Compl.logR '.

+ 0,0005856 = 0,9992695. Porro erit
.0,76920 log .a .i,88gi3 n
.9,51794 log sin {X— L ).9,48371 n
0,00032  C . Iog-ft’. 0,00032
0,08749 1,67316

numerus + i "22 numerus + 25 '61

Vnde colligitur L ’= .L — 22"5g.  Denique habetur
log// . 1,88913 n
C . log 206265. 4,68557
log4g3.2,69285
C . log cosf3.0,001 65

9,26920 /i , vnde reductio temporis = — 0*186, adeoque
nullius momenti.

74.

Problema aliud , e corporis coelestis loco geocentrico atque situ plani orbi¬
tae eius locum heliocentricum in orbita deriuare,  eatenus praecedenti affine est,
quod quoque ab intersectione rectae inter terram et corpus coeleste ductae cum
plano positione dato pendet . Solutio commodissime petitur e formulis art. 65 , vbi
characterum significatio haec erat:

Z/ longitudo terrae , R distantia a Sole , latitudinem B statuimus = 0 (quum
casus , \’bi non est = 0 , ad hunc facile reduci possit per art . 72) , vnde R' = R ;
l corporis coelestis longitudo geocentrica , b latitudo , A distantia a terra , r distan¬
tia a Sole, u argumentum latitudinis , £1 longitudo nodi ascendentis , i inclinatio
orbitae. Ita habemus aequationes

I. rcosu — i ?cos(Z/— £1) =Acos6cos (/— &)
II. r  cosi sin u<— R  sin (L — &) = A cosb sin(/ — &)
III . r  sin i sinu = A sin b

Multiplicando aequationem I per sin (L — ££)sin b , II per — cos {L— ££) sin b, III per
— sin (Z/— l)  cos b,  fit additis productis

cos u sin(A — &) sinb —sin u cos i cos {JL— ££) sin b ——sin « sin i sin (Z/— /) cos 6 = 0
vnde

nr . sin (L — £V sin bIV. tang u =- ;- - -- -- - —
cos 1 cos(.L — sin b + sin i sm — l) cosb

10
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Multiplicando autem I per sin {7 — &) , II per — eos (/— &) , prodit productis additis
Rsin (L — l)

y" # j* —— ■■■— — —■
sin u cos i cos (/ — £2) — cos u sin (/ — £l)

Ambiguitas in determinatione ipsius u per aequ . IV , sponte tollitur per aequ . III,
quae ostendit , u inter o et i8o ° vel inter i8o ° et 56o ° accipi debere , prout lati¬
tudo b fuerit positiua vel negatiua ; sin vero fuerit b — o , aequatio V docet , statui
debere u—  o vel u = 18o°, prout sin {L —/ ) et sin (/— £l)  diuersa signa liabeant,
vel eadem.

Computum numericum formularum IV et V variis moclis per introductionem
angulorum auxiliarium contrahere licet . E . g.

statuendo

statuendo

tang b cos (Z/—
sin (L — 1)

tang i sin (L — /)

= tang A,  Iit tangzz =
sin yJ  tang (E — Sl)

sin b i)

:tang B , fit tang u
cos B  sin b tang (L — £l)

cos (L — $2 ) t> 3 t » sin (jj _j _^ cos  i
Perinde aequ . V per introductionem anguli cuius tangens = cos i tang u , vel =

■- ——.——— formam concinniorem nanciscitur . Sicuti formulam V e combinatione
cos l

aequationum I , II obtinuimus , per combinationem aequationum II , III ad sequen¬
tem peruenimus:

_ R  sin (L — &)
1 sinzz (cosz — sin zsin (I — ££) eotangb)

et perinde per combinationem aequationum I , III ad hanc
Roos (B — £1)

T cos u — sin u sin i cos {l— Qj  cotang h
Vtramque perinde vt V per introductionem angulorum auxiliarium simpliciorem red¬
dere licet . Solutiones e praecedentibus demanantes collectae exemploque illustratae
iuueniuntur in Fon Zach Monatliche Correspondenz 1ol.  7 . p.  54o , quapropter
bic euolutione vlteriori supersedemus . ■— Si praeter u et r etiam distantia A de¬

sideratur , per aequationem III determinari poterit.

75.

Alia solutio problematis praec . superstruitur obseruatieni in art . 64 III tra¬
ditae , quod locus heliocentricus terrae , geocentricus corporis coelestis eiusdexnque
locus heliocentricus in vno eodemque circulo maximo sphaerae sunt siti . Sint in

fig. 5 illi loci resp . T , G , H)  porro ^ locus nodi ascendentis ; & T , QII  partes
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eclipticas et orbitae, , GP  perpendiculum ad eclipticam ex G demissum , quod igi¬
tur erit — b.  Hinc et ex arcu PT — L — l determinabitur angulus T  atque ar¬
cus TG.  Dein in triangulo sphaerico QHT  data sunt angulus Sl = i } angulus T
latusque &T = L — £1,  vnde eruentur duo reliqua latera <flll ~ u.  atque '111.  Tan-

R  sin TG . R  sin TU
dem erit IIG — TG — 27 / atque r = ■ sm IIG A = • sin IIG

£

In art . 52 variationes differenti ales longitudinis et latitudinis heliocentrieae di¬
stantiaeque curtatae per variationes argumenti latitudinis u,  inclinationis i radiique
vectoris r  exprimere docuimus , posteaque ( art . 64 , IV ) ex illis deduximus variatio¬
nes longitudinis et latitudinis geocentricae , l et b:  per combinationem itaque ha¬
rum formularum d/ et d6 per d u , di , d ^ , dr expressae habebuntur . Sed ope¬
rae pretium erit ostendere , quomodo in hoc quoque calculo reductione loci helio-
centrici ad eclipticam supersedere liceat , sicuti in art . 65 locum geocentricum im¬
mediate e loco holiocentrico in orbita deduximus . Vt formulae eo simpliciores eua-
dant , latitudinem terrae negligemus , quum certe in formulis differentialibus effectum
sensibilem habere nequeat . Praesto sunt  itaque formulae sequentes , in  quibus bre¬
vitatis caussa co  pro / — Q,  nec non vt supra A / pro Acos b scribimus.

A ' cos co = ?' cosu  — R  cos {L — £1) — £
A ' sin oo = r  cos i sin u — R  sin (L — = i]
A ’tang b — r sin i sin u = £

e quarum differentiatione prodit
cos co■d A' — A ' sin oo. d a> == d |
sin co.d A ' + A ' cos oo.deo — d oj

tang b .d A'  + db = d£cos b

Hinc per eliminationem
■sin co. d | -1- cos co.  d ;;d « = A'

db — cos a  sin b . d | — sin <y sin b .d q + c°s b . d £

Si in his formulis pro r}, £ valores sui rite substituuntur , do et d b per
dr , dn , di , d Q,  expressae prodibunt ; dein , propter d/ = d <y + d £2,  differentia-
lia partialia ipsarum l } b  ita se habebunt:

&

§
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I . A

II

III

Libe . I . Sect . II.

■sin co  cos u + cos co  sin u cos i

sin a  sin u + cos co  cos u cos i

■cos co  sm u sm i

'(4f)=- sir
&_  / d i \

• r \d « /
A ^ / _d l \ _

• r VdrA '

IV . (j = 1 + -g-  COS {L — & — co) =  1 + ^ - cos (Z, — /)
/db\ , . . . . , . . . . ,

. A f J = — cos co  cos u sin b— sin co  sin u cos i sm b + sm u sm i cos b
_T A / d b\ . . , . . .I. — 1 \ = cos (o  sin u sin b — sin a  cos u cos i sm b -f cos u sm ?cos b

, r A / d b\ . . , .
VII . -p-  i -jj -J — sm co  sm u sin i sm b -f - sm u cos i cos b

V.

VI

VIII. A_
R (1L)\d &J : sin b sin (Z>— Q — co) — sin b sin {JL— T)

Formulae IV et VIII liic iam In forma ad calculum commodissima apparent ; for¬
mulae I , III , V autem per substitutiones obuias ad formam concinniorem redigun¬
tur , puta

I*

HI*

( *■) = , T ' !  '

■m- cos co  tang b

R R
V * ( "dr ) = —" 72T cos (L ~ l) sin5 = —7 ^ - cos (£ — /) tang/

Denique formulae reliquae quoque II , VI , VII per introductionem quorundam an¬
gulorum auxiliarium in formam simpliciorem abeunt : quod commodissime fit se-

. tang co
quenti modo . Determinentur anguli auxiliares M , N  per formulas tang ./!/ = - cos l

tang N — sin co tang i = tang M  cos co  sin i.  Tunc simul fit
cos i 2-}- sin co2 sin i

cos M 2
cos JV2

i 2i -f tang A?
i -f tang M z

cos i 2-ftang coz— = cos : ^ am  fi uum  ambiguitatem in determinatione ipso¬
rum M i N  per tangentes suas remanentem ad lubitum decidere liceat , hoc ita
e • x . , , cos M  sin IV , . .
heri pos e patet , vt habeatur - -r-—— -j - cos co, ac proin —:— —= 4 - sm i.  Qui-COS iV j r  gjjj jyi

bus ita factis , formulae II , VI , VII transeunt in sequentes:
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" * ( £ )

r  sin eo  eos (M — u)
A 7 sin M

VI

VII*

* ( ——\ = - r —| cos co  sin i cos (M - u)  cos {N - b) + sin (M - u)  sin (N - b
\aut  A t

(db\ r sinu cosi cos(N—b)Tf) A cos .V

Hae  transformationes respectu formularum II , VII ''neminem morabuntur , respectu
formulae VI autem aliqua explicatio haud superflua erit . Substituendo scilicet in

A /Ab\
formula VI primo M — (M — u)  pro u,  prodit ( - p- J =

cos [M — u) |coso )sinilfsin6 — sina ; cos i cosM  sinb + sin i cos A/cos 5 j

— sin {M:— u) | cos o  cos M  sin b 4- sin o  cos i sin M  sin b — sin i sin M  cos b j
Fani fit cos « sin A/ = cos i 2 cos co  sin M -j - sin i 2 cos co sin M. = sin co- cos i cos M + -
sfn i 2coso) siu71fj vnde pars prior illius expressionis transit in

f V
sin i cos (M — u)  j sini cos co  sin M  sin b -J - cos M  cosb |

f )
= : sin i cos (M — u) | cos co  sin N  sin 5 4. cos  w cos N cos bj
= -cos co sin i cos {M — u)  eos (N — b)
Perinde fit cos N = cos 0/  cos N 4- sin coz cosN = co sex  cosM  4- sin c&  cos i sin M ; yn de

expressionis pars posterior transit in

— sin (M — u) | cos N  sinb—sin N  cosb | = sin (M — li)  sin (N — b)
llins expressio VI * protinus demanat.

Angulus auxiliaris M  etiam ad transformationem formulae I adhiberi pofesi.
quo introducto assumit formam

. / d / \ sin <ysin (Af— u)I v 1r) - ——a sr“
e cuius comparatione cum formulal * concluditur - R sin (Tj- T) sin M = r  sin co  sin (M- u) :
iiinc etiam formulae II * forma paullo adhuc simplicior tribui potest , puta

„ _ / d / \ R
II \da / = — ~A~ sia — l) cotang (M — u)

Vt formula VI * adhuc magis contrahatur , angulum auxiliarem nouum in-
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trodacere oportet , quod duplici modo fieri potest , scilicet statuendo vel tang P  —

Ceterum quantitates auxiliares M , N , P , Q non sunt mere fictitiae , facileque , quid-
11am in spliaera coelesti singulis respondeat , assignare liceret i quin adeo lioc modo
aequationum praecedentium plures adhuc elegantius exhiberi possent per arcus an-
gulosue in sphaera , quibus tamen eo minus hic immoramur , quum in calculo nu-
merico ipso formulas supra traditas superfluas reddere non yaleant.

lunetis iis , quae in art . praec . euoluta sunt , cum iis quae in artt . 15, jfl,
20 , 27 , 28 pro singulis sectionum conicarum generibus tradidimus , omnia praesto
erunt , quae ad calculum variationum diflerentialium loco geocentrico a variationi¬
bus singulorum elementorum inductarum requiruntur . Ad maiorem illustrationem
horum praeceptorum exemplum supra in artt . 13 , i 4 , 5 i , 63 , 65  tractatum resu¬
memus . Ac primo quidem ad normam art . praec . d l et db per dr , d u , di , d £J
exprimemus , qui calculus ita se habet:

log tang » . 8,4on 3 logsin » . 8,4oogg n 1 ogtang (A/ — z/.)...9,41902 n
logeosi . g,g 8855  logtangi . g,5 6720 logcos » sin i . g,55562 n
logtang i \l .8,4i26o logtangA . 7,76822 n logtangi 3.0,06070

tang (Ai — n)
.— ■, vel tang Q —

tang (Ar— b)
quo facto emergit

b — P ) r  sin ( N — b)  cos (AT— a — Q)

cos o  sin i
r  sin (31 — u) cos ( N — b — P)

A sini 3 A sin Q

ii-

ni = 1 °28' 52" N =  i 7g° 5g' 5o" P
M — u — i 65  17 8 N — b—  186 1 45 N — b — P

M
i 36 5o 52

4g 11 10

III*

1. sin (L — /) . .g,72i25 (*). g,63g62 log cos o .,
logi ? . g,gg8io l .cot( 7ff— «)..o, 58o68 n logtangb

9,99986 n
,9,04749 n

C . log A/ 9,92027 0,22050
9,66962 9,o4735 n

C -logr .9,67401
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. IV

I0g “ . 9,9 ^ 37

1. cos (L - l)  .. .. 9,02956
( **i : “ .T: ....9,84795

VII*

1. r sin u cos i ... 9,76999 n
]. cos (N - b) ....9,99759 n
C .logA . 9,91759
C . log cos N ....0,00001 n

l°g ■•••9,675 i 8 n

V*

( **).
log tangi.
C . logr ....

.9,84793
.9,04749 n
.9,674 oi

(  d b '•
lo sVd7/ ). 8,56943

( *).
logtang b.

y

VIII

.9,60962

.9,o474g u
(  di '

108  Vd fi.

VI **

log - ^ -. 0,24357
log sin (31 — «) . o,4o484
log cos (AT-6 - P ) ..9,86301 n
C . log sin P .o,i 2099

los ( l7r ) . 9,602 41 n

Collectis liisce yaloribus prodit

d / = + 0,20589 dr + 1,660706 « — 0,11 102 di + i, 7o458 d^

di = -f- 0,00710 d r — o,428g5 .d « — o,47o55di — o,o4865d <̂

Vix necesse erit quod iam saepius monuimus hic repetere , scilicet , vel variationes
d/ , di , dii , di , d in partibus radii exprimendas esse , vel coefficientes ipsius
dr per 206265 ” multiplicandos , si illae in minutis secundis expressae concipiantur.

Designando iam longitudinem perihelii ( quae in exemplo nostro est 02°1S^doo)

per II  atque anomaliam veram per v , erit longitudo in orbita = « + £̂ — v +n,
adeoque d « = da + d/Z — dH,  quo valore in formulis praecedentibus substituto,
d / et d b per dr , d v , d/7 , d O , di expressae habebuntur . Nihil itaque iam su-
perest , nisi vt dr et dr ad normam artt . 10 , 16 per variationes differentiales ele¬
mentorum ellipticorum exhibeantur * ).

I * ) Characterem M  in calculo sequente bud amplius angulum nostrum auxiliarem exprimere,
sed (vt in Sect . 1) anomaliam mediam , quisque sponte videbit.
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Erat in exemplo nostro , art . i4 , log ~ ~ == 9,<)o355 == log
Cif X ( i Cf

aa log a.
log . .D rr .0,19290

logtangT ?...,.g,4o52o
log COS cp. .9,98652 log sin e. .. g,84q5i n

/ dv \ / dr \
l°S \ dM ) .0,17942 los( .d3r) .. .9,67495 n

2— e cos E = i,8oo85 l°g « .
ee = 0,06018 log cos cp.... ..  q,q8652

1,74067
log cos V....

log. / d r \
c. a log ( dW‘ ..o,25858 n

log . .s> rr .0,19290

log sin E. . .9,76654 n

. °?1999 6 »

Hinc colligitur
dv = + J, 51154 d M — 1,58475 dtp
d r — — o,475io  d M — 1,81076 d cp + o,8oo85 da

quibus yaloribns in formulis praecedentibus substitutis , prodit
d/ = + 2,41287 dM —3,00527 dcp-f o,i6488da + 1,66075 d/Z— o,r 1102 d/ + o,o4585d ££
db — — 0,66595 dM -\-0,6ia48 dcp  f 0,02972 da —0,42895 d/Z— 0,47555 di + o,58o5od&

Si tempus cui locus computatus respondet n diebus ab epocha distare sup¬
ponitur , longitudoque media pro epocha per N,  motus diurnus per 7 denotatur
erit M — N + n7— ZZ , adeoque dM = dN + nd 7 —d/Z . In exemplo nostro tem¬
pus Joco computato respondens est Octobris dies 17,41507 anni i8o4 sub meridiano
Parisiensi : quodsi itaque pro epocha assumitur initium anni i8o5 , est n= —74,584g5;
longitudo media pro epocha ista statuta fuerat = 4i ° 52, 2i "6i , motusque diurnus
= 824"7988 . Substituto iam in formulis modo inuentis pro dM  yalore suo , muta¬
tiones differentiales loci geocentrici per solas mutationes elementorum expressae ita
se habent:

dl = 2,41287 dlV ■■— 179,96 d7 — o,75214 d/Z — 3,00527 dtp +  o,i6488da
— 0,11152 d i -f - o,o4585 d ^

= — 0,66093 dlV + 49,67 d7 + 0,25698 d/Z + o,6i248 dcp + 0,02972 da
— 0,47555 di + o,58o3o d&

tf-
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Si corporis coelestis massa rei negligitur vel saltem tamquam cognita spectatur,
7 et a ab inuicem dependentes erunt , adeoque vel d7 vel da e formulis no¬

stris eliminare licebit. Scilicet quum per art . 6 habeatur 7a - = £ a/ (i -j_/̂ ) , erit

- = — f ——, in qua formula , si d7 in partibus radii exprimenda est , etiam 7/ ci

perinde exprimere oportebit . Ita in exemplo nostro habetur
log7.2,91635
log 1". 4,68557
logi . 0,17609
C .log a ....9,57756

d.7
log ...7,55557 n , siue d7 = — 0,0022676 da , atque d a = — 44o,9g d7,

quo valore in formulis nostris substituto , tandem emergit forma vltima:
dl =2,41287 diV— 252,67 d7— 0,75214 d/7 — 3,oo 527dcp— 0,11152 dz' + o,o4385 d&
d5= — o,665g3 dJV+ 56,57 d7+ 0,26698 d/7 + 0,61248 dcp— 0,47335 dz'+ o,38o5o d&
In euolutione liarum formularum omnes mutationes d/ , d&, dlV, d7, d/7 , dcp, dz,
d& in partibus radii expressas supposuimus , manifesto autem propter homogeneitatem
omnium partium eaedem formulae etiamnum valebunt , si omnes illae mutationes
in minutis secundis exprimuntur.

11
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SECTIO TERTIA
Relationes inter locos pl ures in orbita.

78.

Comparatio duorum pluriumue locorum corporis coelestis tum I11 orbita tum
in spatio tantam propositionum elegantium copiam subministrat , vt volumen integrum
facile complerent . Nostrum vero propositum non eo tendit , vt boc argumentum
fertile exhauriamus , sed eo potissimum , vt amplum apparatum subsidiorum ad so¬
lutionem problematis magni de determinatione orbitarum incognitarum ex obserua-
tion ibus , inde  adstruamus : quamobrem neglectis  quae ab instituto nostro nimis aliena
essent , |eo diligentius omnia quae vllo modo illuc conducere possunt euoluemus.
Disquisitionibus ipsis quasdam propositiones trigonoinetricas praemittimus , ad quas,
quum frequentioris vsus sint , saepius recurrere oportet.

I. Denotantibus A , B } C  angulos quoscunque , habetur
sin A  sin ( C— B ) + sin B  sin ( A — C ) -}- sin C sin (B — A) = o
cos A  sin ( C— B ) -\- cos i ? sin (A — C) -J - cosC sin (B — A)  o

II. Si duae quantitates p , P ex aequationibus talibus
p  sin {A — P) — a
josin (B — P ) — b

determinandae stmt , hoc liet generaliter adi umento formularum
psin (B — A)  sin (27— P) = bsin (II — A ) — «sin (II — B)
p  sin (B — A)  cos (II — P ) — b cos (II — A ) — a cos (II — B)

in quibus U est angulus arbitrarius. Hinc deducuntur (art. i 4 , II) angulus II — P
afque p sin (B — A ) i et liinc P et p.  Plerumque conditio adieeta esse solet , vt
p esse debeat quantitas positiua , vnde ambiguitas in determinatione anguli II — P
per tangentem suam deciditur * deliciente autem illa conditione , ambiguitatem ad
iubi tum decidere licebit . Vt calculus commodissimus sit , angulum arbitrarium II
vel — Avel = B  vel = £- (A -}-B ) statuere conueniet . In casu priori aequationes ad de¬
terminandum P et p erunt

p sin (A —-p  ) :a

p cos (A  - ■P) b— «cos (B — A)
sin (B — A ')
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In casu secundo aequationes prorsus analogae erunt ; in  casu tertio aufera
b 4-«

p  sin ( i A -f ii ?— / 2 COS i ( ii ’- 'A ')
b — a

pco &(,iA + iB —  P ) = 2sijl | {B - - ZI)
a

Quodsi itaque angulus auxiliaris £ introducitur , cuius tangens — , inuenietur P per

formulam

tang (i -̂ / + § B — P ) =  tang (45°+ £) tang § (i? —A)

ac dein p> per aliquam formularum praecedentium , vbi

. x . ,,ro, / ab «sin (45°+ £) b sin (45°+ £)
x (b + a ) = sm (45 + £) yf = ~ “ ^ 7 ~

ab a  c os (45°+ £) ^ &cos (45°+ £)
•(6 — a) = cos (45°+ £) \ / o- 2 £ ' = sin £y72 sin £y/ 2

III . Si et P determinandae sunt ex aequationibus

p cos (Vi — P ) = a
p cos(ii - P ) = &

ojnnia in II . exposita statim applicari possent , si modo illic pro A et B  vbi que

scriberetur 9o°+ A/,go °+ 2?': sed yt vsus eo commodior sit , formulas euolutas ap¬

ponere non piget . Formulae generales erunt
p sin(B — A)  sin(II — P ) — — b cos( II —A) -j - a cos (II — B)
p sin (B — A)  cos (II — P ) = b sin (IT— A) — «sin, II — B)

Transeunt itaque , pro II — A  in
«cos (P — A ) — b

p  siu (A — P ) -

p  cos (A —P ) :
sin (B — A)

: Cl

Pro II—  P , formam similem obtinent ; pro 11 = i (A 4-B ) autem fmnt

p sin ( %A -\r \ B — P ) :

p cos + — P ) :

«-
2 sin i ( i ?— A i

a -\-b
2 cos i ( B — A)

a
ita vt introducto angulo auxiliari £ , cuius tangens r= - r —, Hat

cotan g ( iA + iB — P ) = tang ( £— i 5°) tang (B — A )
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Ceterum si p immediate ex a et b sine praeuio computo anguli P  deter¬
minare cupimus , liabemus formulam

p sin(2?— A ) -= .\/ ( aa -\-bb— 2 ab  cos(2?— y/ ))
tum in problemate praesente tum in II.

79-

Ad completam determinationem sectionis conicae in plano suo tria  requi¬
runtur , situs perihelii , excentricitas et semiparameter . Quae si e quantitatibus datis
ab ipsis pendentibus eruenda sunt , tot data adsint oportet , vt tres aequationes ab
inuicem independentes formare liceat. Quilibet radius vector magnitudine et posi¬
tione datus vnam aequationem suppeditat : quamobrem ad determinationem orbitae
tres radii vectores magnitudine et positione dati requiruntur ; si vero duo tantum
habentur , vel vnum elementum ipsum iam datum esse debet , vel saltem alia quae¬
dam quantitas , cui aequationem tertiam superstruere licet. Hinc oritur varietas
problematum , quae iam deinceps pertractabimus.

Sint r, r  duo radii vectores , qui cum recta in plano orbitae e Sole ad lu-
bitum ducta faciant secundum directionem motus angulos N, N' ; sit porro 27 an¬
gulus quem cum eadem recta facit radius vector in perihelio , ita vt radiis vecto¬
ribus r , r'  respondeant anomaliae verae N — IT,  A~'—- / 7. denique sit e excentrici¬
tas , p  semiparameter . Tunc habentur aequationes

i + e cos (N  — II)

-~T—  i + e cos ( A '— II)

t  quibus , si insuper vna quantitatum p , e, J1  data est , duas reliquas determinare
licebit.

Supponamus primo , datum esse semiparametrum p , patetque determinatio¬
nem quant .taium e et / 7 ex aequationibus

e cos (N —IJ) = — i

e cos(AT— U ) — ■ i
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fieri posse ad normam lemmatis III in art . praec . Habemus itaque

Si angulus 77 datus est , p  et e determinabuntur per aequationes

D en ominat orem communem in his formulis reducere licet sub formam a cos (yi — 77,

adeoque = acos ( 7̂ ~ 77) , si a  et A  determinantur per aequationes
r cos ( A — 77 ) — / cos (A ' — JI ) = acos ( A — 77)
r  sin ( N — H ) ~ r  sin ( A ' - // ) = « sin (A — II)

Hoc modo llt

_ 2 it' sin -I (N' — A T) sin ( Ar+ IN' — II)
1 a  cos (A —II)

Hae formulae imprimis sunt commodae , quoties p  et e pro pluribus valoribus ipsius
n  computandae sunt , manentibus r , r , N,  A — Quum ad calculum quantita~
tum auxiliarium a , A  angulum II  ad libitum assumere liceat , e re erit statuere

tang ( A — 77) = co!ang ( A ' — A ) — r )sin (N'

N + iN (/ — r ) cotang £ (7? — A)
2 rr

8o.

rr (cos ( N — II) — cos ( N' —77 ))
rcos ( Ar 77) — /cos (A1' — 77)

fr — r
r cos (N — 77 ) — r  cos ( A ' — II)

ita vt a et A  a 77 sint independentes . Designante scilicet 77 angulum arbitrarium,
fit

j (reos (A — 77) (A ' — 77 )) cos (77 — 77)r cos (A —77) —/ cos ( A ' — 77)
{— ( r sin ( A — 77) (A — 77)) sin (77 — 77)

r — r
a cos ( A —77)

77 = | (A7+A /) , quo pacto formulae abeunt in has
(/ — r ) cos i (N' — A ) = — a cos (A — \ N — \ A ’’)
( / -f r ) sin § (A '— A ) = — a  sin {A — \ N — i-A ' )

Determinato itaque angulo A  per aequationem tang (A —\  A — j-N ')

tang ^ (A '— A ) , statim habetur e cos i-(A '— A~) cos (A — 77)
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Calculum logarithmi quantitatis — — — per artificium saepius iam explicatum con¬

trahere licebit.
81.

Si excentricitas e data est , angulus II  per aequationem

, , COS [A — k N - — l  A ' )

cos (A — IIj = — 7 ^ UN '— N)

"inucnietur , postquam angulus auxiliaris A per aequationem
/ ,

tang (A — i N — i A ' ) = - r > tan S \ (N' — N)

determinatus est . Ambiguitas in determinatione anguli A — II  per ipsius cosmum
remanens in natura problematis fundata est , ita vt problemati duabus solutionibus
diuersis satisfieri possit , e quibus quam adoptare quamue reiicere oporteat aliunde
decidendum erit , ad quem finem valor saltem approximatus ipsius II  iain cognitus
esse debet . — Postquam 77  inuentus est , p  vel per formulas

p — r ( î -f ecos (Ar— 77)) = r (i + e cos (A '—// ;)

vel per hanc computabitur
2 rt ' a sin \ (A '— N)  sin \ (A '+ A''— II)

82.

Supponamus denique , tres radios vectores r , r , r  datos esse , qui eum
reda ad labitum e Sole in plano orbitae ducta faciant angulos N,  A ', A ". Habe¬
buntur itaque , retentis signis reliquis , aequationes ( ] ) :

= i + c cos (Ar—/ 7)

= i -f e cos (A ' — II)

P_
r" ■m= i + e cos (A -

e quibus p , / 7, e pluribus modis diuersis elici possunt . Si quantitatem p  ante re¬

liquas computare placet , multiplicentur tres aequationes ( I ) resp . per sin (A7"— A '),

— sin (A "— A ) , sin (A '— A’) , fictque additis productis per lennna I . art . 78
sin (A -A 7) sm i A' ) + sin (A '—A ")

•sin (A "— A ' ) — -y  sin (A’1 -N) + sin (A7/— N)
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Haec expressio propius considerari meretur . Numerator maniiesto fit

— i>sin 1 ( /V"— A ' ) cos i (A "— A ' ) — 2 sin i (N "— A ' ) cos (| A ”+ i A''"— Ar)

= 4 sin i (AT"— A ' ).sin 4 (A "— A ) sini (AT'— N)

Statuendo porro rr’ sin ( Ar — AT ) n , vr sin ( A A ) ~ n , vr sin ( A A)

patet in , n , \ n esse areas triangulorum inter radium vectorem secundum et

tertium , inter primum et tertium , inter primum et secundum . Hinc facile per¬

spicietur , in formula noua
4 sin f (A7“— A ' ) sin -f (N "— Ar) sin i (N' — N ) . rrr'

P ' n —/1  tt

denominatorem esse duplum areae trianguli inter trium radiorum  Tectorum extremi¬

tates i. e. inter tria corporis coelestis loca in spatio contenti . Quoties haec loca pa¬

rum ab inuicem remota sunt , area ista semper erit quantitas perparua et quidem,

ordinis tertii , siquidem A '— A , A "— A;/  vt quantitates paruae ordinis primi spe¬
ctantur . Hinc simul  concluditur , si quantitatum r , r ', r , N,  AA * vna vel plu-

res erroribus vtut leuibus affecti sint , in determinatione ipsius p  errorem perma¬

gnum illinc nasci posse ; quamobrem liaecce ratio orbitae dimensiones eruendi ma¬

gnam praecisionem numquam admittet , nisi tria loca lieliocentrica interualiis consi-
derabilibus ab inuicem distent.

Ceterum simulae semiparameter p  inuentus est , e et II  determinabuntur c

eombinatione duarum quarumcunque aequationum I per methodum ari . 79 .

85.

Si solutionem eiusdem problematis a computo anguli 17  inchoare malumus,

methodo sequente viemur . Subtrahimus ab aequationum ( [ ) secunda tertiam , a prima

tertiam , a prima secundam , quo pacto tres nouas sequentes obtinemus (III:
1 1
7 1-1“r Hr _ e sin ( J-A’7-4- i A "'—-II

u sin i( A "■-A ' ) p
1 1

r r" _ e siu ( I A + | A "--n )
2  sin ( A" — A) p

1 1
r

2  sin ( A'

/r
— A )~

e
~ ~ P

svaN + iN ' - -17)

4
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Duae quaecunque ex his aequationibus secundum lemma II . art . 78 . dabunt 11  et

tionem tertiam in art . 78 , II traditam adoptamus , combinabo aequationis primae
cum tertia algorithmum sequentem producit . Determinetur angulus auxiliaris '£ per
aequationem

Permutando locum secundum cum primo vel tertio , duae aliae solutiones huic

expeditae euadant , e et p per methodum art . 80 e duabus aequationum (I) eruere
praestabit . Ceterum ambiguitas in determinatione ipsius JI  per tangentem anguli

festum est , pro e yalores oppositos prodituros esse , si pro II valores 180° diuersi
accipiantur . Signum ipsius p autem ab hac ambiguitate non pendet , valorque
ipsius p negatiuus euadere nequit , nisi tria puncta data in parte hyperbolae a Sole
auersa iaceant , ad quem casum legibus naturae contrarium hic non respicimus.

Quae ex applicatione methodi primae in art . 78 , II post substitutiones ope¬
rosiores orirentur , in casu praesente commodius sequenti modo obtineri possunt.
Multiplicetur aequationum II prima per cos -i (A7"— A’' ) , tertia per cos f ( N' — N)
subtrahatur que productum posterius a priori . Tunc lemmate I art . 78 rite appli¬
cato *) prodibit aequatio

/7 per formulam

*) Statuendo scilicet in formula secunda 4 = \ {N "— N ' ) , B = IN + IN "— U., C= \ (N — N ' ).

, g—, vnde per quamlibet aequationum (Ij habebuntur etiam e et p. Quodsi solu¬

r
sin i  ( N" — jV ' )

sinJ ( iV'
r

eritque tangC ^ iV+ i iV' + i N" —/7 ) = tang (45°+ £) tang ! ( AT"— N)

ZN + iN' + ?N" — II  ita decidi debebit , vt e liat quantitas positiua : scilicet mani¬

cotangi (N* — N' cotang £ ( A ' — N)

= - ^-sin | ( 2V*— N ) cos ( iN + iN' —/7)

Quam combinando cum aequationum II secunda inuenientur II  et - , et quidem
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r r

tang (-*■N +1 N "— IJ) =
r r

cotang \ {N “— N) — — 1^ colang l (N '— A)
Etiam hinc duae aliao formulae prorsus analogae deriuantur , permutando locum se¬
cundum cum primo vel tertio.

Quum per duos radios vectores magnitudine et positione datos , atque ele¬
mentum orbitae vnum orbitam integram determinare liceat , per illa data etiam tem¬
pus , intra quod corpus coeleste ab vno radio vectore ad alterum monetur , deter¬
minabile erit , siquidem corporis massam vel negligimus vel saltem tamquam cogni¬
tam spectamus : nos suppositioni priori inhaerebimus , ad quam posterior facile re¬
ducitur. Hinc vice versa patet , duos radios vectores magnitudine et positione da¬
tos vna cum tempore , intra quod corpus coeleste spatium intermedium describit,
orbitam integram determinare . Hoc vero problema , ad grauissima in theoria mo¬
tus corporum coelestium referendum , haud ita facile soluitur , quum expressio tem¬
poris per elementa trausscendens sjt , jnsuperque satis complicata. Eo magis dignum
est , quod omni cura tractetur : quamobrem lectoribus haud ingratum fore spera¬
mus , quod praeter solutionem post tradendam , quae nihil amplius desiderandum
relinquere videtur , eam quoque obliuioni eripiendam esse eensuimus , qua olim an¬
tequam ista se obtulisset frequenter vsi sumus . Problemata difficiliora semper iuuat
pluribus viis aggredi , nec bonam spernere etiamsi meliorem praeferas. Ab expo¬
sitione huius methodi anterioris initium facimus.

Retinebimus characteres r , r , N , N ', p , e , II  in eadem significatione , in
qua supra accepti sunt ; differentiam N '— N  denotabimus per A , tempusque intra
quod corpus coeleste a loco priori ad posteriorem mouetur per t.  Jam patet , si
valor approximatus alicuius quantitatum p , e , II  sit notus , etiam duas reliquas inde
determinari posse , ac dein per methodos in sectione prima explicatas tempus mo¬
tui a loco primo ad secundum respondens . Quod si tempori proposito t aequale
euadit , valor suppositus ipsius p , e vel II  est ipse verus , orbitaque ipsa iam in¬
venta ; sin minus , calculus cum valore alio a primo parum diuerso repetitus doce¬
bit , quanta variatio in valore temporis variationi exiguae in valore ipsius p , e , II

84 .

85 .
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respondeat , ynde per simplicem interpolationem valor correctus eruetur . Cum quo
si calculus denuo repetitur , tempus emergens vel ex asse cum proposito quadrabit,
vel saltem perparum ab eo differet , ita vt certe nouis correctionibus adhibitis con¬
sensum tam exactum attingere liceat , quantum tabulae logaritlimicae et trigonome-
tricae permittunt.

Problema itaque eo reductum est , vt pro eo casu , vbi orbita adhuc peni¬
tus incognita est , valorem saltem approximatum alicuius quantitatum p,  e , 11  de¬
terminare doceamus . Methodum iam trademus , per quam valor ipsius p  tanta prae¬
cisione eruitur , vt pro paruis quidem valoribus ipsius A nulla amplius correctione
indigeat , adeoque tota orbita per primum calculum omni iam praecisione determi¬
netur , quam tabulae vulgares permittunt . Vix vmquam autem aliter nisi pro va¬
loribus mediocribus ipsius A ad hanc methodum recurrere oportebit , quum deter¬
minationem orbitae omnino adhuc incognitae , propter problematis complicationem
nimis intricatam , vix aliter suscipere liceat ., nisi per obseruationes non nimis ab
inuicem distantes , aui potius tales , quibus motus heliocentricus non nimius respondet.

86.

Designando radium vectorem indefinitum seu variabilem , anomaliae verae
V— II  respondentem per p , erit area sectoris a corpore coelesti intra tempus t de¬
scripti = iJ qQ d v , hoc integrali a v —iV vsque ad v — N' ex ‘enso , adeoque , ac¬

cipiendo i  in significatione art . 6 , 11 \/p —Jqq  d y.  Iam constat , per formulas a
Cotesio euolutas , si cpx  exprimat functionem quamcunque ipsius x,  valorem conti¬
nuo magis approximatum integralis JrpxAx  ab x = .u vsque ad .v = « + A extensi ex¬
hiberi  per formulas

i A (cpu f <p(u + A ))

i A A)+ <p(«+ A))
i A (ppU4- ,5 cp{u+ f -A)+ 5(f {u-f -f A) + (f (uJr A))

etc. : ad institutum nostrum apud duas formulas primas subsistere sufficiet.

Per formulam itaque primam in problemate nostro habemus Jggdv  —

i A {rr + r r ) = ~CQ ~,2 6~ , si statuitur — = tang (45°+ « ). Quamobrem valor ap-
. , A vv

proximatus primus ipsius \/p  erit — -
kt  cos 2 <a , quem statuemus = 3 a.
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Per formulam secundam habemus exactius fqq &v — ■§- A (rr + rr + &RR ) ,
designante R  radium vectorem anomaliae intermediae i A-r+ N' — II  respondentem.
Tam exprimendo p  per r , R , r , N,  A r-{- f A , N + A  ad normam formulae in art. 82
traditae , inuenimus

4 sin \  A 2 sin | A
P~

cos -s
(t + 7 7) sinf A — -

IA / 1 1 \

•, atque hinc
■sin A

2 sin | A 2 cos 03 2 sin | A 1

Statuendo itaque

n ~ V 7 1 J P
2 sin | A 2\J {rr  cos 2 a)

cos 03

{/ (it' cos 2 03)

c „ coslA v/ (?'/cos2 0>)
(/ j lit jK—— ) "vndc

r ^ ’
COS 03 (1 — —)

yalor approximatus secundus ipsius \/p  elicitur

Vp ■a +

si statuitur 2 a (

2 a cos £ A 2 cos 2 032

cosoi (1 —)p>

:a -f
( 1 — — ) *
v P

COS I - A COS 2 03

COS 01

Y
•J = e. Scribendo itaque n  pro s/p, determinabitur

at  per aequationem (at— « ) (i- OtJt •)2 — e,  quae rite euoluta ad quintum gradum

ascenderet. Statuamus at= q+ n,  ita vt sit q valor approximatus ipsius at , atque
u quantitas perexigua , cuius quadrata altioresque potestates negligere liceat : Qua
substitutione prodit

(q— a) (1 — qq ^ ^ fl { (*
Y2 , — «) /) ‘ /A V1(I‘l

At
n i

■-e,  siue

sq' — {qq — Kq) (qq— Sy
^ (qq— < 5) (</3+ 5 <f</ — 4 aS) ’ a eo(lue

_ eq Sj,- (qq— S) (a qq ^ S q— 5 aS ) q
71 (qq— S) {q +̂ ^Sq — 4 aS)

lam in problemate nostro habemus valorem approximatum ipsius at,  puta = 3 «,
quo in formula praecedente pro q substituto , prodit valor correctus

243 «4£ -f 3 a (pera — $ •(gaa + 7 S)
(gaa — S) (27 aa -}- 5§)

^ €
R —- - — — y,  formula induit formam hancce17 (1 — oflja ' ’

at—

Statuendo itaque
27 aa
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(̂ 2 y -J - 2 1 /9)

.t = - T+ 5^ - ’ omnesque operationes ad problematis solutionem necessariae
in his quinque formulis continentur:

fr
i . —r

II.

III.

IV.

= tang( 45°-f co)

Arr
' a5 I t COS2 0)

2 sin % A2\/  ( rr'  cos2 co)
27 a a  cos eo

2cosi A2 cos2 o)z

= 0

(1- Ojj)  cos co2 ■~ 7

V. _20 ±Z +^ L = v>l + op ■*
Si quid a praecisione harum formularum remittere placet , expressiones ad¬

huc simpliciores euoluere licebit. Scilicet faciendo cos co et cos 20 = 1 et euo luen¬
do valorem ipsius y /̂; in seriem secundiun potestates ipsius A progredientem , pro¬
dit neglectis biquadratis altioribusque potestatibus

AAy frr \ 1
i8 «a /

Ar/
Vp= ct ô—i AA +

vbi A in partibus radii exprimendus est. Quare faciendo -—rA'i
A A \/rr  \

)

■\/p\  habetur

VI. p —P AA +
op

Simili modo explicando \/p  in seriem secundum potestates ipsius sin A progredien-
. . rr ' sinA . „

tem emergit posito - — - = yp

VII.
Vp= ^ +

sinAVrr ' \ , .
6/ ) VP> 81

siue

Vlil . p "i "t sin A 2\/rr  ^
Formulae VII et VIII conueniunt cum iis , quas ili. Euler tradidit in Theoria mo¬
tus planetarum et cometarum , formula VI autem cum ea , quae in vsum vocata est
in llecherches et calculs sur la vraie orbite elliptcque de la comete de  1769 , p..80.

87.

Exempla sequentia vsum praeceptorum praecedentium illustrabunt , simulque
inde gradus praecisionis aestimari poterit»
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27293"I. Sit logi' =0,0007640 , logr ' = 0,0222259 , A = 7 54 55  70
i = 21,95091 dies . Hic inueniiur a ss — 55 '47 "90 , vnde calculus vltcriov ita se
1labet :

log A . . . . . . .. 4,4560629 •J log VV  COS 2 00 ..

lo grr . ..0,6029879 2  log sin -’- A. -7,0589972

C . log 5 1' . . 0 . 9728722 logzy . . .

. 8 , 6588 S 4 o C . log acc .

C . Jog cos 2 co . .0,0000810 C . log cos co .

log « . . . . , 9,72089io l ° g /? .

fi = o,ooo6i 110757

2 . . . o, 5 oio 5 oo

2 log cos \ A . •• 9,9980976 1 L7 + 21 fi = 5,0074471

2 log COS 2 0} . . . . 9,9998520-
l ° g. .0,4781980

C . I° g ( i —5  fi ) . .. . .0,0008106 loga. .9,7208910

2  C . log cos co . . . . 0 . 0000420 • C . log ( i -f - 5 fi '). . .9,9986028

log 7. . . ° 32 998 11 9 ;
l ° g Vp . .0,1977418

7 = L 9945982 lo gP. 0,5954856

21 fi —  o,oi5o489

ipsius logp vix vna vnitate in figura septima a vero dilFert
unplo dat log/ ) =—0,0954807 ; formula VII producit 0,6954'

formula VIii dat o,5gnij 54.

II . Sit logr = o,4282792 , Iogr ' = o,4o62o55 , A == 62°55' i6 "64 , ^= 269,88477
dies . Hinc eruitur u = —i ° 27' 2o"i4 , log a =9,7182548 , fi = o,o45552i6 , y —
1,681127 , log s/p ~  0,2198027 , logjo = 0,4096054 , qui valor 187 vnitalibus in figura
septima iusto minor est. Valor enim verus in hoc exemplo est 0,4596207 ; per for¬
mulam VI inuenitur 0,4568760 ; per formulam VII prodit 0,4109824 ; denique per
formulam VIII eruitur o,4o5no5 : duo postremi yalorcs hic a vero tantum discre¬
pant , yt ne approximationis quidem vicc fungi possint . ,

88 .

Methodi secundae  expositio permultis relationibus nonis atque elegantibus enu¬
cleandis occasionem dabit : quae quum in diuersis sectionum conicarum generibus
formas diuersas induant , singula seorsim tractare oportebit : ab ELLIPSI  initium
faciemus.
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KespondeanL duobus locis anomaliae verae p, p (e quibus P sit tempore anterior),
anomaliae excentrieae E , E ', radiique vectores r , r j porro sit p  scmiparametcr,
e"  sin (p  exeentricitas , a semiaxis maior , t tempus intra quod motus a loco primo
ad, secundum absoluituiq denique statuamus v — v ~ 2/ , p'-}- r -= .2 F . E — E = s g,

E '-\- E ~ zG,  a  cos cp=- ~b.  Quibus ita factis e combinatione formularum1 ’ > cos cp
V, VI art. 8 facile deducuntur aequationes sequentes:
[Y] l)  sin g — sin f.  y/rr
[2] b sin G = sin F.  y/rr

pcosg =̂ ( cos  i v cos v'■(1 + e) -f sin \ v sin \ v’. (1 •—e j^ \/rr,  sine
[0] p cos g = (cos/ + e cos F ) y/rr ', et perinde
[4] pcosG = (cos Y + e cos/ ') y/rr'
E  combinatione aequationum d , 4 porro oritur
[5] cos/ .V//v -/= (cos — e cos G) a
[ 6] cos F.  y//•/ = (cos G — e cos g) a
E  formula III art. 8 nanciscimur
[7] r' — 1 — 2 cie  sing  sinG
/ + 7’ = 2 a — saecosgcosG = 2 asing z-{-2 cos fcosg \/rr
vnde

£8] «
Statuamus

r+ r •2 cos/ cosg  y/ rr
2 smg

r. vV +v' /
£9.1 ~ - ~t :— ==: 1 + 2 / , eritque2 COi> T

2 (/ + sin i/ ) cos/y/ rr
£10] a

nec non \/a ~  +

sing-
y/ (2 (1+ sinfg 2) co s/y/rr )

sin g , vbi signum superius accipere oportet

vel inferius , prout sin g positiuus est vel negatiuus . — Formula XII . art 8 nobis
suppeditat aequationem

j —~ E '- esinE '- E -j- esmE = 2g - 2 esingcosG = 2g« a

Quodsi iam in hac aequatione pro a substituitur ipsius
gratia ponitur

■ . y/ ' r
- sin 2 g + 2 cosf sing-———

valor ex 10 , ac breuitatis
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M
Jct

i 1 , rl
22 cos j 2(rr )4

:m

prodit omnibus rite reductis
-i , „ l / 2 ? — sin 2ff\

[12 ] ±m = (/ + sin Igy + (/ + sm ig )2^ -J
vbi ipsi 7n  signum superius vel inferius praefigendum est , prout sing  posiiinus est
vel negatiuus.

Quoties motus heliocentricus est inter 180° et 56o°, siue generalius quoties
cos f  est negatiuus , quantitas m per formulam 11 determinata cuaderet imaginaria,
at ;ue l negatiua , ad quod euitandum pro aequationibus 9,11 in boc casu basce
adoptabimus:

✓ — + VA-Vr  r
2 cos/

Jct

1 — 2 L[ &*] ■

L11 *] 3
2^ (— cos/ ) 2 ■

vnde pro 10 et 12 liasce obtinebimus
, , — 2 ( L — sin i g 2) cosf \/ rr’
10* \ci = - :- 1-L 1 smg<

L12* ] ± _M -= ,— (L — sinlg -’ ) 2+ (L — sin ig z) 2 g — sm 2 g
sin/ )

vbi signum ambiguum eodem modo determinandum est vt ante.

89.

Duplex iam negotium nobis incumbit , primum , vt ex aequatione transcen¬
dente 12 , quoniam solutionem directam non admittit , incognitam g  quam commo¬
dissime eruamus ; secundum , vt ex angulo g  inuento elementa ipsa deducamus.
Quae antequam adeamus , transformationem quandam attingemus , cuius adiumeuto
calculus quantitatis auxiliaris l vel L  expeditius absoluitur , insuperque plures for¬
mulae post euoluendae ad formam elegantiorem reducuntur.

4 r
Introducendo scilicet angulum auxiliarem <y per formulam V =:

r r
tang( 45 °4-(a ) determinandum , fit i/ - |- s/ —7—=7 v r r
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2 tang ( 45 °+ <y ) — cotang ( 45 ° + « ) ) 2 = 2 + 4 tang 2 co 2 ; vnde habetur

sini/ 2 tang 2 « 2 _ sini/ 2 tang 2 <y 2
^ cos / cos / ’ cosf  cos/

90.

Considerabimus primo casum eum , vbi e solutione aequationis 12  valor non
2g —sin2^nimis magnus ipsius g  emergit , ita vt — -—r— —— in seriem secundum potestatessm g

ipsius sini g  progredientem euoluere liceat . Numerator huius expressionis , quam
per X denotabimus , iit
= 3T2 sin i g 3— V ®sin i g 5— f sin i g ’’— etc.

Denominator autem

= 8 sin i g3—~ 12  sin \  g J+ 5 sin i g 7+ etc.

Vnde X. obunet tormam

T . T - - 4y + 1 sili i g 2+ ff sin ig 4 +  etc.

Vt autem legem progressionis co efficientium eruamus , differentiamus aequationem
dX

Xsing *~ 2 g - sm 2 g,  vnde prodit 5 Xcosg 'sing' 2+ sin/ —r^—== 2 -2  cos 2 g -  4 sin g 2 ;Clg"
, • r 2 „ d .V dX

statuendo porro sin ? g z=px,  fit ~ —- — ±smg,  vnde concluditur —p — —
8 — fi .Xcos £- 4 — 5X (i —2  x ) dX

- , et proin (2 * — 2 xx)  4 - (5 - 6 *) X.
- 6 X  cosg
sin g 2

Quodsi igitur statuimus
X = f ( 1 -f -a x + fixx + y x*+ Sx* + etc .)

obtinemus aequationem
—a ) xa -f- (5 y —2 {3) x1-f (4 S — 5 y) x* -f etc .) = :(8 — 4a ) x + (8 « — 4 fi) x x

+ (8/? — 4y ) x3+ (8y — 4d ) a’4+ etc.

quae identica esse debet . Hinc colligimus cc= -f -, yzx: 1̂ ^  etc . ,
vbi lex progressionis obuia est . Habemus itaque
X: 4 , 4 . 6 . 4 . 6 . S 4 . 6 . 8 . JO;t + 3^ *T+3— X̂X  + 0.5 .7 • 9 # 3 +

4.6.3. 10. 12
3 . 5.7. 9 . 11 *4+ etc.
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X
Hanc seriem transformare licet in fractionem couliunam sequentem:

■x

1+0 .7i
5.8

"■ri*

9*11

11. i3 X

0. t>
—* —rX

9* 12
i5 . 17

X

Lex secundum quam coefficientes
1— etc.

6
~T> — £7? 7̂77 etc. progrediuntur , obuia est;

scilicet terminus liuius seriei fit pro n pari = — —7- ; ^ , pro /i impari au-2 It "j * 1 • 2 71 O
n 4-2. n + 5

tem = - ;- TX~ '• vlterior huius argumenti euolutio nimis aliena esset ab in-2n + 1. 2 n + o °
stituto nostro. Quodsi iam statuimus

x

1 + 5. TX
b. Ht

'7-9'-X

9* 11• X

fit X:

i — etc.
1

'To (X— | ) ’ at<1Xte  ^
, 10

siue

•sin2g)  ( 1.— 4 sing 2)e — 9 , , • Numerator huius expressionis est quan-b To (2g — m\ 2g) 1 1
litas ordinis septimi , denominator ordinis tertii , adeoque | ordinis quarti , siquidem g1
tamquam quantitas ordinis primi , siue x tamquam ordinis secundi spectatur. Hinc
concluditur , formulam liaucce ad computum numericum exactum ipsius § haud ido¬
neam esse, quoties g angulum non Yalde considerabilem exprimat : tunc autem ad
hunc finem connnode adhibentur formulae sequentes, quae ab inuicein per ordinem
commutatum numeratorum in coefficientibus fractis differunt , et quarum prior e va-
lore supposito ipsius x— | haud difficile deriliatur *) :

) Deductio posterioris quasdam transformationes minus obuias aliaque occasione explicandassupponit . #
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m  i i + - ■x- . 40 ,.

•v-4'
siue

il\ V

I 8 /y> 4 /w»
eT‘ l

7 0 /yt
T4T^

r 8 v
T "5T

I O 8 v
“ ^ TT X

•elc.

i U (y.r o p »'
4» U **■5: c T *■' '

1 — etc.
In tabula tertia liuic operi annexa pro cunctis valoribus ipsius a' a o vsque ad 0,5,
per singulas partes millesimas , yalores respondentes ipsius f ad septeni figuras de-
cimales computati reperiuntur . Haec tabula primo aspectu monstrat exiguitatem

io °, siue g =  5 °,ipsius | pro valoribus modicis ipsius g;  ita e. g. pro E '— E  :
vbi a = 0,001 <}5 , fit | = o,0000002 . Superfluum fuisset , tabulam adhuc vlterius
continuare , quum termino vltimo x ~ o}5 respondeat g — 66°25' siue E' — E ~ 102°5o\
Ceterum fabulae columna tertia , quae valores ipsius £ valoribus negatiuis ipsius x
respondentes continet , infra loco suo explicabitur.

•

91.
Aequatio 12 , in qua , eo de quo agimus casu , manifesto signum superius

adoptare oportet , per introductionem quantitatis <f obtinet formam
(/ -f .v)*m
-T%(r — | )

m
Statuendo itaque v' (^-r-v) — — , atque
r /n  mm
Ll Al "i 1 7 1 t — ^ ? omnibus rite reductis prodit

[10 ] h = :
■x)yy

y+i
Quodsi itaque h tamquam quantitatem cognitam spectare licet , y  inde per aequa¬
tionem cubicam determinabitur , ac deifci erit
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mm

[i61x = - 1L J yy
lam etiamsi h implicet quantitatem adhuc incognitam | , in approximatione prima

mm
eam negligere atque pro h accipere licebit —s , . , quoniam certe in co de quo

agimus casu | semper est quantitas valde parua . Hinc per aequationes i5 , 16 eli¬
cientur y et .v ; ex x per tabulam III habebitur cuius adiumento per formulam i4
eruetur valor correctus ipsius h,  cum quo calculus idem repetitus valores corre¬
ctos ipsarum y , x dabit : plerumque hi tam parum a praecedentibus different, vt |
iterum e tabula III desumta haud diuersa sit a valorc primo : alioquin calculum de¬
mio repetere oporteret , donec nullam amplius mutationem patiatur . Simulae quan¬
titas x inuenta erit , habebitur g per formulam sin gz= x.

Haec praecepta referuntur ad casum primum , vbi cos J'  positiuus est; in

casu altero  vbi negatiuus est statuimus \/ (L — x)
MM

Y atque

- — = II , vnue aequatio 12* rite reducta transit in hanc

(Y + i ) YY
Y—e

[i4 *]

[i5 *] II

Per hanc itaque aequationem cubicam determinare licet Y ex II,  vnde rursus x
derinabitur per aequationem

MM
[i6 *J x ~ L- YY

MM
In approximatione prima pro II  accipietur valor - y - —; cum valore ipsius x indeY s
per aequationes i 5*, 16* deriuato desumetur I' ex tabula III ; hinc per formulam
1i* habebitur valor correctus ipsius II,  cum quo calculus eodem modo repetetur.
Tandem ex x angulus g eodem modo determinabitur vt in casu primo.

92.

Quamquam aequationes i5 , i5 * in quibusdam casibus ires radices realts
habere possint , tamen ambiguum numquam erit , quamnam in problemate nostro
adoptare oporteat. Quum enim h manifesto sit quantitas posiiiua, cx aequa,donum
theoria facile concluditur , aequationem i5 habere radicem vnicam posiliuam vel

cum duabus imaginariis vel cum duabus neeatiuis : iam quum y ~ -777 -—7 neoes-& 1 V \t + x)



iOO Lier . I. Sect . III.

sario esse debeat quantitas positiua , nullam hic incertitudinem remanere patet.
Quod vero attinet ad aequationem io *, primo obseruamus , jC necessario esse ma¬
iorem quam i : quod facile probatur , si aequatio in art . 89 tradita sub formam L ■= .

T+
eos \f z

•+
t .ulg 2 0)

COS / ^ - COS/'

Y\/ (L — a ) , prodit F + i

-ponitur . Porro substituendo in aequatione 12* pro SI,
[L— x) X;  adeoque F + i > (1— ac) X > • f- + %~rx +

YYj xx + '%Z H~ etc. > f , et proin F > •§-. Statuendo itaque Y == f -J- F r, ne¬
cessario Y'  erit quantitas positiua , aequatio i 5* autem liinc transit in hanc

2 Fy '+ (i — // ) Y' -f — §/ / = 0 , quam plures radices positiuas habere
non posse ex aequationum theoria facile probatur . Hinc colligitur , aequationem 15 *
vnicam radicem habituram esse maiorem quam ■§-*) , quam neglectis reliquis in pro¬
blemate nostro adoptare oportebit.

90.

Vt solutionem aequationis i 5 pro casibus in praxi frequentissimis quantum
fieri potest commodissimam reddamus , ad calcem liuius operis tabulam peculiarem
adiungimus ( tabulam II ) , quae pro valoribus ipsius A ao vsque ad 0,6 logaritlnnos
respondentes ipsius yy  ad septem 'figuras decimales summa cura computatos (exhibet.
Argumentum h a o vsque ad 0,0 i per singulas partes decies millesimas progredi¬
tur , quo pacto differentiae secundae ipsius log vy  euanescentes sunt redditae , ita
vt in hac quidem tabulae parte interpolatio simplex sufficiat. Quoniam vero tabula,
si vbiuis eadem extensione gauderet , valde voluminosa euasisset , ab h = o,o4 vs¬
que ad finem per singulas tantum millesimas partes progredi debuit ; quamobrem in
hac parte posteriori ad differentias secundas respicere oportebit , siquidem errores
aliquot vnitatum in figura septima euitare cupimus. Ceterum valores minores ipsius h
in praxi longe sunt frequentissimi.

Solutio aequationis i 5 quoties h limitem tabulae egreditur , nec non solutio
aequationis i 5* sine difficultate per methodum indirectam vel per alias methodos
satis cognitas perfici poterit . Ceterum haud abs re erit monere , valorem paruurn
ipsius g cum valore negatiuo ipsius cosf  consistere non posse nisi in orbitis valde ex-
centricis , vt ex aequatione 20 infra in art . g5 tradenda sponte elucebit **).

*) Siquidem problema reuera solubile esse supponimus.
**) Ostendit ista aequatio, si cos/ sit negatiuus, <p certe maiorem esse debere quam 90°—
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Tractatio aequationum 12,12* in art . 91, 92, 90 explicata , innixa est sup¬

quem tabulam III non extendimus. Quoties haec suppositio locum non liabet , ae¬
quationes illae tantis artificiis non indigent : poterunt enim forma non mutata  tu¬
tissime semper ac commodissime tentando solui. Tuto  scilicet , quoniam yalor cx-

patet , pro valoribus maioribus ipsius g omni praecisione  computari potest per ta¬
bulas trigonornetricas , quod vlique fieri nequit , quamdiu g est angulus paruus:
commode,  quoniam loci heliocentrici tanto interuallo ab inuicem distantes vix vm-
quam ad determinationem orbitae penitus adhuc incognitae adhibebuntur , ex orbi¬
tae autem cognitione qualicunque valor approximatus ipsius g nullo propemodum
negotio per aequationem 1 vel 0 art . 8g demanat : denique e valore approximato
ipsius g- valor correctus , aequationi 12 vel 12* omni quae desideratur praecisione
satisfaciens, semper paucis tentaminibus eruetur . Ceterum quoties duo loci helio¬
centrici propositi plus vna reuolutione integra complectuntur , memorem esse opor¬
tet , quod ab anomalia excentrica totidem reuolulioncs completae absolutae [erunt,
ita vt anguli E ' — E , v’— v vel ambo iaceant inter o et 56o°, vel ambo inter mul¬
tipla similia totius periplieriae , adeoque f  et g  vel simul inter o et 180°, vel inter
multipla similia semiperipheriae . Quodsi tandem orbita omnino incognita esset, neque
adeo constaret , virum corpus coeleste , transeundo a radio vectore primo ad secun¬
dum , descripserit partem tantum reuolulionis , an insuper reuolutionem integram
vnain seu plures , problema nostrum nonnumquam plures solutiones diuersas admit¬
teret : attamen huic casui in pravi vix vmquam occursuro hic non immoramur.

Transimus ad negotium secundum , puta determinationem elementorum ex
inuento angulo g.  Semiaxis maior hic statim habetur per formulas 10, io *, pro
quibus etiam sequentes adhiberi possunt:

positioni , angulum g non esse nimis magnum , certe infra limitem 66°25', vitra

pressionis ”- :- ,4 sm gJ
2g~—sm2^ , in qua 2 g  in partibus radii exprimendum esse sponte

2 mm  cosf s/rr
L17i a = — -" vjsmg- 4jj/reos/ 2sing-a

kktt

kktt

2 M3I cosf s/rr
y  t  sin ■11Trr  cosf 2- sing2
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Semiaxis minor b — \/ aP habetur per aequationem i , qua eum praecedentibus com¬
binata prodit

, yrr sin 2 f
[i8J P

f yrr  sin 2 / ' V

( I rr' sin 2 / ' \ “
Iam sector ellipticus inter duos radios vectores atque arcum ellipticum contentus
fit z=z±lct \/p , triangulum autem inter eosdem radios vectores atque chordam
— ^ rrsh \ 2f\  quamobrem ratio sectoris ad triangulum est vt y : i vel f : i . Haec
obseruatio maximi est momenti , siinijque aequationes 12 , 12* pulcherrime illustrat :
patet enim bine , in aec| uatione 12 partes in, (/ -f -xg,  X (/ + .v)^ , in aequatione 12*
autem partes . !/ , (L —v )- , X (L — x) z respectiue proportionales esse areae sectoris
inter radios vectores atque arcum ellipticum ) , areae trianguli ( inter radios vecto¬

res atque chordam ) , areae segmenti (inter arcum atque chordam ) , quoniam mani¬
festo area prima aequalis est vel summae vel differentiae duarum reliquarum , prout

—v  vel inter o et 180° iacet vel inter i 8oBet 56 o°. In casu eo , vbi Y— v ma¬
ior est quam 56os, areae sectoris ncc non areae segmenti aream integrae ellipsis
toties adiectam concipere oportet , quot reuolutiones integras ille motus continet.

Quum b sit = a cosip,  e combinatione aequationum i , 10 , 10* porro se¬
quitur

singtang/'
L r  2 (/ 4 sm \ g  )

— sin # tang/
[19 ] cosy —

vrnle substii

[20 ] cosip  =

•{L — sin *# *)
vnde substituendo pro 1. L  valores suos ex art . 89 prodit

sin / sin g  _
1— cos/ cos # 4 2 taug 2 coi

Haec formula ad calculum exactum excentricitatls non est idonea , quoties haec33
modica est : sed facile ex ista deducitur formula aptior sequens

sin i (f — gf -f tang 2 oY2 1 tang v V
m i (/ -fi g) + tang 2 oY

citi ,eliain forma sequens tribui potest ( multiplicando numeratorem ct denommaterem
per cos« z)

>'22] tarigby' sin (/— eos i (/— g'f  sin 2 oi"
-g 'f si 112 oYsini Ẑ+ ^ + ôsi (/-

5?
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Per vtramque formulam ( adhibitis si placet angulis auxiliaribus quorum tangentes

vel . \ ~r F7TT P™
tang 2 o tang 2 « _ . sin 2oj_ sin 2 01 __

linTlT —ir ’ ’ sin i (J "+ S) pl ° priml ’ ' e tang’  tang i (f + g)
posteriori ) angulum <p omni semper praecisione determinare licebit.

Pro determinatione anguli G adhiberi potest formula sequens , quae sponte
demanat e combinatione aequationum 5 , 7 et sequentis non numeratae:

(r -— /') sinu
f251  tang G = -7 ^ 7—S~- --L J 0 (r + r) cosg'— 2 cosj y rr
e qua , [introducendo a», facile deriuatur

sing sin2 r.i
J an0 cos 2 f,j2siui ( / '— g)sin \ g) -f sin 2 (F cosg

Ambiguitas hic remanens facile deciditur adiumento aequationis 7 , quae docet , G
inter o et 180° vel inter xSo° et 56o° accipi debere , prout numerator in liis dua¬
bus formulis positiuus fuerit vel negatiuus.

Combinando aequationem o cum liis, quae protinus demanant ex aequatione
II art . 8.

r
x
r

2 e
P sinf  sinF

2 2 e
7 ' — + - COS fc OS Fp p J

nullo negotio dcriuabitur sequens
(r — r) sinf

[2 51 tans ;F — - '-7—— -7 -7-7—r- jrL J 0 2 cos gyrr — (rq - rjcos/
e qua , introducto angulo oj, prodii:

sinf 'sin 2 01[26] tanajp = - —77c- \ / r \ • 2
L J cos2 sin4 (/ •— g) sm£ (f + g) — sm2«  eos _/
Ambiguitas hic perinde tollitur vt ante. — Postquam anguli F  et G inuenti erunt,
habebitur v = F —f , F = F + J\  vnde positio perihelii nota erit ; nec non E = G — g,

It
—_i- — 2g - 2 ccosG sin g,E ' = G + g.  Denique motus medius intra tempus t erit a*

quarum expressionum consensus calculo confirmando inseruiet ; epocha autem ano¬
maliae mediae , respondens temporis momento inter duo proposita medio , erit
G e sia 6 cosg , quae pro lubitu ad quoduis aliud tempus transferri poterit. Ali¬
quanto adhuc commodius est , anomalias medias pro duobus temporum momentis
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dabs per formulas E —e sin E . E — < si nE'  computare , liarumque differentia cum

—comparanda ad ’calculi confirmationem vti.
a*

96.

Aequationes in aii . praec. traditae tanta quidem concinnitate gaudent , vi:
nihil amplius desiderari posse videatur . Nihilominus eruere licet formulas quasdam
alias , per quas elementa orbitae multo adhuc elegantius et commodius determinan¬
tur : verum euolutio harum formularum paullulo magis recondita est.

Resumimus ex art . 8 aequationes sequentes , quas commoditatis gratia nu¬
meris nouis distinguimus:

r
I. sin^ py — = sin £ E y (1 4. e)

II. cos J-uv/ ~ — cos ^ E \/ (i — e)
f

III . sin £ C’V “ = sin £E ' \/ (1 -f e)
r

V

IV. cos-luV "̂ - — cos£ lfy/ (i— e)

Multiplicamus I per sin %(F + g) , II per cosf (ff + g) , vnde productis additis nan¬
ciscimur

£os£ (f + g) S/ = sin £ E  sin£ (F+ g) \/ (1 + e) -f cos£E  cos£ (F + g) \/ (\ — e)

siue propter \/ (1+ e) — cos £ cp+ sin £ cp, \/ (1 — e) = cos £ cp— sin £ cp,

cos £ (f + g ) \ / — = cosicp cos (£ Fr- £ G + g) — sin £ cp Cos£ (F + G)

Prorsus simili modo multiplicando III per sin£ (F —g) , IV per cos § (F — g), pro¬
dit productis additis

V

cos £ (f + g ) V —— = cos § (p  cos (£ F — £ G — g) — sin £ cp  cos £ (F + G)

Subtrahendo ab liac aequatione praecedentem , oritur

eos £ (/ + g) —V “ ^ = 2 cos £ cp  sing sin £ (F —~G)
siue introducendo angulum auxiliarem o

[27] cos£ (f + g)  tang 2 a = sin £ (F — G) oos^ cp  sing \/ -—7-
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Per transformationes prorsus similes , quarum euolutionem lectori perito relinqui¬
mus , inuenitur

sin A( f  4-g1) , aa
L2«] - - = cosi ( F - G ) cos i cpsingJ rr

4 aa
rr

4 aa
cos £ ( P + G ) sin ^ cpsingy / —ppr

[2 9] cos | (/— g ) tang 2 co= sin \ (P +G ) sin i cp  sin g S/

sin i (f — g),)o ;-
L ■ COS 2 G)

Quum partes primae in his  quatuor aequationibus sint quantitates cognitae , ex 27

et 28 determinabuntur i ( F — G)  et cos i cp  sin g \f _— —~ P,  nec non ex 29 et 00rr

perinde b ( F -r G ) et sin \ <p sin g y “u - — Q i ambiguitas in determinatione angu¬

lorum \ {F — G ) , ^ ( F + G)  ita decidenda est , yt Pe t Q cum sin g idem  signum

obtineant . Dein ex P et Q deriuabuntur i cp e t sin g V - / ■= P . Ex R  deduci

RR  y/ /v ' sin / "2 \/ 7 ’/ . . ...
potest a = —' s-n —a— , nec non p ==-— ~j>ji — > nisi dia quantitate , quae fieri de-

het = + 2 f / -I- sin b 2) cos/ = + y/^- 2(P - sin | g-2)cos , vnice ad calculi confir¬

mationem vti malimus , in quo casu a  et p  commodissime determinantur per for¬
mulas

6 = sinf  y/ rr a ' cos ;— , p = b cos cp(P
Possunt etiam , pro lubito , plures aequationum art . 8g et g5 ad calculi confirma¬
tionem in vsum vocari , quibus sequentes adhuc adiicimus:
2 tang 2 co , rr . .
- ■- y/ - = e sm G smgcos 2 oj y aa

PPV —e F2 tang 2 co
cos 2 CO

•2 tang 2 co . „ . „ , ■ ti •
- 1- “ tang cp  sm G sm / = tang cp  sm 1 smgcos 2 co b r J ° r 0

Denique motus medius atque epoclia anomaliae mediae perinde inuenientur vt in
art . praec.

97-

Ad illustrationem methodi inde ab art . 88 expositae duo exempla art . 87
resumemus : anguli auxiliaris co  significationem hactenus obseruatam , non esse con-

i4
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fundendam cum ea , in qua in art. 87 , 88 acceptum erat idem signum , vix opus
erit monuisse.

r'
I. In exemplo primo habemus f= 3°4:'j'a6'J865 , porroque log —p~  =

9,9914599 , log tang( 45° + <y ) = 9,997864975 , <0 = — 8'27"oo6 . Hinc per art. 89
log sin i/ *. 7,0589972

7,0399484
= log 0,001 og 6348 o
e/ = o,0011205691 , -g--J- 0,
2 log Ict. ...9,1555948
C . \ log rr . ,..g,o2o5i8i
C . log8 cos/ 3.. - 9,0997656
log /«/« . ...7,2756765
log 4 + /. ...9,92 14o23

log tang2 eo2.5,3852428
log cos/ . 9,9990488

5,584 i 94 o
— logO,000024221 1

5g. Porro fit log ££= 9,5766974

7,0522742
Est itaque valor approximatus ipsius h : o,00225047 , cui in tabula nostra II re¬

spondet logyy=  0,0021633 . Habetur itaque log- = 7,2715152 , siue-yy " ' ' yy
= 0,001868087 , vnde per formulam 16 fit # = 0,0007480179 : quamobrem quum |
per tabulam III omnino insensibilis sit , valores inuenti pro /1, / , x correctione non
indigent . Iam determinatio elementorum ita se habet:
log #. 6,8759120
log sin ! g\ ..8,456 g56o , i °54Vo286 , | (/ + g-) = 5°27'45“46i 1 , £ (/— g ) =
i 9'4 i"4o5g. Quare ad normam formularum 27,28,29,50 habetur
logtang 2 a .7,691 6214 n C . log cos 2 co. o,ooooo 5a
log cos i (f + g) .9,9992065 log sin i (/ + g ). 8,7810188

log sin i (/— g) .- 7,7579709•9,99999 29log cos j (f — g) .
log P  sini (J '— G) .7,6908279«
}og P  cos i  ( F — G ). 8,7810240

log Q sin i  ( F + & ) .7,69161 43  «
log (2 eos f ( 7 +̂ 6’) . 7,757976 i

1-( F — G ) ~ — 4°58'4 1"5  4
i ( F + G ) =  5 ig  21 58  o 5
F— 5 i 4 42 .56,5 i
■v= 5 io 55  29,64
t/ = 5 i 8 6023,57

log P = log ficos cp .8,7824527
l°g Q — 1°8 R  sin -§ <p .7,8778355
Hinci ^>= 70 6' o' g55

99= i4 12 1,87
logi ?. 8,7857960

I
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G— 524 ° o' 19*59
E == 020 52  i 5,53

E ’— 527 8 23,65

Ad calculum confirmandum

5 log 2 cosf. .o,i 5oo 3g4
m

■log(/ + / ): y •....8,6357566

Irlog rr .
log sin/. ....8,8202909
C. log sin g .... ..1,2621765
log b.
lo g cos cp. ....g,9865224
l°gp .
log a .
log k.
|Jog « .

2,9165482
log *. .. . i, 34 i 1160

4,2074b42

Est itaque motus medius diur¬
nus = 82 i/989 . Motus medius
intra tempus t — 18091 "07

rO t 7 //
= 0 1 ^ 107

8,7867960
log sin ^?. ...9,5897262
log206265.
log e iu secundis.
log sin E. .
log sin E' .
log e sin E .
log e sin ii 7. ..4,4586227 n
e sin E — — 3 1962 i 4 = — 8 62 .

esi nE ' — —27455,08 = — 7 67 £
Hinc anomalia media

pro loco primo = : rr  O / / / l| />029 44 2707
pro secundo = 554 45 58,75
DifFereiuia = 5 1 5 1,06

II . In exemplo altero fit / = 3i °27,58 ,'52 , <y — — 2 i ,5ol’565 , / = o,oS 63565 g,
mm

log 7727re= g, 353 o65 i, -7- 7-7 siue valor approximatus ipsius 'h:
~s ~t  t

tabula II respondet logj /j '= 0,1722680 , vnde deducitur

0,06527749 , bine e tabula III sumitur | = o,ooo 255 i.

eunt valores correcti h — 0,2450779 , log yy — 0,1722003,

mm

0,2451454j huic in

o,i 5 i 63468 , x.yy
Quo valore adhibito prod-

777/77
:0,1.5164737 , x —yy

0,06529078 , | = o,ooo 2552 . Quodsi cum hoc valore ipsius f , vnica tantum vnitate
in figura septima a priori diuerso , calculus denuo repeteretur ; /7, log jy , x mu¬
tationem sensibilem non acciperent , quamobrem valor inuentus ipsius x iam est
verus , statimque inde ad determinationem elementorum progredi licet . Cui hic
non immoramur , quum nihil ab exemplo praecedente differat.

III . Haud abs re erit , etiam casum alterum vbi cos f  negatiuus est exem¬
plo illustrare . Sit v' — t>= 224 °o ' o*, siue f—  112 ° o' o", log r = : o , 1394892 , log r



= o, 597 8794 > *= 206,80919 dies . Hic inuenitur co= + 4 °i4 '43*78, L — 1,89421298,
logMM = - 0,672 4535 , valor primus approximatus ipsius log / / = 0,6467605 , vnde
per solutionem aequationis i 5* obtinetur F = i, 5gi 452 , ac dein x = 0,037007 , cui
respondet , in tabula III , | = 0,0000801 . Hinc oriuntur yalores correcti log Ii  =
0,6467901 , F = i,5gi5i07 , .r = 0,0672196 , | = 0,0000809 . Calculo cum hoc
valore ipsius | denuo repetito prodit x = 0,0672215 , qui valor , quum | inde haud
mutata prodeat , nulla amplius correctione indiget . Inuenitur dein ig = 1i 07'25"4o,
atque hinc perinde vt in exemplo I

i ( F - G-) = 3°55'55"5g
%( F + G ) =  826 6,58
F—  11 5909,97
■v = — 100 o o,o 3
V = +1205909,97
G = 4 52  12,79
/i = — 17 22 08,01

log P = log /l COSi; Cp .9,9700507
log Q — log R  sin <p .g, 858 o552
» _ r? O , / . Uz cp =  o '] ni 041  27
99 = 75 25 8,54
log R .0,0717096

Ad calculi confirmationem eruitur

1 M .
loS -y~  V — 2 c°s/ . 0,0717097

E ' — + 27 7 5,5g
In orbitis tam excentricis angulus cp  paullulo exactius computatur per formulam 19*,
quae in exemplo nostro dat cp= rj 5°25'8 ’5rj ; excentricitas quoque e maiori praeci¬
sione determinatur per formulam 1 — 2 sin (45° — i cp)z quam per sin cpj secundum
illam fit e = 0,96764600.

Per formulaih 1 porro inuenitur log b — 0,6676611 , vnde logp = o,o5g5g6 ;7,

log a — 1,2507255 , atque logarithmus distantiae in perihelio = log — —
1 -p e

log a (1 — e ) — log h tang ( 45° — \ / ) — 9,7656496.

In orbitis tantopere ad parabolae similitudinem vergentibus loco epochac
anomaliae mediae assignari solet tempus transitus per perihelium ; interualia inter
hoc tempus atque tempora duobus locis propositis respondentia determinari poterunt
ex elementis cognitis per methodum in art . 4 i traditam , quorum differentia vel
summa (prout perihelium vel extra duo loca proposita iacet vel intra ) quum con¬
sentire debeat cum tempore t,  calculo confirmando inseruiet . ■— Ceterum numeri
huius tertii exempli superstructi erant elementis in exemplo art . 58  et 45  supposi¬
tis , quin adeo istud ipsum exemplum locum nostrum primum suppedi 'auerat : diffe¬
rentiae leuiusculae elementorum hic erutorum vnice a limitata praecisione tabula¬
rum logarithmicarum et trigonomelricarum originem traxerunt.
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98.
Solutio problematis nostri pro ellipsi in praecc . euoluta etiam ad parabo¬

lam et hyperbolam transferri posset , considerando parabolam tamquam ellipsin , in
qua a et b essent quantitates infinitae , <p— go°, tandem E , E ' , g , G ~ o;  et

’ perinde hyperbolen tamquam ellipsin in qua a  esset negatiua , atque b , E , E ', g,
G , cp  imaginariae : malumus tamen his suppositionibus abstinere , problemaque pro
Vtroque sectionum conicarum genere seorsim tractare . Analogia insignis inter omnia
tria genera sic sponte se manifestabit.

Retinendo in Parabola characteres p , v , v' , F , f , r, ?■' , t in eadem si¬

gnificatione in qua supra accepti sunt , habemus e theoria motus parabolici:

Quodsi itaque aequationes 9 , 9* art . 88 hic quoque adoptamus , priorem pro cos/
positiuo , posteriorem pro negatiuo , habebimus

M V7 T7 " ~ cos i ( F — f)

L21 s/ 2 r/  — cos i ( F + j ')
2 kt

(F — f) + £tangi (F + f)tang a (F + f) — tang tang l (E —-f) 3

(F + f ) tangi ( F — f)(F + f ) —  tangKF - /) 1 + tan.

+ t Oang i (F + f) — tang J (F — ff ) 2 J

f \ / rr j 2 cos f s/ 4 sin / W 4

2 sin f  cosf . rr 4 sin jf 3(r/) 2

Porro deducitur ex multiplicatione aequationum 1, 2

{ ») = cos F + cos/

nec non ex additione quadratorum
P ( r + r)

1 + cos F  cos/

Hinc eliminato cos F

2rfsmf 2

^̂ P r + r — 2 cosf \/rr
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sin/ ^y/r /
[7.1 P 2 / COSy'

sinf 2 i/ /’/
[7 * 1 P = ~iTLco f̂
quibus valoribus in aequatione 5 substitutis , prodibit , retinendo characteres ni , il/
in significatione per aequationes n , n * art . 88 stabilita,

[8 ] 77Z= / z -j - 1-

[8*] M — — L + %I?
Hae aequationes conueniunt cum 12 , 12* art . 88 , si illic statuatur g = 0.  Hinc

colligitur , si duo loci lieliocentrici , quibus per parabolam satisfit , ita tractentur,
ac si orbita esset elliptica , ex applicatione praeceptorum art . 91 stalim resultare
debere x — o ; vice versa facile perspicitur , si per praecepta ista prodeat x ~  o,

orbitam pro ellipsi parabolam euadere, 1 quum per aequationes 1 , 16 , 17 , jg , 20
liat b — CO, a — co , cp— o.  Determinatio elementorum facillime dein absoluitur.

Pro p  enim adhiberi poterit vel aequatio 7 art . praesentis , vel aequ . 18 art . gb *) :
\/r — \/r

pro F  autem fit ex aequationibus 1, 2 huius art . tang + y/r cotan g =.

sin2 a cotangsi  angulus auxiliaris in eadem significatione accipitur , vt in art . 89.
Ilacce occasione adhuc obsernamus , si in aequ . 3 pro p  substituatur valor

eius ex 6 , prodire aequationem satis notam

l/ = } (/■+  r ' + cos f.  y/Vr' ) (7’+ 7■'— 2 cosf . \/rr ' )z y/2

99 -

In HYPERBOLA  quoque characteres p , p , v , f , F , r , r' } t  in signifi¬
catione eadem relinemus , pro semiaxi maiori a  autem , qui hic negatiuus est , scri-

1

bemus — cr,  excentricitatem e perinde vt supra art . 21 etc . statuemus — CQS1̂
. . C

Quantitatem auxiliarem illic per u expressam , statuemus pro loco pruno = -y , pro

secundo ~Cc,  vnde facile concluditur , c semper esse maiorem quam 1 , sed cete¬

ris paribus eo minus differre ab 1 , quo minus duo loci propositi ab inuicem distent
Ex aequationibus in art . 21 euolutis huc transferimus forma paullulum mutata sex¬
tam et septimam

*) Vnde simul patri:, r et Y in parabola easdem rationes exprimere vt in ellipsi , v . art. o5.

«
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0 a
[1] cosi -p = : } — + —~

/ . C ,c \ . (e + i ) a
W - V~cjV - - -

[3 ] cos i v' = i ^ & + V "cvr ) V~ — 'rr ~~'

[4 ] siniv = i ^\/Cc — V~(J ^ jV --

Hinc statim demanant sequentes:
/ „ 1 \ . ee — 1

[5] sin .F :=: § a ( C—

r.

[6] sin/ = | :a (c— —) /

rr
ee — 1

7 1rr

17] C03F = ^ (, + i,_ (C+ ^ )) - ^

[8] co»/ = ^ (C + -L ) — (c+ ^ - ^ jr
Porro fit per aequ . X art . 21

r =^ e(v + 7r)— 1a

a~ =i e ( a +  s)
atque liinc

t * ] Jf = - = f (c — £ -) («— f)

[ 1 0] ~ = i ^(C+ (c + —~ ) —2

Haec aequatio 10 cum 8 combinata praebet

r -\-r — (c -f ) cos f.  y/rr
[11 ] « = - f-

* (c_ T ) =

Statuendo itaque perinde vt in ellipsi

eosj  est positiuus vel negatiuusj fit

y/— + v'-. r v r
2 cosf

— 1 + 2 vel = i
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[ia] « =■
8 (l — i- (\/c — S/-~ Y)  cos/ .vAV

[12 *]

(c— — )2' c '

- HL + 1 (v/c -V/A ) CO Sf .y/rr'u-

ic - - T

Computus quantilalis l vel L  Iiic perincle vi. in ellipsi adiumento anguli auxiliaris c;
instituetur . Denique fit ex aequatione XI art . 22 ( accipiendo logarilhmos hyperbo-
licos)

U t ,r— s~ = | c (Cc-tr Cc
C c C

~~ + /v ) — log Cc+ log —

= ie (C+ -<j) (c- ") ■2 log c

:*ue eliminata C adiumento aequationis 8

H *(c — —) cos/V/r'
+ H CC— — ) —  aloge«i a cc

I11 hac aequatione pro a  substituimus valorem eius ex 12 , 12* ; dein characterem
m vel M  in eadem significatione , quam formulae 11 , 11* art. 88  assignant , intro¬
ducimus ; tandemque breuitatis gratia scribimus

1
cc- cc 4 log c

quo facto oriuntur aequationes

[15] 771= (/ — zf- 4-(/— z)^Z
l>5*] Mz = — (L + z)* + (L + zftz
quae vnieam incognitam z implicant , quum manifesto sit 2  functio ipsius z per
formulam sequentem expressa
^ (1 -f 2 z) \/ (z + zz) — log (v/ ( i +z ) + {/z)A —. - “ r ~~ —
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lOO.

In soluenda aequatione i5  vel i5*  eum casum primo seorsim considerabi¬
mus , vbi z obtinet valorem baud magnum , ita vt Z per seriem secundum potesta¬
tes ipsius z progredientem celeriterque conuergentem exprimi possit. Iam iit
(i + 2z) \/ (z + zz) + + £ 2¥... , log (v/ (i -f ~)+ \A ) = ~2— + zY... , adeo-
que numerator ipsius Z = fz ^+ £ z~s... ; denominator autem iit = 2 z'£+ 3 z d .. , vnde
Z — %— $ z.... Vt legem  progressionis detegamus , differenliamus aequationem

a (z+ zzfiz = (i + 22) y/ (.z+ .z.z) — l°g (\/ (*+ -0 + V^ 2)
vnde prodit omnibus rite reductis

2 + zz ) 2 —p — + 5 Z ( l + 2 2 ) \ / (2 + zz) 'i\/ (z + zz)
siue

dZ
(22 + 2 zz) = 4 - (3 + 6z ) Z

vnde simili ratione vt in art . 90  deducitur
Z = i

4 . f>■Tr~r z ■0 . i)

4. G. S 4 . 6. 8. 10. + 4 . 6 . 8 . to . i* etc.
5. 6. 7 3. j.  7. g. 1 0 . 5. 7. S- 11

Patet itaque , Z prorsus eodem modo a —z  pendere , vt supra in ellipsi X  ab x:
quamobrem si statuimus

1

z= ~i + TV ~ + ir
determinabitur etiam £ perinde per —z  Ad supra | per x , ita vt habeatur

O 4] ? = “
2TT

‘T5 ■+ 4 0

1 +V9 Z
1 J . _7_° .
1 1 1 + 3 ■

i + etc.
sme

£ =
& rf,TT * '

1 + TT Z + TT Z
l + # § 2

1 4 - - 1- 8-'T 141
1 + etc.

Hoc modo computati sunt valores ipsius £ pro z —o vsque ad z
las partes millesimas, quos columna tertia tabulae III exhibet.

:o,5 per 3ingu-

i5
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101 ,

Introducendo quantitatem £ statuendoque (l — z) == — vel \/ (L— z) — -y  ,y
nec non

mm
Ll5J x+ ~~h’ Vel

MM
[i 5*] ■?

II

aequationes 15 , 15* hancce formam induunt
(y — Oyy

l> 6] y +
: //

( F + i ) TY
[ >6*] —~ = gX 9

adeoaue omnino identicae fiunt cum iis ad quas in ellipsi peruentum est ( i 5 , io*
art . 91 ). Hinc igitur , quatenus h  vel II  pro cognita liaberi potest , y  vel Y  deduci
poterit , ac dein erit

„ , mm
[17 ] z — l — --
L ' J yy

r *, mm[Y *^ z = ~ Yy - L

Ex his colligitur , omnes operationes supra pro ellipsi praescriptas perinde etiam pro
hyperbola valere , donec e valore approximato ipsius h  vel II  eruta fuerit quan-

mm MM
titas y  vel Yj  dein vero quantitas ;——— / vel L — ~YY ’ d uae  * n ellipsi posi-dy
tiua euadere debebat , in parabolaque = o , fieri debet negatiua in [hyperbola : hoc
itaque criterio genus sectionis conicae definietur . Ex inuenta z  tabula nostra dabit £,
hinc orietur - valor correctus ipsius h  vel / / , cum quo calculus repetendus est , do¬
nec omnia ex asse conspirent.

Postquam valor verus ipsius z  inuentus est , c inde per formulam c =
1 -f- 2 2 -f 2 y/ (z zz)  deriuari posset , sed praestat , etiam ad vsus sequentes , an¬
gulum auxiliarem n  introducere , per aequationem tang 2 n = 2 y/ ( z + zz)  determi¬
nandum ) liinc fiet c = tang 2 n + V  ( 1 + tang 2 n 2) =  tang ( 45 ° -j- n )
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102 .

Quum in hyperbola perinde vt in ellipsi y  necessario esse debeat positiua,
solutio aequationis 16 hic quoque ambiguitati obnoxia esse nequit *) : sed respectu
aequationis 16* hic paullo aliter ratiocinandum est quam in ellipsi . Ex aequatio¬
num theoria facile demonstratur , pro valore posiliuo ipsius II **) hanc aequationem
(siquidem yllam radicem realem positiuam habeat ) cum vna radice negatiua duas
positiuas habere , quae vel ambae aequales erunt puta = ^ y/ 5 — •§•= 0,20601 , vel
altera hoc limite maior altera minor . Iam in problemate nostro ( suppositioni su¬
perstructo , z esse quantitatem haud magnam , saltem non maiorem quam o,5 , ne
tabulae tertiae vsu destituamur ) necessario sernper radicem maiorem accipiendam
esse sequenti modo demonstramus . Si in aequatione i 5* pro M substituitur
Y \/ (h + z ) , prodit Y -h \ = (Lz ) Z ~> {\ -y z ) Z,  siue

t — 3 7̂ z -f -3^ 7— zz — -3 ~ -s3 + etc . , vnde facile concluditur , pro valori-

bus tam paruis ipsius z , quales hic supponimus , sernper fieri debere Y > 0,20601,
Reuera calculo facto inuenimus , vt ( 1 +z ) Z  huic limiti aequalis fiat , esse debere
z — 0,79868 : multum vero abest , quin methodum nostram ad tantos valores ipsius
3 extendere velimus.

io 3.

Quoties z valorem maiorem obtinet , tabulae III limites egredientem , aequa¬
tiones 13 , ia * tuto sernper ac commode in forma sua non mutata lentando soluen-
tur , et quidem ob rationes iis similes quas in art . g4 pro ellipsi exposuimus . In
tali casu elementa orbitae obiter saltem cognita esse supponere licet : tum vero va—

sinjfy / rr
lor approximatus ipsius n statim habetur per formulam tang 2 n = : —_ -~T)~ ’
quae sponte demanat ex aequatione 6 art . 99 . Ex n autem habebitur z per for-

x - COS 2 11 om . . .
mulam z — - = -- , et ex valore approximato ipsius z paucis2 cos 2 n cos 2 71 A

tentaminibus deriuabitur ille , qui aequationi i 5 vel i 5* ex asse satisfacit . Possunt
quoque illae aequationes in hac forma exhiberi

sm n '

*) Vix opus erit monere , tabulam nostram II in liypcrbola perinde vt in ellipsi ad solutionem
huius aequationis adhiberi posse , quamdiu h ipsius limites non egrediatur.

**) Quantitas 11  manifesto fieri nequit negatiua , nisi fuerit > j ; tali autem valori ipsius £ re¬
sponderet valor ipsius 2 maior qpam 2,684 , adeoque limites huius methodi longe egrediens.
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711= ( /-
smre

cos 2 n -) + 2 (l — ■
smre

cos 2 re M'

3 | tang 2 re
cos 2 re

i
ZT . r . sin 72* 7 / r . sin 7111= (L + - ) +2 ( L + -)~ ~ ' cos 2 n 'COS 2 77

cos 2 re

atque sic , neglecta z,  statim valor yerus ipsius n erui.

■log liyp tang ( 45° + ti)

tang 2 n
tang 2 re „ „ ^

•log hyp tang (45 + re ) *

tang 2 /i3

io 4.

Superest , vt exz , n vel c elementa ipsa determinemns . Statuendo a \/ (ee —i)
=( 3, habebitur ex aequatione 6 art . 99

sin f  v/ rr'
[18] 8  = . ; ~ -L J e ' tang 2 77
Combinando hanc formulam cum 12 , 12* art . 99, eruitur

tang/tang 2 re
2 ( 1 —z)

, ^ . tang/tang2re
[19 *] taug ^ = — - -

ynde excentricitas commode atque exacte computatur ; ex /9  et \k ( ee — 1 ) prodibit
per diuisionem a , per multiplicationem p,  ita vt sit

2 (l — z)  cos f \/  rr ' 2 mni  cos f . \/ rr kklt

[19] y/ ( ee—  x ) = tangy/

«;
tang 2 re jy tang 2 ji2 4 YYrr cosf 2 tang 2 rea

2 ( L + z ) cos / ! \/ rr — 2 illilf cos/ ! s/ rr kkit
tang 2 re rr tang 2 rea 4 yy rr'  cosf 2 tang 2 n 2

_ sm/ ! tang/ . y/ rr _ yy sin/ , tang / y/ rr / y rr  sin 2 / \ a
^ 2 ( 1- Z) 2 111771 \ kt J

— sin/ ! tang f  y ' rr — YY  sin f.  tang/ ! \/ rr / Y rrs  in 2f  V
= / (/ 7 + 7 ) ~ 2 illd / = V ~ki  /

Expressio tertia et sexta pro p } quae omnino identicae sunt cum formulis 18, 18*
art . g5 , ostendunt , ea quae illic de significatione quantitatum y , Y  tradita sunt,
etiam pro liyperbola valere.

E combinatione aequationum 6 , 9 art . 98 deducitur (r —r ) \/'
e e

rr

e sin/ ! ( C - ^r ) j introducendo itaque ip  et co, statuendoque C = tang( 45°+ iV) , fit
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a sin w tang a co
[20] tang 2 N - --r— jr — *?— —L J 0 sm j cos a oj
Inuento hinc C, habebuntur valores quantitatis in art. 21  per u expressae pro vtro-
que loco; clein fiet per aequationem III art . 21

C— c
tan g i p —-77 -— - --

(G + cj tangiy/
/ f C- \ 1tang iv = —■■■■■■—-- —- --(Cc + 1 ) 1aug i ip

siue introducendo pro C, c angulos N , n
- sin (Ar— 11)

cos (A + n)  tang i ijj
sin (A + n)

[21] tang \ v =

[22] taxigiv ' — .J 0 cos (A ■— n ) tang s \p
Hinc determinabuntur anomaliae verae v , v , quarum differentia cum 2f  comparata
simul calculo confirmando inseruict.
Denique per formulam XI art . 22  facile deducitur , interuallum temporis a perihe-
lio vsque ad tempus loco primo respondens esse

_ a 2 j a e cos (AT-j - n ) sin (N
k \ cos 2 A cos 2 n

n) , -j tang (45° -j- N)  )
l0Sh3'P- S ^ { 45"T -T(

et perinde interuallum temporis a perihelio vsque ad tempus loco secundo respondenp

la l a e cos (N — n)  sin (N 4- n) , „ „ , .
-T 1- kt - — log hyp tang ( 45 + N) tang ( 45 + n ) rk l cos 2 N  cos an j 1 \ 1 ' 0 v ’)
Si itaque tempus primum statuitur = T — ^ t,  adeoque secundum = Ti t,  fit

1
a 2 ( e tanga N „ )

[25] T = - -j- } — — -log tang (45 + N ) \
vnde tempus transitus per peribelium innotescet ; deniquej

# cc f e tang an „ )
L=i] '= — i - wsrs ^ - los tras (45 + "4
quae aequatio , si placet , ad vltimam calculi confirmationem adhiberi potest.

io5.

Ad illustrationem horum praeceptorum exemplum e duobus locis in artf.
so,  24 , 25, 46 secundum eadem elementa hyperbolica calculatis conficiemus. Sit.
itaque v —t ' = 48° i2 , a'' siue f — 24° 6' o", log r = o,o555585 , log /■' = o,2oo854i,
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51,49788 dies . Hinc inuenitur <y = 2°45 ' 28*47 , / = 0,05796059 , siue

valor approximatus ipsius h = 0,0644571 ; hinc , per tabulam II , logyy ■o,o56o848,
mm
yy —— o,o5o47454 , z — 0,00748585 , cui in tabula III respondet 'Q—  0,0000002.

Hinc fit valor correctus ipsius h = o,o64456gi , \ogyy = o,o58o846,-
mm
yy

o,o5o4745 6 = 0,00748686 , qui valores , quum £ inde non mutetur , nulla ani“
plius correciione opus habent . Jam calculus elementorum ita se habet:

log z.
log ( i + n) .

.7,8742699

.0,0062589

1°S V7 (" T ' ZZ).8,9387091
log 2. o,5oio5oo
log tang 2 re. 9,2397694

O r- /
2 71 =  9 Ol 11" 816
re = 4 55 t)0? 90S

log sin/ . . .9,6110118
logs/rr  . .0,1171060
C . log tang 2 re. .0,7602606
i°g/^. .0,4885487
logtang y . .9,8862868
log a . .0,6020619
lo gP. .0,5746555
(esse  deberent .0,6020600

atque 0,5746556)

log sin (A — re). .8,7406274
C . log cos (N + ri). .0,0112902
log cot •§■y . .0,4681829
log tang i v.. .9,2201005
i v = 9 25 29 97

v = 18 5o 5g, 94
(esse deberet l 8° 5l / o*)

logtang/ .. 9,6606199
log i  tang 2 re. 8,9087694
C. log (/ —■z ). 1,2969276
log tang y . .9,8862868
y — 5 7 ° 5 r 59 77

(esse deberet = 5j°j 5'o" )

C . log i sin/. .. ..0,6900182
logtang 2 a>.......8,9848518
C . log cos 2 fi)..0,0020156
log sim//. .. . .9,7802685
log tang 2 N ...
2 2V = 16°9' 46"255

N  = 8 4 53,127
JV — re = 5 9 17,219
N -t-n => i5 0 29,o55

logsin (Ar-|- re)....9,3525527
C . log cos (Ar- re)o,0006587
log cot J ?//. ...0,4681829
log tang i v .... ....9,8211945
iu = 53 ° 5i ' 29* 96

coII 2 5g, 86

0

(esse  deberet 67 ° S>
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log <?. log <?.
logtang 2 N .9,4621 54 1 log tang 2 n . .9,2397694
C . log cos 271.o,oo 64559 C . log cos 2 N ......0,0176142

9,6696064 9,3585020
numerus - := 0,07119863 numerus = 0,22819284
log hyp tang (45°+ iV) — . log byp tang (45°+ ») — .

.0,28691261 ..0,1 '7982621
Differentia ±=  0,08628612 Differentia — o,o 555666 o
log. log.
1 log a. -i log a . .0,9000928
C .logf ’. C . log h.
log T . .1,6980897 log 2.

T = 09,66538 1og <(. 1,7117894
• t — 51,49788

Distat itaque transitus per perihelium a tempore loco primo respondente 1.1,91444
diebus , a tempore loco secundo respondente 65,4i252 diebus . — Ceterum diffe¬
rentias exiguas elementorum hic erutorum ab iis , secundum quae loca proposita
caiculata fuerant , tabularum praecisioni limitatae tribuere oportet.

106.

In tractatu de relationibus maxime insignibus ad motum corporum coelestium
in sectionibus conicis spectantibus , silentio praeterire non possumus expressionem
elegantem temporis per semiaxem maiorem , summam r + r ' atque chordam duo loca
fungentem . Haec formula pro parabola quidem primo ab ili . Euler inuenia esse
videtur (Miscell . Berolin . T . Aii p . 20 ) , qui tamen eam in posterum neglexit,
neque etiam ad ellipsin et hyperbolam extendit : errant itaque , qui formu¬
lam clar . Lambert tribuunt , etiamsi huic geometrae meritum , hanc expressionem
obliuione sepultam proprio marte eruisse et ad reliquas sectiones conicas amplia¬
visse , non possit denegari . Quamquam hoc argumentum a pluribus geometris iam
tractatum sit , tamen lectores attenti expositionem sequentem haud superfluam agno¬
scent . A motu elliptico initium facimus.

Ante omnia obseruamus , angulum circa Solem descriptum 2f (art . 88, vnde
reliqua quoque signa desumimus ) infra 56o ° supponi posse ; patet enim , si iste an-

4 <-R °1 „„ 0 . a 2.000 x _
guius 000 gradibus augeatur , tempus vna reuolutione siue ■— ^- = a-  x 5b.1,20
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diebus crescere . lam si chordam per q denotamus , manifestum est fieri
qq = (r ' cos / — r cossinu '— /■ sin vf
adeo que per aequationes VIII , IX art . 8
pp ■= cia (cos E ' — cos E) 2,+ cici  cos cp3 (sin E' — sin i ?)2

= 4 aa smg 2* (sin G2* + cos cp2*  cos G2) = 4 cici  sin g z(i — ee  cos G2)
Introducamus angulum auxiliarem h talem , vt sit cos h = e cos G j simul , quo omnis
ambiguitas tollatur , supponemus , h accipi inter o et i8o ° , vmde sin h erit quanti¬
tas positiua . Quoniam itaque etiam g  inter eosdem limites iacet ( si enim 2g  ad
56 o° vel vitra ascenderet , motus circa Solem reuolutionem integram attingeret vel
superaret ) , ex aequatione praecedente sponte sequitur p = 2 nsing sin/i , siquidem
chorda tamquam quantitas positiua consideratur . Quum porro habeatur r -f r
= 2fl ( i —e cosg  cos G) = 2 a (i — cosgcosh ) , patet , si statuatur h — g — S , h + g
— s , £ eri
[1] r + r' — Q — 2 « (i — cos S }= 4 «sin i 3 Z
[2] r + / + p = 2 a (1 — cos e) = 4 a sin

5> 3
Denique habetur lt =zcfl {2g — 2 e sing cos G ) — a * (2g — 2 sin g  cos h) } siue

[3J Id —ci2 (e — sine — (A —sin 3 )̂
Determinari poterunt itaque , secundum aequationes 1> 2 , anguli r) et e cx

r -f -r , p et a : quamobrem ex iisdem quantitatibus determinabitur , secundum aequa¬
tionem 5 , tempus t.  Si magis placet , haec formula ita exhiberi potest:

2 a — (r + r) — pit i ( 2 a ~ (r + r ') —  p= a 2 ; arc cos - —
I 2 a sin arc cos •

2 a

2 a  f& , 2 a — (r -j- r ) -(- p 1arc cos —- — sm arc cos - —— - -- -‘ 2 a2 a ’ 2 a f
Sed in determinatione angulorum S , £ per cosinus suos ambiguitas remanet , quam
propius considerare oportet . Sponte quidem patet , S iacere debere inter — 180°
et + 180% atque s inter 0 et 56o° : sed sic quoque vterque angulus determinatio¬
nem duplicem , adeoque tempus resultans quadruplicem admittere videtur . Attamen
ex aequatione 5 art . 88 habemus cos f . \/rr =a (cosg — cos/i ) = 2 a sin i Asin | £:
iam sin i e necessario fit quantitas positiua , vnde concludimus ., cos f  et sin i 3 ne¬
cessario eodem signo affectos esse , adeoque A inter o et 180°, vel inter — 1809
et o accipiendum esse , prout cos f  positiuus fuerit vel negatiuus , i. e. prout motus
heliocentricus 2 / ' fuerit infra vel supra 180°. Ceterum sponte patet , pro 2/ '= 18o°
necessario esse debere 3 =o.  Hoc itaque modo S plene determinatus est . At de-
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terminatio anguli e necessario ambigua manet , ita vt semper pro tempore duo  ya-
lores prodeant , quorum quis verus sit , nisi aliunde constet, decidi nequit. Cete¬
rum ratio liuius phaenomeni facile perspicitur : constat enim , per duo puncta data
describi posse duas  ellipses diuersas , quae ambae focum suum habeant in eodem
puncto dato , simulque eundem semiaxem maiorem *) ; manifesto autem motus a loco
primo ad secundum in his ellipsibus temporibus inaequalibus absoluetur.

107.

Denotando per % arcum quemcunque inter — 180” et -f t8o ° situm , et per s
sinum arcus \ x , constat esse
_ . t 5 „ 1 . 3 e . » 1 .3 . 5, . ,
^ = sH . is ! + T ' TT 5 +T ' 1X6 « + etc.
Porro lit

. _ _ . t
i  sin x — SV (1 — ss)
adeoque

X — sinx — ** (f **+ T -i **+ f

2 . 4

1 . 5
V 2 . 4' S  +

Substituimus in hac serie pro s deinceps \ \/

2 . 4 . 6

.3 . 5

etc.

2 . 4 . 6

r + r
s9+ etc.

Q 1 . , r + r -f q
3 et -gy -- , quae-a ci

que inde proueniunt multiplicamus per a-  j ita respectiue oriuntur series

i ( r + r — q ) * + ^ ~ (r + r — 0 '*+ ~~ '(k r + r '— (0  +

1 , 9
TbItS ~~(0 ~0' + J " 0 1+ Ctc.

! ( >•+ /•' + ? f + sV ■— ( '•+ r + •“ ( r + ?/+ +

T 8 '4  3 2 • a , (r + r + (>) " +  etc.

quarum summas denotabimus per T , U.  Iam nullo negotio patet , quum sit

sin \ S — + y/ r + r
a ■, signo superiori yel inferiori valente prout 2f  infra

vel supra 180° est , fieri a *(S — sin S) = ±T,  signo perinde determinato . Eodem

*) Descripto e loco primo circulo radio a — r,  alioque radio a — r e loco secundo, cllipseos
focum alterum in intersectione liorum circulorum iaccre patet. Quare quum generaliLer loquendo
duae semper dentur intersectiones, duae ellipses diuersao prodibunt. ,

.6
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modo si pro e accipitur valor minor infra 180° situs, fiet ct* ( s sin fi) = U‘y
accepto vero yalore altero , qui est illius complementum ad 56o°, manifesto fiet
X X

a~  ( e —sin i) ~ a z 060 °— U.  Hinc itaque colliguntur duo yalores pro tempore t
Z7~+ T

k atque■
t\  56o° U + T

108.

Si parabola tamquam ellipsis spectatur , cuius axis maior infinite tiiagnus

est, expressio temporis in art . praec . inuenta transit in —g-jp | ( r -J- r + Q)  +
/ £1

(r -j- r— qY  f '• sed quum haecce formulae deductio fortasse quibusdam dubiis ex¬
posita videri possit, ' aliam ab ellipsi haud pendentem exponemus.

Statuendo breuitatis caussa tang \ v = 6,  tang £ v' — fy' , fit r = \p ( i + 66),

r — ip (1 + Q '6' ) , cos v = -■
60

1 + 06
cos V 1 — 6'0'

1 + 6'0'
2 0

-,  sin v i + 66  *
2 6> >

sin v — ' • Hinc fit r cos v — r cos p — i-p {66 — 6''6' ) , r  sin v — r sin v =

p {6' — 6 ) , adeoque qq — \pp {6' — 6 4 + ( 0 + 6 )2̂ . Jam facile rpcrspicitur,

6' — 6 = sin f
cos ± v cos v- — 7- esse quantitatem positiuam : statuendo itaque

y/ (/ + | (6' + d) 2̂ — 2/ , erit p = p ( <9' — tf) jj>. Porro fit r + /= 6'^' ) ■=

P + 4 ( 6’— 0) ẑ :  quamobrem habetur

+ * (<s' — ^ i) 1

2- = ( *- i («'- «)) ■
Ex aequatione priori sponte deducitur

+ v/ -Z + ^ ± i L- = ^ + x ( ^ _ ^ )
quoniam et 0' — 6 sunt quantitates positiuae ; sed quum i ( 6' — 6)  minor sit vel

cos/

r +
P

r + r‘

maior quam rj , prout W — x ( 6' — 6f = 1 + 00' = ~ os , KOS , ^
vel negatiua , patet , ex aequatione posteriori concludere oportere

positxua est

%
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4 - v'
r + r’ -2 - — n — 4 ( f)' —( 6' — 6 ),  vbi signum superius vel inferius adoptandum.

est , prout angulus circa solem descriptus infra i8o ° vel supra i8o ° fuerit.
Ex aequatione , quae in art . 98 secundam sequitur , porro liabemus

~~ ~ = {6' — 6) ( {1 + 66’+ I - ( 6' - 6f) = (6 )' — 0) (jw + T'* ( 6' — d)*)

= i ( ? + i ( Q'—6)) »— — 4 (0’— 6)) *
vnde sponte sequitur

i *= ? { ( r + r, + p) a T( r + r, "" P) a J
signo superiori vel inferiori valente , prout 2f  infra vel supra iSoa est.

109.
Si in hyperbola signa a , C, c in eadem significatione accipimus, vt in art.

99 , liabemus ex aequationibus VIII , IX art . 21

— ~ -̂ C + « y/ (ee — 1 )

adeoque q — ^ a ^c - —^ ee (̂

Supponamus y"  esse quantitatem per aequationem y -f - = e^ C+ determina¬

tam : cui quum manifesto duo  valores sibi inuicem reciproci satisfaciant , adoptamus
eum qui est maior quam 1.  Ita fit

(,= * « ( „ — r ) ( y — 7)

Porro fit r + r = i a ( e ( c + — ) (C + —q~) — 4^ = J «^ (c + — ) (y + ~ ) — 4^,
adeoque

r + r + q — Cy — \/ - ^ r)

c + r' — p = a (y  y ")

r  cos e — r cos v

r  sin v — r sm v

Statuendo itaque \/
r + r + q

41a m. . r + r — q•- ,- — = n , erit necessariov ‘ia
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1 ty q\/ cy — \/ — - = 2 m -7 ad decidendam vero quaestionem , vtrum - \/  -

liat = -j- 2 n an = — 2 n,  inquirere oportet , vtrum y maior an minor sit quam, e:
sed ex aequatione 8 art . 99 facile sequitur , casum priorem locum habere , quoties
2/  sit infra 180°, posteriorem quoties 2f  sit supra 180° Denique ex eodem art . habemus

^r = *G' + T ) ( c-v ) - 2lo«c = K cy- ''4 r ) _4 ( ^ — j7)
■— log cy + leg = 2 m y/ ( 1 + mm ) ~+ 2 n \/ (1 + nn) — 2 log ( 1 + nim) -{- 7 »)

+ . 2 log (y/ ( 1 + nn) + ti)
signis inferioribus s’emper ad casum 2 /" > 18o° spectantibus . Iam
log ( \/ ( * + mm ) -(- ?n^  facile euoluitur in seriem sequentem
m ■ ■t • I + y •

j .j nv 1.3.5
2.4 .6 ni’ -f - etc.

Hoc sponte colligitur ex d log ( \/ ( 1 -f - mm) -f ni) = “^/7^
(bn
+ mm) Prodit itaque

1-3 n etc .),m '2 m y/ (1 -f- mm ) — 2 log ( y/ ( 1 + mm ) + ;??) /ns+ ~
et perinde formula alia prorsus similis , si m cum n permutatur . Hinc tandem col¬
ligitur , si statuatur

T = } ( r + r' — p) ce ’4-r qY  + ■ryyz- cea (r + r ■— (?)

_ 5
1 8 4X1 a

r.3 Vr + r — q) l -f etc.

U- Hr + r + ^ y — + + + — (r + / + (>)'
t ^

- ^ r ~( r + r ’ + <>) + etc.

fieri ht — V ~+  T , quae expressiones cum iis , quae in art . 107 traditae sunt , omnino
coincidunt , si illic a  in — ce  mutetur.

Ceterum hae series tum pro ellipsi tum pro hyperbola ad vsum practicum
tunc inprimis sunt commodae , vbi a  vel a  valorem permagnum obtinet , i. e. vbi
sectio conica magnopere ad parabolae similitudinem vergit . In tali casu etiam ad
solutionem problematis supra tractati (art . 85 — io5 ) adhiberi possent : sed quoniam,
nostro indicio , ne tunc quidem breuitatem solutionis supra traditae praebent , huic
methodo fusius exponendae non immoramur.



125

SECTIO QVARTA
Re lationes inter locos plures in spatio.

110.

Relationes in hac Sectione considerandae ab orbitae indole independentes
solique suppositioni innixae erunt , omnia orbitae puncta in eodem plano cum Sole
iacere . Placuit autem , hic quasdam simplicissimas tantum attingere , aliasque ma¬
gis complicatas et speciales ad Librum alterum nobis reseruare.

Situs plani orbitae per duos locos corporis coelestis in spatio plene determi¬
natus est , siquidem hi loci non iacent in eadem recta cum Sole . Quare quum duo¬
bus potissimum modis locus puncti in spatio assignari possit , duo hinc problemata
soluenda se oflerunt.

Supponemus primo , duos locos dari per longitudines et latitudines heliocen-
tricas resp . per 2 , 2' ; fi , fi'  designandas : distantiae a Sole in calculum non ingre¬
dientur . Tune si longitudo nodi ascendentis per Sl 5 inclinatio orbitae ad eclipticam
per i denotatur , erit
tang fi = tang i sin (2 — Sl)
tang fi' =  tang i sin (/ — SI)
Determinatio incognitarum SI,  tangi hic ad problema in art . 78, II consideratum
referor ■ habemus itaque , ad normam solutionis primae
tang i sin (2— SI) = tang fi

^ • tan ^ fi' — tang/3cos (2' — 2)
(angi cos (2— SI)= -

ad normam solutionis tertiae autem inuenimus Sl  per aequationem

'""3 W + sinW - 7) -
vtique aliquanto commodius , si anguli /3, fi'  immediate dantur , neque vero per
logarithmos tangentium : sed ad determinandum i,  recurrendum erit ad aliquam

tang [3 tang fi'wformularum tang i sin (2 ■ -Sl)
Ceterum ambiguitas in deter¬

minatione anguli 2
sin (i?' -

vel i 2 + i 2' — Sl  per tangentem suam ita erit decidenda,
vt tangi posiliua euadat vel negatiua , prout motus ad eclipticam proiectus directus
est vel retrogradus : hanc incertitudinem itaque tunc tantum tollere licet , vbi con-
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stat , a quanam parte corpus coeleste a loco primo ad secundum peruenerit ; quod si
ignoraretur , utique impossibile esset , nodum ascendentem a descendente distinguere.

Postquam anguli Sl> i inuenti sunt , eruentur argumenta latitudinum »
per formulas

tang (P.— &) _ , taug (/ —tangz / = - :- , tangM ■= - :-eo si 7 °  co si

quae in semicirculo primo vel secundo accipienda sunt , prout latitudines respon¬
dentes boreales sunt vel australes . His formulis adhuc sequentes adiicimus , e qui¬
bus , si placet, - vna vel altera ad calculum confirmandum in ysum vocari poterit:
cos u = cos j3  cos (2 — Sl) , cos u = : cos fi  cos {X•— P)

sin u sin (5
sumi  =

sin fi

sin (jX+ it)

sin i ' sui i
sin (2 + X— 2 Sl)  cos/ ? cos fi

cos i , sin («' — u)  =
sin (X— 2) cos /9 cos fi

cos i

ni.

Supponamus secundo , duos locos dari per distantias suas a tribus planis in
Sole sub angulis rectis se secantibus ; designemus has distantias pro loco primo per
a' , y , z , pro secundo per x', / , supponamusque planum tertium esse ipsam ecli¬
pticam , plani primi et secundi autem polos positiuos in longitudine N et go°-|- A~
sitos esse. Ita erit per art . 55 , duobus radiis vectoribus per /' , / designatis,
x = r cos u cos (N — SI) + r  sin u sin (AT— Sl)  cos i
y = . r sin u cos (N —P ) cos i —r cos u sin (A7— Sl)
z ~ r  sin u sin i

x = / cos u cos (N — Sl) -f- / sin u' sin (N — Sl) cos i
y — / sin u cos (N — Sl) cos i— / cos u' sin (N — Sl)
z = /sin u sin i

Hinc sequitur
zy — yz — rr sin (it — u) sin (N — Sl) sin z
xz — zx = r/sin (u — u) cos (N — Sl) sin i
xy — yx — rr sin (u — u) cos i
E combinatione formulae primae cum secunda habebitur N — ££ atque r/sin « sin/,
hinc et ex formula tertia prodibit i atque r/sin (li — u).

Quatenus locus , cui coordinatae x , y , z respondent , tempore posterior sup¬
ponitur , u maior quam u feri debet : quodsi itaque insuper constat , vtrurp angu-
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Ius inter locum primum et secundum circa Solem descriptus duobus rectis minor
an maior sit , r/sin ^ /— u)  sin i atque rr ' sin {u' — u)  esse debent quantitates positi¬
vae in casu primo , negatiuae in secundo : tunc itaque N —sine  ambiguitate de¬
terminatur , simulque es signo quantitatis xy — yx  deciditur , vtrum motus directus
sit , an retrogradus . Vice versa , si de motus directione constat , e signo quantita¬
tis xy — yx'  decidere licebit , vtrum u — u minor an maior quam 180° accipiendus
sit. Sin vero tum motus directio , tum indoles anguli circa Solem descripti fplane
incognitae sunt,  manifestum est , inter nodum ascendentem ac descendentem distin¬
guere non licere.

Ceterum 'facile perspicitur , sicuti cos i  est cosinus inclinationis plani orbitae
versus planum tertium , ita sin (Ar—Q ) sin i , cos (N — fl ) sin i esse resp . cosinus in¬
clinationum plani orbitae versus planum primum et secundum ; nec non exprimere
rr sin.(u — u)  duplam aream trianguli inter duos radios vectores inclusi , atque zy'—yz ';
xz' — zx , xy — yx'  duplam aream proiectionum eiusdem trianguli ad singula plana.

Denique patet , planum tertium pro ecliptica quoduis aliud planum esse
posse , si modo omnes magnitudines per relationes suas ad eclipticam definitae pe¬
rinde ad planum tertium , quidquid sit , referantur.

112.

Sint x", y , z"  eoordinatae alicuius Joci tertii , atque u eius argumentum
latitudinis , r"  radius vector . Designabimus quantitates r r" sin («"— u') , rr sia — u) ,
rr  sin (//— u) , quae sunt areae duplae triangulorum inter radium vectorem secun¬
dum et tertium , primum et  tertium , primum et secundum , resp . per n , n , n". Ha¬
bebuntur itaque pro x", yz  expressiones iis similes , quas  in art . praec . pro x, y , z
et x' , y ' , z tradidimus , vnde adiumento lemmatis I art . 78 facile deducuntur aequa¬
tiones sequentes:
1 r / . n /9o = nx — n x + n x

U= ny — ny + ny
o = uz — nz + n z

Sint iam longitudines geocentricae corporis coelestis tribus illis locis respondentes
a , a , a ", latitudines geocentricae /? , // , pf ; distantiae a terra ad eclipticam pro-
iectae $ , S' , (V; porro respondentes longitudines beliocentricae terrae L , U , L"
latitudines B , B ' , B ", quas non statuimus = 0 , vt liceat , tum parallaxis rationem
liabere , tum , si placet , pro ecliptica quoduis aliud planum adoptare ; denique



128 Lib r . I . Sect . IV.

j) D ', D" distantiae terrae a Sole ad eclipticam proiectae. Quodsi tunc .r , y , z
per L , B , D , a , /9 , S exprimuntur , similiterque coordinatao ad locum secundum
et tertium spectantes , aequationes praecedentes sequentem formam induunt:
£1] o = re(<̂ cosa + D  cos L) —re' (S 'cos d + D'  cosU ) + re"(S"  cos d -}- D"  cos T-j )
[2] o — n [8  sin a -}-D  sin L) — re ' (S'  sin d + D'  sinU ) + re" "sin d' + 77 'sin L ")
[5] o = re(d tang /9+ D  tang 73) — re'(d ' tang/9'+ 7)'tang 73')+ re"(d"tang /9“+ -D"tang E")
Si hic a,  / 9 , D, 7/ , 79, quantitatesque analogae pro duobus reliquis locis , tam¬
quam cognitae spectantur , acquationesque per re, yel per re' , yel per re" diuiduretur,
quinque incognitae remanent , e quibus itaque duas eliminare , siue per duas quas¬
cunque tres reliquas determinare licet . Hoc modo illae tres aequationes ad conclu¬
siones plurimas grauissimas viam sternunt , e quibus quasdam imprimis insignes bic
euolntmus.

110.

Ne formularum prolixitate nimis obruamur , sequentibus abbreuiationibus vti
placet. Primo designamus quantitatem
tang /9  sin id' — d ) + tang/ 9' sin (« — d) + tang/ 9"sin (d — d)
per (0 . 1. 2) : si in expressione illa pro longitudine et latitudine loco cuiuis geocen-
trieo respondentibus substituuntur longitudo et latitudo cuilibet trium locorum he-
lioceniricorum terrae respondentes , in signo (0 . 1. 2)  numerum illi respondentem
cum numero romano eo commutamus , qui posteriori respondet. Ita e. g. character
(o . l . I)  exprimet quantitatem
tang /9  sin (7/ — d) + tang/ 9' sin (a — L ’)+ tang 73' sin («' — d)
nec non character (0 .O. 2)  hanc
tang /9  sin (d' — L)  4 - tang 79  sin (« — d ') + tang/ 9“sin (L — d)
Simili modo characterem mutamus , si in expressione prima pro duabus  longitudi¬
nibus et latitudinibus geocentricis duae quaecunque heliocentricae terrae substituun¬
tur. Si duae longitudines et latitudines in eandem expressionem ingredientes tan¬
tummodo inter se permutantur , etiam in charactere numeros respondentes permu¬
tare oportet : hinc autem valor ipse non mutatur , sed tantummodo e positiuo ne-
gatiuus , e negatiuo positiuns eu adit. Ita e. g. fit (0 . 1. 2 ) = ;— (o. 2. i ) = ( i . 2. o) =
— ( 1.o. 2) = (2. o. 1) = — ( 2. 1. 0) . Omnes itaque quantitates hoc modo oriundae ad
sequentes 19' reducuntur
(0 . 1. 2)
(o . i .O ) , ( 0. 1.  T) , (o. i .II) , ( 0. O. 2 ) , (0.I. 2) , (o,II . 2) , (O. i . 2) , (1 . 1. 2) , (II. 1. 2) .
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(o . O. I ) , (o.O.II ) , (o.I. II) , ( i . O .I) , ( i . O. II) ; ( 1.I . II) , (s . O. I) , (2. 0 .11) , (2. I . II)
quibus accedit vigesima ( O. I . II ) .

Ceterum facile demonstratur , singulas has expressiones , per productum e
tribus cosinibus latitudinum ipsas ingredientium multiplicatas , aequales fieri volu¬
mini sextuplo pyramidis , cuius vertex est in Sole , basis vero triangulum formatum
inter tria sphaerae coelestis puncta , quae locis expressionem illam ingredientibus re¬
spondent , statuto sj>haerae radio = 1. Quoties itaque hi tres loci in eodem circulo
maximo iacent , valor expressionis fieri debet = 0 ; quod quum in tribus locis he—
liocentricis terrae semper locum habeat , quoties ad parallaxes et latitudines ter¬
rae a perturbationibus ortas non respicimus , i. e. quoties terram in ipso eclipticae
plano constituimus , semper , hacce suppositione valente , erit ( O .I . II ) = 0 , quae
quidem aequatio identica est , si pro plano tertio ecliptica ipsa accepta fuit . Cete¬
rum quoties tum B,  tum B\  tum B " = o,  omnes istae expressiones , prima ex¬
cepta , multo simpliciores fiunt ; singulae scilicet a secunda vsque ad decimam binis
partibus conflatae erunt , ab vndecima autem vsque ad vndeuigesimam vnico ter¬
mino constabunt.

114.

Multiplicando aequationem [ 1] per sin a  tang B" — sin Z/ tang /3" , aequatio¬
nem [2] per cos Z/ tang fi"— cos a"  tang B“ , aequationem [5] per sin (Z/ — a ") , ad-
dendoque producta , prodit

[4] o = ^ | (o. 2. II) S + ( 0 .2 .II ) Z) | — | ( 1.2.11) $ ' + (1. 2.1]') D'  |
similique modo , vel commodius per solam locorum inter se permutationem

[5] o = n j ( o. i .I ) <? + ( 0 . r . I ) Z>J -b n J ( 2. x.I ) <T + (H. l . l) D"  J

[6] o = ji | (1 . o. O) cT-f (I .o.O) Z)' j — j (2 . o. O) <J"+ (II . o.O) Z)" j
Quodsi itaque ratio quantitatum n , n data est , adiumento aequationis 4 ex S de¬
terminare licebit S' , vel S ex S' j similiterque de aequationibus 5, 6. E combina-
tione aequationum 4 , 5,6  oritur haec

(o . 2.II) <?+ (0 .2. II )D (i . o. 0 ) <r + (I. o.O) Z>' (2.i . I) ^ '' + (II . i . I) Z/
*-7 * (o . i . I) (J + (0 .i . l ) d >< (r . a . I^ ^ + CLa. I^ ZĴ Ca.o.O) ^ ^ ^ ) ! )" ~ ““
per quam e duabus distantiis corporis coelestis a terra determinare licet tertiam . O-
stendi potest autem , hanc aequationem 7 fieri identicam , adeoque ad determina¬
tionem vnius distantiae e duabus reliquis ineptam , quoties fuerit

17
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tang fi'  tang fi 'sin ( L — a)  sin( L”— L ') ^
-f tang fi"  tang (3  sin (L '— a)  sin (L — L ") j = 0.
+ tang fi  tang fi  sin (L"— a)  sin (Z/ — L)  )

Ab hoc incommodo libera est formula sequens , ex aequationibus 1, 2,5
facile demanans:
[8] ( o. i .2) 88 '8 “+ (O . i . 2) DS '8 "+ (o. I. 2) D' 88 "+ (o . i . II) D "88 '+ (o .I.II) iyD "8  +

(O. i . II) DD "S' + ( 0 .1.2 ) DD' 8 "+ (O.I. II) DD 'D" = o.
Multiplicando aequationem i per sin a tang fi"— sina tang fi,  aequationem 2

per cosatangfi —cos a  tang fi ' , aequationem 3 per sin ( a — a ) , addendoque pro¬
ducta , prodit

[9] o = n | (o . 1. 2) 8 + (0 . 1. 2) D J — n (1 . 1. 2)D '+ n (II . 1. 2) D"
et perinde

[10] o = n (o.0 .2)D — n j (o. i . 2) <T -f (o.I. 2) Z>' J + rc"(o.II . 2.) Z>*

[11] o= n (o . 1.0 ) D —ri (o.  1.1) D '+ n" J (o. 1,2) 8 "+ (0 . 1.II) D" J
Adiumento harum aequationum e ratione inter quantitates n , n , n cognita eruere
licebit distantias 8 , 8 ' , 8 ".  Sed haecce conclusio generaliter tantum loquendo va¬
let , exceptionemque patitur , quoties lit (0. 1.2) = 0. Ostendi enim potest , in hocce
casu ex aequationibus 8 , 9 , 10 nihil aliud sequi , nisi relationem necessariam iuter
quantitates n , n' , n ", et quidem e singulis tribus eandem. Restrictiones analogae
circa aequationes 4 , 5,6  lectori perito sponte se offerent.

Ceterum omnes conclusiones hic euolutae nullius sunt vsus , quoties planum
orbitae cum ecliptica coiucidit. Si enim fi , fi , fi", B , B ' , B“  omnes sunt — o,
aequatio 3 identica  est , ac proic omnes quoque sequentes.



LIBER SECVNDVS
INVESTIGATIO ORBITARVM CORPORVM COELESTI VM EX

OBSERVATIONIBVS GEOCENTRICIS.

SECTIO PRIMA
Determinatio orbitae e tribus obserualionibus completu.

115.

Ad determinationem completam motus corporis coelestis in orbita sua requi¬
runtur elementa septem , quorum autem numerus vno minor euadit , si corporis
massa vel cognita est vel negligitur ; liaec licentia vix euitari poterit in determina¬
tione orbitae penitus adhuc incognitae , vbi omnes quantitates ordinis perturbatio¬
num tantisper seponere oportet , donec massae a quibus pendent aliunde innotue¬
rint . Quamobrem in disquisitione praesente massa corporis neglecta elementorum
numerum ad sex reducimus , patetque adeo , ad determinationem orbitae incognitae
totidem quantitates ab elementis pendentes ab inuicem vero independentes requiri.
Quae quantitates nequeunt esse nisi loca corporis coelestis e terra obseruata , quae
singula quum bina data subministrent , puta longitudinem et latitudinem , vel ascen¬
sionem rectam et declinationem , simplicissimum vlique erit , tria loca geocentrica
adoptare , quae generaliter loquendo sex elementis incognitis determinandis sufficient.
Hoc problema tamquam grauissimum huius operis spectandum erit , summaque ideo
cura in hac sectione pertractabitur.

Verum enim vero in casu speciali , vbi planum orbitae cum ecliptica coin-
cidit , adeoque omnes latitudines tum heliocentricae tum geocentricae natura sua
euanescunt , tres latitudines geocentricas euanescentes haud amplius considerare li¬
cet tamquam tria data ah inuicem independentia : tunc igitur problema istud inde¬
terminatum maneret , tribusque locis geocentricis per orbitas infinite multas satis¬
fieri posset . In tali itaque casu necessario quatuor longitudines geocentricas datas
esse oportet , vt quatuor elementa incognita reliqua ( excidentibus inclinatione orbi-

r
K
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tae et longitudine nodi ) determinare liceat . Etiamsi vero per principium indiscer-
nibilium haud exspectandum sit , talem casum in rerum natura vmquam se oblatu¬
rum esse , tamen facile praesumitur , problema , quocl in orbita cum plano eclipti¬
cae omnino coincidente absolute indeterminatum fit , in orbitis perparum ad ecli¬
pticam inclinatis  propter obseruationum praecisionem limitatam tantum non inde¬
terminatum manere debere , ybi vel leuissimi obseruationum errores incognitarum
determinationem penitus turbare valent . Quamobrem vt huic quoque casui consu¬
lamus , alia sex data eligere oportebit : ad quem finem in sectione secunda orbitam
incognitam e quatuor obseruationibus determinare docebimus , quarum duae quidem
completae sint , duae reliquae autem incompletae , latitudinibus vel declinationibus
deficientibus.

Denique quum omnes obseruationes nostrae propter instrumentorum sensu¬
umque imperfectionem non sint nisi approximationes ad veritatem , orbita , sex tan¬
tum datis absolute necessariis superstructa , erroribus considerabilibus adhuc obno¬
xia esse poterit . Quos vt quantum quidem licet extenuemus , summamque adeo
praecisionem possibilem attingamus , via alia non dabitur , nisi vt obseruationes
perfectissimas quum plurimas congeramus , elementaque ita perpoliamus , vt non
quidem his vel illis praecisione absoluta satisfaciant , sed cum cunctis quam optime
conspirent . Quonam pacto talem consensum , si nullibi absolutum tamen vbique
quam arctissimum , secundum principia calculi probabilitatis obtinere liceat , in se¬
ctione tertia ostendemus.

Iioc itaque modo determinatio orbitarum , quatenus corpora coelestia secun¬
dum leges Kcpleri in ipsis monentur , ad omnem quae desiderari potest perfectio¬
nem eueeta erit . Vlfimam quidem expolitionem tunc demum suscipere licebit , vbi
etiam perturbationes , quas planetae reliqui motui inducunt , ad calculum erunt re-
uocatae : quarum rationem quomodo habere oporteat , quantum quidem ad institu¬
tum nostrum pertinere videbitur , in sectione quarta breuiter indicabimus.

11 fi.

Antequam determinatio alicuius orbitae ex obseruationibus geocentricis sus¬
cipitur , his quaedam reductiones applicandae erunt , propter nutationem , praeces¬
sionem , parallaxin et aberrationem , siquidem summa praecisio requiritur : in cras¬
siori enim calculo has minutias negligere licebit.

Planetarum et cometarum obseruationes vulgo expressae proferuntur per
ascensiones rectas et declinationes apparentes , i. e. ad situm aequatoris apparen-
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tem  relatas . Qui situs quum propter nutationem et praecessionem variabilis atleo-
que pro diuersis obseruationibus diuersus sit , ante omnia loco plani variabilis pla¬
num aliquod fixum introducere conueniet , ad quem finem vel aequator situ suo
medio pro aliqua cpoclia , vel ecliptica adoptari poterit : planum posterius plerum¬
que adhiberi solet , sed prius quoque commodis peculiaribus haud spernendis se
commendat.

Quoties itaque planum aequatoris eligere placuit , ante omnia obseruationes
a nutatione purgandae , ac dein adhibita praecessione ad epocham quandam arbi¬
trariam reducendae sunt : haec operatio prorsus conuenit cum ea , per quam e lo¬
co stellae fixae obseruato eiusdem positio media pro epocha data deriuatur , adeo-
que explicatione hic non indiget . Sin vero planum eclipticae adoptare constitutum
est , duplex methodus patebit : scilicet vel ex ascensionibus rectis et declinationi¬
bus ob natationem et praecessionem correctis deduci poterunt longitudines et latitu¬
dines adiumento obliquitatis inediae , vnde longitudines iam ad aequinoctium medium
relatae prodibunt ; vel commodius ex ascensionibus rectis et declinationibus appa¬
rentibus adiumento obliquitatis apparentis computabuntur longitudines et latitudines,
ac dein illae  a nutatione et praecessione purgabuntur.

Loci terrae singulis obseruationibus respondentes per tabulas solares com¬
putantur , manifesto autem ad idem planum referendi erunt , ad quod obseruatio¬
nes corporis coelestis relatae sunt . Quamobrem in computo longitudinis Solis negli-
getur nlitatio ; dein vero haec longitudo adhibita praecessione ad epocham fixam re¬
ducetur , atque 180 gradibus augebitur ; latitudini Solis , siquidem eius rationem ha¬
bere operae pretium videtur , signum oppositum tribuetur : sic positio terrae helio-
centrica habebitur , quam , si aequator pro -plano fundamentali electus est , adiumento
obliquitatis mediae in ascensionem rectam et declinationem transformare licebit.

117,

Positio terrae hoc modo e tabulis computata ad terrae centrum referenda
est , locus obseruatus autem corporis coelestis ad punctum in terrae superficie spe¬
ctat : huic dissensui tribus modis remedium afferre licet . Potest scilicet vel obser¬
vatio ad centrum terrae reduci , siue a parallaxi liberari ; vel locus beliocentricus
terrae ad locum ipsum obscruationis reduci , quod efficitur , si loco Solis e tabulis
computato parallaxis rite applicatur ; vel denique vtraque positio ad punctum ali¬
quod tertium transferri , quod commodissime in intersectione radii visus cum plano
eclipticae assumitur : obseruatio ipsa tunc immutata manet , reductionemque loci
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terrae ad hoc punctum in art . 72 docuimus . Methodus prima adhiberi nequit , nisi
corporis coelestis distantia a terra proxime saltem nota fuerit : tunc autem satis com¬
moda est , praesertim quoties obseruatio in ipso meridiano instituta est , vbi sola
declinatio parallaxi afficitur . Ceterum praestabit , hanc reductionem loco obseruato
immediate applicare , antequam transformationes art . praec . adeantur . Si vero di¬
stantia a terra penitus adhuc incognita est , ad methodum secundam vel tertiam
confugiendum est , et quidem illa in vsum vocabitur , quoties aequator pro plano
fundamentali accipitur , tertia autem praeferetur , quoties omnes positiones ad ecli¬
pticam referre placuit.

118.

Si corporis coelestis distantia a terra alicui obseruationi respondens proxime
iam nota est , hanc ab effectu aberrationis  liberare licet pluribus modis , qui me¬
thodis diuersis in art . 70 traditis innituntur . Sit t tempus verum obseruatiortis ; 0
interualium temporis , intra quod lumen a corpore coelesti ad terram descendit,

quod prodit ducendo 4q5 ' in distantiam ; l  locus obseruatus , l'  idem locus adiu-
mento motus geocentrici diurni ad tempus t 0 reductus ; l"  locus l  ab ea aberra¬
tionis parte purgatus , quae planetis cum fixis communis est ; L  locus terrae verus
tempori t respondens ( i. e. tabularis 20"25 auctus ) ; denique 'L  locus terrae verus
tempori t — Q respondens . His ita factis erit
I . I locus verus corporis coelestis ex 'L  visus tempore t — Q
II. I'  locus verus corporis coelestis ex L  visus tempore t
III . l"  locus verus corporis coelestis ex L  visus tempore t — 6
Per methodum I itaque locus obseruatus immutatus retiuetur , pro tempore vero
autem fictum t —6  substituitur , loco terrae pro eodem comjmtato ; methodus II
soli obseruationi mutationem applicat , quae autem praeter distantiam insuper mo¬
tum diurnum requirit ; in methodo III obseruatio correctionem patitur a distantia
non pendentem , pro tempore vero lictum t — Q substituitur , sed retento loco ter¬
rae tempori vero respondente . Ex his methodis prima longe commodissima est,
quoties distantia eatenus iam nota est , vt reductio temporis 0 praecisione sufficiente
computari possit.

Quodsi autem haec distantia penitus adhuc incognita est , nulla harum me¬
thodorum immediate applicari potest : in prima scilicet habetur quidem corporis
coelestis locus geocentricus , sed desideratur tempus et positio terrae a distantia in¬
cognita pendentia ; in secunda e contrario adsiint haec , deest ille ; denique in ter-
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tia habetur locus geocentricus corporis coelestis atque positio terrae , sed tempus
deest cum illis datis iungendum . ^

Quid faciendum est itaque in problemate nostro , si in tali casu solutio re¬
spectu aberrationis quoque exacta postulatur ? Simplicissimum rtique est , orbitam
primo neglecta aberratione determinare , quae quum effectum considerabilem num-
quam producere possit , distantiae liinc ea certe praecisione demanabunt , vt iam
obseruationes per aliquam methodorum modo expositarum ab aberratione purgare,
orbitaeque determinationem accuratius iterare liceat . Iam in hocce negotio metho¬
dus tertia ceteris longe praeferenda erit : in methodo enim prima omnes operatio¬
nes a positione terrae pendentes ab ouo rursus inchoandae sunt : in secunda ( quae
ne applicabilis quidem est , nisi tanta obseruationum copia adsit , vt motus diurnus
inde elici possit ) omnes operationes a loco geocentrico corporis coelestis pendentes
denuo instituere oportet : contra in tertia (siquidem iam calculus primus superstru¬
ctus fuerat locis geocentricis ab aberratione fixarum purgatis ) omnes operationes
praeliminares a positione terrae et loco geocentrico corporis coelestis pendentes , in
computo nouo inuariatae retineri poterunt . Quin adeo hoc modo primo statim cal¬
culo aberrationem complecti licebit ; si methodus ad determinationem orbitae adhi¬
bita ita comparata est , vt valores distantiarum prodeant prius , quam tempora cor¬
recta in calculum introducere opus fuerit . Tunc aberrationis quidem caussa calcu¬
lus duplex haud necessarius erit , vti in tractatione ampliori problematis nostri
clarius apparebit.

119.

Haud difficile esset , e nexu inter problematis nostri data atque incognitas,,
eius statum ad sex aequationes reducere , vel adeo ad pauciores , quum vnam al-
teramue incognitam satis commode eliminare liceret : sed quoniam nexus ille eom-
plicatissimus est , hae aequationes maxime intractabiles euaderent ; incognitarum
separatio talis , vt tandem aequatio vnicam tantummodo continens prodeat , genera¬
liter loquendo *) pro impossibili haberi potest , multoque adeo minus problematis
solutionem integram per solas operationes directas absoluere licebit.

Sed ad duarum  aequationum solutionem X = o , Y — o , in quibus duae
tantum incognitae x , y  intermixtae remanserunt , vtique reducere licet problema no-

*) Quoties obseruationes ab inuicem tam parum remotae sunt, vt temporum inlerualla tamquam
quantitates infinite paruas tractare liceat , liuiusmodi separatio vtique succedit, totumque problema
ad solutionem aequationis algebraicae septimi octauiue gradus reducitur. •

S
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strum , et quidem variis modis . Haud equidem necesse est , vt x , y  sint duo ex
elementis ipsis : esse poterunt quantitates qualicunque modo cum elementis conne¬
xae , si modo illis inuentis elementa inde commode deriuare licet . Praeterea ma¬
nifesto haud opus est , vt X , Y  per functiones explicitas ipsarum x i y  exhibean¬
tur : sufficit , si cum illis per systema aequationum ita iunctae sunt , vt a valori-
bus datis ipsarum x , y  ad valores respondentes ipsarum X } Y  descendere in po¬
testate sit.

120 .

Quoniam itaque problematis natura reductionem vlteriorem non permittit,
quam ad duas aequationes , duas incognitas mixtim implicantes , rei summa primo
quidem in idonea harum incognitarum electione  aequationumque adornatione  versa¬
bitur , vt tum X  et Y  quam simplicissime ab x , y  pendeant , tum ex harum va-
loribus inuentis elementa ipsa quam commodissime demanent : dein vero circumspi¬
ciendum erit , quo pacto incognitarum valores aequationibus satisfacientes per ope¬
rationes non nimis operosas eruere liceat . Quod si coecis quasi tentaminibus tan¬
tum efficiendum esset , ingens sane ac vix tolerandus labor requireretur , qualem
fere nihilominus saepius susceperunt astronomi , qui cometarum orbitas per metho¬
dum quam indirectam vocant determinauerunt : magnopere vtique in tali negotio
labor subleuatur eo , quod in tentaminibus primis calculi crassiores sufficiunt , do¬
nec ad valores approxiinatos incognitarum peruentum fuerit . Quamprimum vero
determinatio approximata iam habetur , rem tutis semper expedjtisque methodis ad
finem perducere licebit , quas antequam vlterius progrediamur hic explicauisse
iuuabit.

Aequationibus Xs = o, F= o,  si pro x , y  valores veri ipsi accipiuntur,
ex asse sponte satisfiet : contra si pro x , y  valores a veris diuersi substituuntur,
X  et Y inde valores a o diuersos nanciscentur . Quo propius vero illi ad veros
accedunt , eo minores quoque valores ipsarum X , Y  emergere debebunt , quoties,
que illorum differentiae a veris perexiguae sunt , supponere licebit , variationes in
valoribus ipsarum X , Y  proxime proportionales esse variationi ipsius x,  si y,  vel
variationi ipsius y,  si x non mutetur . Quodsi itaque valores veri ipsarum x , y
resp . designantur per £ , r/ , valores ipsarum X , Y  suppositioni x— | + X, y —
respondentes per formam X= « / -f fru , Y — yk -X- Su  exhibebuntur , ita vt coeffi-
cientes a , p’, y , d pro constantibus haberi queant , dum k et /x  perexiguae manent.
Hinc concluditur * si pro tribus systematibus valorum ipsarum x , y,  a veris parum
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diuersorum , yalores respondentes ipsarum X , Y  determinati sint , valores yeros
#

ipsarum x , y  inde deriuari posse , quatenus quidem suppositionem istam admittere
licet . Statuamus

pro x = y ~ b fieri X ~ A t Y ~ B
x — d , y — b' X — A ' , Y — B ' .
x = d,y = zb" X — A ", Y — B"

habebimusque
A = a ( a — g) + ft ( b— y) , B — y (a — ! ) + <£(£ — //)
A ' = cc(d — | ) + (b' — tj) , B ' = y (d — | ) + S (b' — 17 )
A "= a (a — g) + £ V ~7 ) , B "= 7 (« — ! ) + <*(*' — 7)
Hinc fit , eliminatis a , (3 , y , S

a (. A ’B" — A "B ' ) + d (. A "B — AB ") + d (y/B' — A 'B)
%~ A ' B"— A "B ' + A "B — AB "+ AB ' — A 'B

b (A 'B “— A "B ' ) + b' {A "B — AB ") + b"(. dB ' — A 'B )
? — A 'B "— A "B' + A "B — ylB + AJ¥ ^ A tB
siue in forma ad calculum commodiori

(d — d) (A "B — AB ") + («"— ct) (AB' — A 'B)
| _ a + A ’jy _ a "B' + yl B — ylB "+ AB' — / 1 'B

(b' — b) (A "B — AB ") + ( 6*— b) (AB ’— A 'B)
V — h + A 'B "— j 1 "B ' + yl "B — AB + ylB' — j1 'B
Manifesto quoque in his formulis quantitates a , b , A , B  cum d , b' , A ' , B vel
cum his d , b" , A ", B"  permutare licet.

Ceterum denominator communis omnium harum expressionum , quem etiam
sub formam (.A '— A ) (B" — B ) — (A "— yl) (//— B) ponere licet , fit — (aS — f]y)

{(« — «) (6"' ■b) - (d — a ) (b’— b) | : ynde patet , a , d , d , b , b' , b" ita  accipi
// fa —a a —a

debere , vt non fiat y, -g- — ~y , alioquin enim haec methodus haud ap-

plicabilis esset , sed pro | et 17 valores fractos suggereret , quorum numeratores et
denominatores simul euanescerent . Simul hinc manifestum est, si forte fiat aS - ffy — o,
eundem defectum methodi vsum omnino destruere , quomodocunque a,  a ' , d , b,
b’, b"  accipiantur . In tali casu pro valoribus ipsius X  formam talem supponere
oporteret al + (3tu -}-£/ >?+ 'Q.ii + OjUjbL, similemque pro valoribus ipsius F,  quo facto
analysis methodos praecedenti analogas suppeditaret , e valoribus ipsarum X , Y  pro
quatuor systematibus valorum ipsarum x , y  computatis harum valores veros eruendi.

18
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Hoc vero modo calculus permolestus euaderet , praetereaque ostendi potest , in tali
casu orbitae determinationem praecisionem necessariam per ipsius rei naturam non
admittere : qnod incommodum quum aliter euitari nequeat , nisi nouis obseruationi-
bus magis idoneis adscitis , liuic argumento hic non immoramur.

121 .

Quoties itaque incognitarum valores approximati iam in potestate sunt , veri
inde per methodum modo explicatam omni quae desideratur praecisione deriuari
possunt . Primo 'scilicet computabuntur valores ipsarum X , Y istis valoribus ap¬
proximatis (a , b)  respondentes : qui nisi sponte iam euanescunt , calculus duobus
aliis valoribus ab illis parum diuersis ( a ' , b' ) repetetur , ac dein tertio systemate
a ", b", nisi fortuito ex secundo X  et Y  euanuerunt . Tunc per formulas art . praec.
valores veri elicientur , quatenus suppositio , cui illae formulae innituntur , a veritate
haud sensibiliter discrepat . De qua re quo melius iudicium ferri possit , calculus
valorum ipsarum X , Y  cum illis valoribus correctis repetetur : qui si aequationibus
X = o , Y — o nondum satisfieri monstrat , certe valores multo minores ipsarum
X , Y  inde prodibunt , quam per tres priores hypotlieses , adeoque elementa orbi¬
tae hinc resultantia longe exactiora erunt , quam ea , quae primis hypothesibus re¬
spondent . Quibus si acquiescere nolumus , consultissimum erit , omissa ea hypo-
thesi quae maximas differentias produxerat , duas reliquas cum quarta denuo pun¬
gere , atque sic ad normam art . praec . quintum systema valorum ipsarum x , y  for¬
mare : eodemque modo , vbi operae pretium videbitur , ad hypothesin sextam etc.
progredi licebit , donec aequationibus X — o , Y — o tam exacte satisfactum fuerit,
quam tabulae logarithmicae et trigonometricae permittunt . Rarissime tamen opus
erit , vitra systema quartum progredi , nisi hypotheses primae nimis adhuc a veri¬
tate aberrantes suppositae fuerint.

122 .

Quum incognitarum valores in hypothesi secunda ct tertia supponendi quo¬
dammodo arbitrarii sint , si modo ab hypothesi prima non nimis differant , praeter¬
eaque caueatur , ne ratio (a — a) : {b"— b)  ad aequalitatem huius («' — a) : ( b' — b)
conuergat , plerumque statui solet a — a , 1"— b.  Duplex hinc lucrum deriuatur:
namque non solum formulae pro £ , ^ paullo adhuc simpliciores euadunt , sed pars
quoque calculi primi eadem manebit in hypothesi secunda , aliaque pars in tertia.
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Est tamen casus , vbi aliae rationes ab bac consuetudine discedere suadent:
fingamus enim , X  habere formam X' — x , atque Y hanc Y' —y , functionesque

istarum functionum systemati x —£, y = r/ respondentes , eosque qui ex x—a , y ẑzb
prodeunt , ad ordinem quasi altiorem referri posse , quam differentias £— a , — b;

lur , a 4-yl , b -{-13  esse valores multo exactiores ipsarum x , y,  quam - a , b.  Qui¬
bus si hypothesis secunda superstruitur , persaepe aequationibus X = o , Y= o tam

— b-{-B B ' , ynde tandem , si nondum satis praecisa reperitur , quarta ad normam
art . 119 elicietur.

In praec . supposuimus , valores approximatos incognitarum x, y  alicunde
iam haberi . Quoties quidem totius orbitae dimensiones approximatae in potestate

vas corrigendae ) , conditioni illi absque difficultate satisfieri poterit , quam cunque
significationem incognitis tribuamus . Contra in determinatione prima orbitae peni¬
tus adhuc ignotae (quae est problema longe difficillimum) neutiquam indifferens est,
quasnam incognitas adhibeamus ; arte potius talique modo eligendae sunt , vt valo¬
res approximatos ex ipsius problematis natura haurire liceat.  Quod exoptatissime
succedit , quoties tres obseruationes ad orbitae inuestigationem adhibitae motum he-
liocentricum corporis coelestis non nimis magnum complectuntur . Huiusmodi ita¬
que obseruationes ad determinationem primam semper adhibendae sunt , quam dein
per obseruationes magis ab inuicem remotas ad lubitum corrigere conueniet. Nullo
enim negotio perspicitur , obseruationum errores ineuitabiles calculum eo magis
turbare , quo propiores obseruationes adhibeantur . Hinc colligitur , obseruationes
ad determinationem primam haud temere eligendas , sed cauendum esse, primo  ne
sint nimis sibi inuicem vicinae , dein  vero etiam ne nimis ab inuicem distent: in
primo enim casu calculus elementorum obseruationibus satisfacientium expeditissime

X ' , Y'  per problematis naturam ita comparatas esse, vt erroribus mediocribus  in.

("h (h)
valoribus ipsarum x , y  commissis perparum afficiantur, siue vt

/rir \ / dX' \
x r V d.ry

sint quantitates perexiguae , patetque , differentias inter valore3

at valores illi sunt X ' — f , hi vero X ' = a -\-A i Y' — b-f _S,  vnde sequi-

exacte iam satisfit, vt vlterius progredi haud opus sit ; sin secus , eodem modo ex
hypothesi secunda tertia formabitur faciendo a"—d -{rA ' ~ a + A b'‘= :b' -{-B'

sunt ( ex aliis forte obseruationibus per calculos anteriores deductae iamque per no¬
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quidem absolueretur , sed his elementis ipsis parum fidendum foret , quinimo erro¬
ribus tam enormiter deprauata euadere possent , vt ne approximationis quidem vice
fungi valerent ; in casu altero vero artificiis , quibus ad determinationem approxi-
matam incognitarum vtendum est , destitueremus , neque inde aliam deriuaremus,
nisi vel crassissimam vbi hypotheses multo plures , vel omnino ineptam , vbi ten¬
tamina fastidiosissima haud euitare liceret . Sed de hisce methodi limitibus scite iu-

dicare melius per vsum frequentem quam per praecepta ediscitur : exempla infra
tradenda ostendent , ex obseruationibus Iunonis 22 tantum diebus ab inuicem dissi¬
tis motumque heliocentricurn 7°55' complectentibus elementa multa iam praecisione
gaudentia deriuari , ac vicissim , methodum nostram optimo etiamnum successu ad
obseruationes Cereris applicari , quae 260 diebus ad inuicem distant , motumque he-
liocentricum 62° 55' includunt , quatuorque hypothesibus seu potius approximatio-
tionibus successiuis adhibitis elementa optime cum obseruationibus conspirantia
producere.

124 .

Progredimur iam ad enumerationem methodorum maxime idonearum prin¬

cipiis praecedentibus innixarum , quarum quidem praecipua momenta in libro pri¬
mo exposita sunt , atque hic tantum instituto nostro accommodari debent.

Methodus simplicissima esse videtur , si pro x , y  distantiae corporis coe¬
lestis a terra in duabus obseruationibus accipiantur , aut potius vel logarithmi ha¬
rum distantiarum vel logarithmi distantiarum ad eclipticam siue aequatorem pro-
iectarum . Hinc per art . 64 , V elicientur loca Iieliocentrica et distantiae a Sole ad

eadem loca pertinentia ; hinc porro per art . 110 situs plani orbitae atque longitudi¬
nes heliocentricae in ea ; hinc atque ex radiis vectoribus temporibusque responden¬
tibus per problema in art . 85 ...io 5 copiose pertractatum cuncta reliqua elementa,
per quae illas obseruationes exacte repraesentari manifestum est , quicunque valo-
res ipsis * , y  tributi fuerint . Quodsi iam per haec elementa locus geocenlricus

pro tempore obseruationis tertiae computatur , huius consensus cum obseruato vel
dissensus decidet , vtrum valores suppositi veri fuerint , an ab iis discrepent ; vnde
quum comparatio duplex deriuetur , differentia altera (in longitudine vel ascensione
recta ) accipi poterit pro X,  alteraque (in latitudine vel declinatione ) pro Y.  Nisi
igitur valores harum differentiarum X , Y sponte prodeunt = o , valores veros ipsa¬
rum x , y  per methodum in art . 120. sqq. descriptam eruere licebit . Ceterum per

se arbitrarium est , a quibusnam trium obseruationum proficiscamur : plerumque
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tamen praestat , primam et postremam adoptare , casu speciali de quo statim dice¬
mus excepto.

Haecce methodus plerisque post explicandis eo nomine praeferenda est,
quod applicationem maxime generalem patitur . Excipere oportet casum , vbi duae
obseruationes extremae motum heliocentricum 180 vel 36o vel 54o etc . graduum

complectuntur ; tunc enim positio plani orbitae e duobus locis heliocentricis deter¬
minari nequit ( art . 110 . ). Perinde methodum applicare haud conueniet , quoties
motus beliocentricus inter duas obseruationes extremas perparum differt ab 180° vel
56 o° etc. quoniam in hoc casu determinatio positionis orbitae accurata obtineri
nequit , siue potius , quoniam variationes lenissimae in valoribus suppositis inco¬
gnitarum tantas variationes in positione orbitae et proin etiam in valoribus ipsa¬
rum X , Y producerent , vt hae illis non amplius proportionales censeri pos¬
sent . 'Vcrumtamen remedium hic praesto est ; scilicet in tali casu non pro-
proficiscemur a duabus obseruationibus extremis , sed a prima et media , vel a
media et vltima , adeoque pro X , Y} accipiemus differentias inter computum et
obserualionem in loco tertio vel primo . Quodsi autem tum locus secundus a pri¬
mo tum tertius a secundo propemoduin 180 gradibus distarent , incommodum illud
hoc modo tollere non liceret ; sed praestat , liuiusmodi obseruationes , e quibus per
rei naturam determinatio accurata situs orbitae erui omnino nequit , ad calculum
elementorum haud adhibere.

Praeterea haec methodus eo quoque se commendat , quod nullo  negotio
aestimari potest , quantas variationes elementa patiantur , si manentibus locis extre¬
mis medius paullulum mutetur : hoc itaque modo iudicium ferri poterit qualecun¬
que de gradu praecisionis elementis inuentis tribuendae.

125.

Leui mutatione applicata e methodo praecedente secundam  eliciemus . A di¬
stantiis in duabus obseruationibus profecti , perinde vt in illa , cuncta elementa de¬
terminabimus ; ex his vero non locum geocentricum pro obseruatione tertia compu¬
tabimus , sed tantummodo vsque ad locum heliocentricum in orbita progrediemur;
ex altera parte eundem locum heliocentricum per problema in artt . 74 , 75 tracta¬
tum e loco geocentrico obseruato atque situ plani orbitae deriuabimus ; hae duae
determinationes inter se differentes ( nisi forte valores veri ipsarum x , y  suppositae
fuerint ) , ipsas A , Y  nobis suppeditabunt , accepta pro X  differentia inter duos va¬
lores longitudinis in orbita , atque pro Y differentia inter duos valores radii vecto-
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ris , aut potius logarithmi eius . Haecce methodus iisdem monitionibus obnoxia est,
quas in art . praec . attigimus : adiungere oportet aliam , scilicet , quod locus lielio-
centricus in orbita e geocentrico deduci nequit , quoties locus terrae in alterutrum
nodorum orbitae incidit ; tunc itaque hanc methodum applicare non licet . Sed in
eo quoque casu , vbi locus terrae ab alterutro nodorum perparum distat , hac me¬
thodo abstinere conueniet , quoniam suppositio , variationibus paruis ipsarum x , y
respondere variationes proportionales ipsarum X , Y\ nimis erronea euaderet , per
rationem ei quam in art . praec . attigimus similem . Sed hic quoque remedium e
permutatione loci medii cum aliquo extremorum , cui locus terrae a nodis magis
remotus respondeat , petere licebit , nisi forte in omnibus tribus obseruationibus
terra in nodorum viciniis versata fuerit.

126.

Methodus praecedens ad tertiam  illico sternit viam . Determinentur , per¬
inde vt ante , e distantiis corporis coelestis a terra in obseruationibus extremis lon¬
gitudines respondentes in orbita cum radiis vectoribus . Adiumento positionis plani
orbitae , quam hic calculus suppeditauerit , eruatur ex obseruatione inedia longitudo
in orbita atque radius vector . Tunc autem computentur ex his tribus locis helio-
centricis elementa reliqua per problema in artt . 82 , 83  tractatum , quae operatio ab
obsematiomun temporibus independens erit . Hoc itaque modo innotescent tres ano¬
maliae mediae atque motus diurnus , vnde ipsa temporum interualla inter obserua-
tionem primam et secundam , atque inter secundam et tertiam computare licebit.
Horum differentiae ab interuallis veris pro X  et Y  accipientur.

Haec methodus minus idonea esset , quoties motus heliocentricus arcum exi¬
guum tantum complectitur . In tali enim casu ista orbitae determinatio ( vt iam in
art . 82 monuimus ) a quantitatibus tertii ordinis pendet , adeoque praecisionem suf¬
ficientem non admittit . Variationes lenissimae in valoribus ipsarum x , y  producere
possent variationes permagnas in elementis adeoque etiam in valoribus ipsarum X , Y
neque has illis proportionales supponere liceret . Quoties autem tres loci motum
heliocentricum considerabilem subtendunt , methodi vsus vtique succedet optime , si¬
quidem exceptionibus in artt . praec . explicatis haud turbetur , ad quas manifesto in
hac quoque methodo respiciendum erit.

127.
Postquam tres loci heliocentrici eo quem in art . praec . descripsimus modo

eruti sunt , sequenti quoque modo procedi poterit . Determinentur elementa reliqua
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per problema in artt . 85 ...io 5 tractatum primo e loco primo et secundo cum interuallo
temporis respondente , dein vero eodem modo e loco secundo et tertio temporisque
interuallo respondente : ita pro singulis elementis duo valores prodibunt , e quorum
differentiis duas ad libitum pro X  et Y  accipere licebit . Magnopere hanc metho¬
dum commendat commodum haud spernendum , quod in hypothesibus primis ele¬
menta reliqua , praeter duo ea quae ad stabiliendum X et Y eliguntur , omnino
negligere licet , quae in vltimo demum calculo , valoribus correctis ipsarum x , y
superstructo,  determinabuntur siue e sola combinatione prima , siue e sola secunda,
sine quod plerumque praeferendum est e combinatione loci primi cum tertio . Ce¬
terum electio illorum duorum elementorum , quae generaliter loquendo arbitraria
est , magnam solutionum varietatem suppeditat ; adoptari poterunt c. g. logarithmus
semiparametri cum logarithmo semiaxis maioris , vel prior cum excentricilatc , vel
cum eadem posterior , vel cum aliquo horum elementorum longitudo perihelii : com¬
binari quoque poterit aliquod liorum quatuor elementorum cum anomalia excentrica
loco medio in vtroque calculo respondente , siquidem orbita elliptica euaserit , vbi
formulae 27- 5o art . 96 calculum maxime expeditum afferent . In casibus speciali¬
bus autem haec electio quadam circumspectione indiget ; ita e. g. in orbitis ad pa¬
rabolae similitudinem vergentibus semiaxis maior a  ipsiusue logarithmus minus ido¬
nei forent , quippe quorum variationes immodicae variationibus ipsarum x , y  haud

1
proportionales censeri possent : in tali casu magis e re esset eligere —— . Sed his

cautelis eo minus immoramur , quum methodus quinta in art . seq . explicanda qua¬
tuor hactenus expositis in omnibus fere casibus palmam praeripiat.

128.

Designemus tres radios vectores eodem modo erutos vt in artt . 120 , 126
per r , r , r" ; motum angularem heliocentiicum in orbita a loco secundo ad tertium
per 2f,  a primo ad tertium per 2f ', a primo ad secundum per 2J '", ita vt habeatur
/ ==/ +/ "; sit porror'r sin2/ —n, rr sin 2/ '= // , rr' sin 2f"~ u"; denique producta
quantitatis constantis k (art . 2 ) in temporis interualla ab obseruatione secunda ad ter¬
tiam , a prima ad tertig .m, a prima ad secundam resp . 6, 6’, Q*. Incipiatur computus du¬
plex elementorum ( perinde vt in art . praec .) tum ex r , r ',f"  et 0 '\  tum ex r , r , f , 6 ■ *
in vtroque vero calculo non ad elementa ipsa progredieris , sed subsistes , quampri¬
mum quantitas ea , quae rationem sectoris elliptici ad triangulum exprimit , supra-
que ( art . 91 ) per y  vel — Y  denotata est , eruta fuerit . Sit valor huius quantitatis
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in calculo primo rj\  in secimdo i). Habebimus itaque per formulam 18 art . 90 pro
semiparametro p  valorem duplicem:

s/p i{f n 1n
0 ' ■, atque Vp — q

Sed per art . 82 habemus insuper valorem tertium
4/t 7r"  sin f  sin/' 7 sin/ '"

P Z=Z T~  «1 n — n + n

qui tres valores manifesto identici esse deberent , si pro x , y  ab initio valores veri
accepti fuissent . Quamobrem esse deberet

d

n n
■qn
ini

> 1 "n — n + n :
4 Oti'rrr "s,\n/ 'sin f'  sin/ 1". u

rjTj nn
n 66"

——^ t> r n /»/
27777 rrr cos/cos / cos/

Nisi itaque his aequationibus iam in primo calculo sponte satisfit , statuere licebit
77 n 6 ”X = log-

;n-

rf n d

n'+ a -
ndd"

aipfrrr "cos/'  cos/' 7 cos/ '”
Haec methodus applicationem aeque generalem patitur , ac secunda in art . 124

explicata , magnum vero lucrum est , quod in hacce quinta hypotheses primae euo-
lutionem elementorum ipsorum non requirunt , sed in media quasi via subsistunt.
Ceterum simulatque in hac operatione eo peruentum est , vt praeuideri possit , hy-
pothesiu nonam a veritate haud sensibiliter discrepaturam esse , in hac elementa
ipsa vel duntaxat ex r , r, / '", Q", vel ex / , r", / ', 0,  vel quod praestat ex r , r ", f ' 6\
determinare sufficiet.

129.
Quinque methodi hactenus expositae protinus ad totidem alias viam sternunt,

quae ab illis eo tantum differunt , quod pro x et y  loco distantiarum a terra , in¬
clinatio orbitae atque longitudo nodi ascendentis accipiuntur . Hae igitur methodi
nouae ita se habent:

' - I . Determinantur ex X et y  duobusojie locis geocentricis extremis secundum
artt . 74 , 75 longitudines lieliocentricae in orbita radiique vectores , atque hinc et
ex temporibus respondentibus omnia reliqua elementa ; ex his denique locus ' geo-
centricus pro tempore obseruationis mediae , cuius differentiae a loco obseruato in
longitudinem et latitudinem ipsas X  et Y  suppeditabunt.

i

0  '

. *
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Quatuor reliquae methodi in eo conueniunt , quod e positione plani orbitae
locisque geocentricis omnes tres longitudines heliocentricae in orbita radiique vecto¬
res respondentes computantur . Dein autem

II . elementa reliqua determinantur e duobus locis extremis tantum atque
temporibus respondentibus ; secundum haec elementa calculantur pro tempore obser¬
vationis mediae longitudo in orbita atque radius vector , quarum quantitatum diffe¬
rentiae a valoribus prius inuentis , i . e . e loco geocentrico deductis , ipsas X , Y
exhibebunt.

III . Aut deriuantur orbitae dimensiones reliquae ex omnibus tribus locis he-
liocentricis ( artt . 82 , 85 ) , in quem calculum tempora non ingrediuntur : dein tem¬
porum interualla eruuntur , quae in orbita ita inuenta inter obseruationem primam
et secundam , atque inter hanc et tertiam elapsa esse deberent , et quorum diffe¬
rentiae a veris ipsas X , Y  nobis suggerent.

IV . Calculantur elementa reliqua duplici modo , puta tum e combinatione
loci primi cum secundo , tum e combinatione secundi cum tertio , adhibitis tempo¬
rum interuallis respondentibus . Comparatis hisce duobus elementorum systematibus
inter se , e differentiis duae quaecunque pro X , Y accipi poterunt.

V . Siue denique idem calculus duplex tantummodo vsque ad valores quan¬
titatis in art . 91 per y  denotatae producitur , ac dein pro X , Y expressiones in art.
praec . traditae adoptantur.

Vt quatuor vltimis harum methodorum tuto vti liceat , loci terrae pro omni¬
bus tribus obseruationibus orbitae nodis non nimis vicini esse debent : contra vsus

methodi primae tantummodo requirit , vt eadem conditio in duabus obseruationibus
extremis locum habeat , siue potius , ( quoniam locum medium pro aliquo extremo¬
rum substituere licet ) vt e tribus locis terrae non plures quam vnus in nodorum
viciniis versentur.

i 5o.

Decem methodi inde ab art . 124  explicatae innituntur suppositioni , valores
approximatos distantiarum corporis coelestis a terra , aut positionis plani orbitae,
iam in potestate esse . Quoties quidem id agitur , vt dimensiones orbitae , quarum
valores approximati iam alicunde innotuerunt , puta per calculum anteriorem ob¬
seruationibus aliis innixum , per obseruationes magis ab inuicem remotas corrigan¬
tur , postulatum illud nullis manifesto difficultatibus obnoxium erit . Sed hinc nondum
liquet , quonam modo calculum primum aggredi liceat , vbi omnes orbitae dimen—

»9
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sioues penitas adhuc incognitae sunt : hic rero problematis nostri casus longe gra¬
tissimus atque difficillimus est , vti iam ex problemate analogo in theoria cometa¬
rum praesumi potest , quod quamdiu geometras torserit , quotqtie tentaminibus ir¬
ritis originem dederit satis constat . Vt problema nostrum recte solutum censeri
possit , manifesto conditionibus sequentibus satisfieri oportet , siquidem solutio ad
instar normae inde ab art . 11g explicatae exhibetur : Primo  quantitates x , y  tali
modo sunt eligendae , vt valores ipsarum approximatos ex ipsa problematis natura
petere liceat , saltem , quamdiu corporis coelestis motus Iieliocentrieus intra obser¬
vationes non nimis magnus est. Secunclo  autem requiritur , vt variationibus exi¬
guis quantitatum x , y  variationes non nimis magnae in quantitatibus inde deriuan-
dis respondeant , ne errores in illarum valoribus suppositis forte commissi impediant,
quominus has quoque pro approximatis habere liceat . Denique terlio  postulamus,
vt operationes , per quas a quantitatibus x , y  successiue vsque ad X , Y  progre¬
diendum est , non nimis prolixae euadant.

Hae conditiones criterium subministrabunt , secundum quod de cuiusuis me¬
thodi praestantia iudicium ferri poterit : adhuc euidentius quidem ea applicationibus
frequentibus se manifestabit . Methodus ea , quam exponere iam accingimur , et quae
quodammodo tamquam pars grauissima huius operis consideranda est , illis condi¬
tionibus ita satisfacit , vt nihil amplius desiderandum relinquere videatur . Quam
antequam in forma ad praxin commodissima explicare aggrediamur , quasdam con¬
siderationes praeliminares praemittemus , aditnmque quasi ad illam , qui alias for¬
san obscurior rninusque obuius videri possit , illustrabimus atque aperiemus.

i 5 i.

In art . n 4 ostensum est , si ratio inter quantitates illic atque in art . 128
per n , n , n denotatas cognita fuerit , corporis coelestis distantias a terra per for¬
mulas persimplices determinari posse . Quodsi itaque pro x , y  assumerentur quo-

11n n .
tientes —r , —y,  pro his quantitatibus in eo casu , vbi motus Iieliocentrieus inter

, . , , . .. 66 "obseruationes haud ita magnus est , statim valores approximali , —r se offerrent

(accipiendo characteres 6 , 6', 6"  in eadem significatione vt in art . 128 ) : hinc ita¬
que solutio obuia problematis nostri demanare videtur , si ex x et y  distantiae duae
a terra eliciantur , ac dein ad instar alicuius ex quinque methodis artt . 124 - 128
procedatur . Reuera , acceptis quoque characteribus q , // ' in significatione art . 128,
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designatoque analogice per /7' quotiente orto ex cliuisione sectoris inter duos radios
/x t f* W ' r

n 0 r / n 0 r)
vectores contenti per aream trianguli inter eosdem , erit r — *— , —r =̂ ~ r , —v ?

1 ° 7 ri u 1/ 7 n (j i)

patetque facile , si n , n , n°  tamquam quantitates paruae primi ordinis spectentur,

esse generaliter loquendo 17— 1, ■1, if —1 quantitates secundi ordinis , adeo-
0 6"

que valores ipsarum x , y  approxiinatos •> a veris differre tantummodo quan¬

titatibus secundi ordinis . Nihilominus re propius considerata methodus haecce

omnino inepta inuenitur , cuius phaenomeni rationem paucis explicabimus . Leui

scilicet negotio perspicitur , quantitatem ( 0,1,2 ) , per quam distantiae in formulis

g , 10 , ii art . 1 14  multiplicatae sunt , ad minimum tertii ordinis fieri , contra e. g.

in aequ . 9 quantitates ( 0 .1 . 2 ) , ( 1.1 . 2 ) , ( II . 1. 2 ) primi ordinis ; hinc autem facile
n n

sequitur , errorem secundi ordinis in valoribus quantitatum ~ r , commissum pro¬

ducere in valoribus distantiarum errorem ordinis o. Quamobrem , secundum vul¬

garem loquendi vsuin , distantiae tunc quoque errore finito affectae prodirent , quando

temporum interualla infinite parua sunt , adeoque neque has distantias neque reli¬

quas quantitates inde cleriuandas ne pro approximatis quidem habere liceret , me¬

thodusque conditioni secundae art . praec . aduersarelur.

102.

Statuendo breuitatis gratia (o. 1. 2) = a, (o . I . 2) D ’— — b, (o . 0 . 2) 7) = — c,
, , n n"

(o. TI. 2) D = —c ?, ita vt aequatio 10 art . 114 fiat ad = b + e . jy -j - d .~ r,  coefli-

cientes c et d  quidem erunt primi ordinis , facile vero ostendi potest , differentiam

c — d  ad secundum ordinem referendam esse . Ilinc vero sequitur , valorem quan-

cn  4- dn
titatis t "n -f -n ex suppositione approximata n : tt = 0 : 6 '' prodeuntem errore quarti

tantum ordinis affectum esse , quin adeo quinti tantum , quoties obseruatio inedia

ab extremis aequalibus interuallis distat . Fit enim iste error
c 6 + d 6" cn -f - dn 60 ' (d — c ) (// — //)

= 8 + 0" n + n “ ~ (0 + InWO + i)# )
vbi denominator secundi ordinis est , numeratoris que factor alter 66" (d —c ) quarti,

alter r)"— 77 secundi , vel in casu isto speciali tertii ordinis . Exhibita itaque aequa¬

tione illa in hacce forma a $' = b 4-
cn + dn n + n'

n + n n manifestum est , vitium
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methodi in art . praec . propositae non inde oriri , quod quantitates n , n hisce 6 , 6’
proportionales suppositae sunt , sed ’ inde , quod insuper «ipsi 6'  proportionalis sta-

Quum cosinus angulorum f , f \ f “, perinde vt quantitates tj,  if  ah vnitate

i + 2 /introducatur,  errorem quarti ordinis committi . Quodsi itaque loco
aequationis art . n4 . haecce adhibetur

noua aequationis illius forma ad determinationem ipsius d7 haud idonea est , quia
quantitates adhuc incognitas r , r 7, r  inuoluit.

tate discrepare . Quin adeo quoties orbita ellipsis parum excentrica est , ita vt ex-
(lrr

centricitatem tamquam quantitatem primi ordinis spectare liceat , differentia ad

ordinem vno gradu adhuc altiorem referri poterit . Manifestum est itaque , errorem
66"

illum eiusdem ordinis vt antea manere , si in aequatione nostra pro "■ rrr"
66" ,

stituatur 3 , vnde nanciscitur formam sequentem

tuta est . Hoc quippe modo loco factoris - ;- , valor minus exactus — — — in 7 6

introducitur
2  tjif rr ' r  cos y 'cos f'  cos f\
- "— - 7;- p- tv~  quantitate ordinis se-2 ipi rr r cos j  cos j  cos / ^

i33.

differentia secundi ordinis discrepent , patet , si pro - — valor approximatus
66"

c6 + dd’

in valorem distantiae d7 redundabit error secundi ordinis , quando obseruationes
extremae a media aequidistant , vel primi ordinis in casibus reliquis . Sed haecce

II
V V

Iam generaliter loquendo quantitates ~ r , —~r  ab vnitate differentia primi

ordinis distant , et perinde etiam productum : in casu speciali saepius comme¬

morato facile perspicitur , hoc productum differentia secundi ordinis tantum ab vni-

c6  4-d0‘
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Continet quidem haec aequatio etiamnum quantitatem incognitam r ' , quam tamen
eliminari posse patet , quum tantummodo a S' atque quantitatibus cognitis pendeat.
Quodsi dein aequatio rite ordinaretur , ad octauum gradum ascenderet.

10 1.

Ex praecedentibus iam ratio percipietur , cur in methodo nostra ipro x , y
n" / n -\- n \ . .

resp . quantitates = .P  atque 2 f — - 1 J r 3:= Q accepturi simus , latet enim
primo , si P et Q tamquam cognitae spectentur , S' inde per aequationem

aS' = b + c -\-dP

Secundo  manifestum est , in

1 + P
determinari posse , ac dein S et S"  per aequationes 4 , 6 art . n 4 , quum habeatur
n  1 / , Q \ n P ( , Q \
n — i + P y 1+ 2 / 3 // > n ' *  i + P^ 1+ 2/ /3 J - S '

hypotliesi prima pro quantitatibus P , Q , quarum valores exacte veri sunt
6" r/ rr "60" . .6". —r , ——— i,- 77 -- 777- , statim obuios esse valores approximatos . ■,a >/ r r rpj  cos j cos j  cos J ’ 11 6 ’
66", ex qua hypotliesi in determinationem ipsius S' et proin etiam ipsarumS, S\
redundabunt errores primi ordinis , vel secundi in casu speciali pluries commemo¬
rato . Ceterum etiamsi his conclusionibus , generaliter loquendo , tutissime fidendum
sit , tamen in casu quodam speciali vim suam perdere possunt , scilicet quoties
quantitas (0. 1. 2) , quae in genere est ordinis tertii , fortuito fit = o,  vel tam parua,
vt ad altiorem ordinem referri debeat . Hoc euenit , quoties motus geocentricus in
sphaera coelesfi prope locum medium punctum inflexionis sistit . Denique apparet,
vt methodus nostra in vsum vocari possit , necessario requiri , vt motus hclio-
centricus inter tres obseruationes non nimis magnus sit : sed haec restrictio , per
problematis complicatissimi naturam , nullo modo euitari potest , neque etiam pro
incommodo habenda est , quoniam semper in votis erit , determinationem primam
orbitae incognitae corporis coelestis noui quam primum licet suscipere . Praeterea
restrictio illa sensu satis lato accipi potest , vti exempla infra tradenda ostendent.

. rr100.

Disquisitiones praecedentes eum in finem allatae sunt , vt principia , quibus
methodus nostra innititur , verusque eius quasi neruus eo clarius perspiciantur : tra¬
ctatio ipsa autem methodum in forma prorsus diuersa exhibebit , quam post appli-
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cationes frequentissimas tamquam commodissimam inter plurcs alias a nobis tentatas
commendare possumus . Quum in determinanda orbita incognita e tribus obserua—
tionibus totum negotium semper ad aliquot liypotheses , aut potius approximatio-
nes successiuas reducatur , pro lucro eximio habendum erit , si calculum ita ador¬
nare successerit , vt iam ab initio operationes quam plurimas , quae non a P  et Q
sed vnice a combinatione quantitatum cognitarum pendeant , ab ipsis hvpothesibus
separare liceat . Tunc manifesto has operationes praeliminares , singulis hyqmthesi¬
bus communes , semel tantum exsequi oportet , liypothesesque ipsae ad operationes
quam paucissimas reducuntur , Perinde maximi momenti erit , si in singulis hypo—
thesibus vsque ad ipsa elementa progredi haud opus fuerit , horumque computum
vsque ad hypothesin postremam reseruare liceat . Vtroque respectu methodus no¬
stra , quam exponere iam aggredimur , nihil desiderandum relinquere videtur.

i 56,

Aule omnia tres locos heliocentricos terrae in sphaera coelesti A , A ' , A u
(fig . 4 ) cum tribus locis geocentricis respondentibus corporis coelestis Ji , B ' , B"
per circulos maximos iungere , atque tum positionem horum circulorum maximorum
respectu eclipticae ( siquidem eclipticam pro plano fundamentali adoptamus ) , tum
situm punctorum B , B ' , B"  in ipsis computare oportet . Sint a , a , a  tres cor¬
poris coelestis longitudines geocentricae ; /? ,/ ?' , // ' latitudines , / , l\ l*  longitudines
heliocentricae terrae , cuius latitudines statuimus =o (artt . 117 , 72 ). ' Sint porro
7 , y , y" , circulorum maximorum ab A , A ' , A"  resp . ad B , B' , B“  ductorum
inclinationes ad eclipticam : quas inclinationes , vt in ipsarum determinatione normam
fixam sequamur , perpetuo respectu eius eclipticae partis mensurabimus , quae a pun¬
ctis y/ , A \ A"  secundum ordinem signorum sita est , ita vt ipsarum magnitudo a o
vsque ad 56 o° numeretur , siue quod eodem redit , in parte boreali a o vsque ad
1800, in australi a o vsque ad — 180° Arcus AB , A ' B ' , A "B “, quos semper
intra o et 180° statuere licebit , designamus per 3 , 3 ' , 3 "-  Ita pi’o determinatione
ipsarum 7 , 3 habemus formulas

tang/?
[1 ] tang 7 =

[2] tang 3 =

quibus si placet ad calculi confirmationem adiici possunt sequentes •

sin (a— l)
tang 'a — T)

cos 7
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• P. 6111
sm d = ———- , cos d = cos 8 cos (a — 2)sin y t' /

Pro determinandis y , 8' , y", 8 ", manifesto formulae prorsus analogae habentur.
Quodsi simul fuerit /? = o , a — X— o i rel = i8o °, i . e. si corpus coeleste simul
in oppositione vel coniunctione atque in ecliptica fuerit , y fieret indeterminata : at
supponemus , hunc casum in nulla trium obseruationum locum habere.

Si loco eclipticae aequator tamquam planum fundamentale adoptatum 'est,
ad positionem trium  circulorum maximorum respectu aequatoris determinandam
praeter inclinationes insuper requirentur rectascensiones intersectionum cum aequa-
tore : nec non praeter distantias punctorum B , B ' , B"  ab his intersectionibus etiam
distantias punctorum yl,  y/ , A'  ab iisdem computare oportebit . Quae quum a
problemate in art . no tractato pende ani , formularum euolutioni hic non immo¬
ramur.

1S7.

Negotium secundum  erit determinatio situs relatiui illorum trium circulo¬
rum maximorum inter se , qui pendebit a situ intersectionum mutuarum et ab in¬
clinationibus . Quae si absque ambiguitate ad notiones claras ac generales reducere
cupimus , ita vt non opus sit pro singulis casibus diuersis ad figuras peculiares re¬
currere , quasdam dilueidationes pracliminarcs praemittere oportebit . Primo  scili¬
cet in quouis circulo maximo duae directiones  oppositae aliquo modo distinguendae
sunt , quod fiet , dum alteram tamquam progressiuam seu positi nam , alteram tam¬
quam retrogradam seu nega iuam consideramus . Quod quum per se prorsus arbi¬
trarium sit , vt normam certam stabiliamus , semper directiones ab y/ , yl ' , yf  ver¬
sus B , B ' , B"  ceu positiuas considerabimus ; ita e. g. si intersectio circuli primi
cum secundo per distantiam positiuam a puncto yl  exhibetur , haec capienda sub-
intelligetur ab yl  versus B (i rt D in figura nostra ) ; si vero negatiua esset , ipsam
ab altera parte ipsius yl  sumere oporteret . Secundo  vero etiam duo haemisphae-
ria , in quae omnis circulus maximus sphaeram integram dirimit , denominationibus
idoneis distinguenda sunt : et quidem hemisphaerium superius  vocabimus , quod in
superficie interiori sphaerae circulum maximum directione progressiua permeanti ad
dextram est , alterum inferius.  Plaga itaque superior analoga erit hemisphaerio
boreali respectu «eiipticae vel aequatoris , inferior australi.

His rite iniTectis , ambas  duorum circulorum maximorum intersectiones
commode ab inuicem distinguere licebit : in vna scilicet circulus primus e secundi



regione inferiori in superiorem tendit , yel quod idem est secundus e primi regione

superiori in inferiorem ; in altera intersectione opposita locum habent . Per se qui¬

dem prorsus arbitrarium est , quasnam intersectiones in problemate nostro eligere

velimus : sed vt hic quoque iuxta normam inuariabilem procedamus , eas semper

adoptabimus , (D , D ', D  in fig. 4) , vbi resp . circulus teriius AB"  in secundi A 'B ',

tertius in primi AB,  secundus in primi plagam superiorem transit . Situs harum in¬

tersectionum determinabitur per ipsarum distantias a punctis A'  et A' , A  et A ",

A et A' , quas simpliciter per AD , A“D , AD' , AD' , AD ", A 'D'  designabimus.
Quibus ita factis circulorum inclinationes mutuae erunt anguli , qui resp . in his in¬

tersectionum punctis D , D' , D"  inter circulorum se secantium partes eas continen¬

tur , quae in directione progressiua iacent : has inclinationes , semper inter oetiSo*

accipiendas , per e , e , £ denotabimus . Determinatio harum nouera quantitatum

incognitarum e cognitis manifesto ab eodem problemate pendet , quod in art . 55

tractauimus : habemus itaque aequationes sequentes :

[5] sin | f sin i (A 'D + AD) = sin i (/ "— i)  sin | (/ "+ y)

[4 ] sin \ e cos \ {AD + AD ) — cos i (/ ’ — l") sin i {y"— y)
[5] cos i- e sin \ {AD — AD) = sin § (/ — / ) cos i (y’ -f y')
[6] cos \ e cos 1 {AD — AD) = cos \ {f — t)  cos •§■{y"— y)
Ex aequationibus 5 et 4 innotescent \ {A D + A D)  et sin £ , e duabus reliquis

•?- {AD — A D)  et cos e ; hinc AD , AD  et £.  Ambiguitas determinationi ar¬

cuum 1,- (AD -f A "D) , i {A'D — AD)  per tangentes adhaerens conditione ea deci¬

detur , quod sin ^ £ et cos i £ positiui euadere debent , consensusque inter sin i £ et
cos i £ toti calculo confirmando inseruiet.

Determinatio quantitatum AD ' , AD ' , £ , AD ", AD ' , e prorsus simili

modo perficietur , neque opus erit octo aequationes ad hunc calculum adhibendas

huc transseribere , quippe quae ex aequ . 3 — 6 sponte prodeunt , si
AD A"D £ t — l' y y'

cum AD ' AD ' d l" — l y y
vel cum ATJ AD " £ l' — l y' y

resp . commutantur.
Noua adhuc totius calculi confirmatio deriuari potest e relatione muttta

inter latera angulosque trianguli sphaerici inter puncta D , D ' , D"  formati , vnde

demanant aequationes generalissime verae , quamcunque situm ha ^c puncta habeant:

sin AD' — AD)  sin {AD — AD)  sin {A D — AD)
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Denique si loco eclipticae aequator tamquam planum fundamentale electus
est , calculus mutationem non subit , nisi quod pro terrae locis lieliocentricis A ^A \ A"
substituere oportet ea aequatoris puncta , vbi a circulis AB , A ' B \ A "B"  secaturj
accipiendae sunt itaque pro Z, l ' , l“  ascensiones rectae harum intersectionum , nec
non pro A ' D  distantia puncti D  ab intersectione secunda etc.

i 58 .

Negotium tertium  iam in eo consistit , yt duo loci geocenlrici extremi cor¬
poris coelestis , i. e. puncta B , B ", per circulum maximum iungantur , huiusque
intersectio cum circulo maximo A ' B'  determinetur . Sit B*  haec intersectio , atque
S' — <T eius distantia a puncto ^ ', nec non a*  eius longitudo , /?* latitudo . Habe¬
mus itaque , propterea quod B , B * , B“  in eodem circulo maximo iacent , aequa¬
tionem satis notam

o = tang fi  sin («"— a *) — tang fi*  sin (a *— a) + tang fi"  sin (a* — et)
quae , substituendo tang y sin (a* — Z ' ) pro tang/ ?* , sequentem formam induit

J cos ( a *— l ' ) | tang fi  sin (a  — Z' ) — tang sin ( a — Z' ) j

^ — sin (a* — Z ' ) jtang fi  cos (a — V) + tang y sin (a — a) — tang/ ?"cos (a — Z ') |

Quare quum sit tang (a * — l ' ) — cos y tang (S ' — cr)  habebimus
tang fi  sin (a —Z ' ) — tang/ ?"sin (« — Z' )

tang ( a) cQg  ^ tan g ^ cos — / ' ) — tang f?  cos (a — l ' ; ) + sin y sin (a "— a)
Hinc deriuantur formulae sequentes , ad calculum numericum magis accom¬

modatae . Statuatur

[7] tang/ ?sin (a" — Z ' ) — tang/ ?"sin (a — V) =S
[8 ] tang/ ? cos (a "— V)— tang fi"  cos (a — Z' ) = 7 'sinZ
[9] sin (a — a ) — T  cos t
( art . 14 , II ) , eritque

S
[10 ] tang ( J d ) = Y ^ iT^ yj
Ambiguitas in determinatione arcus S '— <7 per tangentem inde oritur , quod circuli
maximi A ' B ', BB"  in duobus  punctis se intersecant : nos pro B*  semper adopta¬
bimus intersectionem puncto B'  proximam , ita yt <7 semper cadat inter limites
— 90° et + go° , ynde ambiguitas illa tollitur . Plerumque tunc valor arcus <7(qui
pendet a curucitura  motus geocentrici ) quantitas satis modica erit , et quidem gene-

20



ralitcr loquendo secundi ordinis , si temporum interualla tamquam quantitates primi
ordinis spectantur.

Quaenam modificationes calculo applicandae sint , si pro ecliptica aequator
tamquam planum fundamentale electum est , ex annotatione art . praec . sponte patebit.

Ceterum manifestum est , situm puncti B*  indeterminatum manere , si cir¬
culi BB , A ' B"  omnino coinciderent : hunc casum , \ bi quatuor puncta A ', 13, B ', B"
in eodem circulo maximo iacerent , a disquisitione nostra excludimus . Conueniet au¬
tem in eligendis obseruationibus eum quoque casum euitare , \ bi situs horum qua¬
tuor punctorum a circulo maximo parum distat : tunc enim situs puncti B *, qui in
operationibus sequentibus magni momenti est , per leuissimos obseruationum errores
nimis afficeretur , nec praecisione necessaria determinari posset . — Perinde pun¬
ctum B*  indeterminatum manere patet , quoties puncta 13, B"  in vnura coincidunt *),
in quo casu ipsius circuli BB"  positio indeterminata fieret . Quamobrem hunc quo¬
que casum excludemus , quemadmodum , per rationes praecedentibus similes , tali¬
bus quoque obseruationibus abstinendum erit , ybi locus geocentricus primus et vl-
timus in puncta sphaerae sibi proxima cadunt.

lfiq.

Sint in sphaera coelesti C , C ', C " tria corporis coelestis loca heliocentrica,
quae resp . in circulis maximis AB , A ' B ' , sl "B ", et  quidem inter A  et B , A'  et
B ' , A"  et B'  sita erunt ( art . 64 , III ) : praeterea puncta C , C' , C"  in eodem cir¬
culo maximo iacebunt , puta in eo , quem planum orbitae in sphaera coelesti pro¬
ficit . Designabimus per r , r , r  tres corporis coelestis distantias a Sole ; per p , g', g
eiusdem distantias a terra ; per R , R ’, R'  terrae distantias a Sole . Porro statui¬
mus arcus C' C ", CC ", CC'  resp . ~= af, 2/ ', af ", atque rr"  sin 2/ = n , rr s\waf'
= n , rr  sin 2f " = n". Habemus itaque ACCB = S , A ’C' -f C' B'  =
A "C" -f C"B" = S ", nec non

sin S sin AC  sin CB
r g R

sin S'  sin A ' C  sin C B'
? = g' = R

sin S"  sin A " C"  sin C“B“
” /1 — n — -—

/• g R

*) Siue etiam quoties sibi opposita sunt , sed de hoc casu non loquimur , quum methodus no¬
stra ad obseruutiones tantum interuallum complectentes non sit extendenda.
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Hinc patet , simulae situs punctorum C, C', C “ innotuerit , quantitates r, / , r"
TZ*

p , q’, q determinabiles fore. Iam ostendemus , quomodo ille e quantitatibus ■■ -

= P, 2 —— 1̂ r' 3—Q  elici possit , a quibus methodum nostram proficisci iam
supra declarauimus.

i 4o.

Primo obseraamus , si N  fuerit punctum quodcunque circuli maximi CC'C\
distantiaeque punctorum C, C', C“  a puncto N secundum directionem eandem nu¬
merentur , quae tendit a C ad C", ita Tt generaliter fiat
A’C"— AC' — 2j \ NC"— AC =  2f \ NC' — 2s;C — af ", haberi aequationem
o — sin 2/ 'sin NC —sin 2/ '' sinA~C' + sin 2f"  sin AC ". .. 7i.(I)
Iam supponemus , N  accipi in intersectione circulorum maximorum BB *B“, CC' C\
quasi in nodo ascendente prioris supra posteriorem . Designemus per d , d ', d ,
X>, X ', X)" resp . distantias punctorum C, C' , C", D , D’ , D“  a circulo maximo
BB *B ‘, ab alterutra ipsius parte positiue , ab altera opposita negatiue acceptas.
Hinc manifesto sind , sin d ', sin d “ resp . proportionales erunt ipsis sin AC , sia AC',
sinA7C", vnde aequatio ( I ) sequentem induit formam
o = sin 2f  sind — sin 2f'  sin d ' + sin 2f"  sin d"
siue multiplicando per rrr

o = nr  sin d — rir  sin d*"+ rir  sin d”'. .. .. .. ( II ).
Porro patet , esse sin d ad sin X'} vt sinum distantiae puncti C a B ad distantiam
puncti D'  a B , vtraque distantia secundum eandem directionem mensurata . Ha¬
betur itaque

. sin X)  sin CB
— sm d — - - -/ . ^ —VVsin (AD — d)

prorsusque simili modo eruitur
. sin X"  sin CBsin . r 7 r»« t-\

sm (AD — d)
. , sin X sin C' B*  sin Wsin C'B*

sin , + ~ sin {A' D"  —
sin '£ >sin C"B"  sin 2Asin C"B ‘

iTn =  si n {yi HD ' — d "y
— sin d“=



Diuidendo itaque aequationem ( II ) per r  sinCT , prodit
/•sin CB sin {A "D ' — S") /sin C' B*

n ' r"  sin C“B  sin {/ID' — S ) ” /•' sin C' ii"
Quodsi Iiic arcum C' B'  per z designamus , pro r , r, /•" valores suos ex art . praec.
substituimus , breuitatisque caussa ponimus

72 sin d sin {A “D' — S ")
L11] ii "sin 3" sin /ID' — 3)

■n sin {A ‘‘D — r) ") n
sin {A ' D — d -f <7) ^ n

a

R 'sin 3' sin {A "D — 3 ")L121 ji"s]n sjn 'jj —
aequatio nostra ita se habebit

= b

i= an — bn'. sin (z — ff )
sin: + •>n .(ni)

Coefficientem b etiam per formulam sequentem computare licet , quae ex aequatio¬
nibus modo allatis facile deducitur:

i ?' sin 3'  sin {AI) " — 3)
[-i3 ] a X  iZsin dsin {A' D" — 3 ' -j- ff)
Calculi confirmandi caussa haud inutile erit , vtraque formula 12  et i5  vli . Quo-
ties sin 'A ' D“— 3 ' + ff)  maior est quam sin {A 'D — (T + ff), formula posterior a ta¬
bularum erroribus ineuitabilibus minus afficietur , quam prior , adeoque huic prae¬
ferenda erit , si forte paruula discrepantia illinc explicanda in valoribus ipsius b se
prodiderit ; contra formulae priori magis fidendum erit , quoties sin {A' D“ — 3 ' -{- ff)
minor est quam sin {A D — : si magis placet , medium idoneum inter ambos
valores adoptabitur.

Calculo examinando sequentes quoque formulae inseruire possunt , quarum
tamen deriuationem non ita difficilem breuitatis caussa supprimimus:

a  sin it — /') b sin {t — l)  sin {3' — ff)  sin (/ — l)
0  =

b =

R
R'  sin 3'

R'

U cos j3  cos /3"

sin S'

R’ sin 3" sin {AD' ■

vbi U  exprimit quotientem -

S)  sin s'
8 Tsin {t + y)

sin {3' — ff)  cos (c)v — ff)
i4i.

R

- ( art . i58 . aequ . 10 ).

bn'

Ex P =

sin {z— ff)

n
n atque aequatione III . art . praec . sequitur {n -f n)

1 ",+ n

P -f a
-pTT

sm z
0 / n+ n \
— ; hinc vero et ex Q>= 2 l ——- 1 I r 3 atquo
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prodit aequatio (IV)
c Q sin oj sin z *— sin (z — co— o -)
ex qua incognitam z eruere oportebit . Vt angulus co  commodius computetur , for¬
mulam praecedentem pro tang a>  ita exhibere conueniet

habebimus ad determinandum a  formulam simplicissimam
e (P + a)

tan go = — p  +
Computum quantitatum ct, b , c , d , e per formulas 11 ** 16,  a solis quantitatibus
datis pendentem , tamquam negotium 'quartum consideramus . Quantitates b, c , e
ipsae non erunt necessariae , verum soli ipsarum logarithmi.

Ceterum datur casus specialis , vbi haec praecepta aliqua mutatione indigent.
Quoties scilicet circulus maximus BB cum A B" coincidit , adeoque puncta B : B *

, R'  sin S'r = -- -- - elicitur sm z elicitur

c ) , siuesin z + 2 R '1 sin cf 3

cos (T  1 sin (.2 R' } sin S'

Q sin z4 P + 1

'z — <r ) — sin <t  cos {z — c)

Statuendo itaque breuitatis caussa
1

2 R 3sin S'

introducendoque angulum auxiliarem co  talem vt fiat
sin <7

tang co= - ■—

(■P + ci)  tang <rtang co

cos <r cos (T
Quamobrem statuendo

b
a

cos <7 1

COS <7



resp . cum F>' , D , quanlitales a , b valores infinitos nanciscerentur . Statuendo in
Iioc casu

R  sin Asin (A 'D" — S' + o)
R'  sin S'  sin (AD* — <T)

:71

habebimus loco aequationis III liancce : o = 7t n —- —11(t -ynde faciendosin z
n  sin a

tang co■= . —„ - — eadem aequatio IV elicitur.
° I J + (i — .t  cos cr) 3 ^

Perinde in casu specialivbi <r = o,  fit c infinita atque » — o , rnde factor
c sin o  in aequatione IV indeterminatus esse ridetur : nihilominus reuera determi-

. . . P + a
natus est , ipsiusque valor = - ^ ,,, 3 g, 3^ ^ ^ ^ ■, rti leuis attentio doce¬

bit . In hoc itaque casu fit sin z — R'  sin S' \/  — .
1 v  Q (P + a)

i42.

Aequatio IV , quae euoluta ad ordinem octauum ascenderet , in forma sua
non mutata expeditissime tentando soluitur . Ceterum e theoria aequationum facile
ostendi potest , (quod tamen fusius euoluere breuitatis caussa hic supersedemus ) , hanc
aequationem rei duas rei quatuor solutiones per ralores reales admittere . In casu
priori ralor alter ipsius sin s positiuus erit , alterum negatiuum reficere oportebit,
quia per problematis naturam r  negatiuus euadere nequit . In casu posteriori inter
ralores ipsius sin z rei mus positiuus erit , tresque reliqui negatiui — rbi igitur
haud ambiguum erit , quemnam adoptare oporteat — rei tres positiui cum rno ne-
gatiuo ; in hoc casu e raloribus positiuis ii quoque si qui adsunt refici debent , rbi
z maior euadit quam S' , quoniam per aliam problematis conditionem essentialem q
adeoque etiam sin (cf — z) quantitas positiua esse debet.

Quoties obseruationes mediocribus temporum interuallis ab inuicem distant,
plerumque casus postremus locum habebit , rt tres ralores positiui ipsius sin z ae¬
quationi satisfaciant . Inter has solutiones praeter reram reperiri solet aliqua , rbi
z parum differt a S', modo excessu , modo defectu : hoc^ phaenomenon sequenti
modo explicandum est . Problematis nostri tractatio analytica ei soli conditioni su¬
perstructa est , quod tres corporis coelestis in spatio loci iacere debent in rectis ')
quarum situs per locum absolutum terrae positionemque obseruatam determinatur.
Iam per ipsius rei naturam loci illi iacere quidem debent in iis rectarum partibus,
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'i>nde  lumen ad terram descendit : sed aequationes analyticae hanc restrictionem non
agnoscunt , omniaque locorum systemata , qui quidem cum Kepleri legibus consen¬
tiunt , perinde complecti debent , siue ,'ab hac terrae parte in illis rectis iaceant,

problemati nostro satisfaciet , quum terra ipsa ad normam illarum legum moueatur.
Hinc patet , aequationes Gomprehendere debere solutionem , in qua puncta , C , C',

rae ellipticis a perturbationibus et parallaxi inductas negligimus ) : aequatio itaque IV
semper admittere deberet solutionem z — S' , si pro P et Q valores veri locis ter¬
rae respondentes acciperentur . Quatenus autem illis quantitatibus valores tribuun¬
tur ab Ilis non multum discrepantes (quod semper supponere licet , quoties tempo¬

Plerumque quidem in eo casu , vbi aequatio IV tres solutiones per valores

sibilis , physice vero impossibilis erit : tunc itaque quamnam adoptare oporteat am¬
biguum esse nequit . Attamen contingere vtique potest , vt aequatio illa duas solu¬
tiones idoneas diuersas admittat , adeoque problemati nostro per duas orbitas pror¬
sus diuersas satisfacere liceat . Ceterum in tali casu orbita vera a falsa facile di¬
gnoscetur , quamprimum obseruationes alias magis remotas ad examen reuocare
licuerit

determinandus est , tali modo tractemus , vt ipsarum veritas generalis pro iis quo¬
que casibus , quos figura 4 non monstrat , statim eluceat , obscruamus , sinum di¬
stantiae puncti C'  a circulo maximo CJ3 (positiue sumtae in regione superiori , ne—

siue ab illa , siue denique cum ipsa terra coincidant . Iam hic vltimus casus vtique

C"  cum punctis sl , Jl ' , jl “' coincidant (quatenus variationes minutissimas locis ter—

rum interualla modica sunt ) , inter solutiones aequationis IV necessario aliqua repe-
riri debet , quae proxime ad valorem z = S' accedit.

positiuos ipsius sin z admittit , tertia ex his (praeter veram eamque de qua modo
diximus ) valorem ipsius z maiorem quam S' sistet , adeoque analytice tantum pos¬

143.

Simulae angulus z erutus est , statim habetur r per aequationem

sin z . Porro ex aequationibus P = — atque IV elicimus

(P + a) i ?' sin S'

n r
n bsin (z — ( 7)

/ ti n r
n P ‘ nn

Iam vt formulas , secundum quas situs punctorum C , C"  e situ puncti C'
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gatiue in inferiori ) aequalem fieri producto ex sin e in sinum distantiae puncti C'
a J)  secundum directionem progressiuam mensuratae , adeoque — — sin e sin C'D" =:
.— sin e sin (c -f-AD — §' ) ; 'perinde iit sinus distantiae puncti C* ab eodem circulo
inaximo = — sin e sin C"D '. Manifesto autem iidem sinus sunt vt sin CC'  ad sin CC“,

n n
siue vt - ..../ adrr rr siue vt nr  ad nr.  Statuendo itaque C*D ' — C*  liabemus

V « . c.». r sm l, — ■
r tn r sm s

t~  sin (z + A 'D' — S ' )

Prorsus simili modo statuendo CD' = £ eruitur

VI. r sin £ —
/ /n r
u —~-~r  sin {z-\ -AD — S )sm '

sm«
VII . /•sin (t + slD "— AD ' ) = r"P.  sin (£“+ ^ ".D— A "D ' )

Combinando aequationes V et VI cum sequentibus ex art . 15g transscriptis
VIII . /•"sin (£"— A "D' + S") = R sin S"
IX . 7’sin (£— AD ’-\-§ ) — RsinS
quantitates £, £", r , r ' ad normam art . 78 inde deriuabuntur . Qui calculus quo
commodius absoluatur , formulas ipsas huc attulisse haud ingratum erit . Statuatur

R sinS
^1^ sin (AD' — S ) X

i 1?]
R" sinS'

sin (A " D’ — S" )
x

cos (AD ’— S)
L19] - n ^ r- f- = ■*

l 2°]

R sin S
cos (A "D ' — S")

ir sin S"
=r

Compulus harum quantitatum , aut potius logarithmorum earum , a P et Q etiam-
num independens , tamquam negotium quintum  et vltimum in operationibus quasi
praeliminaribus spectandum est , commodeque statim cum computo ipsarum a , b

x
siue cum negotio quarto absoluitur , vbi fit a = —r. Faciendo dein

x
nr  sin s
n sm e sin (2 + A ’D — S ' ) —p
t r . nu r sm e

n sm s ■. sin (z + A fD" — S' ) = p"

el:
A
d<
ci

pni

r-
d(
ci
sc.
I
m<
no
K

re
ter
ta
ci
Ce
op
co;
di

*fa

t
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x (Xp— l ) ~ q
* Up — O =q
eliciemus £ et r ex r sin £= p , r cos £= # , atque £" et r" ex r" sin £"= p ", r"cos £*— q
Ambiguitas in determinandis £ et £" hic adesse nequit , quia r et r  necessario eua-
dere debent quantitates positiuae. Calculus perfectus per aequationem VII si lubet
confirmari poterit.

Sunt tamen duo casus, vbi aliam methodum sequi oportet . Quoties scilicet
punctum D'  cum B  vel coincidit vel ipsi in sphaera oppositum est, siue quoties AD '— S
— o vel = 180°, aequationes VI et IX necessario identicae esse debent , fieretque
x = CO, Xp —x = o,  adeoque q indeterminata . In hoc casu £" et r"  quidem eo quo
docuimus modo determinabuntur , dein vero £ et r e combinalione aequationis VII
cum V vel IX elicere oportebit . Formulas ipsas ex art . 78 desumendas huc trans-
scribere supersedemus ; obseruamus tantummodo , quod in eo quoque casu, vbi est
AD '— § non quidem = 0 neque = 180°, attamen arcus valde paruus , eandem
methodum sequi praestat , quoniam tunc methodus prior praecisionem necessariam
non admitteret . Et quidem adoptabitur combinatio aequationis VII cum V vel cum
IX , prout sin {AD"— AD ' ) maior vel minor est quam sin {AD' — S ).

Perinde in casu , vbi punctum D ', vel ipsi oppositum , cum B"  vel coincidit
Vel parum ab eodem distat , determinatio ipsarum r"  per methodmn praeceden¬
tem vel impossibilis vel parum tuta foret . Tunc itaque 'Q et r quidem per illam
methodum determinabuntur , dein vero ‘C et r e combinatione aequationis VII vel
cum VI vel cum IX , prout sin [/1"D - A "D ' ) maior vel minor est quam sin (A "D '- <? )
Ceterum haud metuendum est , ne simul D'  cum punctis B , B'  vel cum punctis
oppositis coincidat , vel parum ab ipsis distet : casum enim eum, vbi B cum B’
coincidit , vel perparum ab eo distat , iam supra art . 108 a disquisitione nostra ex¬
clusimus.

i 44.

Arcubus £, £* inuentis , punctorum C, C" positio data erit , poteritque di¬
stantia CC"= 2/ ' ex £,• £" et e determinari . Sint u , u inclinationes circulorum
maximorum A B , AB  ad circulum maximum CC" (quae in figura 4 rcsp . eruit
anguli C‘CD'  et 180°— CC"D ') , habebimusque aequationes sequentes , aequationi¬
bus 3 — 6 ait . 107 prorsus analogas:

91
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si n/ ' sin i (u + u) — sin ! £ sin ! ( £+ £")
sin/ ' cos ! (u + u) = cos | £ sin \ ( f — £'*)
cos/ ' sin ! («"— u) — sin ! e cos ! ( J + £")
cos/ ' cos ! (n"— n) = cos ! £ cos ! ( f — £")

Duae priores dabunt ! («" + u)  et sin/ ' , duae posteriores ! («*— «) et cos/ ' ; ex
sin/ ' et cos/ ' habebitur / '. Angulos ! (ti + u ) et ! («" — ») , qui in ultima de¬
mum hypothesi ad determinandum situm plani orbitae adhibebuntur , in hypothesi-
bus primis negligere licebit.

Prorsus simili modo / ex e , CD  et C"D,  nec non / " ex e , CD " CE?
deriuari possent : sed mullo commodius ad hunc finem formulae sequentes adhibentur.

sin 2 f — r sin 2 f ' . ■— 7- 7** V 77 r

• _ / V; _ v . nfsui 2/ = r sina/

n
n r

itn
f fn 7’

vbi logarithmi quantitatum
n n

u r f /n r iam e calculis praecedentibus adsunt . To¬

tus denique calculus confirmationem nouam inde nanciscetur , quod fieri debet  2/4 - 2/*
= 2/ ' : si qua forte differentia prodeat , nullius certe momenti esse poterit , siquidem
omnes operationes quam accuratissime peractae fuerint . Interdum tamen , calculo
vbique septem figuris decimalibus subducto , ad aliquot minuti secundi partes deci¬
mas assurgere poterit , quam si operae pretium videtur facillimo negotio inter 2/
2/ " ita dispertiemur , vt logarithmi sinuum aequaliter vel augeantur vel diminuantur,

quo pacto aequationi p —
• nn ur sm 2f n

omni quam tabulae permittunt praeci-r  sin 2f n
sione satisfactum erit . Quoties / et / " parum differunt , differentiam illam inter 2/
et 2/ " aequaliter distribuisse sufficiet.

i45.

Postquam hoc modo corporis coelestis positiones in orbita determinatae sunt,
duplex elementorum calculus tum e coinbinatione loci secundi cum tertio , tum e
combinatione primi cum secundo , vna cuin temporum interuallis respondentibus , in¬
choabitur . Antequam vero haec operatio suscipiatur , ipsa temporum interualla qua¬
dam correctione opus habent , siquidem constitutum fuerit , secundum methodum
tertiam art . n8 v aberrationis rationem habere . In hocce scilicet casu pro tempori-
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bus veris ficla substituenda sunt , illis resp . 4g5p , 4g3p ', 4g5p " minutis secundis an¬

teriora . Pro computandis distantiis p , q ' , (j" habemus formulas
R sin (yfP ' —■'£ ) rsm {AD ' — 'Q

sin $CJ =

f
9 ='

//
Q =

sin ( £■ Ajy + 8)
l £ sva.(d' — z) rsin (S ' — z)

sin z sin $'

R ” sm (A "D ' — £") r " sm {A "& — ?)
sin — + sin i 7

Ceterum si obseruationes ab initio statirn per methodum primam vel secun¬

dam art . 118 ab aberratione purgatae luissent , hirce calculus omittendus , neque
adeo necessarium foret , valores distantiarum q , p ', q" eruere , nisi forte ad confir¬

mandum , an ii , quibus calculus aberrationum superstructus erat , satis exacti fue¬

rint . Denique sponte patet , totum istum calculum tunc quoque supprimendum

esse , quando aberrationem omnino negligere placuerit.

i46.

Calculus elementorum , hinc exr,/,  2 f  atque temporis interii alio correcto

inter obseruationem secundam et tertiam , cuius productum in quantitatem L (art . 1)

per d denotamus , illinc ex r , r,  2 f“  atque temporis interuallo inter obseruationem

primam et secundam , cuius productum per k esto —6 " , secundum methodum in

artt . 88 — io5 expositam tantummodo vsque ad quantitatem illic per y  denotatam

producendus est , cuius valorem in combiiiatione priori per 77, in posteriori per rj'
denotabimus . Fiat deinde

e”9
= p\

’ r 60 ”
Q'~7\ // — — . z . rt tr r,  y >/ rtt

0 rj ? rr  cos/cos / cos/
patetque , si valores quantitatum P , Q,  quibus totus hucusque calculus superstru¬

ctus erat , ipsi veri fuerint , euadere debere P ' — P y Q — Q.  Vice versa facile

perspicitur , si prodeat P ' = P , Q' = Q , duplicem elementorum calculum , si vtrim-

que ad finem perducatur , numeros prorsus aequales suppeditaturum esse , per quos

itaque omnes tres obseruationes exacte repraesentabuntur , adeoque problemati ex
asse satisfiet . Quoties autem non fit P ' = P , Q ' z= Q,  accipientur P’ — P , Q ' — Q

pro X et V,  siquidem P et Q pro x et y  acceptae fuerint : adhuc magis commo¬

dum erit statuere log P — x,  log Q = y , log P’ — log P — X,  log Q log Q = f .
Dein calculus cum aliis valoribus ipsarum x , y  repetendus erit.



x47-
Proprie quidem etiam hic , sicuti in decem methodis supra traditis , arbitra¬

rium esset , quosnam valores nouos pro x et y  in hypotliesi secunda supponamus,
si modo conditionibus generalibus supra explicatis non aduersentur : attamen quum
manifesto pro lucro inagno habendum sit , si statim a valoribus magis exactis pro¬
ficisci liceat , in methodo liacce parum prudenter ageres , si valores secundos teme¬
re quasi adoptares , quum ex ipsa rei natura facile perspiciatur , si valores primi
ipsarum P , Q leuibus erroribus affecti fuerint , ipsas P ' , Q'  valores multo exactio¬
res exhibituras esse , siquidem motus heliocentricus fuerit modicus . Quamobrem
semper ipsas P' , Q'  pro valoribus secundis ipsarum P , Q adoptabimus , siue log P\
log Q'  pro valoribus secundis ipsarum ac, y si log P , log Q primos designare sup¬
positi sint.

Iam in hac hypotliesi secunda , vbi omnes operationes praeliminares per
formulas i — 20  exhibitae inuariatae retinendae sunt , calculus prorsus simili modo

r t / /, . . f nrnr
repetetur . * Px'uno scilicet determinabitur angulus dein z,  r,- 9 - — ,

r , V > r "■>f ’ i fi f "- E differentia plus minusue considerabili inter valores nouos
harum quantitatum atque primos facile aestimabitur , vtrum operae pretium sit , nec¬
ne , correctionem quoque temporum propter aberrationem denuo computare : in casu
posteriori temporum interualla , adeoque etiam quantitates 0 et 6" eaedem mane¬
bunt vt ante . Denique ex f , r,  r " ; f ' , r , r  temporumque interuallis eruentur
7) , 7/" atque hinc valores noui ipsarum P ' , Q' , qui plerumque ab iis , quos liypo-

thesis prima suppeditauerat , multo minus different , quam hi ipsi a valoribus pri¬
mis ipsarum P , Q.  Valores secundi ipsarum X , Y  itaque multo minores erunt,
quam primi , valoresque secundi ipsarum P ' , Q’  tamquam valores tertii ipsarum P,
Q adoptabuntur , et cum his calculus denuo repetetur . Hoc igitur modo sicuti
ex hypotliesi secunda numeri exactiores resultauerant , quam ex prima , ita e tertia
iterum exactiores resultabunt , quam e secunda , possentque valores tertii ipsarum
P , Q tamquam iquarti ipsarum P , Q adoptari , atque sic calculus tot ;es repeti,
vsque dum ad hypothesin perueniatur , in qua X  et Y  pro euanescentibus habere
liceret : sed quoties hypotliesis tertia nondum sufficiens videatur , valores ipsarum P,
Q in hypotliesi quarta adoptandos secundum methodum in artt . 120 121 explica¬
tam e tribus primis deducere praestabit , quo pacto approximatio celerior obtinebi¬
tur , raroque opus erit , ad hypothesin quintam progredi.
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l48.

Quoties elementa e tribus obseruationibus deriuanda adhuc penitus incognita
sunt (cui casui methodus nostra imprimis accommodata est) , in hypothesi prima

vt iam monuimus pro P  et Q yalores approximati
£
9

et 66" accipientur , vbi 6 et

6'  aliquantisper ex interuallis temporum non correctis deriuandae sunt . Quorum
ratione ad iuterualla correcta per ju : i et jli ' : i resp . expressa , habebimus in {hy¬
pothesi prima
X = log u — log JLI+ log ?; — log rj'
Y = log [i + log fi —log ?? — log 1f + Comp . log cos / + Comp . log cos/'

+ Comp . log cos/ "+ a log r — log r — log r\
Logaritlimi quantitatum /U, ju"  respectu partium reliquarum nullius sunt momenti;
log r)  et log/ , qui ambo sunt positiui , in X  aliquatenus se inuicem destruunt , prae¬
sertim quoties temporum interualla fere aequalia sunt , vnde X  valorem exiguum
modo positiuum modo negaliuum obtinet ; contra in Y  c partibus negatiuis log ?; et
log rf  compensatio quidem aliqua partium positiuarum Comp . log cos/ , Comp . log
cosf ' , Comp . log cos/ " oritur , sed minus perfecta , plerumque enim hae illas no-

f fr r
labiliter superant . De signo ipsius log ~ rr «~ in genere nihil determinare licet.

Iam quoties motus heliocentricus inter obseruationes modicus est , raro opus
erit , vsque . ad hypothesin quartam progredi : plerumque tertia , saepius iam secunda
praecisionem sufficientem praestabit , quin adeo interdum numeris ex ipsa hypothesi
prima resultantibus acquiescere , licebit . Iuuabit semper , ad maiorem minoremue
praecisionis gradum , qua obseruationes gaudent , respicere : ingratum enim foret
opus , in calculo praecisionem affectare centies milliesue maiorem ea quam obser—
uationes permittunt . In his vero rebus indicium per exercitationem frequentem
practicam melius quam per praecepta acuitur , peritique facile acquirent facultatem
quandam , vbi consistere conueniat recte diiudicandi.

i4g.

In vltima demum hypothesi elementa ipsa calculabuntur , vel ex / , r , r ",
vel ex f ", r , r , perducendo scilicet ad finem calculum alterutrum , quem in hy-
pothesibus antecedentibus tantummodo vsque ad ?; vel ?;" prosequi oportuerat : si
vtrumque perficere placuerit , harmonia numerorum resultantium nouam totius 1a-
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horis confirmationem suppeditabit . Attamen praestat , quam primum / , / ' , / " eru¬

tae sunt , elementa e sola combinatione loci primi cum tertio dcriuare , puta ex

r , r  atque temporis interuallo , tandemque ad maiorem calculi certitudinem lo¬
cum inedium in orbita secundum elementa inuenta determinare.

Hoc itaque modo sectionis conicae dimensiones innotescent , puta exccntri-

citas , semiaxis maior siue semiparameter , positio perilielii respectu locorum helio-

centricoruin C , C/ , C”, motus medius , atque anomalia media pro epoclia arbitraria,

siquidem orbita elliptica est , vel tempus transitus per perihelium , si orbita fit hy-

perbolica vel parabolica . Superest itaque tantummodo , vt positio locorum helio-

eentricorum in orbita respectu nodi ascendentis , positio liuius nodi respectu puncti

aequinoctialis , atque inclinatio orbiiae ad eclipticam (vel aequatorem ) determinentur.

Haec omnia per solutionem vilius trianguli sphaerici efficere licet . Sit £1  longitudo

nodi ascendentis ; i inclinatio orbitae ; g  et g  argumenta latitudinis in obseruatione

prima et tertia ; denique l — £1— 1“— £1= h ". Exprimente iam in fig. quarta

£l  nodum ascendentem , trianguli £IAC1 atera erunt AD' — g , h,  angulique his

resp . oppositi i , 180 ° — y , u.  Habebimus itaque
sin \ i sin i (g + h) = sin £ {AD' — 'Q  sin i {y + u)

sin i i cos \ (g + h) =  cos i {AD' — £) sin | (y — u)

cos i i sin i (g — h) = sin £ {AD' — £) cos § (/ + «)

cos i i cos i {g — h) = cos \ {AD' — £) cos i {y — u)

Duae primae aequationes dabunt f {g + h)  et sin i i , duae reliquae et

cos -Ii ; ex g  innotescet situs perilielii respectu nodi ascendentis , ex h  situs nodi

in ecliptica ; denique innotescet i , sinu et cosinu se mutuo confirmantibus . Ad

eundem scopum peruenire possumus adiumento trianguli £lA "C,  vbi tantummodo

in formulis praecedentibus characteres g , h , A , £, y , u  in g , ti , A ", £*, u

mutare oportet , Vt toti labori adhuc alia confirmatio concilietur , haud abs re erit,

calculum vtroque modo perficere ; vnde si quae leuiusculae differentiae inter valo-

res ipsius i , SI  atque longitudinis perilielii in orbita prodeunt , valores medios ado¬

ptare conuaniet . Raro tamen hae differentiae ad o"i vel 02  ascendent , siquidem
omnes calculi septem figuris decimalibus accurate elaborati fuerant.

Ceterum quoties loco eclipticae aequator tamquam planum fundamentale

adoptatum est , nulla hinc in calculo differentia orietur , nisi quod loco punctorum

A , A"  intersectiones aequatoris cum circulis maximis AB , A "B"  accipiendae sunt.

i
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l5o.

Progredimur iam ad illustrationem huius methodi per aliquot exempla cc- >
piose explicanda , quae simul euidentissime ostendent , quam late pateat , et quam
commode et expedite semper ad finem exoptatum perducat *).

Exemplum primum  planeta nouus luno nobis suppeditabit , ad quem finem
obseruationes sequentes Grenouici factas et a cel . Maskelyne nobiscum communica¬
tas eligimus.

Tcmp . med . Grenov. Ascens . recta app. Deci , austr . app.

i8o4 Oct . 5. io h 5i ' 6"

17 9  58 10

27  g 16  4i

507 ° io ' 22 " 55

555 45 45, 5o
555 ii 10, g5

6° 4o' 8"

8 47  25
10 2 28

E tabulis Solaribus pro iisdem temporibus inuenitur

longit . Solis ab ae-
quin . appar.

nutatio distantia a
terra

latitudo
Solis

obliquitas appar.
eclipticae

Oct . 5 192 28 5o 72 + 15"45 0,9988859 — o " 4g 25° 27 '5g *48
17 2 o 4 20 21 , 54 +i5/5i 0,9955968 + 0,79 59,26
27 214 16  52 , 21 + i5 , 60 o,9g2854o — 0, i5 5g,o6

Calculum ita adstruemus , ac si orbita adhuc penitus incognita esset : quam-
obrem loca Iunonis a parallaxi liberare non licebit , sed hanc ad loca terrae trans¬
ferre oportebit . Primo itaque ipsa loca obseruata ab aequatore ad eclipticam redu¬
cimus , adhibita obliquitate apparente , vnde prodit:

Longit . appar. Latit , appar.
Iunonis Iunonis

Oct . 5 554 ° 44' 54" 27 — 4° 5g 5r " 5g
*7 552 54 44 , 5i — 621  56 , 25
27 55i 54 5i , 57 — 7 17 52 , 70

* ) Male loquuntur , qui methodum aliquam alia magis minusue exactam  pronunciant . Ea enim
sola methodus problema soluisse censeri potest , per quam quemuis praecisionis gradum attingere
saltem in potestate est . Quamobrem methodus alia alii co tantum nomine palmam praeripit , quod
eundem  praecisionis gradum per aliam celerius minorique labore , per aliam tardius grauiorique
opera assequi licet.
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Cum hoc calculo statim iungiinus determinationem longitudinis et latitudinis
ipsius zenith loci obseruationis in tribus obseruatiouibus : rectascensio quidem cum
rectascensione Iuuonis conuenit (quod obseruationes in ipso meridiano sunt factae),
declinatio autem aequalis est altitudini poli = 5i°28' 3g\ Ita obtinemus

Long . ipsius zenith latitudo

Oct. 5
17
27

/0 /
24 29
23 25
23 1

46° 53'
47 24
47 36

Iam ad normam praeceptorum in art . 72 traditorum 'determinabuntur terrae loci
licti in ipso plano eclipticae , in quibus corpus coeleste perinde apparuisset , atque
in locis veris obseruationum . Hoc modo prodit , statuendo parallaxin Solis me¬
diam = 86

1Reductio longit. Reductio distantiae Reductio temporis

Oct. 5 — 22 " 5 g + o,ooo 5856
tt

— 0 19

17 ~ 2 7 ? 21 + 0,0002329 — 0, 12
27 — 35 , 82 4 - 0,0002085 - O, 12

Reductio temporis ideo tantum adiecta est , vt appareat , eam omnino insensibilem esse.

Deinde omnes longitudines tum planetae tum terrae reducendae sunt ad ae¬
quinoctium vernale medium pro aliqua epocha , pro qua adoptabimus initium anni
18o5; subducta itaque nutatione adhuc adiicienda est praecessio , quae pro tribus
obseruationibus resp. est 11”87, 10' 20 , 8”86 , ita vt pro obseruatione prima adder»
oporteat — 5"56 , pro secunda — 5"28 , pro tertia — 6”74.

Denique longitudines et latitudines Iunonis ab aberratione fixarum purgan¬
dae sunt ; sic per regulas notas inucnitur , a longitudinibus resp. subtrahi debere
19”12 , 17"11, ii "82 , latitudinibus vero addi o" 55 , 1*18, 175 , per quam addi¬
tionem valores absoluti diminutionem patientur , quoniam latitudines australes tam¬
quam negatiuae spectantur.
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101 .

habent:
Omnibus hisce reductionibus rite applicatis , yera problematis data ita s»

Obseruationum tempora ad meridia¬
num Parisinum reducta. Oct . 5,458644 17,421885

Iunonis longitudines a , a , a . 354 °44' 31"60 552 °54' 22" 12
latitudines fi , fi', fi". — 4 ‘59 5i , 06 — 6 21 55,07
longitudines terrae / , V, l" . 12 28 27 , 76 24 19 4g,o5
logarithmi distantiarum R , R ', R" 9,9996826 979960979

Hinc calculi arlt . 106 , 137 numeros sequentes producunt/ V
77 77 7. 196° o' 8"36 O- 0f " r-7r>

101 Db O OO
S, S ', S". 18 23 5g, 20 52 19 24 , g5
logarithmi sinuum. 97̂ 99 1996 9,7281 io5
A 'D , AD ', AD" . 262 6 26 , 44 2i5 12 29 , 82
AD , AD ', A 'Di'. .. . 24 i 5 i i5 , 22 254 27 0, 90/ n

219 34 , 00 7 l3 s 7, 7°
logarithmi sinuum. 8,6o85885 9,0996915
log sin i e . 6,7995269
log cos i £ . 97999 ! 557

27,393077
55i °34/ 3o',oi

— 7 17 5o,g5
54 16 9,05

979969678

0 / f / (/190 4i 4o 17
43 11 4a , o5

9,8555631
209 45 7, 47
221 i5 5j , 87

4 55 46, i 9
8,g54 i44o

Porro secundum art . i58 habemus

log tang/ ?. 8,94i24 94 n log tang/ ?". 9,1074080 n
log sin va "— / ' ) . 9,75525 9 i n log sin (a — l ' ).9,6955181 n
log cos (a "— l ’) .9,9247904 log cos (a — V) .9,9095180

Hinc

log (tang/3 cos (a *— l ' ) — tang fi  cos (« — l ' ) ) = : log 2’sin/ . 8,6786515
log sin (a "— « ) = log Teos i . 8,7420191 n
Hinc t — i45 °52/ 57"78 , logT . 8 8260683
t 4 - y' = 537 5o 58 , 11, log sin (t + y ) . . . 9,58 2544i n

Denique
log (tang fi  sin (a  — V) —tang/ ? sin (« — / r) ) = logiS.. 8,2o555i 9 n
log T  sin (/ + y) . .8,1086124 n

vnde log tang ( $ ' — cr ). 9 7̂9 'l 7l 9^
S' — ff = 5i ° 58' 11" 81 , adeoque ff — o° 20' 10" 12.

Secundum art . i4o fit
22
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ig4 48 5o,62
198 5g 55, 17
200 10 i4 , 65
191 19 8,27
189 17 46 , 06

- ...9,4075427 n - - ...9,9855301 n
- . ..9,6060667 n
- . ..9,5575909 n
- ...9.,2928554 n
- ...9,2082725 n

A 'D' —J — 191 i5 18 85 log sin...g,2go4552 n log cos...9,9915661 n
AD ’ — S =
AD — S =
A 'D — S'+ cr  —
AD ' — 8 =
A ’ D"— S'+ <t —
Hinc sequitur

log a .9,5494457 , a = +0,5545592
log b.9,86 i 5555

Formula 15 produceret log b = 9,8615551 , sed valorem ilium praeierimus , quoniam
sin (A 'D — S' + <r ) maior est quam sin {yf D "~ S' ■{■<?)•

Porro fit per art . i4i
5 log i ?' sin S' .9,1786252
log 2. o,5oio5oo
log sin ff .7,8295601

7,0092155 a
log b.
log COS (j. .9d )9909 O1

adeoque loge =2,6907847.

9,8615652 , ynde
i,5625o52 , log c = 8,5929618.
Denique per formulas art . i45 eruitur

COS<7 0,7267155 . Hinc eruitur

logx. .0,0015594 n

log y". n

log / . n

log/ ". n

162.

Calculis praeliminaribus lioc modo absolutis , ad hypothesin primam transi¬
mus . Interuallum temporis ( non correctum ) iiiter obseniationem secundam et ter¬
tiam est dierum 9,971192 , inter primani et secundam 11,965241 . Logaritlimi ho¬
rum numerorum sunt 0,9987471 et 1,0778489 , ynde log d = 9,2545285 , log d” —
9,5i545o5 . Statuemus itaque ad hypothesin primam

x = log P = 0,0791018
y = log <2 = 8,5477588



DETERMINATIO ORBITAE E TRIBVS OBSERVATIONIBVS COMPLETIS . 171

Hinc fit P — 1,1997804 , P + a = i,55 4i5g6 , P + d = —0,1627248;
loge . 8,3929518 n
log,P + a) .0,1914900
C . log ( P + J ). 0,7885465 n
log ta ng co .9,5729881 , viide a = -f 15° i6 ' 5i ' 8g , « + <r = + i3 *4o' 5"oi
log @7. 8,5477588
log C.2,6907847
Io gsino) . p,56i2i47
log Qc  sin co .0,5997682

Aequationi Qc  sin co  sin x2* 4= sin (z — i5 *4o' 5#01) paucis tentaminibus factis satisfieri
inuenitur per valorem 2 = 14° 55'  4 " 90 , vncle fit log sin z = 9,4o 10744 , log r'
«= 0,525i54o . Aequatio illa praeter hanc solutionem tres alias admittit ., puta

Z — 02 228

z ~  167 27 59
2 = 193 i 18

Tertiam reiicere oportet *, quod sin z negatiuus euadit ; secundam , quod z maior
fit quam S ' ; prima respondet approximationi ad orbitam terrae , de qua in art . i42
ioquuti sumus.

Porro habemus secundum art . i45
i ?*sin S'

‘°s 6 .
log (P + « ) .

C . log sin (z — cr) .... . .0,6105578

log .6 n

log P .
11r

log ,1 .71

Z-\ -A ’D — S' =zz -{- 199°47' 1"5i =
z -{-A 'D ''— S' ~ 2+ 188 5452,94 =

2 i4 s22 , 6"4i ; log sin = 9,7016756 /2
2052957,8 ! ; log sin = 9,6000925 n

4dinc fit logp = 9,9270755 n , log p — 0,0226409 /z, ac dein log q = 0,2900977 /2,
log q = o,2680086 n , vnde prodit

£ = 2o5° 17' Si ” 22 log r — 0,5600178
£ " = 210 10 58,88 log / •"= 0,52128 19

\
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Denique per ari . m4 oblinemus
+ =  2o5 ° i8 ' io " 53

■s( u"— u) = .— 5 ii 2,02
f' = 5 48 i4,66

log sin 2f' .9,1218791 log sin 2f’ .9,1218791
logr . 0,5000178 logr ". 0,5212819

C - l ° g'

r /n r
.9,0 ^02971 C - log

/ rn r
n .9,4125989

log sin 2f .8,785ig4o log sin 2f"  8,8555599
2f=  5 ° 29 46" o5 2/ " = 4° 6' 45" 28

Aggregatum 2f -\- 2f"  liic a 2f’  tantummodo o"oi differt.

Iam vt tempora propter aberrationem corrigantur , distantias q , (/ , p“ per
formulas avt. i45 computare , ac dein per ipsas tempus 495 " vel od,006706 multi¬
plicare oportet . Ecce calculum
log r . o,55oo2
log sin (AD '— £)...g,256o6
C . log sin S.o,5oo8o
log q .0,06688
log const . 7,76655
log reductionis . 7,82521
reductio = o,oo6656

Obscrnatioixuin
I.

II.
III.

Fiunt itaepie logarithmi quantitatum 6 , 0 ' correcti g,2545i53 et g,5i54225 . Inci - .
piendo iam determinationem elementorum ex f , r , r \ Q prodit log 1/ = 0,0002280,
perinde ex f ", r , r , 6” fit log rj' — o,ooo5191 . Hunc calculum in Libri primi
Sect . III copiose explicatum hic apponere supersedemus.

Tandem habemus per art . i46

log r .0,02015
log sin ( <5' .— s ) . 9,48584
C . log sin S' .0,2 7189
log q .0,08086

7,75655
7,86719

0,00687!
tempora correcta

Oct . 5,45ig88
l7,4l5oil
27,680898

log r . .. 0,32128
log sin (A 'D' —f ")...9,61584
C . log sin S" .0,16464
log Q .0,09976

7,75653
7,86609

0,007179

logarithmi

1,0778409

0 . 9987539

interii alia

1i dg65o25

9>97 o88 7
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log 0". 9,3 i 5422 5
C . log 6 .0,7656847
log 1] .0,0002285
C . Iog rf .9,9996809
loifP '. 0,0790164

2 Iogr ' .
C . log rr” .
log 6Qf'.
c • log. ipf' . . 9>999 i524
C . log cos/ !... .
C . log cosf ':...••••0,0009579
C . log cosf ".... ... 0,0002797
i° s Q' .

E prima itaque hypothesi resultat X— —o,oooo 854 , Y = —0,0001607.

170

i 53.

In hypothesi secunda  ipsis P , Q eos ipsos valores tribuemus , quos in
prima pro P ', Q'  inuenimus . Statuemus itaque

x — log P = 0,0790164
y — log Q = 8,5476981

Quum calculus hic prorsus eodem modo tractandus sit , vt in hypothesi
prima , praecipua eius momenta hic apposuisse sufficiet:

. ..i 5° i5 ' 38"i3
ffl+ (T.

log Qc  sin « ....o 55989 389
.i4 55 19,00

logr ....
/ /n r

r*r* •» -r*r
0 n .

/ /u r
’° s »" .
t .

Reductiones temporum propter
pretium esset , vix enim 1" ab iis quas

Calculi vlteriores praebent log
deducitur

r. .210 ° 8' 24" 98
log /•.
log r" .
i (u ' + u) .
i- (u" — u).....— 5 ii 4,79
3f .
2/.
3f .

iberrationem denuo computare operae haud
in hypothesi prima eruimus differunt.

= 0,0002270 , log ?/ ' = 0,0000170 , Alide

log P ' — 0,0790167 , X = + 0,0000000
log Q' = 8,5476110 , Y = + 0,0000129

Hinc patet , quanto adhuc magis exacta sit hypothesis secunda quam prima
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i54.

Ne quidquam desiderandum relinquatur , adime tertiam hypothesin
extruemus , ybi rursus yalores ipsarum P ', Q'  in liypothesi secunda erutos tamquam
valorcs ipsarum P , Q adoptabimus . Statuendo itaque

x = logP = 0,0790167
y = log <2 = 8,5476110

*■ praecipua calculi momenta hacc inueniuntur:
_ rrO r t -r f , n r?

<u. 10 10 08 og

o>+ (j .i5 38 5i , 5i

log Qc  sin co .o, 5g8g542
z .i4 33 ig , 5o

log r .o,525g878

log

log'

> /n r
n
> r71r

, 0,6676154

n ,o,58  84987

£. . 2o3 16  38 , 4i

T'.. . 210° s ' 2.5" es
log r .o,35o764o
log /■".0,5222269
i (u' + w ) . 2o5 22 i i , 67

■u) . ■5  i 4 4, 7!

2f' .7 54 53, 70

2/. .0 29 O , 09

.4 5 55, 54

Omnes hi numeri ab iis quos hypothesis secunda suppeditauerat tam parum
differunt , vt certo concludere liceat , bypothesin tertiam nulla amplius correctione
indigere *). Progredi itaque licet ad ipsam elementorum determinationem ex sf ', r ,
r ", (/,  quam huc transscribere supersedemus , quum iam supra art . 97 exempli
loco in extenso allata sit . Nihil itaque superest , nisi yt positionem plani orbitae
ad normam art . i 4g computemus , epochamque ad initium anni i 8o5 transferamus.
Calculus ille superstruendus est numeris sequentibus:

AD' — £= : 9055' 5 i " 4 i
i (7 + u) = 202 18 i 5, 855
z (y — u) —— 6 18 5, 495

vnde deriuamus

i (g 4- ii ) ~  196 ° 45 ' i 4" 62
i (g — h) = — 4 67 24, 4 1
\ i — 6 53  22 , o5

* ) Si calculus perinde vt in Jiypotiiesibus antecedentibus ad finem perduceretur , prodiret X ^ o,
V —-\-o,oooooo3 , qui valor tamquam euanescens considerandus est , et vix supra inccriitudincm

figurae decimati vitiatae seniper inhaerentem exsurgit.
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= 241 IO 20 07
._ —o /-»/ / , rr- 10 D ii IO . ■

habemus

Fit igitur h — 201° 20' 5g' 00 , adeoque $1 = 1—h =  171 ° 7' 48" Ij 5 ; porro g =
Q _ / _ /i ,

192 0 00 21 , et prom , (pium anomalia vera pro obseruatione prima in art , 97
inuenta sit = 5 io ° 55' 29 " 64 , distantia perilielii a nodo ascendente in orbita
= 24 i°  io ' 20" 67 , longitudoque perilielii = 02° i8 / 9" 5o ; denique inclinatio orbitae
= io ° 8' 44" 10. — Si ad eundem calculum a loco tertio proficisci malumus,

24° 18' 55" 25
' A . //\7  ) 196 2 ! 54 , 98

5 45  1 i , 81
Hinc elicitur

i (g" -f h"') =  211 ° 24 ' 52" 45
i (g" — h") = .— 11 45 48 , 48
| i = ■ 6 55  22 , o5

atque hinc longitudo nodi ascendentis — l" — h" =  171 ° 7' 48" 72 , longitudo perilielii

Interuallum temporis ab obseruatione vl .ima vsque ad initium anni i 8o5
est dierum 64, 6i4io2j cui respondet motus lieliocentricus medius 552 g5" 66

i 55 .

Quo clarius elucescat , quanta praecisione elementa inuenta gaudeant , locum
•medium ex ipsis computabimus . Pro Oct . 17,4 1 fio 17 anomalia media inuenitur

artt . i 5, i 4 ) ; illa aequalis esse deberet anomaliae verae in obseruatione prima auctae
angulo 2f ", vel anomaliae verae in obseruatione tertia diminutae angulo 2i . e.
= 5 i 5° 1 22 " 98 ; Iogarithmus radii vectoris vero = 0,5269878 : differentiae pro ni¬
hilo habendae sunt . Si calculus pro obseruatione media vsque ad locum gcocen-
tricum continuatur , numeri resultant ab obseruatione paucis tantum minuti secundi
partibus centesimis deuiantes ( art . 65 ), - quales differentiae ab erroribus ineuitabili-
bus e tabidarum praecisione limitata oriundis quasi absorbentur.

Exemplum praecedens summa praecisione ideo tractauimus , vt appareat,
quam facile per methodum nostram solutio quam accuratissima obtineri possit . In
ipsa praxi raro opus erit , hunc typum aeque anxie imitari : plerumque sufficiet,

62 18 g" 5o , inclinatio orbitae = 15° (Y 44" 10 , prorsus eaedem vt ante.

= i 4u 48 '10 " 66 ; hinc fit epoclia anomaliae mediae pro initio anni 1800 in meri¬
diano Parisino = 549 ° 54 '12 " 58 , atque epocha longitudinis mediae = 4 i° 52 'ui" 68.

hinc vera 5 i 5° j ' s5’ o2 atque log r =  o ',5269877 ( vid . exempla
r ' rr  O ri / r / //00 2 28 m  77
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sex  figuras decimales vbiquc adhibere , et in exemplo nostro secunda iam Iiypothe-
sis praecisionem haud minorem , primaque praecisionem abunde sufficientem suppe-
ditauisset . Haud ingratam fore lectoribus censemus comparationem elementorum ex
hypolliesi tertia erutorum cum iis , quae prodeunt , si hypothesis secunda vel adeo
prima perinde ad eundem scopum adhibitae fuissent . Haec tria elementorum syste¬
mata in schemate sequente exhibemus :

ex hypothesi III ex hypothesi II ex hypolliesi I

Epocha longit .'-mcd . i 8o5 4 i “ 02' 21" 68 4 r° 02' 18''’ io 42° 12 67 " 85
Motus medius diurnus 824 "7989 82 4"7986 825 "0025
Perihelium 62 18 9jOO 52  18 6, 66 52 4 1 9,81
<P 1i 12 1,87 i 4 11 09, gi i 4 2 i 27, 4g
Logar . semiaxis maioris 0,422  1-089 0,422  IO92 0,4228944
Nodus ascendens 171 7 48 , 76 171 7 49 , i 5 171 5 48 , 86
Inclinatio orbitae i 5 6 44 ,10 10 6 45 , 12 10 2 67 , 5o

Computando locum heliocentricum in orbita pro obseruatione media per se¬
cundum elementorum systema , inuenitur error Jogaritlraii radii vectoris — o , error
longitudinis in orbita = o"oo ; computando vero istum locum per systema ex hypo-
thesi prima deriualuin prodit error legari thmj radii vectoris = 0,0000002 , error
longitudinis in orbita = i" 5 i . Continuando vero calculum vsque ad locum geocen-
tricum inuenitur

ex hypothesi II ex hypothesi I

longitudo geocentrica 552 ° 54' 22" 26 502  04 19 97
error 0, i 4 2,10
latitudo geocentrica 6 21 55 ,o 6 621 54,47
error 0, 01 0,60
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i 56 .

Exemplum secundum  a Pallade sumemus , cuius obseruationes sequentes
Mediolani factas e Commercio literario clar. de Zach. , Vol. XIV . pag. 90 excer¬
pimus.

Tempus medium McdioL Asc . recta app . 1 Declia . app.

1800 Nov . 5 i 4" iA 4"
Dec . 6 11 5 i 27

1806 Jan. i 5 8 5o 56

78° 20' 57"8
75 8 48,8
67 i 4 11,1

270 16 ' 56°7 Austr.
52 52 44,5
28 58  8,1

Loco eclipticae hic aequatorem tamquam planum fundamentale accipiemus,
ealcidoque ita defungemur , ac si orbita penitus adhuc incognita esset. Primo e
tabulis Solis pro temporibus propositis sequentia petimus:

longitudo Solis ah
aequin . med.

distantia a terra latitudo
Solis

Nov . 5
Dec . 6
Jan. 15

22J l 4 7 6l
254  28 42 , 5q
295 5 47,62

O, 9801011
' 0, 9846755

0, g838 i 53

+ 0" 59
+ O, 12
— 0, jg

Longitudines Solis , adiectis praecessionibus + l" 5g > + 5"56 , — 2" 11 ad
initium anni 1806 reducimus , ac dein , adhibita obliquitate media 25° 27' 55"55
latitudinumque ratione rite habita , ascensiones rectas et declinationes inde deduci¬
mus . Ita inuenimus

ascensio  recta Solis declinatio Solis

Nov . 5
Dec . 6
Jan. i 5

220° 46' 44"65

255  g 25, 26
297 2 5 l , 11

i 5° 4g' 45"g i Austr.
22 53  09 ,45
21 8 12,98

Hae positiones ad centrum terrae referuntur , adeoque parallaxi adiecta ad
locum  obseruationis reducendae sunt , quum positiones planetae a parallaxi purgare
non liceat . Rectascensiones ipsius zenith in hoc calculo adhibendae cum rectascen-
sionibus planetae conueniunt (quoniam obseruationes in ipso meridiano sunt insti¬
tutae ) , declinatio vero vbique erit altitudo poli = 45° 28 . Hinc eruuntur numeri
sequentes:
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\

Asc . recta terrae declinatio terrae Jog. disl . a £d!e

Nov . 5

Dee . 6

lan . 1 5

4o° 46 ' 48" 5i

7 5  9 25 , 26

117 2 46 , 09

15 ° 49' 4 g " 5 9 Bor.

22 56 42,83

21 8 17 , 29

9,9958570
9j99' 55o 99

j 9 , 99 2 9 25 9

Loca obseruata Palladis a nutationc et aberratione fixarum liberanda , ac
dein adiecta praecessione ad initium anni 1806 reducenda sunt . Hisce titulis se¬
quentes correctiones positionibus obseruatis applicare oportebit:

oh se  r u a t. i 0 I obseruatio II obseruatio III

Asc . R. j dccl.
asc . r. decl. asc r. decl.

l\ u latio

Aberratio

Praecessio

— 12 " 86

— 18 , 15

+ 5,45

— 3 " 08

— 9,89

+ 0,62

— i5 " 68

— 21 , 51

+ 2 , 55

— 5 , 42

— 1, 65

+ ° >5 9

—i5 " o6

— 1 5, 60

— 1, 5i

— 5" 76

+ 9 > 78

— 0 , 55

Summa — 25 , 56 — 12,55 — 02 , 64 — 4,66 — 5o , 17  j + 5, 68

Hinc prodeunt positiones sequentes Palladis , calculo substruendae:

T . ni . Parisinnm asc . recta declinatio

Nov . 5,074071

56 ,47 oo 55
76,549444

78 ° 20 ' 12 " 2 4

76 8 16 , 16

67 :i 3 4 o , g 5

O / // r-
- 27  I7 () OO

— 32 52 48 , 96

— 28 58  2 , 42

107.

Primo nunc situm circulorum maximorum a locis Jieliocentricis terrae ad
locos geocentricos planetae ductorum determinabimus . Intersectionibus horum cir¬
culorum cum aequa tore , aut si manis illorum nodis ascendentibus , characteres
v( , 'K , adseriptos concipimus , distantiasque punctorum B , E ' , B"  ab his pun¬
ctis per A , A ', A" designamus . In maiori operationum parte pro A , yl ’, yt"  iaiu
?(, 7l", et pro S, 3 ', 3" iam A , A', A" substituere oportebit■ vbi vero yl,
yl ', yl ”, 3 , 3', 3" retinere oporteat, lector attentus vel nobis non monentibus fa¬
cile intelliget.
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Calculo facto iam inueniraus

l 79

Ascens . recta punctorum
7(, X , A" 235 ° 54' 57" 10 253’ 8' 57" 01

/ //7 > 7 51 17 10,74 90 1 3, 19
A , A ', A" 21 5 58  49,27 212 52 48 , 96
S , S', S" 56  26 54 , 19 55  26 5i , 79
7i'D , aiy , 7iir 25 54 52, i 5 5o 18 3, 25
%"£>, &'D” 55 5 26 , 55 5 i 5g 21, i 4f tr
e , e , e 47 1 54 , 6g 89 54  57 , 17

^logarithmi sinuum g, 8645525 9>9999885
log sin i s 9,8478971
log cos i s g, 85 io 6 i 4

276 ° 4 o' a 5" 87
i 5 i 5g 58 , o3
220 g 12 , g6

69 10 57 , 84
29 8 43 , 02
22 20 6,91
42 53 4 i , 17

g,8001910

In calculo art . i 38  pro l'  ascensio recta puncti 71' adhibebitur . Sic iuuenitur
log Ts in t .8,4868256 n
log T  cos t .9,2848162 n

Hinc t = 189 ° 2' 48 " 83 , log 7 '= 9,2902827 ; porro t -\ -y ~  279 0 5' 52" 02,
1 OgS.. . 9,01 io 566 n
log 7’sin (t + y ;9,2847950 n

vnde A' — <7 = 208 ° 1' 55" 64 , atque 17= 4° 5o' 55" 52.

In formulis art . i 4o pro a,  b  et — ipsos sin <5, sin S', sin (V'  retinere opor¬
tet , et perinde in formulis art . i 42 . Ad hos calculos habemus

71'D '— A" = 171 °5o' 8"18 log sin. g,i 5235o6 log cos.
%D' —A = 174 19 15,98 8,9954722 .
7S!'D — A" = : 172 54  i 3, 5g . 9,0917972
WD — A ' + (7 = 176 52 56 , 4g . 8,S 56 i 52o
HD " — A = 175 g 54, o5 .9,0755844
7£D" A'+ <t = 174 18 11,27 . 8,9967978

Hinc elicimus

10709 n
.9,9978629 n

logx = 0 ,921 l 85 o, logi? = 0,0812087 n

log x" = 0,811276 ^ , iog r = 0,0519691 71
log a = 0,1099088, a — + 287979°
logi

7
= o,i 8 io 4o4

= o, 07 ii 5 i 4 , vnde fit logi = o,i8io4o2 . luter hos duos valores



tantum non aequales medium log b — o,i8io4oo adoptabimus . Denique prodii
loge = i,o4oo2g5
d = + 0,4489906
loge — 9,2102894

quo pacto calculi pracliminares absoluti sunt.

Temporis interuallum inter obseruationem secundani et tertiam est dierum
09,874409 , inter primam et secundam dierum 60,900961 : hinc fit log 0 —  9,8062707
log == 9,7255555 . Statuimus itaque ad hypo thesin p rimam

x = log P =  9,8892776
y — % <2 = 9,6618290

Praecipua dein calculi momenta liaec prodeunt:
o + cr ~  20 0 8 ' 46 " 72
log Qc  sina »= 0,0282028

Hinc fit ralor verus ipsius z — 21° 11' 24" 5o , atque log r' = o,5509579 . Tres reli¬
qui valores ipsius c aequationi IV art . i4i satisfacientes in lioc casu fiunt

z = bo 4i 12
£ = 101 12 58

r = 199 24  7

e quibus primus tamquam approximaiio ad orbham terrestrem spectandus est , cuius
quidem aberratio , propter nimium temporis interuallum , longe liic maior est , quam
in exemplo praecedente . — E calculo

t . r- O / 11 / a,. .1Q0 12 2 48
«>//
<1. ...196 57 5o, 78
io gr . ..0,5647022
log r *. .. 0,5555758
i (« + u)---...266 47 5o, 47

.— 45 09 5, 55
2/ ' . .22 62 4o , 86
2/.
2/ ". .9 27 0, o5

Differentiam inter 2f'  et 2f -f - 2quae
tiemur , yt statuamus 2f ~ 10° 5' 4o 96,

rlteriori sequentes numeri resullant:

hic est o"56 , inter 2̂ et 2f'  ita disper-
/d / O /■■»/ r "2/ = 9 2b 59 9° -
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Corrigenda iam sunt tempora propter aberrationem , viti in formulis ai t. i 45
statuendum est AD ' — £— 7{D'
Habemus itaque
log /•. o,66170
log sia (AD ' — £)...9,76 -162
C . log sin $ .0,07918

75655

A + J- A “D ’— ’C = TxD'— A " + cT'
0«

' b •

]°gr ' .
iog(<r —*).
C . log sin S '.

log const ■/ 5;

7,96180
Reductio temporis 0,009222

Ilinc prodeunt
tempora correcta

Nov. 5,564852
56,466286
76,510202

0,55094 !og r .
9,75o38 log sin (A "D ' —-D- •••9,84220

.0,08 i5 1 C . log sin S“_
7,75655 log const.
7,94196 7 ,g 65 i 2
0,008749 0,009192

intcrualla

5o,90 i454

59,875966

Iogarilhmi

1,4899780

1,6006894

vnde deriuantur logaritbmi correcti quantitatum 0, 0 resp . 9,8062708 atque 9,7255699 ..
Incipiendo dein calculum elementorum ex r , r,  2/ ', 6 , prodit log ij =0,0051921,
sicuti ex 1r ' , 2 f ", 0" obtinemus log rf = 0,0017600 . Hinc colligitur log P'
= 9,8907512 , log Q' = 9,5712861 , adeoque

X = +0,0014766 , F = + 0,0094574

Praecipua momenta hy polh e sis secundae ,

liaec sunt

1! 1—4 C crq
w

= 9,8907612,

y — i°s Q = 9,5712864

co+ <7. .20 8 0 87

log Qc sin co .0,0576071

z . . .2112 6 , 09

log/ -' . .0,5507110

b. . . . 190 16 09 , qor. .. 196 52 4 o , 65

log r. .o, 565 o 642

log r" . .0,5569708

£ ( « " + « ) — ■ ... 267 610,76

i yu' — « ) . .. .— 45  59 4 ,oo

in qua statuimus
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3/ '. . 22 ° 52 / 8"6 (j

3/ -.
2/ ".

DifTcreutia o‘ 54  inter 2f'  et 2/ '-f 2f ", ila distribuenda est , vt statuatur 2/ '= 15° i ' 54 “45 ,
gtii O r* ' / "■ /

2J = y «)0 l 'i 24 .

Si operae pretium videtur , correctiones temporum hic denuo computare , in-

venietur pro ohseruatione prima 0,00916y, pro secunda 0,008742 , pro tertia 0,0092 .66,

udeoque tempora correcta Nov . 5,564 go 5, Nov . 56/166295 , Noy.  76,540280 . Hinc fit
log 6 . . . g,85ti27o3
log 0 ‘‘. . . y,72555 94

log 7 .
l° g 7". . . 0,0017410

logP ' . . . .9,8907268
log Q' . . . 9,5710595

Hoc itaque modo ex hypothesi secunda resultat
X = — 0,0000244 , Y — ——0,0002271

Denique in hypothesi tertia , in qua statuimus
x—  logi J = 9,8907268

/ = i° g Q = 9,5710695

praecipua calculi momenta ita se habent :

6) (T . .20 ° 8' 1*62 logr " .
log Qc  sin e,) .0,0570857 i (tt + ti ) . .
-. i («“— u) . —45 5g 4 , 19

log r . *f .
Y*. 2/.
Y“S . . . . igG 5s 44 , 45 *f .
log r .

Differentia o"58 hic ita distribuetur , vt statuatur 2/ = 15°i '5y" 20, vf = g °5o'io *47 *).

Quum differentiae omnium liorum numerorum ab iis , quos hypothesis se¬

cunda suppeditauerat , leuissimae sint , tuto iam concludere licebit , hypothesin ter-

* ) Haeccc differentia maiuscula , in onmibusque hypolhesibus tantum non aequalis , ad maxi¬

mam partem inde orta est , quod a dnabus fere partibus centesimis minuti secundi iusto minor,

logaritlunusqie ipsius b aliquot vilitatibus iusto maior erutus erat.

I
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tiain nulla amplius correctione opus Labituram , adeoque hypolhesin nonam super¬
fluam esse. Quocirca nunc ad calculum elementorum ex 2/ “', 0', / ' , r"  progredi li¬
cebit : qui quum operationibus supra amplissime iam explicatis contineatur , elementa
ipsa inde resultantia in eorum gratiam , qui proprio marte eum exsequi cupient,
Lic apposuisse sulliciet:

Ascensio recta nodi ascendentis in aequatore. .7 58° 4o' 58" q5
Inclinatio oi’bitae ad aequatorem . . . 11 12 4g, i3
Distantia perihelii a nodo illo ascendente . 320 1i 06,92
Anomalia media pro epoclia 1806 . 555 4 10 o5
Motus medius ( sidereus ) diurnus . . . . .. . 770 " 2662
cp. . . . . . . . . . . i4 9 3,91
Logarithmus semiaxis maioris . . . . . 0,4422458

i58.

Duo exempla praecedentia occasionem nondum suppedit anerunt , methodum
art . 120 in vsum vocandi : hypotheses enim successiuae tam rapide conuergebant,
vt iam in secunda subsistere licuisset , tertiaque a velitate vix sensibiliter aberraret.
Rcuera hocce commodo semper fruemur , qnartaque LypotLesi supersedere poteri¬
mus , quoties motus lieliocentricus modicus est , tresque radii vectores non nimis
inaequales sunt , praesertim si insuper temporum iuterualla parum inter se discre¬
pant . Quanto magis autem problematis conditiones liinc recedunt , tanto fortius va-
Jores prijni suppositi quantitatum P , Q a veris different , tantoque lentius valores
sequentes ad veros conuergent . In tali itaque casu tres quidem primae hypotheses
ita absoluendae sunt , vti duo exempla praecedentia monstrant ( ca sola differentia,

quod in LypotLesi tertia non elementa ipsa , sed , perinde vt in liypothesi prima et
secunda , quantitates 7] , 7f , P \ Q' , X , Y  computare oportet ) : dein vero haud am¬
plius valores postremi ipsarum P ', Q'  tamquam valores noni quantitatum P , Q m
LypotLesi quarta accipientur , sed hi per methodum art . 120 e combinalione trium
primarum hypothesium eruentur . Rarissime tunc opus erit , ad hypothesiu qumtani
secundum .praecepta art . 121 progredi . — Iam hos quoque calculos exemplo illu¬
strabimus , ex quo simul elucebit , quam late methodus nostra pateat ..

i5g.

Ad exemplum tertium  obscrualioncs sequentes Cereris eligimus , quarum
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prima Bremae a clar . Olbers , sccuada Gottingae a clar . Harding , tertia Lilieuthalii
a clar . Bessel instituta est.

Tempus medium loci
absentationis

Asc . recta Dacliu . boreal.

1800 Scpt . 5. i 5h 8 ' 54"
1806 Jan . 17. 10. 58 . 5 i
1806 M.aii 25. 10. 25 . 55

A rO r f r»90 5g 20
101 18 4o,6
121 56  7

0 / ~ 1122 21 20

5o 21 22,5
28 2 45

Quum methodi , per quas parallaxis et aberrationis rationem liabere licet,
si distantiae a terra tamquam omnino incognitae spectantur , per duo exempla prae¬
cedentia abunde iam illustratae sint : superfluae laboris augmen 'ationi in hoc tertio
exemplo renunciabimus , distantiasque approximatas e Commercio litterario clar . de
Zach (Vol . XI p . 284 ) eum in finem excerpemus , yt obseruationes ab effectu par¬
allaxis et aberrationis purgentur . Has distantias yna cum reductionibus inde deri¬
vatis tabula sequens exhibet:
Distantia Cereris a terra 2, 899 1, 658 2,964
Tempus , intra quod lumen ad terram descendit 2 5' 4 9" i 5' 28" 24' 2 1*
Tempus obseruationis reductum i2 h 45' 5" 1oh 45' 25” 9h 5g' 52k
Tempus sidereum in gradibus 555 ° 55' 0 1- r

97 09 210 4 l

Parallaxis ascensionis rectae + 1 9° + 0" 22 — 97
Parallaxis declinationis — 2, 08 — 1,90 — 2, o i

Problematis itaque data , postquam a parallaxi et aberratione liberata , tem¬
poraque ad meridianum Parisinum reducta sunt , ita se habent:

Asc . recta Declinatio

i 8o5. Sept. 5 . 1 2 h
/ /ii19 1* g5° 89' 25" 10 O / n o22 21  27 OO

1806. Jan. 17 IO i 5  2 101 18 4 o , 58 5o 21 2 4, 20
180S. Maii 25 9 55  18 121 56  8,97 28 ° 2 47,04

Ex his ascensionibus rectis et declinationibus deductae sunt longitudines
et latitudines adhibita obliquitate eclipticae 25° 27' 55“go , 25  27 ' 54' 5g , 20° 27'
55" 27 ; dein longitudines a nutatione purgatae sunt , quae resp . fuit + 17“5 1,
+ 17" 88 , + 18" 00 , posteaque ad initium anni 1806 reductae , applicata praeces¬
sione + l5 " 98 , — 2" 5g , — 19“ 68 . Denique pro temporibus reductis e tabulis
excerpta sunt loca Solis , vbi in longitudinibus nutatio praetermissa , contra prae-
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cessio perinde yt longitudinibus Cereris adiecta est . Latitudo Solis omnino neglecta.
Hoc modo numeri sequentes in calculo adhibendi resultauerunt:

Tempus i8o5 . Sept. 5, 5i556 i5g , 42711 265 , 698 t.5
/ //

a , a g5 ° 62' 18" 56 990 4g ' 5", 87 118° 5' 28"' 85

(3 , p , p — 0 5g 54 , 06 + 7 16 56 , 80 + 7 58 4g , 5g
i, i , r 542 54 56 , 00 117 12 45 , 25 24 i 58 5o , 71
logjl , log R ’, logR" 0, oo5i5i4 9>99 2986 i 0,0066974

Iam calculi praeliminares in artt . 106 — i 4o explicati sequentia suppeditant:
y>  y >

r/
7 558° 55’ n"

28 Og i56 c 52' u11 49 170° 48' 44" 79
8 , 8 , 8 ' 112 37 g,66 18 48 5£)j 81 125 52 52, 1 5

AD, AD ’, AD” i5 32 4i , 4o 252 42 *9> i4 i36 2 22, 58

AD, JD ’, AD” i58 45 4, 60 6 26 4i, 10 558 5 57, 00

S, E
//€ 29 18 8 , 21 170 52 % 08 i56 6 25, 25

<T = -  8 ° 52
r / n r4 o5

•

log a — 0, i84oig5 » a =— 1,52 7634o
log b = o,oo4og87
log c = 2,0066755
d = 117,60875
log e = 0,8568244
logx — 0,1611012
log x = 9,9 770819«
log ;. = 9,9164 ogon
logA"=  9,7620127 n

Interuallum temporis inter obserualionem primam et secundam est dierum

l55,9i575 , inter secundam et tertiam 125,97102 : hinc lit log 6 —o, 5358520 ,
d'

log 6" — o,5624o66 , log —̂ — = o,0265546 , log 66" — 0,6982686 . Iam praecipua

momenta Iiypoihesium trium primarum deinceps formatarum in conspectu sequenti
exiiibemus:

I II III

log P — X
i°g <? != /
<y+ <r

0,0265546
0,6982686
70 i5 ' i5 " 525

0,0266968
0,759 ° 1g°
7 14 47 109

O, 0266276
0, 748io55
7 3 i ^ 0 071

2 '±
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log Qc sin co 1,1 o 4605 o n 1,1975925 ?? 1,2066627 n
£ 7 0 09 018 7 0 2 ' 62 " 870

0 / /•»//
7 2 10 900

log /' o, 4 114726 0/1129571 0,4162107
£ 160 10 46 , 74 160 20 7 , 82 160 22 9 , 42
V 262 6 1,00 262 12 18 , 26 262 i 4  i9,4g

log r 0,4526904 0,4291775 0 ,4284841

log r“ 0,4094712 0,4071975 0 , 406 ^ 697

■§ (u + u) 262 55 25 , 22 262 57 6 , 85 262 57 5 i , 17

§ (u"— u) 273 28 5 o , g 5 276 29 i 5 , 06 276 29 19 , 5 G

2f 62 54  28 , 4 o 62 4 g 56 , 5 o 62 55  67 , 06

2f 01 8 5 o , o 5 5 1 i 5 5g, og 5 i 18 i 5,83
2f 3 i 25 58, 45 5 i 55  67 , 52 3i 55 45, 02
log ?; 0,0202496 o,o 2 o 3 i 58 o,o2o34g4

log ?/‘ 0,0211074 0,0212429 0,0212761

log P' 0,0256968 0,0266275 0,0256289

log Q’ o,759019° 0,748 io 55 0,7602557
X — 0,0008078 — 0,oooo 6 g 5 -f o,oooooi 4
Y + 0,0407604 + 0,0090865 -f 0,0021282

Iam designando tres valores ipsius X  per si , sl ', sl“ ; tres valores ipsius Y
per B , B ' , B" ; quotientes e diuisione quantitatum sl 'B" — sl "B' , A "B — AB ",
AB’ — sl 'B per eorundem aggregatum ortas resp . per k , k’, k", ita vt habeatur
k -\ -k' -±k!' = i , denique valores ipsorum log P' et log Q' in hypothesi tertia per 31
et A (qui forent valores noui ipsarum .t , y,  si hypotliesin quartam perinde e tertia
deriuare conueniret , vt tertia e secunda deriuata fuerat ) : e formulis ari . 120  facile
colligitur , valorem correctum ipsius x fieri =31 — k ( A ' + A' J) — k'A ", valorem-
que correctum ipsius y=  A— k ( B ' -\-B ") — k'B '\ Calculo facto prior eruitur
— o,o25655 i , posterior = o,75ogi45 . Hisce valoribus correctis iam hypotliesin
quartam  superstruimus , cuius praecipua momenta haec sunt:

G>+ (T. .7 0 i4 r 45" 247 log r .
log Qc  sin co .i,2og4284 n § (??"+ ??).... ...262 ° 57' 58" 78
z . i {u  — u) .. .
log r . . .... 62 55 16, 64
t. . 160 22 45 , 58 2f . . . . .5i 19 i, 49r. .262 i5 5, go 2f .
log r . . 0,4282792
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Inter 2f’  et 2f + 2f"  differentia o“o5 emergit , quam ita distribuemus , vt
statuamus 2f— 5 i ° 19' 1 47 , sf " = . 3 i ° 56' i 5" 17. Quodsi iam e duobus locis ex¬
tremis elementa ipsa determinantur , sequentes numeri resultant:

Anomalia vera pro loco primo . 289° 7'  09“ 75
Anomalia vera pro loco tertio . 352  2 56, 5g
Anomalia media pro loco primo . 297 4 i 55,65  '
Anomalia media pro loco tertio. 355 1622, 4g
Motus medius diurnus sidereus . 769,6755
Anomalia media pro initio anni 1806 . 022 55  62 , 51
Angulus cp. 4 37 57 78
Logarithmus semiaxis maioris . o, 442466 .1

Computando ex hisce elementis locum heliocentricum pro tempore obserua-
tionis mediae , inuenitur anomalia media 026 ° 1g/ 25" 72 , logarithmus radii vectoris
o,4io2825 , anomalia vera 620 ° 43 ' 54" 87 : haecce distare deberet ab anomalia vera
pro loco primo differentia 2f " , siue ab anomalia vera pro loco tertio differentia 2f,
adeoque fieri deberet = 520° 43 ' 54 ”92 , sieuti logarithmus radii vectoris = 0,4102817 :
differentia o"o5 in anomalia vera , octoque vilitatum in islo logarithmo nullius mo¬
menti censenda est.

Si liypotliesis quarta eodem modo ad iinem perduceretur , vt tres praece¬
dentes , prodiret X = o , Y = — 0,0000168 , vnde valores correcti ipsarum x } y  hi
colligerentur

x ~ logP = o ,0256351 (idem vt in hypotliesi quarta)
y = iog <2 = 0,7508917

Quibus valoribus si liypotliesis quinta superstrueretur , solutio vltimam quam tabu¬
lae permittunt praecisionem nancisceretur : sed elementa hinc resultantia vix sensi¬
biliter ab iis discreparent , quae liypotliesis quarta suggessit.

Vt elementa completa habeantur , nihil iam superest , nisi vt situs plani or¬
bitae computetur . Ad normam praeceptorum art . i 42  hic prodit

e loco primo e loco tortio

g . 554 ° 9' 44 "22 g". . . , 57 ° 5' o" 91
h .261 56  6 g4 h"— 161 o 1,61
i . 10 07 35,02 . 10 07 53,00

. 80 58 49,o6 . 80 58  49,10
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distantia perilielii a nodo ascendente . . . 65 2 4,47 . . . . : . . . . . 65 2 4,52
longitudo perihelii . . . i46 o 53, 55 .i46 o 55,62

Sumto itacpie medio statuetur i = io ° 07' 55'“01 , Q — 8o c 58 "4q" 08 , longitudo peri¬
lielii = i46 o'55"5'] . Denique longitudo nxedia pro initio anni 1806 erit =

160.

In expositione methodi , cui disquisitiones praecedentes dicatae fuerunt , in
quosdam casus speciales incidimus , vbi applicationem non patitur , saltem non in
forma ea , in qua a nobis exhibita est . Hunc defectum locum habere vidimus primo,
quoties aliquis trium locorum geccentricorum vel cum loco respondente lieliocentrico
terrae , vel cum puncto opposito coincidit ( casus posterior manifesto tunc tantum
occurrere potest , vbi corpus coeleste inter Solem et terram transiit ) :

secundo,  quoties locus geocentricus primus corporis coelestis cum tertio coincidit:
leriio,  quoties omnes tres loci geocentrici vna cum loco lieliocentrico terrae secundo

in eodem, circulo maximo siti sunt.

I11 casu primo situs alicuius circulorum maximorum AB , A 'B ', A "B‘lindeter¬
minatus manebit , in secundo atque tertio situs puncti B *. I11 hisce itaque casibus
methodi supra expositae , per quas , si quantitates/ 3, Q tamquam cognitae spectan¬
tur , e locis geocentricis lieliocentricos determinare docuimus , vim suam perdunt:
attamen discrimen essentiale hic notandum est , scilicet in casu primo hic defectus
soli methodo attribuendus erit , in casu secundo et tertio autem ipsius problematis
naturae ; in casu primo itaque ista determinatio vtique effici poterit , si modo me¬
thodus apte varietur , in secundo et tertio autem absolute impossibilis erit , locique
heliocentrici indeterminati manebunt . Haud pigebit , hasce relationes paucis euol-
vere : omnia vero , quae ad hoc argumentum pertinent exhaurire eo minus e re es¬
set , quod in omnibus his casibus specialibus orbitae determinatio exacta impossibi¬
lis est , vbi a lenissimis obseruationum erroribus enormiter afficeretur . Idem defe¬
ctus etiamnum valebit , quoties obseruationes haud quidem exacte , attamen proxime
ad aliquem horum casuum referuntur : quamobrem in eligendis obseruationihus huc
respiciendum , probeque cauendum est , ne adhibeatur vllus locus , vbi corpus coe¬
leste simul in viciniis nodi atque oppositionis vel cc ni unctionis versatur , neque ob¬
seruationes tales , vbi corpus coeleste in vltima ad eundem locum geocentricum pro¬
xime rediit , quem in prima occupauerat , neque demum tales , vbi circulus maxi¬
mus a loco heliocentrico terrae medio ad locum geocentricum medium corporis coe-

/
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lestis ductus angulum acutissimum cum directione motus geocentrici format , atque
locum primum et tertium quasi stringit.

161 .

Casus primi  tres subdiuisiones faciemus.

I . Si punctum B  cum A  vel cum puncto opposito coincidit , erit 8 — o vel
— 18o° • y , s' , s"  atque puncta D ', D"  indeterminata erunt ; contra y , y", e atque
puncta D , B*  determinata ; punctum C necessario coincidet cum A.  Per ratioci¬
nia , iis , quae in art . i4o tradita sunt , analoga , facile elicietur aequatio haecce:

sin (z — < 7) B'  sin 8'  sin {A 'D — 8 ")
Ii'  sin 8"  sin {/I D — er)

: n snuz n

Omnia itaque , quae in arlt . i4i, i 42 exposita sunt , etiam huc transferre licebit,
si modo statuatur a — o , atque b per ipsam aequationem 12  art . i4o determinetur,

quantitatesque
n r n y

perinde vt supra computabuntur . Iam simulae Z' n ' n

adeoque situs puncti C'  innotuit , assignare licebit situm circuli maximi CC', huius
intersectionem cum circulo maximo A 'B’  i . e. punctum C", et proin arcus CC',

CC ", CC"  siue 2f ", 2f ', 2 f : hinc denique habebitur r = '——— • ?
„ nr  sin 2f"

r = - /r~ *— : '~p ~ .n sm 2J
II . Ad casum eum , vbi punctum B" cum A"  vel cum puncto opposito

coincidit , omnia quae modo tradidimus transferre licet , si modo omnia , quae ad
locum primum spectant , cum iis , quae ad tertium referuntur , permutantur.

III . Paullo aliter vero casum eum tractare oportet , vbi B'  vel cum A'  vel
cum puncto opposito coincidit . Hic punctum C'  cum A'  coincidet ; y , e , s"  pun¬
ctaque D , D ", B*  indeterminata erunt : contra assignari poterit intersectio circuli
maximi BB"  cum ecliptica * ) , cuius longitudo ponatur Per ratiocinia,
iis , quae in art . i4o euoluta sunt , similia , eruetur aequatio

B  sin 8 sin (A "D' — 8 ") , , sinrr _ „
o n f/x8 “ s\w(/lD' —- cf \ Jr ni  jp s;n Q"— j' — ^ n

Designemus coelficientem ipsius n,  qui ccnucnit cum a  art . i4o,  per eundem cha¬
racterem a , coeffieientemque ipsius n r  per /9 : ipsum a  hic etiam per formulam

*) Ocni ratius , exnn circulo maximo ./IA " : sed breuifatis caussa eum tantummodo casum hic
consideramus , vbi ecliptica tamquam planum fundamentale accipitur.



7?sin (/ ' -f- ir —/ ) .
a— — -1 '—determinare licet . Habemus itaque o = an + fin'fi il ',

emergit
n ( n + n \ ,

qua aequatxone cum Jus combinata 1 = —— , (4 = 2 l — — — 1 Jr

lj £±LLr->+,.',+lQ= 0
vncle distantiam r'  elicere poterimus , siquidem non fuerit fi 1= 0,  in quo casu ni-
liil aliud illinc sequeretur , nisi P = — a.  Ceterum etiamsi non fuerit fi = o ( ybi
ad casum tertium in art . sequ . considerandum delaberemur ) , tamen semper fi  quan¬
titas perexigua erit , adeoque P  parum a — a differre debebit : liinc vero manife¬

stum est , determinationem coefficienlis

ylla praecisione determinabilem esse.

/? (P + 0
P + a

Porro habebimus
/ /n r PAra f t71r

valde lubricam fieri , neque adeo r\

P + a
n fi

yt in art . i 45  facile euoluentur aequationes
sin y

n fiP
: dein simili modo

/ tn r
r sm l,  : n sin e sin (/ "— l ')

n <>//r  sm £ = •
/ tn r sm 17

n — sin (l ' — /)

/■sin (d— AD ’) = fiP

sin e
sin/ " . „—-sm (l — AD)
sm 7

e quarum combinatione cum aequatt . VIII et IX art . iAj , quantitates r , r ",
determinare licebit . Calculi operationes reliquae cum supra descriptis conuenient.

162.
In casu secundo,  vbi B"  cum B  coincidit , etiam D'  cum iisdem vel cum

pulicto opposito coincidet . Erunt itaque AD' — S et A D' — n"  vel = 0 vel — 18o°:
vnde ex aequationibus art . i 46  deriuamus

nr  sin fi R sin S
u — sine * sin(z+ A'D —S')

tir _ sin fi  R  sin cT
n — sine " * sin (z + A 'D‘ — S ' )

P sin Jsine " sin (z -\-A 'D" — S' ) — PR sin S" sine sin (z + A 'D — S' )
Hinc manifestum est , z,  independenter a Q,  per solam P  determinabilem esse
(nisi forte fuerit A 'D ' — A 'D  vel = A 'D _+ _ 180 °, vbi ad casum tertium dehibere¬
mur ) : inuenta autem z,  innotescet etiam fi,  et proin adiumento valorum quantita-
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lum
/ fn r 11/ V 71 71 / ^ \

etiam —r et ; hinc denique etiam Q =s 2 [ — + ~~r — i ) r l.
n. n \ n n J

n ' n n ii

Manifesto igitur , P  et Q tamquam data ah inuicem independentia considerari ne¬
queunt , sed vel vnicum tantummodo datum exhibebunt , vel data incongrua . Si¬
tus punctorum C , C"  in hoc casu arbitrarius manebit , si modo in eodem circulo
maximo cum C'  capiantur.

In casu tertio , vbi sf , 13, 13', E!  in eodem circulo maximo iacent , 1)  et D‘  resp.
cum punctis B ", B,  vel cum punctis oppositis coincident : hinc e combinatione ae-

. . . . trTTT . „ /2 “sin (T sine 1?“sinti" — l ')quationum VII , VIII , IX art . i 43  colligitur P = —71 —;— — -7—— —nr —77 - —•
^ 0 B  sm dsnif 11  sui Kl —/)
In hoc itaque casu valor ipsius P,  per ipsa problematis data iam habetur , adeo-
que positio punctorum C, C , C"  indeterminata manebit.

160.

Methodus , quam inde ab art . i 36  exposuimus , praecipue quidem determi¬
nationi primae orbitae penitus adhuc incognitae accommodata est : attamen successu
aeque felici tunc quoque in vsurn vocatur , vbi de correctione orbitae proxime iam
cognitae per tres obseruationes quantumuis ab inuicem distantes agitur . In tali au¬
tem casu quaedam immutare conueniet . Scilicet quoties obseruationes motum he-

6"
liocentricum permagnum complectuntur , haud amplius licebit , atque 00" tam¬

quam valores approximatos quantitatum P , Q considerare : quin potius ex elemen¬
tis proxime cognitis valores multo magis exacti elici poterunt . Calculabuntur itaque
leui calamo per ista elementa pro tribus obseruationum temporibus loca hcliocentrica
in orbita , vnde designando anomalias veras per v, v. radios vectores per r , / , r'
semiparametrum per p,  prodibunt valores approximali sequentes :

r sin (v' — v) 4r 4 sin ■§ (v - v)  sin a (v"— v )P '==1 77V~•> V —r  siu {v — v) 5 x p  cos i (p"— v)
His itaque hypotliesis prima superstruetur , paullulumque ad libitum immutatis se¬
cunda et tertia : haud enim e re esset , P'  et Q'  hic pro nouis valoribus adoptare ( vti
supra fecimus ) , quum hos valores magis exactos euadere haud amplius supponere li¬
ceat . Hac ratione omnes tres hypo theses commodissime simul  absolui poterunt : quarta
clein secundum praecepta art . 120 formabitur . Ceterum haud abnuemus , si quis vnam
alteramue decem methodorum in artt . 124 - 129 expositarum in tali casu si non magis
tamen aeque fere expeditam existimet , ideoque in vsum vocare malit.

V 4
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SECTIO SECYNDA
Determinatio orbitae e quatuor obseruationibus , quarum duae tantum

completae sunt.

i6i.

Iam in ipso limine Libri secundi ( art . 1i 5 ) dcclarauiinus , vsum problema¬
tis in Scct . praec . pertractati ad eas orbitas limitari , quarum inclinatio nec euane-
scit , nec nimis exigua est , determinationemque orbitarum parum inclinatarum ne¬
cessario quatuor obseruationibus superstrui debere . Quatuor autem obserua 'iones
completae , quum octo aequationibus aequiualeant , incognitarumque numerus ad sex
tantum ascendat , problema plus quam determinatum redderent : quapropter a dua¬
bus obseruationibus latitudines ( siue declinationes ) seponere oportebit , vt datis re¬
liquis exacte satisfieri possit . Sic oritur problema , cui haec Sectio dicata erit : so¬
lutio autem , quam hic trademus , non solum ad orbitas parum inclinatas patebit,
sed etiam ad orbitas inclinationis quantumuis magnae pari successu applicari poterit.
Etiam hic , perinde vt in problemate Sect . praec . , casum eum , vbi orbitae dimen¬
siones approximatae iam in potestate sunt , segregare oportet a determinatione prima
orbitae penitus adhuc incognitae : ab illo initium faciemus.

i65.

Methodus simplicissima , orbitam proxime iam cognitam quatuor obserua-
tiouibus adaptandi , haec esse videtur . Sint x , y distantiae approximatae corporis
coelestis a terra in duabus obseruationibus completis : harum adiumento computen¬
tur loci respondentes lieliocentrici , atque hinc ipsa elementa : ex his dein elemen¬
tis longitudines vel ascensiones rectae geocentricae pro duabus reliquis obseruatio¬
nibus . Quae si forte cum obserualis conueniunt , elementa nulla amplius correctione
egebunt : sin minus , differentiae X , Y  notabuntur , idem que calculus iterum bis re¬
petetur , valoribus ipsarum x , y  paullulum mutatis . Ita prodibunt tria systemata
valorum quantitatum x , y  atque differentiarum X , Y,  vnde per praecepta art . 120
valores correcti quantitatum x } y  eruentur , quibus valores X — O, Y = o respon¬
debunt . Calculo itaque simili huic quarto systemati superstructo elementa emergent,
per quae omnes quatuor obseruationes rite repraesentabuntur.

Ceterum , siquidem eligendi potestas datur , eas obseruationes completas re¬
tinere praestabit , e quibus situm orbitae maxima praecisione determinare licet , proin
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duas obseruationes extremas , quoties motum lieliocentricum go graduum minoremue
complectuntur . Sin vero praecisione aequali non gaudent , earum latitudines vel
declinationes sepones , quas minus exactas esse suspicaberis.

166.

Ad determinationem primam orbitae penitus adhuc incognitae e quatuor ob-
seruationibus necessario eiusmodi positiones adhibendae erunt , quae motum helio-
centricum non nimis magnum complectuntur : alioquin enim careremus subsidiis ad
approximationem primam commode formandam . Methodus tamen ea quam statim
trademus extensione tam lata gaudet , vt absque haesitatione obseruationes motum
lieliocentricum 5o vel 4o graduum complectentes in vsum vocare liceat , si modo

distantiae a Sole non nimis inaequales fuerint : quoties eligendi copia datur , tempo¬
rum interualla inter primam et secundam , secundam et tertiam , tertiam et quar¬
tam ab aequalitate parum recedentia accipere iuuabit . Sed hoc quoque respectu
anxietate nimia haud opus erit , vti exemplum subnexum monstrabit , ybi tempo¬
rum interualla sunt 48 , 55 et 5g dierum , motusque heliocentricus vitra 5o°.

Porro solutio nostra requirit , vt completae sint obseruatio secunda et ter¬
tia , adeoque latitudines vel declinationes in obseruationibus extremis negligantur.
Supra quidem monuimus , praecisionis maioris gratia plerumque praestare , si ele¬
menta duabus obseruationibus extremis completis , atque intermediarum longitudini¬
bus vel ascensionibus rectis accommodentur : attamen in prima orbitae determina¬
tione huic lucro renuntiauisse haud poenitebit , quum approximatio expeditissima
longe maioris momenti sit , iacturamque illam , quae praecipue tantum in longitudi¬
nem nodi atque inclinationem orbitae cadit , elementaque reliqua vix sensibiliter af¬
ficiat , postea facile explere liceat.

Breuitatis caussa methodi expositionem ita adornabimus , vt omnes locos

ad eclipticam referamus , adeoque quatuor longitudines cum duabus lattudinibus
datas esse supponemus : attamen quoniam in formulis nostris ad terrae latitudinem
quoque respicietur , sponte ad eum casum transferri poterunt , vbi aequator tam¬
quam planum fundamentale accipitur , si modo ascensiones rectae ad declinationes
in locum longitudinum et latitudinum substituuntur.

Ceterum respectu nutationis , praecessionis et parallaxis , nec non aberra¬
tionis , omnia quae in Sectione praec . exposuimus etiam hic valent : nisi itaque
distantiae approximatae a terra aliunde iam innotuerunt , vt respectu aberrationis
methodum I art n8 in vsum vocare liceat , loca obseruata initio tantum ab aber-

a5
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ratione lixarum purgabuntur , temporaque corrigentur , quamprimum inter calculi
decursum distantiarum determinatio approximata in potestatem venit , vti infra da¬
rius elucebit.

167.

Solutionis expositioni signorum praecipuorum indicem praemittimus . Erunt
nobis

t,  t ' , t\ t"  quatuor obseruationum tempora
a , a , a , a"  corporis coelestis longitudines geocentricae
/3 , (j , fi", fi'" eiusdem latitudines
r , r ' , r " , r " distantiae a Sole
p , (/ , p“, p'" distantiae a terra
/ , L' , l" , terrae longitudines lieliocentricae
jB, -Z ^ , /i , /i terrae latitudines lieliocentricae
R x R , R ", R"  terrae distantiae a Sole.
(« 01) , (/112 ) , (n 25) , (« 02) , (u i 5) areae duplicatae triangulorum , quae resp . in¬
ter Salem atque corporis coelestis locum primum et secundum , secundum  et ter¬
tium , tertium et quartum , primum et tertium , secundum et quartum continentur.
(1701) , (/712) , (1725) quotientes e diuisione arearum £ (« 01) , j (ni2 ) , ^ (n 20)  per
areas seclorum respondentium oriundi.

p , _ O 12) (" 12)
^ (noi ) ’ 20)

-2)
/ _(„o, ) + fa. 2) _ \ r„ Q. / ■»)..+ (^ £3 )- \^ \ ^ 02) ) \ (« ^ ) )

. "i

V , C ", corporis coelestis longitudines in orbita a puncto arbitrario numeratae.
Denique pro obseruatione secunda et tertia locos heliocentricos terrae in sphaera
coelesti per R,  R  denotabimus , locos geocentricos corporis coelestis per B ' , B “,
eiusdemque locos heliocentricos per C , C“.

His ita intellectis negotium primum perinde vt in problemate Sect . praec.
(art . i5f)  consiste ! in determinatione situs circulorum maximorum , R 'C"B '\
quorum inclinationes ad eclipticam per 7% y"  designamus : cum hoc calculo simul
iungetur determinatio arcuum RB ' — S' , R 'B " — S". Hinc manifesto erit

r — \J (p 'pr + 2 p' R  cos S' + R 'R)
r " — \ / q“Q + 2 p" R  cos S"+ R R )

siue statuendo p' + R  cos S' = « , p "+ R cos S“— x’, R'  sin S' = a } R“  sin <T = a ,
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r — \/ (x'x' + a a)
U / / li H . II ir vr = y [x x 4-a a )

168.

Combinando aequationes 1 et 2 art . 112 , prodeunt in signis disquisitionis
praesentis aequationes sequentes:

0 — (n 12) R cos B  sin (/ — ct) — (/1  02 ) ( (/ cos fi  sin (a — «) + R  cos B'  sin (l' — «))
+ ( « 02 ) ( (/ ' cos fi'  sin (a — ct ) + B." cos B"  sin (Z" —

o = (ri 23) ( (/ cos fi  sin (a "— a) + R ' cos B ' sin (ct'"— /')) - (n  13) ( (/ ' cos fi'  sin (a - a ")

+ R " cos B"  sin (et” — /")) + (n 12) i ?” cos sin ( a" — t" )
Hae aequationes , statuendo

R?  cos B'  sin (/' — a)
cos fi  sin (a ' — a)

R"  cos / i " sin (a " —  Z")
cos fi'  sin (a ”— a ")

i?' cos B’  sin (a — f)
cos fi  sin (a" — a ')

R'  cos B"  sin (Z" — ct)

■R' cos S' = b'

— i ?" COS (5* = 5"

cos fi’  sin xa' — «)
g cos B  sin (l — ct)

R'  cos (£' = x

■K  cos d = x

cos fi‘  sin (a " — «)
iZ1" cos g' " sin («"' — Q

cos fi  sin (a " — « )
cos fi  sin (ct' — a ) ,

7P • t " — B'cos p  sin (a — ct )
cos p sm (ct — a ) _ v• / i" '\ B*.
cos p  sin (ct — ct)

omnibusque rite reductis , transeunt in sequentes

^ + x„ + ;p i
1 +

1 +

(x'x' -f CLCl)  *

" ( 14 -P ") (x" + b")
Q" ■= *' + *' 4.

/ n n , n ff\ i(xx 4- a a

1



siue , statuendo insuper
— x"— 2P' = c , ju (i + P ') = d'
— x — X’P "- c", fit"( I + P ") = d"

in hasce

d! (V + b')I n _ _ / ,. X = C +

1 +/TT
Q'

II. .x' = c"+

(.xV + c/«0 i
d"  0 " -J- Z>")

i + ///// , // //d(.x x + a a
Adiumento harum duarum aequationum x'  et x” ex d , b' , c' , d?, Q' , 6" , c",
d" , Q", determinari poterunt . Quodsi quidem x vel x"  inde eliminanda esset , ad
aequationem ordinis permagni delaberemur : attamen per methodos indirectas in¬
cognitarum x' , x"  valores ex illis aequationibus forma non mutata satis expedite
elicientur . Plerumque valores incognitarum approximati iam prodeunt , si primo Q'
atque Q"  negliguntur ; scilicet

c" + d" (b" + c') + d' d" b'
i — d' ax =

x" — c’+ d’ b' + c”) + d' d" P
i — d' d’

Quamprimum autem vaior approximatus alterutrius incognitae habetur , valores ae¬
quationibus exacte satisfacientes facillime elicientur . Sit scilicet vaior approxi¬
matus ipsius x , quo in aequatione I substituto prodeat x" — perinde substituto
x" — X in aequatione II prodeat inde x' —X' ■, repetantur eaedem operationes , sub¬
stituendo pro x'  in I valorem alium g + v,  vnde prodeat x" —| " -f -d ', quo valore
in II substituto prodeat inde x' = X' + N'. Tum vaior correctus ipsius x' erit(r-
- I + ^ JV'
(£' — XV

■X ) v’  I ' 2V'
' N'

X' v'

IV' - v

^ ^ , valorque correctus ipsius x" = | " -f

Si operae pretium videtur , cum valore correcto ipsius x'  alioque

leuius mutato eaedem operationes repetentur , donec valores ipsarum .x' , x"  aequa¬
tionibus I , II exacte satisfacientes prodierint . Ceterum analystae vel mediocriter
tantum exercitato subsidia calculum contrahendi haud deerunt.

In his operationibus quantitates irrationales uxV+ da ) ^ , (x" x" + d ' d ') i
commode calculantur per introductionem arcuum ri , z", quorum tangentes resp.
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aunt ■
a a

vnde litx ’ x

y/ (x'x' + ci a) = r —

\/ (x"x"-f - a"ct") = r"—

a x
sin z

tatt
cos z

I
X

rr

sin z cos js

Hi arcus auxiliares , quos inter o et 180° accipere oportet , vt r , r'  positiui eua-
dant , manifesto cum arcubus C' B ' , C 'B"  identici erunt , vnde patet , hacce ratione
non modo r et r " , sed etiam situm punctorum C' , C"  innotescere.

Haecce determinatio quantitatum x , x"  requirit , vt a , a " , b' , b" , c , c",
d ' , d" , Q' , Q"  cognitae sint , quarum quantitatum quatuor primae quidem per
problematis data habentur , quatuor sequentes autem a P ' , P"  pendent . Jam quan¬
titates P' , P , Q , Q\  exacte quidem nondum determinari possunt ; attamen quum
habeatur

III . P ’ —

IV . P " =

t: (ji °0
t' — t ■ (i/ 12)
f — l'  ( ;/ 25 )

f — t"  ( v 12)

V . Q'= i  H- (t' — t ) (t /') 71

/ /rr
{t} 01) (^ 12) cos i (y' — v)  cos i (v"— v)  cos| {c"— v)

rr rrr r
/ \ / rr . / n r\ T / W /A I , /" /A»
(/712 ) (?̂ 2o ; cosi (E — v ) cosi {v —vjcosx n̂ —v )vi . Q"= u -Ht " - 0 (t - O - y;

statim adsunt valores approximali
, t" — t' „ t" — t'

1 — t ’— t ’ ~ f — t”

Q' = I kk (/ — t) (t" — / ) , Q" = M (t" — / ) t '"- • t")
quibus calculus primus superstruetur . »

169.

Absoluto calculo art . praec . ante omnia arcum C'C"  determinare oportebit.
Quod fiet commodissime , si antea perinde vt in art . 157 intersectio D  circulorum
maximorum A ' C ' B ' , A ''(J 'B" , mutuaque inclinatio e eruta fuerit : inuenietur dein
ex e , CD = z + B 'D , atque C"D — z + B "D , per formulas easdem quas in
art . 14 1 tradidimus , non modo C'C" = v" — v' , sed etiam anguli (11, u ) , sub
quibus circuli maximi AB ' , A "B"  circulum maximum CC'  secant.



Postquam arcus v"
aequationum

r  sin (y — v) = -

— v inuentus est , v' — v et r  eruentur e combinationo

// • / rr f\r  sm (p — p)
p r

• / f , rfr sm (p — p + p — p)

et perinde r"  atque v“

i +P ' r  sin (y" — v)
P' ‘ Q'

1 4- r j
I r i

i” • / m r/\r sin (y — v ) =

m • / m n,it sm [y — v + v

v'  e combinatione harum
r  sm (■v — v )

P

<0  = i + P " t " sin (v” — v ')
p"

1 + " 3

Omnes numeri hoc modo inuenti exacti forent , si ab initio a valoribus reris ipsa¬
rum P ’, P ” , Q' , Q"  proficisci licuisset : tumque situm plani orbitae perinde vt in
art . i4g vel ex yfC ' , u et y\  vel ex A "C" , u" et y"  determinare conueniret , ip-
sasque orbitae 'dimensiones vel ex r , /•" , t' , i" , et v" — v , vel , quod exactius
esi , ex r , r '", t , i “, et v" - v.  Sed in calculo primo haec omnia praeteribimus,
atque in id potissimum incumbemus , vt valores magis approximatos pro quanti¬
tatibus P ' , P " , Q' , Q"  obtineamus . Hunc finem assequemur , gi per methodum
inde ab art . 88 expositam

— t eliciamus (7701)
t" — t' . [r/ 12)

ex r , r , v — v , t
r n trr , r , v ■

v ■(j) 23 )

Has quantitates , nec non valores ipsarum r , r } r ", r 0, cos ? (v' — v) etc . in formu^
lis III - VI substituemus , vnde valores ipsarum P \ Q', P ”, Q"  resultabunt multo ma¬
gis exacti quam ii , quibus hypothesis prima superstructa erat . Cum illis itaque
hypothesis secunda formabitur , quae si prorsus eodem modo vt prima ad finem
perducitur , valores ipsarum P ', Q', P ", Q"  multo adhuc exactiores suppeditabit , at¬
que sic ad hypothesin tertiam deducet . Hae operationes tam diu iterabuntur , do¬
nec valores ipsarum P ', Q', P ", Q"  nulla amplius correctione opus habere videantur,
quod recte indicare exercitatio frequens mox docebit . Quoties motus heliocentricus
paruus est , plerumque prima hypothesis illos valores iam satis exacte subministrat:
si vero ille arcum maiorem complectitur , si insuper temporum interualla ab aequa¬
litate notabiliter recedunt , hypotliesibus pluries repetitis opus erit ; in tali vero casu
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hypotheses primae magnam calculi praecisionem haud postulant . In vltiina denique
hypothesi elementa ipsa ita vt modo indicauimus determinabuntur.

170.

In hypothesi prima quidem temporibus non correctis t , / , t\ f  vti oporte¬
bit , quum distantias a terra computare nondum liceat : simulae vero valores appro-
ximati quantitatum x\ x" innotuerunt , illas distantias quoque proxime determinare
poterimus . Attamen quum formulae pro p et p'" hic paullo complicatiores euadant,
computum correctionis temporum eousque differre conueniet , vbi distantiarum valo¬
res satis praecisi euaserunt , ne calculo repetito opus sit. Quamobrem e re erit , hanc
operationem iis valoribus quantitatum x } x superstruere , ad quas hypothesis pen-
vltima produxit , ita vt Adtima demum hypothesis a valoribus correctis temporum
atque quantitatum P ', P ", Q', Q"  proficiscatur . Ecce formulas , ad hunc finem in
vsum vocandas:

VII . q' — x' — R'  cos S'
VIII . p"= x"— tfcosS"

IX . p cosft = ; — R cos B  cos (a - Z) + — ——7y—( q cos/3'cos (a - a)-}-i2'cos E'cos(l'- a) \
^ (i +yr) V '

- pr p̂ "cos ft"  cos (a — a ) + R”  cos B"  cos (/ "—
1+ P'  1

X . p sin /3 = — R  sin B +- p — (Q sin R 'sm.B ') — -pr (*p "sin 0 + R”  sin B”  )

XI . n” cos /?"'= — R “cosB "' cos (a '"- / '") + - ,y (q" cos 0'  cos ( d"— a ") +

R’  cos B"  cos (a *— 7")^ — pr - ^ >' cos0  cos (a'"— d) + R'  cos B'  cos (a'"— 0^

XII . p ' sin 0 "= — R"  sin ZT + —- -- - -y -(p"sin 0 ' + R"  sin ii ")
^ ( 1+ ' aO

— -pz - ( p' sin/ 9' +■R'  sin B ' )
Formulae IX - XII nullo negotio ex aequationibus 1 , 2 , 5 art . 112 deriuantur , si
modo characteres illic adhibiti in eos quibus hic ytimur rite conuertuntur . Mani-
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festo formulae multo simpliciores euadunt , si B , B \ B“  euanescunt . E eonibina-
tione formularum IX et X non modo g sed etiam /? , et perinde ex XI et XII prae¬
ter r"  etiam 0  demanat : yalores harum latitudinum cum obseruatis ( calculum non
ingredientibus ) , siquidem datae sunt , comparati ostendent , quonam praecisionis
gradu latitudines extremae per elementa sex reliquis datis adaptata repraesentari
possint.

171 . .

Exemplum ad illustrationem huius disquisitionis a Besta  desumere conue-
niet , quae inter omnes planetas recentissime detectos inclinatione ad eclipticam mi¬
nima gaudet *). Eligimus obseruationes sequentes Bremae , Parisiis , Lilienthalii et
Mediolani ab astronomis clarr . Olbers , Bouvard , Bessel et Oriani institutas:

Tempus med . loci obseruationis Ascensio recta Declinatio

1807 Martii fio, 12 1155' 17"
Maii 17, 8 16 5
Iulii n , 10 fio 19
Sept . 8, 7 22 16

l85 ° 62' 4o " 8

178 56 42 , 5
189 4g 7,7
212 5o 3,4

11° 54' 27 ' Bor.
11 59 46 , 8 —
fi 9 10, 1 —
8 58 17,0  Austr.

Pro iisdem temporibus e tabulis motuum Solis inuenimus

longit . Solis ab
aequin . app.

nutatio distantia a terra latitudo
Solis

obliquitas eclipt.
apparens

Martii 3o 90 21 ' 59" 5 + 16, 8 0,9996448 + o "23 25° 27 ' 5o*82
Maii 17 55 56 20 , 0 + 16, 2 1,0119789 — 0,63 4q, 85
Iulii 11 108 54 55 , 3 + 3 1,0165795 — o,46 49>
Sept . 8 i65 8 57,1 + 16,7 1,0067421 + 0,29 49,26

Iam loca obseruata planetae , adhibita eclipticae obliquitate apparente , in
longitudines et latitudines conuersa , a nutatione et aberratione fixarum purgata,

*) Nihilominus haec inclinatio etiamnum satis considerabilis est , vt orbi (ac, .de ter mi nationem
satis tuto atque exacte tribus  obseruationibus superstruere liceat : reuera elementa prima , quae
hoc modo ex obseruationibus 19 tantum diebus ad inuicem distantibus deducta erant ( vid . V on
Zacli Monatl . Corresp . Vol . XV . p . 5g5 ) , proxime iam accedunt ad ea , quae hic ex  obseruationi-
bus quatuor , 162 diebus ad inuicem dissitis , deriuabuntur.
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tandemque demta praecessione ad initium anni 1807 reducta sunt , dein e locis Solis
ad normam praeceptorum art . 72 deriuata sunt loca terrae ficta ( vt paraliaxis ratio
habeatur ) , longitudinesque demta nutatione et praecessione ad eandem epocham trans¬
latae ; tandem tempora ab initio anni numerata et ad meridianum Parisinuin redu¬
cta . Hoc modo orti sunt numeri sequentes :

it, t\ t \ t"' 89,5o5162 i57,5445o2 192,4i 9002 261,288102_ / « /2/cc, a , « , « 178° 43' 58*87 / 0 t n 0I74 1 OO Ot) 187 4o 42 20 >-rO r-r ■■f r-n r *re*2 10 01 10 00
^ 12 27 6, 16 10 8 7,80 6 47 25, 51 4 20 21,60

/ , / 7, r , r 189 21 33 , 71 255 56 o,63 288 55 20 , 52 545 9 18,69
loggi ?, X , R \ x 9,9997990 0,0051376 0,0071739 0,0000625

Hinc deducimus

y = 168 ° 32' 4 i "34 , S ' — 62° 25'  i ”88 , Iog d~  9,9026104
y ~  173 5 i5, 68, S“= 100 45  i, 4o, loga — 9,9994809
V — —11,009449 , x — —1,080006 , log ^ = 0,0728800 , log a' = 9,7109702 n
b"= — 2,082006 , X = + 6,022006 , log/ '= 0,0798012 n, log jbb— 9,8087061
A ’D~  67 ° 17' 01"5o , A "D = 89° 21' ix" 84 , e = 9 ° 5' 5"48
B 'D = — 25 5 i3,58 , B "D = — 11 20 49, 56
His calculis praeliminaribus absolutis , hypothesin primam  aggredimur . E tem¬
porum interuallis elicimus

log k (t ' — t) = 9,9153666
log £ (/ — / ) = 9,9765309
log k (t*— t") = o,oo54651

atque hinc valores primos approximatos
log P ' — 0,06117 , log ( i + P ' ) = 0,30269 , IogQ ' = 9,69087
logP "= 9,97107 , log ( i + P ") = 0,28681 , logQ "= 9,68097

hinc porro
c' = — 7,68661 , log d = 0,0 4666 n
c"= + 2,20771 , log cf = o,i2552

Hisce valoribus , paucis tentaminibus factis , solutio sequens aequationum I , II eli¬
citur :

/ = 2,oi856 , z = 23 ° 58/ 17", log / = o,34g5i
x"=  1,95745 , 2" = 27 2 o , log 7-"= o,34ig4

Ex 2' , 2' atque e eruimus C 'C "— p”— v = 17 ° 7' 5": hinc e' — e,
per aequationes sequentes determinandae erunt:

26
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log r sin (v' — v) = 9,74942 , log r  sin ('v — v + 17 0 7' 5") = 0,07000
logr sin (n — y ) = 9,8^729 , Iogr sm (e —v + 1 7 7 5 ) = 0,10700

vnde eruimus

— v = i4 ° i4 ' 62" , log r = o,55865
/ "— v" = 18 48 55 , log r = 0,55887

Denique inuenitur log (/i 01) = o,oo426 , log (/2 12) = o,oo5gg , log (re 525) = 0,00711,
atque liinc yalores correcti ipsarum P' , P" , (/ , Q"

log P ' = o,o5g4 4, log (4 = 9,60574
logP "=  9,97219 , logQ " — 9,6 958 i

quibus liypothesis secunda  superstruenda erit . Huius praecipua momenta ita se
habent:

c' = — 7,67820 , log d' = o,o45756 re
/ = + 2,21061 , log </ ' = 0,126o54
»' = 2,o55o8,z ' = 25° 47 ' 54" , logr ' = o, 546747
»"= 1,94290 ,z = 27 12 25 , logr " = o, 55 9575
C t = v — -0 = 17 80
/ — v = i4 ° 21 ' 56 ", log r — 0,554687
/ ' — / ' = 18 5o 45 , log r ' = o,534564
log (re 01) = o,oo4559 5 l°g (« 12) = 0,006102 , log (12251= 0,007280

liinc prodeunt valores denuo correcti ipsarum P ' , P " , Q' , Q"
log P ' = o ô5g426 , log Q' = 9,604749
log P " = 9,972249 , log Q" — 9,6 97 564

quibus si ad tertiam hypothesin  progredimur , numeri sequentes resultant:
c' = — 7,67815 , log d' =0,046729/2
c" = + 2,21076 , loge/ ' —0,126082
.-v' = 2 ,o 5255 , z — 25 ° 48 ' 14", Iogr ' = 0,546655
»" = 1,94255 , z" — 27 12 4g , log / = 0,559276
C G = 0 — -0 = 1784
v — v = i4 ° 21' 49", logr = 0,554522
v“— / '= 18 5i 7, log r '"= 0,554290
log (2201) = o,oo4563 , log (/212) = 0,006106 , log (/225) = 0,007290

Quodsi iam ad normam praeceptorum art . praec . distandae a terra supputantur,
prodit:

p' = i,5655 , p"= 2,i3i 9
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log  p COS j3 = 0,09876
log p siu /5 = 9,44262
/9 = 12 0 36' 40*
log <? = 0,10909

Hinc inueniimtur

log pmcos @F—  0,42 842
log q"  sin// ' = 9,50905
/? = 4 20 59
Iogp " = 0,42967

Correctiones tem¬
porum tempora correcta.

I 0,007555 8ff 497827
II 0,008921 i 55 ,55558 i
III 0,012165 192,407667
IV 0,01 5546 251,272756

vnde prodeunt yalores quantitatum jP' , P " , (/ , () '' denuo correcti
log/ 3' = o,o5g4i5 , log Q' = 9,604782
logP " = 9,972253 , log CT— 9,697687

Tandem si liisce yaloribus nouis hypothesis quarta  formatur , numeri sequentes
prodeunt:

c — —7,678116 , log d' = 0,045720
c" — + 2,210773 , log cZ" = 0,126o84
y' = 2,062470 , .s' = 26° 48' 16" 7 , log r ' = o,546658
#" = 1,942281 , z" — 2 7 12 5i,7, log r " = 0,669260
v — v' — \ 7° 8 ' 5" 1 , i O " + «') = 176° 7' 5o" 5 , i («" — «') = 46 55 ' 20" 6
v — v = i4 21 5i,9 , log r = o,5545o3
v "— v"= i 8 5i g,5 , log/ “= 0,554263

Hi numeri ab iis , quos hypothesis tertia suppedit auerat , tam parum differunt , \ i
iam tuto ad ipsorum elementorum determinationem progredi liceat . Primo situm
plani orbitae eruimus . Per praecepta art . i 4g inuenitur ex y , u atque A 'C — S' — z',
inclinatio orbitae 7° 8' 14" 8 , longitudo nodi ascendentis io 5° 16' 67" 2 , argumen¬
tum latitudinis in obseruatione secunda g4° 36/ 4"g , adeoque longitudo in orbita
197° 52' 42" 1 j perinde ex y" , u'  atque A "C” = 3" — z'  elicitur inclinatio orbitae
= 7° 8'i 4" 8 , longitudo modi ascendentis ioo ° 16' 57" 5 , argumentum latitudinis in
obseruatione tertia lll 0 44 , 9 " 7 , adeoque longitudo in orbita 215° o' 47" 2. Hinc
erit longitudo in orbita pro obseruatione prima i 85° 3o' 5ov 2 , pro quarta 255° 5 1'
56" 7. Quodsi iam ex i“ — t, r , r“  atque v ”— v = 5o ° 21' 6" 5 orbitae dimensiones
determinantur , prodit
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Anomalia vera pro loco primo .... 2g5° 55' 45" 7
Anomalia vera pro loco quarto. 545 54  5o , 2
Hinc longitudo perihelii. sig  67 6,5
Anomalia media pro loco primo . 5o2 55 52,6
Anomalia media pro loco quarto. 546 52 25,2
Motus medius diurnus sidereus. 977216
Anomalia inedia pro initio anni ' 1807 . 278 i 5 59,1
Longitudo media pro eadem epoclia . 168 10 45,6
Angulus rp. 5 2 58,1
Logarithmus semiaxis maioris . .. o, 672898

Si secundum haecce elementa pro temporibus t , l ' , 2" , i'  correctis loca
planetae geocentrica computantur , quatuor longitudines cum a , d , a " , a ", duae-
que latitudines intermediae cum f]' , j3" ad vnani minuti secundi partem decimam
conspirant ; latitudines extremae vero prodeunt 120 26 ' 45^ 7 atque 4° 20' 4o" 1 , illa
22" 4 errans defectu , Jiaec i 8w5 excessu . Attamen si manentibus elementis reli¬
quis tantummodo inclinatio orbitae 6" augeatur , longitudoque nodi 4/ lio"  diminua¬
tur , errores inter omnes latitudines distributi ad pauca minuta secunda deprimen¬
tur , longitudinesque leuissimis tantum erroribus afficientur , qui et ipsi propemo-
duin  ad nihilum reducentur , si insuper epoclia longitudinis 2" diminuatur.
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SECTIO TERTIA
D et er minat io orbitae ob s eruat io nibu s quot cunque quam

proxime sati sf a cientis.

172.

Si obseruationes astronomicae ceterique numeri , quibus orbitarum computus
innititur , absoluta praecisione gauderent , elementa quoque , siue tribus obseruatio—
nibus siue quatuor superstructa fuerint , absolute exacta statim prodirent ( quatenus
quidem motus secundum leges Kepleri exacte fxeri supponitur ) , adeoque accitis
aliis aliisque obseruationibus confirmari tantum possent , haud corrigi . Verum enim
vero quum omnes mensurationes atque obseruationes nostrae nihil sint nisi approxi-
mationes ad veritatem , idemque de omnibus calculis illis innitentibus valere debeat,
scopum summum omnium computorum circa phaenomena concreta institutorum in
eo ponere oportebit , vt ad veritatem quam proxime fieri potest accc-damus . Hoc
autem aliter fieri nequit , nisi per idoneam combinationem obseruationum plurium,
quam quot ad determinationem quantitatum incognitarum absolute requiruntur . Hoc
negotium tunc demum suscipere licebit , quando orbitae cognitio approximata iam
Innotuit , quae dein ita rectilicanda est , vt omnibus obseruationibus quam exactis¬
sime  satisfaciat . Etiamsi haec expressio aliquid vagi implicare videatur , tamen in¬
fra principia tradentur , secundum quae problema solutioni legitimae ac methodicae
subiicietur.

Praecisionem summam ambire tunc tantummodo operae pretium esse potest,
quando orbitae determinandae postrema quasi manus apponenda est. Contra quam-
diu spes affinget , mox nouas obseruationes nonis correctionibus occasionem daturas
esse , prout res fert plus minusue ab extrema praecisione remittere conueniet , si
tali modo operationum prolixitatem notabiliter subleuare licet . Nos vtrique casui
consulere studebimus.

170.

Maximi imprimis momenti est , vt singulae corporis coelestis positiones gco-
eentricae , quibus orbitam superstruere propositum est , non ex obseruationibus so¬
litariis petitae sint , sed si fieri potest e pluribus ita combinatis , vt errores forte
commissi quantum licet sese mutuo destruxerint . Obseruationes scilicet tales , quae
paucorum dierum interuallo ab inuicem distant — vel adeo prout res fert inter-



Vallo io aut 20 dierum - in calculo non adhibendae erunt tamquam totidem po¬
sitiones diucrsac , sed potius positio vnica inde deriuabitur , quae inter cunctas quasi
media est , adeoque praecisionem longe maiorem admittit , quam obseruationts sin¬
gulae seorsim consideratae . Quod negotium sequentibus principiis innititur.

Corporis coelestis loca geocentrica ex elementis approximatis calculata a lo¬
cis veris parum discrepare , differentiaeque inter haec et illa mutationes lentissimas
tantum subire debent , ita vt intra paucorum dierum decursum propemodum pro
constantibus liaberi queant , vel saltem variationes tamquam temporibus proportiona¬
les  spectandae sint . Si itaque obseruationes ab omni errore immunes essent , diffe¬
rentiae inter locos obseruatos temporibus i , t ', t°, t"  etc . respondentes , eosque qui
ex elementis computati sunt , i. e. differentiae tum longitudinum tum latitudinum,
siue tum ascensionum rectarum tum declinationum , obseruatarum a computatis , fo¬
rent quantitates vel sensibiliter aequales , vel saltem vniformiter lentissimeque in¬
crescentes aut decrescentes . Respondeant e. g. illis temporibus ascensiones rectae
obscruatae a , a , a , a"  etc . , compuiatae autem sint a + S , a + S ', a "+ S“, a + S "'
etc . ; tunc differentiae S , S ', § \ S"  etc . a veris elementorum deuiationibus eatenus
tantum discrepabunt , quatenus obseruationes ipsae sunt erroneae : si itaque illas
deuiationes pro omnibus istis obseruationibus tamquam constantes spectare licet , ex¬
hibebunt quantitates S , S ', S °, S "‘ etc . totidem determinationes diuersas eiusdem
magnitudinis , pro cuius valore correcto itaque assumere conueniet medium arith¬
meticum inter illas determinationes , quatenus quidem nulla adest ratio , cur vnam
alteramue praeferamus . Sin vero obseruationibus singulis idem praecisionis gradus
liaud attribuendus videtur , supponamus praecisionis gradum in singulis resp . pro¬
portionalem aestimandum esse numeris e , e , e ' , e'  etc . , i. e. errores his numeris
reciproce proportionales in obseruationibus aeque facile committi potuisse ; tum se¬
cundum principia infra tradenda valor medius maxime probabilis haud amplius erit

eeS + eV <F + <?VT + e"e"'S"' + etc.
medium arithmeticum simplex , sed = - ;— —,rn q—<» *» , . - ota-r ’ «ef ee + e « t  etc.
tuendo iam hunc valorem medium = A 5 pro ascensionibus rectis veris assumere
licebit resp . a + S —A , a + S' — A , a + S" — A , a + cT' A,  tumque arbitra¬
rium erit , quanam in calculo vtamur . Quodsi vero vel obseruationes temporis in-
teruallo nimis magno ab inuieem distant , aut si orbitae elementa satis approximata
nondum inuotuerant , ita vt non licuerit , horum deuiationes tamquam constantes
pro obseruationibus cunctis spectare , facile perspicietur , aliam hinc differentiam
non oriri , nisi quod deuiatio media sic inuenta non tam omnibus obseruationibus
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communis supponenda erit , quam potius ad tempus medium quoddam referenda,
quod perinde e singulis temporum momentis deriuare oportet , vt A ex singulis

deuiationibus, adeoque generaliter ad tempus
eet + e et -f -e ei + e e t -f etc.

ee + ee + ee + ee + etc.
Si

itaque summam praecisionem appetere placet , pro eodem tempore locum geocen-
tricum ex. elementis computare , ac dein ab errore medio A liberare oportebit , vt
positio quam accuratissima emergat : plerumque tamen abunde sufficiet , si error
medius ad obseruationem tempori medio proximam referatur . Quae hic de ascen¬
sionibus rectis diximus , perinde de declinationibus , aut si mauis de longitudinibus
et latitudinibus valent : attamen semper praestabit , immediate ascensiones rectas et
declinationes ex elementis computatas cum obseruatis comparare ; sic enim non
modo calculum magis expeditum lucramur , praesertim si methodis in artt . 53 - 60
expositis vtimur , sed eo insuper titulo illa ratio se commendat , quod obseruatio-
nes incompletas quoque in vsum vocare licet , praetereaque si omnia ad longitudi¬
nes et latitudines referrentur metuendum esset , ne obseruatio quoad ascensionem
recte , quoad declinationem male instituta (vel vice versa ) ab vtraque parte depraue-
tur , atque sic prorsus inutilis euadat . — Ceterum gradus praecisionis medio ita
inuento attribuendus secundum principia mox explicanda erit = \/ {ee + e e + eV
+ e e ' + etc .) , ita vt quatuor vel nouem obseruationes aeque exactae requirantur,
si medium praecisione dupla vel tripla gaudere debet , et sic porro.

174.

Si corporis coelestis orbita secundum methodos in Sectionibus praecc . tra¬
ditas e tribus quatuorue positionibus geocentricis talibus determinata est , quae ipsae
singulae , ad normam art . praec . e compluribus obsejnationibus petitae fuerant , or¬
bita ista inter omnes hasce obseruationes medium quasi tenebit , neque in differen¬
tiis inter locos obseruatos et calculatos vllum ordinis vestigium remanebit , quod
per elementorum correctionem tollere vel sensibiliter extenuare liceret . Iam quo¬
ties tota obseruationum copia infernalium temporis non nimis magnum complecti¬
tur , hoc modo consensum exoptatissimum elementorum cum omnibus obseruationi-
bus assequi licebit , si modo tres quatuorue positiones quasi normales scite eligan¬
tur . I11 determinandis orbitis cometarum planetarumue nouorum , quorum obser¬
uationes annum vnum nondum egrediuntur , ista ratione plerumque tantum proficie¬
mus , quantum ipsa rei natura permittit . Quoties itaque orbita determinanda an¬
gulo considerabili versus eclipticam inclinata est , in genere tribus obseruationibus
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superstruetur , quas quam remotissimas ab iuuicem eligemus ': si vero lioc pacto
iu aliquem casuum supra exclusorum (artt . itio - 162) fortuito incideremus , aut 0
quoties orbitae inclinatio nimis parua videtur , determinationem ex positionibus qua— a
tuor praeferemus , quas itidem quam remotissimas ab iuuicem accipiemus . jj

Quando autem iani adest obseruationum series longior plures annos com- J
plectens , plures inde positiones normales deriuari poterunt : quamobrem praecisioni j
maximae male consuleremus , si ad orbitae determinationem tres tantum quatuorue

positiones excerperemus , omnesque reliquas omnino negligeremus . Quin potius in ^
tali casu , si summam praecisionem assequi propositum est , operam dabimus , vt
positiones exquisitas quam plurimas congeramus , atque in vsum vocemus . Tunc V
itaque aderunt data plura , quam ad incognitarum determinationem requiruntur:
sed omnia ista data erroribus vtut exiguis obnoxia erunt , ita vt generaliter impos¬
sibile sit , omnibus ex asse satisfacere . Iam quum nulla adsit ratio , cur ex hisce ^
datis sex haec vel illa tamquam absolute exacta consideremus , sed potius , secun - f
dum probabilitatis principia , in cunctis promiscue errores maiores vel minores ae- te
que possibiles supponere oporteat 5 porro quum generaliter loquendo errores leuio - q
res saepius committantur quam grauiores ; manifestum est , orbitam talem , quae si
dum sex datis ad amussim satisfacit a reliquis plus minusue deuiat , principiis cal-
culi probabilitatis minus consentaneam censendam esse , quam aliam , quae dum ab js
illis quoque sex datis aliquantulum discrepat , consensum tanto meliorem cum reli - ^
quis praestat . Inuestigatio orbitae , sensu stricto maximam  probabilitatem prae se ^
ferentis a cognitione legis pendebit , secundum quam errorum crescentium proba - .
bilitas decrescit : illa vero a tot considerationibus vagis vel dubiis — physiologicis
quoque — pendet , quae calculo subiici nequeunt , vt liuiusmodi legem Vix ac ne
vix quidem in vllo astronomiae practicae casu rite assignare liceat . Nihilominus
indagatio nexus inter hanc legem orbitamque maxime probabilem , quam summa
iam generalitale suscipiemus , neutiquam pro speculatione sterili habenda erit . 111

ce

175.

Ad hunc finem a problemate nostro speciali ad disquisitionem generalissimam j
in omni calculi ad philosophiam naturalem applicatione foecundissimam ascendemus . y.
Sint V , V ' , V"  etc . functiones incognitarum p , q , r , s etc . , ,u  multitudo illarum
functionum , y multitudo incognitarum , supponainusque , per obseruationes imme¬
diatas valores functionum ita inuentos esse = M , V' = M' , V ~ M  etc . Gene - _ te

raliter itaque loquendo euolutio valorum incognitarum constituet problema indeter- 1 ^
«j



determinatio orbitae ex observationibvs QVOTCVNQYE. 209

minatum , determinatum , vel plus quam determinatum , prout fuerit a < ?/, /ll~ v,
vel ). Hic de vltimo tantum casu sermo erit , in quo manifesto exacta
cunctarum obseruationum repraesentatio tunc tantum possibilis foret , vbi illae omnes
ab erroribus absolute immunes essent . Quod quum in rerum natura locum non
habeat , omne systema valoruin incognitarum p , q , r , s etc . pro possibili haben¬
dum erit , ex quo valores functionum V — M , V' — M ' , V" — M"  etc . oriuntur,
limitibus errorum , qui in istis obseruationibus committi potuerunt , non maiores:
quod tamen neutiquam ita intelligendum est , ac si singula haec systemata possibilia
aequali probabilitatis gradu gauderent.

Supponemus primo , eum rerum statum fuisse [in omnibus obseruationibus,
vt nulla ratio adsit , cur aliam alia minus exactam esse suspicemur , siue vt erro¬
res aeque magnos in singulis pro aeque probabilibus habere oporteat . Probabilitas
itaque cuilibet errori A tribuenda exprimetur per functionem ipsius A , quam per
tp  A denotabimus . Iam etiamsi hanc functionem praecise assignare non liceat , sal¬
tem affirmare possumus , eius valorem fieri debere maximum pro A = o , plerum¬
que aequalem esse pro valoribus aequalibus oppositis ipsius A , denique euauescere,
si pro A accipiatur error maximus vel maior valor . Proprie itaque cp  A ad fun¬
ctionum discontinuarum genus referre oportet , et si quam functionem analyticam
istius loco substituere ad vsus practicos nobis permittimus , haec ita comparata esse
debebit , vt vtrimque aA = o asymptotice quasi ad o conuergat , ita vt vitra istum
limitem tamquam vere euanescens considerari possit . Porro probabilitas , errorem
iacere inter limites A et A + d A differentia infinite parua dA ab inuicem distan¬
tes , exprimenda erif per q> A • d A ; proin generaliter probabilitas , errorem iacere
inter D  et D ' , exhibebitur per integrale f <p A . dA,  a A = H vsque ad A = D’
extensum . Hoc integrale a valore maximo negatiuo ipsius A vsque ad valorem
maximum positiuum , siue generalius aA — — CO vsque ad A = + 00 sumtum , ne¬
cessario fieri debet = 1.

Supponendo igitur , systema aliquod determinatum valorum quantitatum p ,
q , r , s etc . locum habere , probabilitas , pro V ex obseruatione proditurum esse
valorem M , exprimetur per <p{M ■— V ~) , substitutis in V  pro p , q , r,  s etc . valo-

*)  Si in casu tertio functiones V , V ', V ", etc . ita comparatae essent, \l ,u -f 1—v ex ipsis vel plu~
res tamquam functiones reliquarum spectare liceret , problema respectu harum functionum etiamnum
plus quam determinatum foret , respectu quantitatum/ ), 7 , r , s etc . autem indeterminatum : harum
scilicet valores ne tunc quidem determinare liceret , quando valores functionum V , V ' , V"  etc,
absolute exacti dati essent : sed hunc casum a disquisitione nostra excludemus.

27
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ribus suis ; perinde rp  ( JM ’— 1 ' )•, ep  ( M "— F ") etc . expriment probabilitates , ex
obseruationibus resultaturos esse functionum F ' , F"  etc . valores M ' , M"  etc.
Quamobrem quandoquidem omnes obseruationes tamquam euentus ab inuicem inde-
pendentes spectare licet , productum v

cp{M — F ) . cp{M ' -~ F ' )^ cp  ( M" — F“ ) etc . = Jl
exprimet exspectationem seu probabilitatem , omnes istos valores simul ex obserua¬
tionibus prodituros esse .’

176.

lara perinde , vt positis valoribus incognitarum determinatis quibuscunque,
cuiuis systemati valorum functionum F , F ’, F " etc . ante obseruationem factam
probabilitas determinata competit , ita vice versa , postquam ex obseruationibus va-
lores determinati functionum prodierunt , ad singula systemata valorum incogni¬
tarum , e quibus illi demanare potuerunt , probabilitas determinata redundabit : ma¬
nifesto enim systemata ea pro magis probablibus babenda erunt , in quibus euen¬
tus eius qui prodiit exspectatio maior alluerat . Iluiusce probabilitatis a . stimatio se¬
quenti theoremati innititur:

Si posita hypothesi aliqua  H probabilitas alicuius euentus determinati  E
est — h , posita autem hypothesi alia  H ' illam excludente et per se aeque proba¬
bili eiusdem euentus probabilitas est = h : tum dico , quando euentus  E reuera
apparuerit , probabilitatem , quod  II fuerit vera hypoihesis , fore ad probabilita¬
tem , quod  H ' fuerit hypoihesis vera , vt  h ad  h '.

Ad quod demonstrandum supponamus , per distinctionem omnium circum¬
stantiarum , a quibus pendet , num II  aut II'  aut alia hypothesis locum  habeat,
vtrum euentus E  an alius emergere debeat , formari systema quoddam casuum di-
uersorum , qui singuli per se ( i. e. quamdiu incertum est , vtrum euentus E  an alius
proditurus sil ) tamquam aeque probabiles considerandi sint , hosque casus ita distribui,

vt inter ipsos
rcperiautnr

vfi locum habere
debet liypotliesis
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ab Ilclll'  diuersa

cum modificationibus talibus
vt prodire debeat euentus

E
ab E  diuersus

■ E
ab E  diuersus

E
ab E  diuersus
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Tunc erit h :
m

772 + 72

tas Iiypothesis 11 erat =

, h ' :
m

772' + 72

m 4- ji

porro ante euentum cognitum probabili -

post euentum cognitum autem,m + /i m + n 7
vbi casus n , n , n e possibilium numero abeunt , eiusdem Iiypothesis probabilitas

m
erit yr~ 3 perinde Iiypothesis II’  probabilitas ante et post euentum

/ i !m + 72 772

772+ 772+ 772
/ i I772+ 72 .

resp . exprimetur per - ;- >—— t ~- — »— et - .— - t,— : quoniam itaque1 1 1 7/2 + 72+ 772+ 72+ 772+ 72 7/2+ 772+ 772 1 1
liypotliesibus II  et II'  ante euentum cognitum eadem probabilitas supponitur , erit
772+ n — m + n , vnde theorematis veritas sponte colligitur.

Iam quatenus supponimus , praeter obseruatioiies F—  71/, F ' — M \ V "= M"
etc . nulla alia data ad incognitarum determinationem adesse , adeoque omnia syste¬
mata Talorum harum incognitarum ante illas obseruationes aeque probabilia fuisse,
manifesto probabilitas cuiusuis systematis determinati post illas obseruationes ipsi SL
proportionalis erit . Hoc ita intelligendum est , probabilitatem , quod valores inco¬
gnitarum resp . iaceant inter limites infinite vicinos p  et j >+ dp , q et q -{- dq , r et r
+ dr , s et s + ds etc . , exprimi per ZSidpdqdrds  etc . vbi / erit quantitas constans

a p , q , r , s etc . independens . Et quidem manifesto erit —j - valor integralis or¬
dinis v tl  f vSldpdqdrds. . . . . , singulis variabilibus p , q , r , s etc . a valore — CO vs-
que ad valorem + 00  extensis.

177 .

Hinc iam sponte sequitur , systema maxime probabile valorum quantitatum
p , q , r , s etc . id fore , in quo SI  valorem maximum obtineat , adeoque ex v ae-

dSl dSl dSl dSl
quationibus — = ° ? ' — °j — = o , — — = o etc . eruendum esse. Hae

aequationes , statuendo F — M — v, F' — M ' — v' , F " — M " — v etc . , atque
d®A

■— A, formam sequentem nanciscuntur:

de , de ' , , de " / n
-df cP v + -df cP v + ~ df - V v +etc . = o

de de ' , , de " , „
~drv v * + ~ dq ~ <pv + etc. =0
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I

Hinc itaque per eliminationem problematis solutio plene determinata deri-

cp v + etc.

liari poterit , quamprimum functionis <p'  indoles innotuit . Quae quoniam a priori
definiri nequit , rem ab altera parte aggredientes inquiremus , cuinam fhnclioni , ta¬

quae quantitas per plures obseruationes immediatas , sub aequalibus circumstantiis
aequali que cura institutas , determinata fuerit , medium arithmeticum inter omnes
valores obseruatos exhibere valorem maxime probabilem , si non absoluto rigore,
tamen proxime saltem , ita vt semper tutissimum sit illi inhaerere . Statuendo ita¬
que V = V' = V" etc . = p , generaliter esse debebit <p' (31 — p) -f (p {3/' — ji) -f-

ip’ ( 31" — p ) + etc. — o , si pro p substituitur valor — (31 31 ' 31" + etc. ) ,

quemcunque integrum positiuum exprimat u. Supponendo itaque Id ' ~ 31 " — etc.
= 31 —/iY , c;rit generaliter , i . e , pro quouis valore integro positiuo ipsius u,
<p (u — i ) N = ( i — p' <p'(— N ) , ynde facile colligitur , generaliter esse debere

— — quantitatem constantem , quam per k designabimus . Hinc fit logcpA =-

il 'AA + Const . , siue designando basin logaritbmorum liyperbolicorum per e, suppo-
nendoque Const . z= log x,

possit maximum , quamobrem statuemus %k — — hh\  et quum per theorema ele-

Functio modo eruta omni quidem rigore errorum probabilitates exprimere
certo non potest : quum enim errores possibiles semper limitibus certis coerceantur,

cite quasi pro basi acceptae , proprie innixum sit principium triuium , cuius prae¬
stantia generaliter agnoscitur . Axiomatis scilicet loco haberi solet livpothesis , si

Porro facile perspicitur , Tc necessario negatiuam esse debere , quo SI  reuera fieri

gans primo ab ili . Laplace inuentum , integralqy <?~'hhAa  dA , a A = — CO vsque

~ h ’ (denotando semicircumferentiam

radius x) , functio nostra fiet
h — hh,—hhAA<rA= -̂r e
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errorum maiorum probabilitas semper euadere deberet — o , dum formula nostra
semper valorein finitum exhibet . Attamen hic defectus , quo omnis functio analy-
tica natura sua laborare debet , ad omnes vsus practicos nullius momenti est , quum
valor functionis nostrae tam rapide decrescat , quamprimum /zA valorem conside—
rabilem acquisiuit , vt tuto ipsi o aequiualens censeri possit . Praeterea ipsos erro¬
rum limites absoluto rigore assignare , rei natura numquam permittet.

Ceterum constans h tamquam mensura praecisionis obseruationum conside¬
rari poterit . Si enim probabilitas erroris A in aliquo obseruationum systemate per

h — hhAA . , . . . i
e 5 m alio vero systemate obseruationum magis minusue exactarum per

h — ph AA . , , . .
exprimi concipitur , exspectatio , in obseruatione aliqua e syste¬V*

mate priori errorem inter limites — S et + S contineri , exprimetur per integrale

/ h —. hhAA . ~ -e dA a A — — o vsque ad A — + o sumtum , et perinde exspectatio,

errorem alicuius obseruationis e systemate posteriori limites — S'  ct + S'  non egre¬

di , exprimetur per integrale e d A aA = — S'  vsque ad A = + &

extensum : ambo autem integi ’alia manifesto aequalia fiunt , quoties habetur hS — tiS ’.
Quodsi igitur e. g. ti — zh,  aeque facile in systemate priori error duplex committi
poterit , ac simplex in posteriori , in quo casu obseruationibus posterioribus secun¬
dum vulgarem loquendi morem praecisio duplex tribuitur.

* 79 '

lam ca quae ex hac lege sequuntur euoluemus . Sponte patet , vt produ¬
ctum SL~ li it - ^ (A — hh { VV VV -J- V 'v ' -J - . . .) ,,fiat maximum , aggregatum rr -f- eV -f v"v"
-J- etc . minimum fieri debere . Systema itaque maxime probabile valorum incogni¬
tarum  p , q , r , s etc . id erit , in quo quadrata differentiarum inter functionum
V , V' , V"  etc . vagores obseruatos et computatos summam minimam efficiunt , si¬
quidem in omnibus obseruationibus idem praecisionis gradus praesumendus est.

Hocce principium , quod in omnibus applicationibus mathesis ad philosophiam
naturalem vsum frequentissimum offert , vbiqUe axiomatis loco eodem iure valere
debet , quo medium arithmeticum inter plures valores obseruatos eiusdem quantita¬
tis tamquam valor maxime probabilis adoptatur .*
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Aci obseruationes praecisionis inaequalis  principium nullo iam negotio ex¬
tendi  potest . Scilicet si mensura praecisionis obseruationum , per quas inuentum
est F — M , F' — J\T , V " ~ M"  etc . resp . per h , h' , h"  etc . exprimitur , i. e. si
supponitur , errores his quantitatibus reciproce proportionales in istis obsemationi-
bus aeque facile committi potuisse , manifesto hoc idem erit , ac si per obseruationes
praecisionis aequalis ( cuius mensura = i ) valores functionum hV \ H F \ JiF“  ctc.
immediate inuenti essent = 7/il/ , h'M' , hili"  etc . : quamobrem systema maxime pro¬
babile valorum pro quantitatibus p , q , r , s etc . id erit , vbi aggregatum hhvv -{•
Jilivv -f " h 've' -|- etc . i . e. vbi summa quadratorum differentiarum inter valores
reuera obseruatos et computatos per numeros qui praecisionis gradum metiuntur
multiplicatarum fit minimum.  Hoc pacto ne necessarium quidem est , vt functio¬
nes F , P ' , F“  etc . ad quantitates liomogeneas referantur , sed heterogeneas quo¬
que ( e. g. minuta secunda arcuum et temporis ) repraesentare poterunt , si modo
rationem errorum , qui in singulis aeque facile committi potuerunt , aestimare licet.

180.

Principium in art . praec . expositum eo quoque nomine se commendat , quod
determinatio incognitarum numerica ad algorithmum expeditissimum reducitur , quo¬
ties functiones F , F ' , F" etc . lineares sunt . Supponamus esse

F — v~ — m + ap -f bq + cr •+■ds + etc.
F' — M' = v’= — m + cip + b'q + cr + d's -f etc.
F" — M "= v"— — m + ap + b‘q+ c"r -f -d"s -j- etc.

etc. , statuamusque
civ + a v + a v + etc . =r P
ln>+ b'v + b"v + etc . = Q
cv + cv + cv" + etc . = R
clv + d'v + d"v" + etc . = S

etc . Tunc v  aequationes art . 177 , e quibus incognitarum Calores determinare 0-
portet , mauifesto hae erunt:

P = o , Q — o , R~  o , S—  o etc.
siquidem obseruationes aeque bonas supponimus , ad quem casum reliquos reducere
in art . praec . docuimus . Adsunt itaque totidem aequationes lineares , quot incogni¬
tae determinandae sunt , vnde harum valores per eliminationem vulgarem elicientur.

Videamus nunc , vtrum haec eliminatio semper possibilis sit , an vmquam
solutio indeterminata vel adeo impossibilis euadere possit . Ex eliminationis theoria
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constat , casum secundum yel tertium tunc locum habiturum esse , quando ex ae¬
quationibus P — o, Q = o, -S = o,  iS = o etc ., omissa vna , aequatio conflari pot¬
est vel identica cum omissa vel eidem repugnans , siue quod eodem redit , quando
assignare licet functionem linearem aP + + yll + dti + etc . , quae fit identice vel
= o vel saltem ab omnibus incognitis p , q , r , s etc . libera . Supponamus itaque
fieri a.P + (J>Q+ yR + SS + etc . = x.  Sponte liabetur aequatio identica

(p + ni) v -f - {v + ni ) v' + (v + ni ) v“ + etc . = pP + <jQ-(- rR + sS + etc.
Quodsi itaque per substitutiones p — fxx, q ■= j)x , r = yx , s = Sx  etc . functiones v,
p' y p  etc . resp . in ■— m -f 2.x , —ni + 22x, ni -f - 22'x etc . transire supponimus , ma¬
nifesto aderit aequatio identica

(22 + 2!2 + 2! ?2 + etc .) xx — ( 2ni + 2ini 4- 2i'ni  etc . ) x = yx
i. e. erit 22 + 2!2' + 2 2' + etc . = o , y -j-2m + 22ni 4- 22'ni + etc . — o : hinc vero ne¬
cessario esse debebit 2 =  o , 2' — o , 2"— o etc . atque y~  o. Hinc patet , functio¬
nes omnes P , V V"  etc . ita comparatas esse , vt valores ipsarum non mutentur,
si quanti ates p } q,  r , s etc . capiant incrementa vel decrementa quaecunque nume¬
ris a , [22, y , S etc . proporiionaba : huius modi autem casus , in quibus manifesto
determinatio incognitarum ne tunc quidem possibilis esset , si ipsi veri valores fun¬
ctionum V , V ' y P"  etc . darentur , huc non pertinere iam supra monuimus.

Ceterum ad casum hic consideratum omnes reliquos , vbi functiones Py P ',
P " etc . non sunt lineares , facde reducere possumus . Scilicet designantibus x , %■>
q , a  etc . valores approximatos incognitarum p , q , r , s etc . ( quos facile eliciemus,
si ex u  aequationibus i — M , P ’— Ai ’, P "— M"  etc . primo y Lautum in vsura
vocamus ) , introducemus incognitarum loco alias p ', </ , r , s etc . , statuendo p -=zn -r [>y
(l ~ X ^ ‘-t ■> r — Q-rr,  s = er4- .s' etc . : manifesto harum nouarum incognitarum valo¬
res tam parui erunt , vt q mdrata productaque negligere liceat , quo pacto aequa¬
tiones sponte euadent lineares . Quodsi dein calculo absoluto contra exspectationem
valores incognitarum p ', q , r , s etc . tanti emergerent , vt parum tutum videatur,
quadrata productapie ncgl xisse , eiusdem operationis repetitio ( acceptis loco ipsa¬
rum x , js , Qy G etc - valoribus correctis ipsarum p , </ , r , s etc . ) remedium prona¬
tum afferet.

181.

Quoties itaque vnica tantum incognita p  adest , ad cuius determinationem
valores functionum ap  4-n , cip + n' , <ip 4- /i  etc . resp . inuenti sunt = M , M ', M“
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etc. et quidem per obseruationes aeque exactas , valor maxime probabilis ipsius p
erit

+ f r i a u, ,a m + a m + etc.
aa + dd -f dd -f - etc.

scribendo /??,, m', ni  etc . resp . pro M — n , ili ' — M "— n etc.
Iam vt gradus praecisionis in lioc valore praesumendae aestimetur , suppo-

Ilinc
nemus , probabilitatem erroris A in obseruationibus exprimi per~^ ' e hbAA.
probabilitas , quod valorem verum ipsius p esse —Yl+ p\ proportionalis erit functioni

— kh {(ap — m) 2 -{- (dp — 7?/) 2 -J- {d 'p — etc .)

si pro p substituitur A -f-p.  Exponens buius functionis reduci potest ad formam
— hh(aa + dd -f dd etc.) (pp— 2pA -\-B) , vbi B a. p independens est: proin fun¬
ctio ipsa proportionalis erit liuic

— hh (aa + ad + a 'd  etc .) pp

Patet itaque , valori A  eundem praecisionis gradum tribuendum esse , ac si inuentus
esset per obseruationem immediatam , cuius praecisio ad praecisionem obseruationum
primitiuarum esset vt h \/ (aa -{- dd -f-d d' + etc.) ad h, siue vt y/ (aa -f ddd 'd' etc.)
ad i.

182.

Disquisitioni de gradu praecisionis incognitarum valoribus tribuendo , quo¬
ties plures adsunt , praemittere oportebit considerationem accuratiorem functionis

vv ' \  t>V ‘+ etc. , quam per TF denotabimus.

I. Statuamus i ~ ~ —p — ^ + <*P + fiq + 7r + <$s + etc-■> atque TF  — ~ ~~dp

z=.TF\ patetque fieri p ' — P, et , quum sit
dw dTF 2P dp  „- •—;— = o,functio-

dp ;dp ~~ dp a
nem TF'  a p  liberam fore. Coefficiens a = aa + dd + da + etc . manifesto semper
erit quantitas positiua.

q — X + ftq + yr + ds -y etc . , atque
dTF"

II . Perinde statuemus i,

TF’ qq
dq
d/F

-J - —JF ", eritque q'= ± .—-̂
P dp' fi ,

“ li ue <13
vnde patet , functionem TF" tum a p tum a q liberam fore. Haec locum non ha¬
berent , si fieri posset = 0. Sed patet , TF' oriri ex vv + vvdpvv + etc., elimi-
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nata quantitate p ex v , v , v" etc . adiumento aequationis p' — o ; hinc fi'  erit sum¬
ina coefficientium ipsius qq in vv , vv , vv etc . post illam eliminationem , hi vero
singuli coefficientes ipsi sunt quadrata , neque omnes simul euanescere possunt , nisi
in casu supra excluso , vbi incognitae indeterminatae manent . Patet itaque , fi’  esse
debere quantitatem positiuam.

III . Statuendo denuo •§ . ■
dTV"

dr :r — X'+ y"r -f S "s + etc . , atque IV  -
t lr r

y

= IV ", erit r — R - p' —Jjr - q', atque IV"  libera tiun a p , tum a q , tum a r.
Ceterum coefficientem y"  necessario positiuum fieri , simili modo probatur , vt in JI.
Facile scilicet perspicitur , y" esse summam coefficientium ipsius rr in vv , vv , vv"
etc ., postquam quantitates p et q adiumento aequationum p' — o , q' = : o ex v , v', v"
etc . eliminatae sunt.

IV . Eodem modo statuendo
dIV"

erit s — S — — p'a 1
S' S"

ds ^r + tTs+etc., TFV ■JV"—
f t&S

~r \ IV lv  a p , q,  r , s libera , atque S"‘ quantitas(t 1 y
positiua.

V . Hoc modo , si praeter p , q , r , s adhuc aliae incognitae adsunt , vlte-
rius progredi licebit , ita vt tandem habeatur

IV = —pp + - p qq + ~Y rr + -yr «'s' + etc . + Const.
vbi omnes coefficientes a , fi' , y ", S " etc . erunt quantitates positiuae.

VI . Iam probabilitas alicuius systematis valorum determinatorum pro quan¬
titatibus p , q , r , s etc . proportionalis est functioni quamobrem , manente
valore quantitatis p  indeterminato , probabilitas systematis valoriun determinatorum
pro reliquis , proportionalis erit integrali Je~ hhn  dp a/ >= - 00 vsque au p - +  oc ex¬

tenso , quod per theorema ili . Laplace fit — h 1a *n? e~~hh(^-r- 5'Y-f- -V '"c'+ ^ 's'i' + elc-) -
haecce itaque probabilitas proportionalis erit functioni e~ hllW ’. Perinde si insuper q
tamquam indeterminata tractatur , probabilitas systematis valorum determinatorum
pro r , s etc . proportionalis erit integrali je~ hhlF  dq a q — — co vsque ad q ~ -\- OO
extenso , quod fit fif jt e rr ^ "r S5+ etc.) . sjue  proportionalis fun¬
ctioni e~ !lh}F . Prorsus simili modo , si etiam r  tamquam indeterminata conside¬
ratur , probabilitas valorum determinatorum pro reliquis s etc. proportionalis erit
functioni e~ hhfy et sic porro . Supponamus , incognitarum numerum ad quatuor

28
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ascendere , eadem enim conclusio valebit , si maior vel minor est . Yalor maxime

probabilis ipsius $ liic erit = — -, probabilitasque , hunc a vero differentia a
hh<T9

distare ;, proportionalis erit functioni e ~ “ , vnde concludimus , mensuram prae¬

cisionis relatiuae isti determinationi tribuendae exprimi per \Z~̂ r,  si mensura prae¬
cisionis obseruationibus primitiuis tribuendae statuatur = x.

iS5.

Per methodum art . praoo . mensura praecisionis pro ea sola incognita com¬
mode exprimitur , cui in eliminationis negotio vltimus locus assignatus est , quod
incommodum vt euitemus , coefficienlem S"' alio modo exprimere conueniet . Ex
aequationibus

:P
fi

p

7 , , 7 ,? + ~7TPa

5= , + 4 - ,, + 4_ t/+ 4_ J,a7 ‘ fi
sequitur , ipsas j/ , q . a'  per P , Q y R , S ita exprimi posse

p = P
r/ = Q + ?fP
r ' — R + & Q + %'P
* = 6 ’ + d "P + S$ "Q + %'P

ita vt 7i , X,  95 ', T,  95 ", (£" sint quantitates determinatae . Erit itaque ( incognita¬
rum numerum ad quatuor restringendo)

/ ' T _ 95 " . (I " _ i
+ P  + ,r <2+■ R  q . — x— S

Hinc conclusionem sequentem deducimus . \aJores maxime probabiles incognitarum
p , q , r , s etc . per eliminationem exaequationibus P — o , Q — o , R — o , S — o etc.
deducendi , manifesto , si aliquantisper P , Q , P , 6' etc . tamquam indeterminatae
spectentur , secundum eandem eliminationis operationem in forma lineari per P,
Q , R , S ctc . exprimentur , ita vt habeatur
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p —. 7.j -j - AP -j - BQ -ff CR -{- DS  etc.
q — L! + A ’P + B 'Q + C'R + D 'S+  etc.
r = Z / + yfP + B "Q + CR + D "S + etc.
s = L '"+ jfP + B "Q + C"'R + 1TS + . etc.

etc.

His ita factis , valores maxime probabiles ipsarum ' p , q , r,  s etc . manifesto erunt
resp . L , IJ , U ', U“  etc . , mensuraque praecisionis bis determinationibus tribuendae
resp . exprimetur per \/A , \/B ', /C ", s/JT  etc . , posita _ praecisione obseruationuni
primitiuarum = 1. Quae enim de determinatione incognitae s ante demonstrauimus

1 ,i„
(pro qua —g,- respondet ipsi D ) , per solam incognitarum permutationem ad omnes
reliquas transferre licebit.

i 84.

Vt disquisitiones praecedentes per exemplum illustrentur , supponamus , per
obseruationes , in quibus praecisio aequalis praesumenda sit , inuentum esse

P — g 2r = 5
3p -{- 2q — 5/’= 5
4p + q + 4r = 21

per quartam vero , cui praecisio dimidia tantum tribuenda est , prodiisse
— 2p + 6q -f 6r = 28

Loco aequationis vltimae itaque hanc substituemus
— p  0 q “f “ 0/ ’ ■— 1 4

haneque ex obseruatione prioribus praecisione aequali prouenisse supponemus.
Hinc fit

P — 27 p -\- 6q —88
Q = 6p + 1 5q + r — 70
R = q -\- 5 ir —107

atque hinc per eliminationem
J9&99 / = 49154 + 809 P — 524 Q + 6 R

707 q — 2617 — 12 P + 54 Q — R
09798 r = 7(1242 -f 12 P — 54  Q + 1470 /2

Incognitarum itaque valores maxime probabiles erunt
p =  2/170
q — 5,55 1
r =  1,916



atque  praecisio relatiua liis determinationibus tribuenda , posita praecisione obscrua-
lionum primiliuarum = i,

/ iq8oq
pro p .

, 7^ 7
Pro ci .v 7— — = 5,6tj

15266
pro r .v — 7- ■= 5,20
1 v 491 5

\

i85.

Argumentum hactenus pertractatum pluribus disquisitionibus anahdicis elegan¬
tibus occasionem dare posset , quibus tamen hic non immoramur , ne nimis ab in¬
stituto nostro distrahamur . Eadem ratione expositionem artificiorum , per quae cal¬
culus manericus ad algoivtlimmn magis expeditum reduci potest , ad aliam occasio¬
nem nobis reseruare debemus . Vnicam obseruationem hic adiiccre liceat . Quoties
multitudo functionum seu aequationum propositarum considerabilis est , calculus ideo
potissimum paullo molesiior euadit , quod coefficientes per quos aequationes primiti¬
vae multiplicandae sunt vt P , Q } 11, $ etc.  obtineantur , plerumque fractiones de-
cimales parum commodas inuoluunt . Si in hoc casu operae pretium non videtur,
Jias multiplicationes adiumento tabularum logaritlmiicarum quam accuratissime per¬
ficere , in plerisque casibus sufficiet., horum multiplicatorum loco alios ad calculum
commodiores adhibere , qui ab iliis parum differant . Haecce licentia errores sensi¬
biles producere nequit , eo tantummodo casu excepto , vbi mensura praecisionis in
determinatione incognitarum multo minor euadit , quam praecisio obscruationum
prinxitiuarum fuerat.

186.

Ceterum principium , quod quadrata differentiarum inter quantitates obser¬
vatas et computatas summam quam minimam producere debeant , etiam indepen-
denter a calculo probabilitatis sequenti modo considerari poterit.

Quoties multitudo incognitarum multitudini -quantitatum ohseruatarum inde
pendentium aequalis est , illas ita determinare licet , vt his exacte satisfiat Quo¬
ties autem multitudo illa hac minor est , consensus absolute exactus obtineri nequit,
quatenus obseruationes praecisione absoluta non gaudent In hoc itaque casa ope¬
ram dare oportet , vt consensus quam optimus stabiliatur , sine vt differentiae quan-
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tuin fieri potest extenuentur . Haec vero notio natura sua aliquid vagi inuoluit.
Etiamsi enim systema valorum pro incognitis , quod omnes  differentias resp . mino¬
res reddit quam ,aliud , procul dubio huic praeferendum sit , nihilominus optio inter
ciuo systemata , quorum alterum in aliis obseruationibus consensum meliorem ofiert,
alterum in aliis , arbitrio nostro quodammodo relinquitur , manifestoquc innumera
principia diucrsa proponi possunt , per quae conditio prior impletur . Designando
differentias inter obseruationes et calculum per A , A ', A " ctc . , conditioni priori non
modo satisfiet , si A A -f- A 'A' + A "A" + etc . fit minimum ( quod est principium no¬
strum ) , sed etiam si A 4+ A '4+ A' 4 -f etc ., vel A s + A' 5-f A"R-f etc . , vel genera¬
liter summa potestatum exponentis cuiuscunque paris in minimum abit . Sed ex
omnibus his principiis nostrum simplicissimum est , dum in reliquis ad calculos compli-
catissimos deferremur . Ceterum principium nostrum , quo iam inde ab anno 179 .5
vsi sumus , nuper etiam a clar . Legendre in opere Nouvelles melhodes pour la de¬
terminat ion des orbites des cometes , Paris  1806 prolatum est , vbi plures aliae
proprietates huius principii expositae sunt , quas hic breuitatis caussa supprimimus ..

Si potestatem exponentis paris infinite magni adoptaremus , ad systema id
reduceremur , in quo differentiae maximae fiunt quam minimae.

111. Laplace ad solutionem aequationum linearium , quarum multitudo maior
est quam multitudo quantitatum incognitarum , principio alio vtitur , quod olim iam
a clar . Boscovieh propositum erat , scilicet vt differentiae ipsae sed omnes positiue
sumiae summam minimam conficiant . Facile ostendi potest , systema valorum in¬
cognitarum , quod ex hoc solo principio erutum sit , necessario *) tot aequationi¬
bus e propositarum numero exacte satisfacere debere , quot sint incognitae , ita vt
reliquae aequationes eatenus tantum in considerationem veniant , quatenus ad optio¬
nem decidendam conferunt:  si itaque e. g. aequatio V •= . 1\1 est ex earum numero,
quibus non satisfit , systema valorum secundum illud principium inuenforuni nihil
mutaretur , etiamsi loco ipsius M  valor quicunque alius N  obseruatus esset , si medo
designando per n valorem computatum , differentiae M — n,  et N — n eodem signo
affectae sint . Ceterum ili . Laplace principium istud per adiectionem conditionis no¬
vae quodammodo temperat : postulat scilicet , vt summa differentiarum ipsa , signis
non mutatis , fiat = 0. Hinc efficitur , vt multitudo aequationum exacte reprae¬
sentatarum vnitate minor fiat quam multitudo quantitatum incognitarum , verumtamen
quod ante obseruauimus etiamnum locum habebit , siquidem duae saltem incognitae
affuerint.

*) Casibus specialibus exceptis , vbi solutio quodammodo indeterminata manet.
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Reuertimur ab Iiis disquisitionibus generalibus ad proposilnm nostrum pro¬
prium , cuius caussa iiiae susceptae fuerant . Antequam determinationem quam ex¬
actissimam orbitae cx obseruatiombus pluribus , quam quot necessario requiruntur,
aggredi liceat , determinatio approxunata iam adesse debet , quae ab omnibus oL-
seruationibus datis haiul multum discrepet . Correctiones his  elementis approximatis
adhuc applicandae , vt consensus quam accuratissimus eiiiciatur , tamquam proble¬
matis quaesita considerabuntur . Quas quum tam exiguas euasuras esse supponi pos¬
sit , vt quadrata productaque negiigere liceat , variationes , quas corporis coelestis
loca geocentrica computata inde nanciscuntur , per formulas differentiales in Scct.
secunda .Libri primi traditas computari poterunt . Loca igitur secundum elementa
correcta quae quaerimus computata , exhibebuntur per functiones lineares correctio¬
num elementorum , iliorumque comparatio cum locis obseruatis secundum principia
supra exposita ad determinationem valorum maxime probabilium perducet . Hae
operationes tanta simplicitate gaudent , yt vlteriori illustratione opus non habeant,
sponteque palet , obseruationes quotcunque et quanlumuis ab inuicem remotas in
vsum vocari posse . — Eadem methodo etiam ad correctionem orbitarum paralwli-
caruin  cometarum vti licet , si forte obseruatioizum series longior adesi , ccnsensus-
que quam optimus postulatur.

iS8.
%

Methodus praecedens iis potissimum casibus adaptata est , vbi praecisio sum¬
ma desideratur : saepissime autem occurrunt casus , vbi sine haesitatione paullulum
ab illa remitti potest , si hoc modo calculi prolixitatem considerabiliter contrahere
licet , praesertim quando obseruationes magnum temporis interuallum nondum in¬
cludunt ; adeoque de orbitae determinatione vt sic dicam delinitiua nondum cogita¬
tur . In talibus casibus methodus sequens lucro notabili in vsum vocari poterit.

Eligantur e tota obseruationum copia duo loca completa L  et Z/ , compu-
tenturque pro temporibus respondentibus ex elementis approximatis corporis coele¬
stis distantiae a terra . Formentur dein respectu harum distantiarum Ires hypolhe—
ses , retentis in prima valoribus computatis , mutataque in hypothesi secunda di¬
stantia prima , secundaque in bypotliesi tertia ; vfraque mutatio pro ratione incerti-
tudinis , quae in illis distantiis remanere praesumitur , ad lubitum accipi poterit.
Secundum has tres hipotheses , quas in schemate sequente exhibemus,
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Hyp . I Hyp . ii Hyp . III

Distantia *) loco primo respondens
Distantia loco secundo respondens

D
D'

D + S
D'

D
D' + (Y

computentur e duobus locis L , L'  per methodos in Libro primo explicatas tria
elementorum systemata , ac dein ex his singulis loca geocentrica corporis coelestis
temporibus omnium reliquarum ohscruationum respondentia . Sint haec ( singulis
longitudinibus et latitudinibus , vel ascensionibus rectis et declinationibus seorsim de¬
notatis )
in systemate primo. 31 , 31 ', 31*  etc.
in systemate secundo. AI ' a , 31" -j - «" etc.
in systemate tertio. 31 + 3T + M" + 0 11 etc.
Sint porro resp.
loca obseruata. N , N ', A * etc.

Iam quatenus mutationibus paruis distantiarum D , 13'  respondent mutatio¬
nes proportionales singulorum elementorum , nec non locorum geocentricorum ex
his computatorum j supponere licebit , loca geocentrica e quarto elementorum sy¬
stemate computata , quod distantiis a terra 13 -f x3 , D' -\-yS'  superstructum sit , resp.
fore M + (<x + jly , 31 + o: x -f {3'y , M “-j- a "x -|- /3‘y  etc . Hinc dein , secundum dis¬
quisitiones praecedentes , quantitates x,y  ita determinabuntur , vt illae quantitates
cum A , A 7, A " etc . resp . quam optime consentiant ( ratione praecisionis relatiuae
obserualionum habita ). Systema elementorum correctum ipsum rei perinde ex A,
IJ  et distantiis 13 -j - xS , D' -j- x<) ', vel secundum regulas notas e tribus elemento¬
rum systematibus primis per simplicem interpolationem deriuari poterit.

189.

Methodus haecce a praecedente in eo tantum differt , quod duobus locis
geoeentricis exacte , ac dein reliquis quam exactissime satisfit , dum secundum me¬
thodum alteram obseruatio nulla reliquis praefertur , sed errores quantum fieri pot¬
est inter omnes distribuuntur . Methodus art . praec . itaque priori eatenus tantum
postponenda erit , quatenus locis L , IJ  aliquam errorum partem recipientibus er¬
rores in locis reliquis notabiliter diminuere licet : attamen plerumque per idoneam

*j Adliuc commodius erit , loco distantiarum ipsarum logariLlimis distantiarum curtatarum vti.



electionem obseruationmn // , Ll  facile caneri potest , ne haec dilFerenlia magni
momenti euadere possit . Operam scilicet dare oportebit , yt pro L , L'  tales ob-
seruationcs adoptentur , quae non solum exquisita praecisione gaudeant , sed ita
quoque comparatae sint , yt elementa ex ipsis distantiisque deriuata a yariationibus
paruis ipsarum positionum geocentricarum non nimis afficiantur . Parum prudenter
itaque ageres , si obseruationes paruo temporis interuallo ab inuicem distantes eli¬
geres , talesue , quibus loci heliocentrici proxime oppositi vel coincidentes respon¬
derent.
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SECTIO QVARTA
De determinatione orbitarum , habita ratione periurbationum,

190.

Perturbationes , quas planetarum motus per actionem planetarum reliquo¬
rum patiuntur , tam exiguae lentaeque sunt , vt post longius demum temporis in¬
fernalium sensibiles fiant : intra tempus breuius — vel adeo , prout circumstantiae
sunt , per reuolutionem integram vnam pluresue — niotus tam parum differet
a motu in ellipsi perfecta secundum leges Kepleri exacte descripta , vt obseruatio¬
nes deuiationem indicare non valeant . Quamdiu res ita se liahet , operae haud
pretium esset , calculum praematurum perturbationum suscipere , sed potius suffi¬
ciet , sectionem conicam quasi osculatricem obseruationibus adaptare : dein vero,
postquam planeta per tempus longius accurate obseruatus est , effectus perturbatio¬
num tandem ita se manifestabit , vt non amplius possibile sit , omnes obseruationes
per motum pure ellipticum exacte conciliare ; tunc itaque harmonia completa et
stabilis parari non poterit , nisi perturbationes cum motu elliptico rite iungantur.

Quum determinatio elementorum ellipticorum , cum quibus perturbationes
iungendae sunt , vt obseruationes exacte repraesententur , illarum cognitionem sup¬
ponat , vicissim vero theoria perturbationum accurate stabiliri nequeat , nisi ele¬
menta iam proxime cognita sint : natura rei non permittit , ardurnn hoc  negotium
primo statim conatu perfectissime absoluere , sed potius perturbationes et elementa
per correctiones alternis demum vicibus pluries repetitas ad summum praecisionis
fastigium euehi poterunt . Prima itaque perturbationum theoria superstruetur ele¬
mentis pure ellipticis , quae obseruationibus proxime adaptata fuerant : dein orbita
nona inuestigabitur , quae cum his perturbationibus iuncta obseruationibus quam

proxime satisfaciat . Quae si a priori considerabiliter discrepat , iterata perturbatio¬
num euolutio ipsi superstruenda erit , quae correctiones alternis vicibus toties repe¬
tentur , donec obseruationes , elementa et perturbationes quam arctissime consentiant.

191.

Quum euolutio theoriae perturbationum ex elementis datis ab instituto no¬
stro aliena sit , hic tantummodo ostendendum erit , quomodo orbita approximata
ita corrigi possit , vt cum perturbationibus datis iuncta obserualionibus satisfaciat
quam proxime . Simplicissime hoc negotium absoluitur per methodum iis quas in

29



Libr . II . Sect . IV.2i>(j

arlt . i 2i , i65 , x88 exposuimus analogam . Pro temporibus omnium obseruationum
quibus ad hunc finem yti propositum est , et quae prout res fert esse poterunt vel
tres , vel quatuor vel plures , computabuntur ex aequationibus perturbationum ha¬
rum valores numerici , tum pro longitudinibus in orbita , tum pro radiis vectoribus,
tum pro latitudinibus heliocentricis : ad hunc calculum argumenta desumentur ex
elementis ellipticis approximatis , quibus perturbationum theoria superstructa erat.
Dein ex omnibus obseruationibus eligentur duae , pro quibus distantiae a terra ex
iisdem elementis approximatis computabuntur : hae hypothesin primam constituent;
hypothesis secunda et tertia formabuntur , distantiis illis paullulum mutatis . In sin¬
gulis dein hypothesibus e duobus locis geocentricis determinabuntur positiones he-
liocentricae distantiaeque a Sole ; ex illis , postquam latitudines a perturbationibus
purgatae fuerint , deducentur longitudo nodi ascendentis , inclinatio orbitae , lon¬
gitudinesque in orbita . In hoc calculo methodus art . 110  aliqua modificatione opus
Jhabet , siquidem ad variationem secularem longitudinis nodi et inclinationis respi¬
cere operae pretium videtur . Scilicet designantibus /9 , latitudines lieliocentricas
a perturbationibus periodicis purgatas ; 1 , X longitudines lieliocentricas ^ SI, &-f - A
longitudines nodi ascendentis ; i , i + 3  inclinationes orbitae ; aequationes in  hac
forma exhibere conueniet:

tang/ ? = = tangi sin (2— &)
tang i , ^ v

tang' (i + 3 ) " tang ^ = tan§ ' Sm  “ A
tang i

Hic valor ipsius —- ,■ , c. N ■1 tang (i + o )
pro i valorem approximatum:

omni praecisione necessaria obtinetur , substituendo

dein i et Sl  per methodos vulgares erui poterunt.

A duabus porro longitudinibus in orbita , nec non a duobus radiis vectori¬
bus aggregata perturbationum subtrahentur , vt valores pure elliptici prodeant . Hic
vero etiam effectus , quem variationes seculares positionis perihelii et excentricitatis in
longitudinem in orbita radiumque vectorem exserunt , et qui per formulas differen-
tiales Sect . I libri primi determinandus est , statim cum perturbationibus periodicis
iungcndus est , siquidem obseruationes satis ab inuicem distant , vt illius rationem
habere operae pretium videatur . Ex his longitudinibus in orbita radiisque vectori¬
bus correctis , vna cum temporibus respondentibus , elementa reliqua determinabun¬
tur : tandemque ex his elementis positiones geocentricae pro omnibus reliquis ob¬
seruationibus calculabuntur . Quibus cum obsernatis comparatis , eodem modo quem
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in art . 188 explicauimus systema id distantiarum elicietur , ex quo elementa omni¬
bus reliquis obseruationibus quam optime satisfacientia demanabunt.

192.

Methodus in art . praec . exposita praecipue determinationi primae  orbitae
perturbationes implicantis accommodata est : quamprimum vero tum elementa me¬
dia elliptica tum aequationes perturbationum proxime iam sunt cognitae , deter¬
minatio exactissima adjumento obserualionum quam plurimarum commodissime per
methodum art . 187 , absoluetur , quae liic explicatione peculiari opus non habebit.
Quodsi hic obseruationum praestantissimarum copia satis magna est , magnumque
temporis interuallum complectitur , haec methodus in pluribus casibus simul deter¬
minationi exactiori massarum planetarum perturbantium , saltem maiorum , inseruire
poterit . Scilicet , si massa cuiusdam planetae perturbantis in calculo perturbatio¬
num supposita nondum satis certa videtur , introducetur , praeter sex incognitas-
a correctionibus elementorum pendentes , adhuc alia /1 , statuendo rationem massae
correctae ad massam suppositam vt 1 + ad 15 supponere tunc licebit , perturba¬
tiones ipsas in eadem ratione mutari , vnde manifesto in singulis positionibus cal¬
culatis terminus nouus linearis ipsam /1  continens producetur , cuius euolutio nulli
difficultati obnoxia erit . Comparatio positionum calculatarum cum obseruatis secun¬
dum principia supra exposita , simul cum correctionibus elementorum etiam corre¬
ctionem /1  suppeditabit . Quinadeo ' hoc modo massae plurium  planetarum exactius
determinari poterunt , qui quidem perturbationes satis considerabiles exercent . Nul¬
lum dubium est , quin motus planetarum nonorum , praesertim Palladis et Iunonis,
qui tantas a Ioue perturbationes patiuntur , post aliquot decennia hoc modo deter¬
minationem exactissimam massae Iouis allaturi sint : quinadeo forsan ipsam massam
vnius alteriusuc horum planetarum nouorum ex perturbationibus , quas in reliquos
exercet , aliquando cognoscere licebit.
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Pag . 54 1 12 a calce pro illa 1. illi . '
76 in formula V* pro tangi statui debet sin i cos i ; error non modo in computo 1111-

jnerico Imius formulae p . 79 propagatus , sed idem etiam in computo numerieo for¬
mulae VIII commissus est , vbi itaque pio tang b adbibere oportet cos b sin b.

— 87 1. 5 pro vltimo n 1. r"
— 102 1. 2 a calce pro cos <y2 1. cos 2 cnz
— 110 1. 13 pro y =  o 1. tp~  90°.
— 121 1. 5 a calce pro sin i 3 1. 2sin -§ d.
— 126 1. 2 a calce pro x , y , z 1 . x , y ' , z.
— i 4o 1. 5 pro destitueremus 1. destitueremur.

Ibid . 1. 12 pro ab inuicem 1. ad inuicem.
— i 44 1. vlt . pro longitudinem et latitudinem 1. longitudine et latitudine.
— i 48 1. 11, 12 et i 4 pro d' 1. 6'.

i 4q 1. 12 pro
rr i]t}"cosfcosf 'cosj"

1.
7'/ ' ryj'  cos/cos / cosf"

106 1. 2 a calce pro P =TJ n>  i -npro P = — r - 1. Pn7- 1. P =
n
n

tt

1. vk . 1.

162 1. 21 pro p 1. P
160 1. 6 pro - f S'  1. + d".
195 1. i 5 pro 1. = X".



TABVLA I (v. artt. 4a , 45) i

«
i

Ellipsis II y p e r b0 1a

A log B C T log B C T

0,000 O O 0,00000 O O 0,0000
0,001 O O 100 O O 100
0,002 O 2 200 O 2 200
o,oo3 1 4 5oi 1 4 299
o,oo4 1 7 4oi 1 7 399
o,ooS 2 11 502 2 11 498

0,006 3 16 6o3 5 16 597
0,007 4 22 704 4 22 696
.0,008 5 29 8o5 5 29 795
0,009 6 37 0,00907 6 3 7 894
0,010 7 46 o,oioo3 7 46 0,00992

0,011 9 56 110 9 55 0,01090
0,012 11 66 212 11 66 189
o,oi3 i3 78 3i4 i3 77 287
o,oi4 i5 9° 4i6 i5 89 384
o,oi 5 17 io5 5i8 J7 102 482

0,016 J9 118 621 »9 ll6 58o
0,017 22 i33 723 21 i3i 677
0,018 2i 149 826 24 147 774
0,o19 27 166 0,01929 27 i64 872
0,020 3o i84 0,02032 5o 182 0,01963
0,021 33 203 i36 55 200 0,02065
0,022 36 223 23g 36 220 1C2
0,023 4o 244 343 39 24o 253
0,024 43 265 447 ' 43 261 355
0,025 47 288 551 46 283 45 1

0,026 5 i 5 l 2 655 5o 006 547
0,027 55 336 760 54 33o 643
0,028 59 062 864 58 355 7.39
0,029 63 588 ' 0,02969 62 33i 854
o,o5o 67 4i6 o,o3o,4 67 407 0,02900

o,o3i 72 444 >79 71 433, 0,00020
0,002 77 , 473 284 76 463 120
o,oo3 82 5o3 0S9 80 492 210
o,o34 87 535 495 85 523 OlO

o,o 35 02 567 Coi O1 554 4o4

0,006 97 600 7° 7 96 585 499
0,037 100 634 8i3 10X 6i 3 5y3
o,o 38 108 669 0,03919 107 602 688
o,o3q ;i4 yoi o,o4o25 112 686 782
o,o4o 120 74i l32 n8 722 00 0

>f;: i
il'
\r:nry.
• I

X



TABVLA I

Ellipsis II y p e r b 0 1a .

log Z>’ C T log B C T

0,040 120 721 o,o 4 i 3 ig n8 722 o,o 58 7 5 7
o,o 4 i 120 779 2387 124 753 0,03 lj695
O.Oi 2 i 33 818 3457 i 3 o ?59 o,o4o632
o,oi 3 139 858 4528 i 36 833 i56 7
o,o 44 i 46 898 56 oi i 43 872 25oo
o,oi 5 l 52 94o 6676 i 4 g 912 54o2

o,o 46 159 982 77 53 i 56 g 53 4363
0,047 166 1026 883 1 x 63 994 5292
0,018 j 73 IO7O o,o 4 g 9 ii 170 2007 6220

0,049 181 1116 0,050990 J 77 1080 7 i 4 7
o,o 5 o 188 1162 2077 . i 84 1124 8072

o,o 5 i 396 1210 3 i63 xgx 1169 « 99 5
0,052 204 1258 4250 !99 12l 5 0,0499x7
o,o 53 212 1307 533g 207 1262 o,o 5 o 838
o,o 54 220 i358 643o 2 x5 i 3 io x 75 7
o,o 55 228 i 4 og 7523 220 x358 2675

o,o 56 206 x46 i 8618 23  1 x4o7 35g2
0,057 245 i 5 i 4 o,o 5 g 7 i 4 239 i 458 45o7
o,o 58 254 i 568 0,0608x2 247 x5o9 5420
0,059 263 1623 1912 256 l 56 l 6332
0,060 272 1679 5oi 4 265 i 6 i 4 7243

0,061 281 1706 4 i 18 4/5 1667 8 x52
0,062 290 1794 5223 282 1 722 9060

o,oG 3 3oo 3853 6331 29 i 1777  , 0 ,05C)967
o,o6A 3°9 191 3 71 io 001 i 833 0,0608 - 2

o,o 65 3l 9 197* . 855 1 5 10 , ^ 9i 1776

0,066 329 2o36 0 .069664 520 2678

0,067 339 20 99 o,070779 329 2007 35 79
o,oG8 35o 2163 1896 33g 2067 44 79

0,069 3fio 2228 5oii 5 *9 2128 5377

0,070 3 7i 22 .91 4 x35 359 2189 6274

0,071 33i 2560 5267 370 225 l
7170

0,072 392 2428 638 1 082 20 l 4 8o64

0,070 4o3 2497 7S07 3go 2378 8957
0,074 4 i 5 2567 8635 4o1 2443 o,o 6 g 848

0,075 426 2633 0,079765 4 l2 2509 0,070738

0,076 437 2709 0,080897 423 2575 1627

°, ° 77 449 2782 2000 434 2643 25 x4
0,078 46 i 2856 3 i 66 445 271 1 34 oo

°, ° 79 2g3o 45o3 457 2780 4285
0,080 485 3oo6 5443 468 2800 5 i 68



TABVLA I

Ellipsis Hyperbola

A log n c T log /i C T

0,080 485 3oo6 0,o 85443 468 285o 0,076168
0,081 4g8 3o83 6584 48o 2921 6o5o
0,082 5io 3 160 7727 492 2992 6g5o
o,o 83 523 0239 0,088872 5o4 3o65 7810'
o,o 84 535 33 ig 0,090019 5 i 6 3 i 38 8688
o,o 85 548 3399 n 68 528 3212 0 .079561

0,086 56 i 348 1 2319 54o 3287 0,080439
0,087 575 3564 3472 553 3363 i 3 i 3
o,o8S 588 5647 4627 566 344o 2186

0,089 602 3702 5784 578 35 i 7 3o57
o,ogo 6i 5 58 i 8 6g43 5gi 35g5 3927

0,091 629 3go4 8 io 4 6o4 3674 4796
0,092 643 3992 0,099266 6l8 3754 5663
o, ° g 3 658 4o8i o,ioo 43 i 63 1 3835 6529
0,094 672 4170 i 5 g 8 645 39 . 7 ? 5 9 4
0,095 687 4261 2766 658 3999 8257

0,096 701 4353 3g37 672 4o83 9 119
0,097 716 4446 5 no 686 4 i 07 o,o 8 99 3 o
0,098 7 3 i 453g 6234 700 4252 0,0908i0
0,099 7 46 4634 746i 7 i 4 4333 1698
O, 1OO 762 4730 8640 728 4424 2555

0,101 777 4826 0,109820 7*3 45 12 34 io
0,102 793 4yi 4 0,111000 758 46 oo 4265
o,io 5 809 5o2J 2188 772 4689 5i 18
0,1 o 4 825 5 i 23 3376 787 4 779 5g6g
o,io 5 84 1 5224 4563 802 4820 6820

0,106 867 6520 5754 817 4962 7669
0,107 8 73 5428 6947 833 5o54 85i 7
0 c co 890 5532 8i42 848 5i 48 0,099364
0,109 9° 7 5637 0,1 19339 864 5242

0,100209
0,110 924 5743 o,i2o533 880 5337 io 53

0,111 g 4 i 585o 895 5432 1896
0,1 12 g 53 5g58 3942 911 5529 2738
0,1i 3 975 6067 4 i 48  j 928 5626 35 78
o,n 4 993 6177 5355  B g 44 5724 44 i 7
0,1 15 1011 6288 6564 960 5823 5255

0,116 1029 64  00 7776 977 5923 6092
0,117 1047 65 13 0,128989 994 6024 6927
0,118 io 65 6627 o,i 3 o 2 o 5 101O 6125 7761
0,119 io 33 6742 i423 1 1027 6228 85 gi

^ 0,120
1102 6858 2643 I io 45 633 1 9426



4 TAJBVLA T

Ellipsis B ^M•*M 1

A log B C T log B C T

0,120 1102 6858 0,102643 io 45 635 i 0 ,X09426
0,121 1121 6976 3365 1062 6135 o,no 256

0,122 n 3 g 7° 9 '* 6089 1079 Gjog io 85

0,123 n 58 7213 601 5 1097 6645 igi 3

0,1 2 -4 1178 7334 7545 1 n 4 67OI 27 ^0

0,125 “97 7455 0,168774 1102 6858 3566

0,126 1217 7577 0,140007 nbo 6966 45 go
0,127 1236 7701 1211 nos 7075 52i 3
0,128 1256 7825 2478 use 7i85 6 00 5

0,129 I276 79^1 37i 7 1200 7295 6855
o,i 3 o 1296 8077 4909 1290 7408 .7675

0,101 1317 8206 C202 1242 7618 8 ig 3
0,1 32 1037 8334 7443 1261 7631 o,ng 3 io

o,i 33 i 353 8463 86g5 12S0 7745 0,120126

0,1 3  i- 1378 8094 0,119945 “99 7859 og 4 o

o,i 55 1399 8726 0,101197 i 5 i 8 7974 1754

o,i 36 l 421 885g 2452 1007 8090 2566

°,i37 i442 8993 0708 1357 8207 33 77
o,i38 i463 912S 4967 1376 8325 4 i 86

0,139 i 435 9264 6228 1096 8it 43 ^99 5
0 c 1507 9i ° i 7191 i 4 i 6 8562 5802

o,i 4 i 1629 g 53 g 0,158766 1106 8682 6609

0, 142 i 55 i 9678 0,160024 i 456 88o3 7 '“ 4
0,1 43 1573 98l 9 1294 i 47 G 8925 8217

o,i 44 1596 99 Go 2566 14-97 9° 47 9020

o,i 45 l6l8 10102 384o i5ij 9170 0,129822

o,i 46 16 ii 10246 5 i 16 i 533 9294 0,100622

o,i 47 166 i io 3 go 609 5 i 55 g 9419 1421

0,1 48 1687 io 536 7676 1080
g 545 ^ 2219

0,1 4 g 1710 10680 0,168959 1601 9f,71 5o 16

o,i 5 o I7O -I io 33 o 0,170245 1622 9798 53 i2

o,i 5 i 1757 10979 i 533 iG ±3 99 26 4606

0,1 52 1731 1 1 129 2823 1 665 ioo 55 5399

0,1 53 1800 11280 4 n 5 1686 ioi 85 6191

0,1 54 1829 11 432 54 io 1708 1001 5 6982

o,i 55 i 354 n 535 6707 1730 io 446 7772

o,i 56 1878 11759 8006 1752 10678 856 1

°,i57 ig °3 n 8 g 4 0,179308 1774 10711 0,139349

0,1 53 1927 12o5l 0,180613 1797 10844 o,i 4 oi 55

0,159 1952 12208 1918 1819 10978 O92O

0,160 1977 12366 3226 i 842 mi 5 1704



TABVLA I 5— — ^ — — —— —— —
Ellipsis Hyperbol a

A log B C T log # C T

0,160 1977 12366 0,1832a6 1842 imo 0,141704
0,161 2003 12526 4537 i 864 11249 2487
0,162 2028 12686 585o 1887 1 1386 3269
o,i 63 2o54 12818 7166 19 I ° i i 5 a 3 4o5o
o,i 64 2o3o i 3 oi 1 8484 1933 11661 4829
0,1 65 2106 13175 0,189804 ig 56 11800 56o8

0,166 2 l 32 i 334 o 0,191127 1980 ng 4 o 6385
0,167 21 53 i 35 o 6 2452 2003 12081 7161
0,l68 ai 84 13673 3779 2027 122,2,2 7937
0,169 2211 i 384 i 5iog 2o5l 12364 8710
0,170 2238 i 4 oio 6441 2075 12507 o,i 4 g 483

0,171 2265 i 4 i 8 i 7775 2099 12651 o,i 5 o 255
0,172 2292 14352 0,199112 2123

12795 1026
O W 2319 14525 o,2oo45i 2147 12940 1795
0,174 2347 14699 1793 2172 i 3 o 86 2564
0,175 2374 14873 3 i 3 7 2196 i 3233 3331

0,176 2402 i 5 o 4 g 4484 2221 i 333 o 4097
0,177 243 o 15226 5832 2246

i 3 o 2 g 4862
0,178 2458 i 54 o 4 7184 2271 13678 5626
0,179 2486 i 5583 8538 2296 13827 638g0,180 a 5 i 5 l5764 0,209894 2321

13978 7i 5i
0,181 2543 i 5 g 45 0,211253 2346

i4i2g 7911
0,182 2572 16128 2614 2372 i 4 a 8 i 8671

00'
0 2601 i 63 n 3977 2398 i 4434 o,l 5 q 42 Q
0,1 84 263o i 64 g 6 5343 2423 i 4583 0,160187
o,i 85 2660 l6682 6712 2449 14742 094 3

0,186 2689 16868 8o33 2475 i 43 g 3 1698
0,187 2719 17057 0,219455 25o2 i 5 o 54 2455
0,188 27 ^9 17246 0,220802 2S28 i 52 io 0206
0,189 2779 17436 2211 2554 i 5368 3908
0,190 2809 17627 3592 258 1 i 5526 4?og

0,191 285g 17820 4975 2608 • 1 5685 04 58
0,192 2870 i 3 oi 3 636 1 2634 i 58 i 5

0207 |
o,ig 3 2900 18208 7?5° 2661 i 6 oo 5 6955
o,i 9 4 2931 i 34 o 4 o,22gi4i 2688 16167

1
7702  j

o,ig 5 2902 18601 o, 23 o 535 2716 l 6329 8447 i

0,196 2993 l8 799 ig 3 i 2743 i6 'igi 9192
0,197 3o25 18998 3329 2771 i 6655 0,169955
0,198 3o56 19198 4y3i 3798 16819 o,i70678
0,199 3o88 ig 4 oo 6i35 2826 16984 1419
0,200 3120 19602 7541 3854 17150 2169

* 2



TABVLA I6

14] 1i p s i s Hyperbola'

A log B C T l ° g C T

0 . 200 3120 19602 0,237541 2854 i 7i5o 0,172169
0,201 3i52 I9806 o, 233 g 5 o 2882 173i 7 2899
0,202 3i84 20011 o,24o36i 293  0 i ?484 3637
0 520J 3216 20217 1776 2938 17662 43 74
0,204 324g 20424 3192 2967 17821 5no
0,205 3282 20632 46 i 2 2996 17991 5845

0,206 53 i5 20812 6o34 3o24 18161 657g
0,207 3348  * 2105 ?. 7458 3o53 i 8332 7 3 l 2
0,208 338 1 21264 0,248885 3o8a 1 85 o 4 8o44
°, 3 ° 9 3 ii 4 21477 o, 25 o 3 i 5 3ii 1 i 36 77 8775
0,210 3448 21690 1748 3 i 4o 18860 0,179305

0,211 3482 21905 3 i 33 3169 19024 o , 180234

0,212 35 i 6 22122 4620 3199 *9 199 09C2
0,213 355o 22339 6061 3228 ig 3 7 5 1688

0,214 3584 22557 7 5 o 4 3,258 ig 55 1 24 14
0,2l 5 36 i8 22777 o, 258 g 5 o 3283 - 19728 3 139

0,21 G 3653 22998 0,260098 33 18 ■ 19906 3863

0,217 3688 20220 i 84 g 53 -i8 20084 4535
0,218 3723 23445 33o3 35 7S 20264 53o7
0,219 3758 23667 4759 3409 20 444 6028

0,220 3793 20892 62X8 5459 2062 .5 6747

0,221 3329 24119 7680 5170 20806 7466
0,222 3865 2.4347 o, 26 gi 45 35 oo ■ 20988 8i8i

0,220 3goo 24576 0,270612 353 i 21172 8900

0,224 3g36 243oG 2082 3562 2 i355 0,189616

0,225 5g73 26037 5555 35g4 21 54 o o,igo 33 i

0,226 4009 26269 5o3 i 3625 21725 io 44 x

0,227 4o46 25502 6509 3656 21911 i 7 5 7

0,223 4o82 20707 799° 3688 22098 2468

0,229 4 i 19 25973 o,2 7 g4 7 4 3719 22285 3l 79
0,200 4 i 56 26210 0,280960 575l 22470 38 Sg

o,a 3 i 4 ig 4 26448 2450 3785 22662 45 97
0,252 423i 26687 3g42  • 38 i 5 22852 55o5
0 .233 4269 26928 5437 . 3847 25o42 6012

o ,234 43o6 27169 6g35 388o 23234 6717

o,23S 4344 27412 8435 3912 23425 7422

0,200 4582 27656 0,289939 3945 26618 8126

0,237 44 ai 279OI o,2gi445. 3977 28811 8829

0,208. 4459 281 43 .2954 4oio a 4 oo 5 0 , 19953 0

o, 23 g 4498 283g5 4466 , 4o43 24200 O, 20023 l

0,2 io 4537 28644 5g8o 4076 243g6 og 3 i



TABVLA I 7

Ellipsis 1 H y p e r b 0 1 a

A log B C T log B C T

0,2 *0 4537 28644 0,295980 4076 243g6 O, 200 j 3 l
0,2 4  1 4676 28894 7498 4 no 24592 1600

0,24-2 46i 5 29145 0,299018 4 i43 24789 2028

0,245- 4654 29097 0, 5 oo 542 4176 24987 3o25
o ,244 46g4 2g65i 2063 4210 25i 85 3721
o ,245 4734 29905 3597 4244 a 5384 44 16

0,246 4774 00161 5129 4277 255&4 5 i 10
0,247 48 i 4 3oii 3 6664 43 11 25785 53o3
o,a 4 S 4854 60676 8202 4346 25986 C4 g 5
0,249 4894 3og 35 0 ,50J743 438o 26 l 83 7186
0,250 4g35 5 i ig6 o ,5  n 286 44 i 4 26691 7876

0,201 4976 3 i 458 2833 44  49 26594 3565
o, 25 a 5017 31721 4332 4483 26799 9254
0,253 5o58 31985 5g35 45 i 8 27004 O, 20994 l
o ,254 5099 5225o 7490 4553 27209 0,210627
o ,255 5i 4 i 32517 o, 3 igo 48 4588 a 7 4 i 6 i 3 i 3

0,206 6182 3278 -1 0,020610 4623 27623 J997
0,257 5224 55o53 2174 4653 27830 2681

0,268 0266 35325 3 y4i 4644 28o3g 3364
0,259 53«9 535 g5 53 i 2 4729 ■ 28248 4o45
o .?.bo 535 \ 5586 7 6885 4765 28453 4726

0,201 aogi 3 nii o, 32346 i 48oi 28669 54 oS
0,262 5436 54 ii 6 o, 53 oo 4 i 4858 2883o 6o85
0,265 5479 5 1692 1623 48 73 29O92 6763
o, 2 ()4 5522 340 .70 3208 4909 29006 744o
0,265 5556 3 )248 4797 4g45 29519 8i 16

0,266 „609 55523 6383 4y8 i 29735 8791
0,267 5653 35809 7980 5oi 3 29948 0,219465
0 .263 5697 36091 0,509580 5o55 5o164 0,220108

0,269 5711 T63 ;5 o, 54 i 181 5ogi 3o38o 0811

0,270 5780 35659 2786 5128 5o5g7 i 482

0,271 5829 56945 4592 5165 3o8i5 31 53

0,272 58?4 57202 6002 5202 3 io 33 2822

0,273 5gig 37521 761 5 524o 31253 34 gi
0,274 5g64 37810 0,349231 6277 3 1478 4 i 5g
0,275 6oog 38101 o, 35 o 85 o 53 15 3 i 6g3 4826

0,276 600 i 33393 2473 5552  0 3 igi 5 5492
0,277 6100 08686 4098 53 go 32137 6157

0,278 6i 45 58981 5727 5428 32359 6821

0,279 6191 39277 7 35 9 1 5466 32583 7484
0,280 6237 39673 899! 1 55o4 32807 81 4 7



8 TABVLA I

Ellipsis I Hypcrbola

A log B C T l ° g 5 6’ T

0,280 6237 5g5y3 0,358994 55o4 32807 0,228147
0,281 6283 39872 9,36o632 5542 33o32 8808

0,282 633o 40171 2274 558 1 53207 0,219469
0,283 63j6 40472 5918 5619 33484 0,230128
0,284 6423 40774 5566 5658 33711 0787
o ,285 6470 41077 7217 5697 33g38 i 445

0,286 6517 4 i 38 i 0,368871 5736 34167 2102

r->00«O 6564 41687 0,370529 5775 343g6 2758
0,238 6612 41994 2189 58 i 4 34626 34 i3
0,289 6660 42302 3853 5853 34856 4o68
0,290 6708 42611 5521 58g3 35087 4721

0,291 6756 42922 7191 5982 353 i 9 5374
0,292 68o4 43233 0,378865 5972 35552 6026

0,293 6852 43547 o,38o542 6012 35 735 6676

0,294 6901 4386 i 2222 6o5a 36019 7326

0,296 6g5o 44177 3go6 6092 36253 7975

0,296 6999 44493 55g3 6i 32 36489 8623

0,297 7o48 448 i2 7283 6172 36725 9271

o,2g8 7° 97 45 i 3i 0,388977 6213 36g6i 0,239917

0,299 7147 45452 0,390673 6253 37199 o,24o563
0,200 7196 45774 2374 62g4 37437 1207 |



TABVLA II (vid. art. 9S) 9

% 77 h log 77 h

I 0,0000 0,0000000 o,oo 4 o o,oo 38332 0,0080 0,0076103

01 0965 4i o,oo5g284 81 7071

02 1930 42 o,oo4o235 82 8009

o 5 2894 43 n86 83 89 *7

o 4 3853 44 21 36 84 o,oo 7gS 84

0 5 4321 45 3o86 85 0,0080821

06 5'/84 46 4o3 6 86 i 7 58

07 C747 47 4g85 87 2691

08 771°
48 5g34 83 560O

°9 8673 49 6883 89 4566
IO 0,000t)634 5o 7832 9° 55o2

11 0,0010595 5 1 8780 91 6 437

12 1557 62 0,0049728 92 7072

i 5 2617 53 0,0050675 93 8006

i 4 ‘ 0478 54 1622 9 0,0089240

i 5 4438 55 2669 93 0,0090174

16 53g8 56 5515 95 1108

6307 57 4462 97 2o4l

18 75i6 58 5407 98 2974

J9 8275 39 6353 , 0,0099 3906

20 0,0019234 Co 7298 0,0100 4809

21 0,0020192 6i 8243 Ol 5770

22 n 5 o 62 0,0059187 02 6702

23 3107
63 o,oo 6 oi 3 i o 3 7633

2A 3o64 64 1075 o 4 85G4
25 4021 65 2019 o 5 0,0099495

26 4977 66 2962 06 o,oioo425

27 5953 67 3go5 07 i356

28 C889 68 4817 08 2285

29 78i5 eg 6790 °9 321 5

3o 8800 7° 6702 IO 4i4i

3i 0,0029755 7i 7673 1 1 5o73
32 0,0000709 V-

86i4 32 6001

33 iGG 3 73 0,0069555 IO 6929

34 2617 7 i 0,0070196 i 4 7807

35 OO7O ?5 i 456 i 5 8735

56 4523 76 23/6 16 0,0109712

5? 5476 77 53i6 J7 0,01io 63 g

38 6428 73 4255 18 i 565

3g 7381 79 5j94 2491 I

o,oo 4 o 0, oo38332 0,0080 0,0076i33 1 0,0120 o,oii34i 7 I



10
r-

TABVLA II

h i ° g xr h log h !og J/

0,0120 o,on34i7 0,0l60 0,0150202 0,0200 o,oi 865 oi
21 4343 6l 11 i 5 Ol 7 4 o 3
22 5268 62 2023 02 83o4
23 6193 63 2941 00 0,0189205
2i 7118 64 3854 o 4 0,0190105
2 5 8o43 65 4 - 66 *o5 ioo 5

26 8967 66 5673 06 igo 5
2 7 0,0119890 67 658g 07 28o5
28 0,0120814 63 7 5 oo 08 3704
29 i 7 3 7 69 84 u °9 46o3
3o 2660 7° 0,0159322 IO 55o2

3 x 3582 71 0,0160232 11 $ 9 oi
32 45o5 72 1142 12 7299
33 5427 73 2052 i 3 8 >97
34 6348 7'4 2961 i 4 9094
35. 7269 75 3870 i 5 0,0199992

36 8190 76 4779 16 0,0200889
3 7 0,0129111 77 5688  ' »7 1785
38 o,oi 3 oo 32 78 6596 18 2682

39 0952 79 7 5 o 4 »9 35 78
4o 1871 80 84 i 2 20 44  74

4 i 3 79 * 81 0,0169019 21 5369
42 3710

- 82 0,0170226 22 6264
43 4629 83 1 133 23 7 l5 9
44 554 7 84 2039 24 8o54
45 6466 85 2945 25 8g48

46 7333 86 585 1 26 0,0209813
.47 8001 87 4757 27 0,0210736
48

o,oi3g2i8 88 5662 28 i 63 o

49 o,oi 4 oi 35 89 6567 29 2523
5o 1052 9° 7 4 7 i 3o 34 i 6

5 i 1968 9 1 83 76 3 i 4309
52 2884 92 0,0179280 32 5201
53 38 oo 93 0,oi 8 oi 33 33 6og3
54 4716 9 3 1087 34 6g85
55 5631 95 J 99 0 35 7876

56 6546 96 2893 36 8763
57 7460 97 3796 3 7 0,0219659
58 ' 83 7 5 98 4698 38 0,0220549
59 o,oi4g2S8 0 ,0 I 99 56 oo 39 i 44 o

0,0160 0,01 50202 0,0200 o,oi 865 oi O, 024 o 0,0222330



TABVLA II 11

h log h log J7 h log yj

0,0240 0,022233o 0,0280 0,0257700 0,0520 0,0292626
4i 3220 81 85 7 g 21 3ig4
4'2 4io 9 82 o,025 9 45 7 22 436i

43 4998 83 0,0260335 23 6228

44 5887 84 12l5 24 6o 9 5
45 6776 85 2090 25 6961

46 7664 86 2967 26 7827

4 7 8552 87 3844 2 7 8693

48 o,o22 944o 88 4721 28 0,0299559

o,oa3o328 89 5597 =9 o,o3oo424

5o 12l5 9° 64 7 3 3o 1290

5i 2102 9i 7349 3i 2 »54

52 2933 9 2 8224 32 0019

53 38 7 5 9 3 9 ° 99 53 3383

54 4 7 6i 9* 0,0269974 34 4 74 7

55 5647 9 5 0,0270849 35 56n

56 6532 9 6 1725 36 64 7 5

5 7 7 * » 7 97 25 97 37 7 338

58 83o2 98 3471 33 8201

59 o,o23 9i8 7 0,0299 4345 3g go64

60 0,0240071 o,o3oo 5218 4o o,o3o 99 26

61 og56 01 6091 4i o,o3io 7 88

62 1839 02 6 9 64 4a i65o

63 2723 o3 7 836 43 2512

64 36o6 o4 8708 44 33 7 3

65 4439 o5 0,0279530 45 4234

66 53 7 2 . 06 0,0280452 46 5og5

67 6254 °7 i323 4 7 5956

68 7IOO 08 2194 43 68l6

69 8018 °9 3o65 4g 7676

70 8900 IO 3 9 36 5o 8536

7 1 0,0249781 1 1 48o6 5i o,o3i 9 3 9 6

7 2 0,0250662 12 5676 52 o,o320255

73 i543 i3 6546 53 iii4

7 -i 2423 ii 74i5 54 1973

75 33o4 i5 8284 55 2831

76 4i83 16 0,0289153 56 368 9

77 5o63 17 0,0290022 57 454 7

78 5 9 42 18 0890 58 54o5

79 6822 29 i 758 5 9 6262

0,0280 0,0257700 0,0320 0,0292626 o,o36o O,o327120



12 TABVLA II

h log rj h log h log yy

o,o 56 o 0,0027120 o,o 4 o o,o 36 i 192 0,080 0,068 l057
61 7976 o,o 4 i 6g646 O,08l 836 l 2
62 8833 o ,o 42 78075 0,082 o,o 6 g 6 i 46
63 0,0329689 o,o 45 86478 0,080 0,0700661
64 o,o 33 o 546 o,o 44 o,o 3 g 4856 0,08 4 1u 57
65 i 4 oi o,o 45 0,0400209 0,080 1,8633

66 2257 o,o 46 11537 0,086 26090
67 5 ll 2 °> 0i 7 19341 0,087 33527
63 3967 o,o 48 28121 0,088 4og 45

1 6 9 4822 o,o 4 g 56076 0,039 48345

i 70 6677 o,o 5 o 44607 0,090 50725

7 1 6531 o,o 5 i 52814 0,091 C5087

72 7385 0,052 60998 0,092 7o43o
73 8289 o,oi >5 69157 0,093 77754
7-'* 9° 92 o,o 54 77294 o,og 4 85o6o
75 0,0339946 o,o 55 85407 o,og 5 92348

76 0,0340799 0,056 o,o 4 g 5 ig 6 0,096 0 ,° 799 Gl 7
77 i 65 i 0,057 o,o 5 oi 563 0,097 0,0806868

78 25o4 ,o,o 58 09607 0,098 i 4 ioi

79 3356 0,059 17628 0,099 21816
80 4208 0,060 2.5626 0,100 285i5

81 5o59 0,06l 33602 0,101 30693
82 5911 0,062 4i556 .Q, 102 42854
83 G762 o,o 63 4g483 0,1 o 3 49999
84 7610 0,064 5 73 97 0,1 o 4 57125
85 8464 o,o 65 60285 0,1 o 5 | 64235

86 O^ -JrCJOli 0,066 73i5o 0,100 71027
87 o,o 55 oi 64 0,067 80994 0,107 784o 1
88 ioi 4 0,068 88817 0,108 80459
8j 1864 0,069 o,o 5 gG 6 i 8 0,109 92500

9° 2710 0,070 0,0604398 0,110 0,o 8 gg 523

91 3562 ° >° 7 1 12157 0,111 0,0906630

92 44 n 0,072 co0 Cn 0,132 i552o
9 3 52 jg 0,073 27612 0,1 13 2o4g4
9-4 6108 o,o 74 353o8 o,i i 4 27451

93 6g56 0,076 42984 0,11 5 343gi

95 7804 0,076 # 5 o 659 0,116 [ 4 i 3 i 5

97 8651 0,077 58274 0,117 48223
98 o,o 35 g 4 o 9 0,078 65888 0,118 55n 4

0,0309 o,o 36 o 346 0,079 73483 0,119 61990
o,o 4oo

0,0061102 j 0,0807 0,0681057 0,120 o,og 6384 g



TABVLA II i3

h log yy h log yy h lo g yy

0,120 0,0968849 0,160 0,1230927 0,200 0,1471869
0,121 75692 0,161 37192 0,201 77653
0,122 82520 0,162 43444 0,202 83427
0,123 Sq 33 i 0,1 63 49682 0 , 2o5 89189
0,124 0,0996127 0,1 64 55908 0,204 o,i 4 g 4 g 4 o
0,125 0,1002907 0,1 65 62121 0,205 o,i 5 oo 68 i

0,126 09672 0,166 68321 0,206 o 64 i 1

0,127 16421 0,167 745 o8 0,207 121 OO

0,128 23 i 54 0,168 80680 0,208 17338
0,129. 29873 0,169 86845 0,209 23535
o,i 3 o 56576 0,17° 92994 0 .210 29222

o,i 3 i 43264 0,171 ° , 1299101 0,21 i 54399
0 , 132 49956 0,172 o,i 3 o 5255 0,212 4 o564

0,1 33 565 g4 0,173 11867 0 , 2 l 3 46220

o,i 34 60237 0,174 17466 0 ,2 l 4 5 i 365

0,1 35 6g865 0,175 23553 0 ,2 l 5 57499

o,i 36 7647S 0,176 29628 0,216 63 l 23

0,137 83076 0,177 35690 0,217 68737

0,1 38 89660 0,178 41740 0,218 7434 o
0,1 3 g 0,1096229 0,179 47778 0,219 79933
0 ,i 4 0 0,1102783 0,180 538 o4 0,220 855 16

o,i 4 i og 323 0,181 5 g8 i 3 0,221 91089
0 , 142 i 584 g 0,182 66821 0,222 0,1596662

0,1 43 22360 o,i 83 71811 0,223 0,1602204

0 , i 44 28357 0,1 84 77789 0,224 07747
0,1 45 5534 o o,i 35 80705 0,225 13279

o,i 46 41809 0,186 89710 0,226 18802

0,147 48264 0,187 0 ,i 3g5653 0,227 243 15

o,i 48 54704 0,188 o,i 4 oi 585 0,228 29817

0,1 4 g 61 i 3 i 0,189 07604 0 ;229 353 10

0,100 67544 o,igo i 34 i 2 0,200 4 o 7g3

o,i 5 i 7J 9 i 3 0,191 I9OO9 0,201 46267

0,152 80029 0,192 25 ig 4 0,232 51700

o,i 53 86701 o,ig 5 3 io 68 0,233 671 84

o,i 54 g 3 o 5 g o,ig 4 56 g3 i o ,254 C2628

o,i 55 0,1199404 0,195 42782 0,200 680 63

0,1 56 0,1205735 0,196 48622 o ,256 73488

0,157 i2o53 o »i 97 5445 o 0,237 78900

0,1 58 i 8357 0,198 60268 0,233 843 og

0,159 2464 g 0,199 66074 0,259 89 - 05

0 . 160 0,1200927 0,200 0,1471869 o,2io 0,l6Q5092



TABVLA IIi4

1 h
0,2 4 o

0,2 i 1

0,242
0,2 *3
o ,244

0,245

log rr

0,1695092

0,1700470

o 5838

mg?

16047

21887

9 ^ log yy I h l ° g yy

0,280

0,231
0,282

o ,283

o ,284

o ,285

0,1903220

08249

10269

18281

23286

28282

0,320
0,321
0,322
o ,323

o ,324

o ,325

o, 2og 83 i 5

o,2io3o4o

07759

12470

17174

21871

o, 24 G 27218 0,286 33271 0,326 26562

0,247 5254o 0,287 3325 1
0,627 31245

0,248 07853 8 0,288 43224 0,528 35921
0,249 43 i 56  | 0,289 48 188 0,329 40691
0,250 4845 1 i 0,290 53 i 45 o, 33 o 45i 53 *

0,25* 55756 9 0,291 58o4g 0,331 49909
0,252 5g° i 3 n 0,292 63o55 o ,532 54558
0,253 6423o °, 2 g 3 67968 o ,333 59200
0,264 69508 0,294 72894 o ,334 63835
0,255 74788 0,296 77811 o ,335 68464

j 0,256 80029 0,296 82721 o ,336 700351 0,267 80261 0,297 87624 0,337 77700i o,258 go 483 0,298 92618 o ,338 823c8
j 0,259 0,1796698 0,299 0,1997406 o, 33 g 86910
i 0,260 0,1800903 0,000 0,2002285 o, 34 o 9 i 5 o 5

j 0,261 OGIOO o, 5 oi 07157 o, 54 i 0,2196093
I 0,262 11288 0,302 12021 o ,342 0,2200675
1 0,263 16 * 67 o, 3 o 3 16878 0,343 o 525 o

0,264 21608 o, 3 o 4 21727 0,344 09818
0,265 26800 o, 3 o 5 26569 I o ,345 i 438 o

0,266 3 ig 53  | o, 3 o 6 3 i 4o3 o ,346 i 8 g 359 0,267
37o98 | 0,307 3623 o | 0,3 * 7 23483

0,268 42255 | 0,008 4 io 5o I 0,348 28026

0,269 47353 9 05509 45362 I o, 34 g 3256 i
0,270 52*33  | 0,010 50667 I o, 35 o 57001

| 0,271 57694 I o ,5  ii 55464 1 0,351 4 i 6i 3
8 °, 272 62696 0,312 60254 | 0,352 46 i3o

0,273 67791 o,3i3 60037 o ,553 5o64o
0,274 72877 o, 3 i 4 69813 o ,354 55 i 43
0,275 77966 o, 3 15 7458i o ,355 59640

0,276 83o24 o, 3 i 6 79342 o ,356 64i 3 i
0,277 88080 0,317 84096 0,357 636i 5
0,278 93i38 o, 3 18 83843 o ,358 73og4
0,279 0,1898183 o, 3 19 g 3582 o, 35 g 77565
0,280 O,lgo 3220 0,320 o, 2 og 83 i 5 o, 56 o 0,2282001



TABVLA II i5

h log yy h log yy h
!og yy

o, 36 o 0,2282031 o, 4 oo 0,2455716 o, 44 o 0,2620486

o, 3 Gi 864 go o, 4 oi 59940 o, 44 i 24499

o, 3 G2 90943 0,402 64 i 58  . o ,442 28507

o, 3 C3 95390 o, 4 o 3 68371 o ,443 325 i 1
o ,364 0,2299831 o, 4 o 4 72578 o ,444 365o9
o ,365 o, 23 o 4265 o, 4 o 5 76779 o ,445 4o5o3

o ,366 08691 o, 4 o 6 80978 o ,446 44492

0,367 i 5 n 6 0,407 80166 0,447 48475
o ,368 1 7532 o, 4 o 8 89351 o ,448 52454
0,369 2ig'i2 o,4o 9 9353 l 0,449 56428
0,370 26346 0/110 0,2697705 o, 45 o 60397

0,371 3o743 o, 4 i 1 0,2501874 o, 45 1 6 ir3 f>2

0,372 35 i 35 0,412 o 6 o 38 0,452 68321

0,373 39621 0,4  i3 10196 o ,453 72276

0,374 43 goo 0/11 4 1 4349 o ,454 76226

0,375 48274 o, 4 i 5 18196 o ,455 80171

0,376 52642 o, 4 i 6 22638 o ,456 81111

0,377 57003 0/117 26776 0,457 88o46

0,378 6 i 35g o, 4 i 8 3ogo6 o ,458 9*977
0,379 65709 o, 4 ig 35o32 0,459 95903
o, 38 o 70053 0,420 39153 o, 46 o 0,2699824

o, 38 1 74391 0,421 432G9 o, 46 i 0,2708741

0,582 78723 0,422 47379 0,462 07662

0,583 83o5o o, 4 i 3 51485 o ,463 ii 55 g

o ,384 87370 o ,424 55584 o ,464 15462

o ,385 gi 685 0,425 59679 o ,465 ig 36 o

o ,386 o, 23 g 5 gg 3 0,426 60769 o ,466 23a53

0,387 0,2400296 0,427 67853 0,467 27141

1 o ,388 o 45 g 4 0,428 71932 o ,463 3 io 25

0,089 08880 0,429 76000 0,469 34 go4
o, 3 qo 13171 o, 43 o 80075 0,470 38778

0,391 17151 0,43 1 81109 0/171 42648

0,3q2 21725 o ,432 88198 o,4 72 465 13

o, 3 g 3 25 og4 o ,453 92252 0,547 5o374

0,394 30257 0,434 * o, 25 g 63 oo 0/171 5423o

o, 3 g 5 3i 5i 4 0,435 o,26oo344 0/175 58082

0,036 38766 o ,436 04382 °, 4 7 6 61929

°,397 43 oi 2 o,43 7 o 84 i 5 0,477 65771

o, 3 g 8 4/252 o ,438 12444 o,4 78 69609

0,399 5i487 o, 43 g 16467 0,479 73443
o, 4 oo 0,2455716 o, 44 o 0,2620486 !* o, 48 o . 0,2777272



TABVLA II16

h log yy h Io S X7 I h
]°g XV |

o, 4 So

o, 43 i

0,482
0,483
o ,484

o ,485

°, 3 777 2 72

81096

84 gi 6
88702

g 2543

0,2796049

0,520

0,521
0,522

o ,523

o, 5.24

0,525

0,2926864

3o5i 8
■34 i 68

37813

4 :455

45092

o, 56 o

o, 56 i

0,562

o ,563

o ,564

o ,565

0,3069908 1

73437 1
76931 8

8o422 1

80910

87394

I o,486 0,2800152 0,526 48726 0,066 90874
I o, 48 7 03949 1 0,527 52355 0,007 g 455 o
fi o ,433 07743 i 0,528 55981 o ,563 0,3097823

| 0/189
ii532 s 1 <>>629 59602 0,569 0,3102292

8 0,490 i53i6 o, 55 o 63220 0,670 o4 758

o, 4 gi 19096 o, 53 i 66853 0,571 08220

0,492 22872 0,532 70443 0,5 - 2 11678
0^ 93 a 6644 o ,533 74o4g 0,573 i 5 i 33

o, 4 g 4 3o4 n o, 53 i 77660 1 0,574 18584

. o, 4 g 5 34173 o ,535 8 1248 0,575 2203 1

o, 4 g 6 37932 o ,536 84842 0,576 254 75
i o, ‘i 97 4i 686

0,537 88432 0,577 28915
■ o, 4 g 8 45436 o ,538 92018 0,578 32352
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.-• yjr ,-•■■' * *iâ *F -i - V 5.«SA. tk?’̂
v **»£*?*

.■—;-jy'JT-'•
as#


	Vorderdeckel
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]

	Titel
	[Seite]
	[Seite]

	Praefatio
	[Seite]
	Seite IV
	Seite V
	Seite VI
	Seite VII
	Seite VIII
	Seite IX
	Seite X
	Seite XI

	Contenta
	[Seite]

	Liber Primvs Relationes Generales Inter Qvantitates Per Qvas Corporvm Coelestivm Motvs Circa Solem Definivntvr.
	Sectio Prima Relationes as locum simplicem in orbita spectantes.
	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	Seite 29
	Seite 30
	Seite 31
	Seite 32
	Seite 33
	Seite 34
	Seite 35
	Seite 36
	Seite 37
	Seite 38
	Seite 39
	Seite 40
	Seite 41
	Seite 42
	Seite 43
	Seite 44

	Sectio Secunda Relationes ad locum simplicem in spatio spectantes.
	Seite 45
	Seite 46
	Seite 47
	Seite 48
	Seite 49
	Seite 50
	Seite 51
	Seite 52
	Seite 53
	Seite 54
	Seite 55
	Seite 56
	Seite 57
	Seite 58
	Seite 59
	Seite 60
	Seite 61
	Seite 62
	Seite 63
	Seite 64
	Seite 65
	Seite 66
	Seite 67
	Seite 68
	Seite 69
	Seite 70
	Seite 71
	Seite 72
	Seite 73
	Seite 74
	Seite 75
	Seite 76
	Seite 77
	Seite 78
	Seite 79
	Seite 80
	Seite 81

	Sectio Tertia Relationes inter locos plures in orbita.
	Seite 82
	Seite 83
	Seite 84
	Seite 85
	Seite 86
	Seite 87
	Seite 88
	Seite 89
	Seite 90
	Seite 91
	Seite 92
	Seite 93
	Seite 94
	Seite 95
	Seite 96
	Seite 97
	Seite 98
	Seite 99
	Seite 100
	Seite 101
	Seite 102
	Seite 103
	Seite 104
	Seite 105
	Seite 106
	Seite 107
	Seite 108
	Seite 109
	Seite 110
	Seite 111
	Seite 112
	Seite 113
	Seite 114
	Seite 115
	Seite 116
	Seite 117
	Seite 118
	Seite 119
	Seite 120
	Seite 121
	Seite 122
	Seite 123
	Seite 124

	Sectio Qvarta Relationes inter locos plures in spatio.
	Seite 125
	Seite 126
	Seite 127
	Seite 128
	Seite 129
	Seite 130


	Liber Secvndvs Investigatio Orbitatvm Corporvm Coelestivm Ex Observationibvs Geocentricis.
	Sectio Prima Determinatio orbitae e tribus obseruationibus completis.
	Seite 131
	Seite 132
	Seite 133
	Seite 134
	Seite 135
	Seite 136
	Seite 137
	Seite 138
	Seite 139
	Seite 140
	Seite 141
	Seite 142
	Seite 143
	Seite 144
	Seite 145
	Seite 146
	Seite 147
	Seite 148
	Seite 149
	Seite 150
	Seite 151
	Seite 152
	Seite 153
	Seite 154
	Seite 155
	Seite 156
	Seite 157
	Seite 158
	Seite 159
	Seite 160
	Seite 161
	Seite 162
	Seite 163
	Seite 164
	Seite 165
	Seite 166
	Seite 167
	Seite 168
	Seite 169
	Seite 170
	Seite 171
	Seite 172
	Seite 173
	Seite 174
	Seite 175
	Seite 176
	Seite 177
	Seite 178
	Seite 179
	Seite 180
	Seite 181
	Seite 182
	Seite 183
	Seite 184
	Seite 185
	Seite 186
	Seite 187
	Seite 188
	Seite 189
	Seite 190
	Seite 191

	Sectio Secvnda Determinatio orbitae e quatuor obsernationibus, quarum duae tantum completae sunt.
	Seite 192
	Seite 193
	Seite 194
	Seite 195
	Seite 196
	Seite 197
	Seite 198
	Seite 199
	Seite 200
	Seite 201
	Seite 202
	Seite 203
	Seite 204

	Sectio Tertia Determinatio orbitae obseruationibus quotcunque quam proxime satisfacientis.
	Seite 205
	Seite 206
	Seite 207
	Seite 208
	Seite 209
	Seite 210
	Seite 211
	Seite 212
	Seite 213
	Seite 214
	Seite 215
	Seite 216
	Seite 217
	Seite 218
	Seite 219
	Seite 220
	Seite 221
	Seite 222
	Seite 223
	Seite 224

	Sectio Qvarta De determinatione orbitarum, habita ratione perturbationum.
	Seite 225
	Seite 226
	[Seite]


	Errata
	[Seite]

	Tabvla I
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]

	Tabvla II
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]

	Tabvla III
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]

	Rückdeckel
	[Seite]
	[Seite]


