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LIVRE TROISIEME.

LN T RIODIUC T T O
AUX SECTIONS CONIQUES.

I dans le cone on fait différentes fections par

le moyen d’un plan, les lignes qui paroitront
décrites a Iextrémité de ces {ections, feront des
courbes- que l'on appelle Sections conigues. Ces
courbes ont des proprictes remarquables & intes
reffantes pour les fciences & les arts. Ceft pour-
quoi les Géometres fe font appliqués a en faire
connoitre la nature , a démontrer leurs différen=
tes propricees , & a remarquer les différens phés
nomenes qui en peuvent refideer. On peut cons
fidérer les fections coniques , foit dans le cone
méme ou elles prennent leur origine; foit hors
du cone , ou dans un plan fur lequel on peut les
décrire, ou les concevoir decrites. Nous allons
les envifager fous ces deux rapports.
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Des Seétions Coniques confiderées dans le Cone.
Hy rpoT v Z sz,

739. £ I dans Ie cone on fait des fections par g
2 moyen d’un plan coupant, les figures,
ol fect;ons coniques qui en refulceront , ferone
de differente efpece, fuivant la direCtion qu’aura
fuivi le plan, comme on va le voir.
1°. 81 Pon coupe le cone par un blan dui
1% Silon coupe le cone par un plan qui tombe
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du fommet furlabale, {oit perpendiculairement,
foit obliquement, la fection faire par ce plan fera
un Triangle.

11°. Si 'on coupe le cone par un plan parallele
a la bafe, la fection donnera un. Cercle.

111°. Si le plan coupant qui vient de donner le
cercle, au lieu d’érre parallele a la bafe, venoit
un peu a s'incliner & a devenir oblique {ur cetre
bafe, alors la fection Ss ( fig. 2.) , qui en réfultera,
pourra érre regardée. comme un cercle allonge
dansun fens, & rétréei dans un autre , o comme
un cercle qui auroit deux axes in¢gaux: cetre
courbe s’appelle E/lipfe. :

IVe, Sile plan coupant qui vient de donner
Pellipfe, devenoit oblique fur fa bafe, de facon
qu'il devint tout-2-fait parallele au c6té AB (fig.
1.), alors la feCHon pourra étre regardée comms
une ellipfe infinie , ou dont le fommer inférieut
feroit infiniment ¢€loigné. Car le plan coupant
étant parallele au cot¢ AB du cone , ne pourra
jamais couper ce caté, & donner un fecond
fommet oppof¢ au premier S; eette fection s’ap-
pelle Parabole.

Ve, Sile plan coupant qui vient de. donner la
parabole , devenoir perpendiculaire a la bafe du
cone., ou méme s’il romboit fur cetre bafe, de
facon A étre incliné fur elle , mais fans étre paral-
lele au coré du cone , alors la fection donneroit
une courbe infinie , comme la précédente , & on
Iappelle Hyperboie.Telle eft 1a courbe mSm (fig.
3.). Siau cone CAB on jeignoir par e fominet
A un autre cone egal an premier, & 4 le plan
coupant étoit fuppolé prolongé, ilrencontreroit
le fecond ‘cone, & y feroit une fection, laquelle
{eroit encore une hyperbole, commela premiere,
& onlappelle Hyperbole-conjuguce,

Propofition 1.

740. Il n’eft pas pofiible de faire dansun cone

des {ections d'ourclultent d’autres figures qucles

o i
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eing que nous venons de nommer , fcavoir , lef
Triangle ,le Cercle , IEllipfe ;1a Parabole , & I'Hy-
perbole.

Dinonst. En effet le plan coupant commence
la fection, ou par le fommet du cone, ou par uir
point de la furface du cone.

I°. Sila fection commence au fommet du cone,
¢lle donnera un Triangle.

11°. Si elle commernice 2 un point de la furface
du cone , ou bien le plancoupant fortira du cone,
ou bienil reftera en dedans du cone.

Si le plan coupant fort du cone , ouil fera pa<
rallele 2 la bafe, & alorsla fection donnera un
eercley ou il fera incliné fur la bafe, & alors la
fection donnera une ellipfe. -

Si le plan coupant refte en dedans du cone, ot
il fera parallele au coté du cone, ou il fera paral-
fele a Paxe du cone, ou il fera incliné fur la bafe,
fans érre parallele niau coté , ni a axe du cone.
Or dans le premier cas la fection feraune parabole ;
dans le fecond & le troifiéme. Ja fection fera une
kyperbole.

Propofition I 1.

741. Lanature d’uné courbe dépend de ladirecs
tion qirelle fuir dansfes différens points. Il eft aif€
de déterminer ladirection d'une/igne droite, parce
gelle ne deépend que de deux points : on pedt
aufli déterminer facilement celle d’une circonfé-
rence de cercle, patce quelle ne dépend que de
trois points. Mais la pofition & la direction d'une
Tigne courbe différente du cercle n'eft pas aifce
3 dérerminer , parce que f{a courbure n’érant
pas uniforme comme celle du cercle, fa pofition
& fa direétion varie dans {es différens points. Or’

I°. Les Géomeétres pour pouvoir determiner la
pofition & la ditection d’une courbe, & connoi-
tre par ce moyen fa nature, ont imaginé de tirer
d’un point pris dans la courbe, une ligne telle
que Sp, ou S5 (fig. 1. 2+-3..) autour de lagnelle on
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concevroitque la courbe piit faire unerévolution.
1ls ont appellé cette ligne, axe de la courbe , &
le point,.ou les points de la courbe qui terminent
cet axe, sappellent le fommer , ou les fommers de
la courbe.

IT°. De plus de chaque point de la courbe les
Géomeérres menent {iir cer axe des lignes MP, mp
(fig- 1. 2. 3.) tirées perpendiculairement, ou mé-
me obliquement, mais dans le méme degré d’o-
bliquité: ces lignes MP, mp, s’appellent ordonnées
a l'axe de la courbe; la portion de 'axe comprife
entre chaque ordonnée & le fommet S de la cours
be, s'appelle abfiiffe , & la portion de 'axe com-
prife de 'autre coté entre lIa méme ordonné & le
fommet oppofé s , fe nomme co-abfe:fe,

HI°. Or lerapport conftant qui {e rouve entre
une certaine fonction de chaque ordonnée , & une
certaine fonction de fes abfeiffes correfpondantes,
eft ce qui détermine la natutede la courbe, & en
fait découvrir les propriéeés & les affections.

D AER ENCET T ON S,
L

742 L’ordonnée &I'abfiffeconfidérées enfems=
bles’appellent co-ordonnées , & ce font les différens
rapports que les co-ordonnées peuvent avoir ens
tre elles , qui différencient les courbes.

IL

743+ Dans le cercle & ellipfe ch aque ordonnée
a fon abfciffe & fa co-abicifle 5 dans la parabole
il 0’y a point de co-abfciffe; dans Phyperbole 1a
co-abfciffe fe trouve duméme coré que Pabfcifle 5
& f{e prend depuis ordonnée julgu’au fommer
de I'hyperbole oppofée ou conjuguée..

Lemme L

744+ Une ligne AC perpendiculaire un plan eft auffy
Perpendiculaire a toures les droites menées Jur ce plan
& qui paffent par le point 5 oule pied C de la perpen-
diculatre (fig. 110. )
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ConstrucTion. Concevez que le triangle
rectangle ACB tourne aurour du coré AC, pris
comme axe; & en ce cas la bafe CB dans larevo-
lution décrira la furface GFEBK , &ec. , que 'on
appelle Plan, & auquel fera perpendiculaire la.
ligne AC.

I°. On appelle donc Plan:, une furface confi-
dérée en tant que tous fes points font femblable-
ment pof¢s entre fes extrémircs, ceft-a-dire , qui
ne font pas plus ¢levés les uns que les auttes.

11°.- On peut anfli définir un plan; une furface
telle qu'une ligne droite qui luieft appliquée en
tout fens; convient patfaitement avec elle, ow
eft pofée toure entiere fur elle.

Demowst. Les lignes CK, CI, CH, &c. me-
nées fur le plan par le pied C de la perpendicu~
laire , ne font autre chofe que les traces que laifle
la ligne CB, lotfque dansla révolition du trian-
gle rectangle ACB elle décrit le plan: or cette
ligne CB pendant la révolution refte toujours
perpendiculaire & la ligne CA«: donc, &c.

Lemme IL

=45 La feffion commaune AB de dewx plarts perperts
diculaires fur un troifiéme plan , eft perpendiculaire &
ce plan ( fig, 111, )4

Diwmonst. Sidu point B ou les trois plans fe
rencotitrent,on éléve une perpendiculaire , cette
perpendiculaire fera dans le pﬁ;m EF , puifque ce
plan eft perpendiculaire fur le troifieme plan;
elle fera aufli dansle plan GH, parce que ce plan
eft parcillement perpendiculaire au’ troifieme
plan: donc certe perpendiculaite fera dans les
deux plans EF & GH ; mais elle ne peut appattes
nir aux deux plans, fans étre dans lenr commungd
{fection BA : donc , &c.

TuterREME L

746, Dans la parabole les Quarrés des Ordonnées

foni entr’eux comme.les Abfeiffes {fig. 1.)s
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Dimonst. Concevez que par le point E paffe
le plan d'un cercle parallele a la bafe. Si par le
fommcr A on concoit faite une fectron triangtt-
laire BAC pupcnduuhm ala bafe, & que par
le o oint S il foit fait unc fection pﬂmo\:hquc
mhm’, perpendiculaire fur le plan du tiangle; lo
]h‘ll du L\,iC]L EDE, ( # faut dire la néme chofe
du plan du cercle BLB ): & le plan de la para-
bole fe couperont & feront les fections MM,
ou mm, Or le plan du cercle & le pl'll de la
patabole font chacun perpendiculaires furle plan
du triangle : donc leur commune fection PM
.n..‘l Pclpmdlull ire (745) au plan du unnolc 3

donc PM fera auffi perpendiculaire (744) tant aw
diamétre ED du cercle , qu’a 'axe Sp de la ',3.11:1-
, bole (il faut dire laméme chofe depm,) donc les
lignes PM, pm, font des -ordonnées communes
sti cercle & a la parabole.

Orona p.ul pwpu\.u du cercle (442).

PM: * pn Fird & DXP;. H(‘ Kpb
8¢ & caufke des paralleles AR, 5:: ui donnent PE
r‘pB on auta par o PD : pC. Mais a caufe
ucs trianges femblabl cs. ‘3")1) 3 ﬁ:-C;on:‘.PD .
JESE b,:r, dong oy : pri-i: SP 2 Sp, celt-a-dire,,
Uc les quarrés des mdonmcs PM | pm, font et
tr eux comme les abfciffes wmipondantcs.

ESEl o iRte A E

747+ Dans I'Ellipfe les Quarrés des Ordonnées [ont
entreux comme les-Rectangles des Abfeiffes correfpore
dantes ( fig. 2. ).

DfMONST. Ayant fait paffer deux p! ahis paralles
Yes a labafe du cone, on‘aura deux cercles EmF,
GMH , qui couperont le plan de la fection ’*‘llp-
tique; & on verra ,.comune ci-deffus , que PM 8
»m font des ordonnées communes au cercle. & a.
ha fection elliptique.

Or on a (442) par la p’o m‘.rL du Lle‘lL.-

BAG p_.«;_- PG %.PH : pB x.pF,

A e, —— s
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Mais les triangles femblables SPH , SpF donnent
d’une part PH : pF :: SP: Sp, & lestriangles fem-
blables spE , sPG donnent de I'aurre part PG : pE
:: 5P sp donc en multipliant les deux dernieres
propotiions 'une par Fautre,, ce qui donne

PG x PH : pE x pF :: SP x .-:il’ : Sp % spy
on aura par ¢ pme ot SP x 5P Sp % sp, dans la-
quelle proportion les deux derniers termes font
les rectangles des abfciffes correfpondantes-

Lin R0 ROR N E JEld

748. Dans [’Hypdr'br)[f les Qum'rés des Ordonnées
Sont enzr'eux comme les Reitangles des Abfeiffes corref=
Pondanzes ( fig, ; ). ’

Dimonst. Par la propriété du cercle ona

#e7 : mpr it PD % PE = pC % #B.
Or A caufe des triangles femblables SPD, S¢C,
on a la proportion PD : pC :: SP: Sp; & a caufe
des triangles femblables sPE , spB, ona aufli PE :
7B :: sP : sp; donc enmultipliantles deux propor-
tions 'une par Fautre, en auia
PD x PE : pC % pB :: SP x sP: Sp % sp3

donc on aura vag ¢ gt 22 SP % sP: Sp x sp, dans
Iaquelle proportion les deux derniers termes {font
fes rectangles des abfciffes correfpondantes.

WY D G e (8 € b b

Des Sections Conigues confidérées [ur un Plan.

Orsqu’en envifage les (ectionsiconiques fur
un plan, on peurt les confidérer ou abfolu-
ment & en elles-mémes, ou par comparaifon.
Nous allons les confidérer fous ces deux points
de vue.
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