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LIVRE TROISIÈME.

I N TROD U CTI O N

AUX SECTIONS CONIQUES.

SIdans le cône on fait différentes fé étions parle moyen d’un plan , les lignes qui paraîtront
décrite ^ a l’extrémité de ces mêlions , feront des
courbes que l’on appelle Seciions coniques. Ces
courbes ont des propriétés remarquables & inté-
reliantes pour les fciences & les arts . C’eft pour¬
quoi les Géomètres le font appliqués à en faire
connoître la nature , à démontrer leurs différen¬
tes propriétés , & à remarquer les différons phé¬
nomènes qui en peuvent réfulter . On peut con-
fidérer les fections coniques , foit dans le cône
même où elles prennent leur origine ; foit hors
du cône , ou dans un plan fur lequel on peut les
décrire , ou les concevoir décrites . Nous allons
les envifager fous ces deux rapports.

rat
SECTION I.

Des Seciions Coniques conjidirées dans le Cône,
Hy P OT HS SX,

739. ÇI dans le cône on fait des feétions par 1«
<3 moyen d’un plan coupant , les figures,

ou feétions coniques qui en réfulteront , feront
de différente efpéce , fuivantla direction qu’aura
fuivi le plan , comme on va le voir.

1°. Sil’on coupe le cône par un plan qui tombe
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du Commet fut la bafe , foit perpendiculairement,
foit obliquement , la feétion faite par ce plan fera
un Triangle.

11°. Si l’on coupe le cône par un plan parallèle
à la bafe , la feétion donnera un Cercle.

III 0. Si le plan coupant qui vient ue donner le
cercle , au lieu d’être parallèle à la bafe , venoit
un peu à s’incliner & a devenir oblique fur cette
bafe , alors la feétion Ss (fig. z. ) , qui en réfultera,
pourra être regardée comme un cercle allongé
dans un féns , &c  rétréci dans un autre , ou comme
un cercle qui auroit deux axes inégaux : cette
courbe s’appelle Ellipfe.

IV0. Si le plan coupant qui vient de donner
l’ellipfe , devenoit oblique fur fa bafe , de façon
qu ’il devint tout -à-fait parallèle au côté AB {fig.
l . ) , alors la feétion pourra être regardée comme
une ellipfe infinie , ou dont le fommet inférieur
feroit infiniment éloigné. Car le plan coupant
étant parallèle au côté AB du cône , ne pourra
jamais couper ce côté , & donner un fécond
fommet oppofé au premier S ; eette feétion s’ap¬
pelle Parabole.

V°. Si le plan coupant qui vient de donner la
parabole , devenoit perpendiculaire à la bafe du
cône ., ou même s’il tomboit fur cette bafe , de
façon à être incliné fur elle , mais fans être paral¬
lèle au côté .du cône , alors la feétion donnerait
une courbe infinie , comme la précédente , & on
l'appelle Hyperbole,  Telle eft  là courbe mSm [fig.
3. ). Si au cône CAB on ioignoit par le fommet
A un autre cône égal au premier , 8c.  fi le plan
coupant étoit fuppofé prolongé , il rencontrerait
lé fécond cône , & y feroit une feétion , laquelle
feroit encore une hyperbole , comme la première,
& on l’appelle Hyperbole-conjuguce,

Propofition 1.
740. Il n’eft pas poffible de faire dans un cône

des factions d’oùréfultent d’autres figures que les.
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cinq que nous venons de nommer , fçavoir , le?
Triangle , le Cercle  y VEllipfe, la Parabole, & VHy¬
perbole.

Démonst.  En effet le plan coupant commence
la fection , ou par le fommet dù cône , ou par un
point de là furface du cône.

1°. Silafeétion commence au fommet du cône,
elle donnera ün Triangle.

11°. Si elle commence à un point de la furface
du cône , ou bien le plan coupant fortira du cône ,
ou bien il reliera en dedans,du cône.

Si le plan coupant fort du cône , où il fera pa¬
rallèle à la bafe , ôc  alors la fection donnera un
cercle -, ou il fera incliné fur la bafe , & alors la
feétion donnera une ellipfe.

Si le plan coupant relie en dedans du cône , oit
il fera parallèle aü côté du cône , ou il fera paral¬
lèle à l’axe du cône , ou il fera incliné fur la bafe,
fans être parallèle ni au côté , ni à l’axe du cône.
Or dans 1 e premi er cas la feélion fera une parabole;
dans le fécond & le troifiéme. la fection fera une
hyperbole.-

Propojition 11.
741. La nature d’une courbe dépend de la direct

tion qu’elle fuit dans fes différens points . Il elt aifé
de déterminer la direétion d’une ligne droite, parce
qu ’elle ne dépend que de deux points : on peut
auiïi déterminer facilement celle d’une circonfé¬
rence de cercle , parce qu ’elle ne dépend que de
trois points . Mais la pontion & la direétion d'une
ligne courbe différente du cercle n’eft pas aifée
à déterminer , parce que fa courbure n’étant
pas uniforme comme celle du cercle , fapolîrion
& fa direétion varie dans fes différens points . Or

1°. Les Géomètres pour pouvoir déterminer la
pofmon & la direétion d’une courbe , & connoî-
tre par ce moyen fa nature , ont imaginé de tirer
d’un point pris dans la courbe , une ligne telle
que Sp, ou Sr (fig. 1. 2. 3. )autour de laquelle on
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concevrait que la courbe pûtfaire une révolution.
Ils ontappellé cette ligne, Yaxe de la courbe , <Sc
le point , ou les points de la courbe qui terminentcet axe, s’appellent le fommet, ou les fomtnets dela courbe.

II 0. De plus de chaque point de la courbe les'
Géomètres mènent fur cet axe des lignes MP , mp
(fig.  i . z.  3 . ) tirées perpendiculairement, ou mê¬me obliquement , mais dans le même degré d’o¬
bliquité : ces lignes MP , mp, s’appellent ordonnées
à l’axe de la courbe 3la portion de l’axe comprife
entre chaque ordonnée & le fommet S de la cour*
be , s’appelle abfcijfe, & la portion de l’axe com¬prife de l’autre côté entre la même ordonné ôc  le
fommet oppofé s , fe nomme co-abfcijfe,

111°. Or le rapport confiant qui fe trouve entré'
une certaine fonction de chaque ordonnée, & une
certaine fonétion de fes abfcijfes correfpondantes,
cil ce qui détermine la nature de la courbe , & en
lait découvrir les propriétés & les affeétions.

DÉFINITION  S.
I.

741.L’ordonnée & l’abfciffeconfidérées enfem-
ble s’appellent co-ordonnées, & ce font les différons
rapports que les co-ordonnées peuvent avoir en¬
tre elles , qui différencient les courbes.

I I.
743. Dans le cercle& Yellîpfe chaque ordonnéea fon abfciffe & fa co-abfciffe ; dans la.parabole

il n’y a point de co-abfciffe; dans Yhyperbole la
co7abfciffe fe trouve du même côté que l’abfciffe,
& fe prend depuis l’ordonnée jufqu ’au fommet
de l’hyperbole oppofée ou conjuguée ..

L E M m b I.
744. Une ligne AC perpendiculaireaunplan eft aujfi

perpendiculaire a toutes les droites menées fur ce plan
<& qui pajfent par le point4 ou le pied G de la perpett-
diculafre (fig . 110 . )
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Construction.  Concevez que le triangle?'

reétangle ACB tourne autour du côté AC , pris
comme axe-, &: en ce cas la bafeCB dans la révo¬
lution décrira la furface GFEBK, &c. , que Ton
appelle Plan, & auquel fera perpendiculaire la>
ligne AC.

1°. On appelle donc Plan-, une furface confi-
dérée en tant -que tous fes points font femblable-
ment pofés entre fes extrémités , c’eil-à-dire , qui
ne font pas plus élevés les uns que les autres.

II-0. On peut auffi définir un plan , une furface-
telle qu’une ligne droite qui lui efl: appliquée en
tout feus ; convient parfaitement avec elle , ou-
eil pofée toute entière fur elle.

Démonst.  Les lignes CK , CI , CH , & c. me-*
nées fur le plan par le pied C de la perpendicu¬
laire , ne font autre chofe que les traces que laiffe
la ligne CB , lorfque dans la révolution du trian¬
gle rectangle ACB elle décrit le plan : or cette
ligne CB pendant la révolution re/te toujours-
perpendiculaire à la ligne CA : donc , & c.

L E M M E II.
74J . La feclion commune  AB de deux plans perpcrti'

diculaires.fur un troifiéme plan , efl perpendiculaire .k
ceplan( fig. III . ).

Démonst.  Si du point B ou les trois plans fe
rencontrent,on éléve une perpendiculaire , cette
perpendiculaire fera dans le plan EF , puifque ce
plan eit perpendiculaire fur le troifiéme plan
elle fera auffi dans le plan GH , parce que ce plan
efl pareillement perpendiculaire au ' troifiéme
plan : donc cette perpendiculaire fera dans les
deux plans EF & GH ; mais elle ne peut apparte*
nir aux deux plans , fans être dans leur communs
feétion BA : donc , Sec.

Théorème L
746. Dans' la parabole les Quarrés des Ordonnées

font entreux comme,les Abjciffes {fig. I.
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Démonst . Concevez que par le point E pâlie

le plan d’un cercle parallèle à la bafe. Si par le
fommet A on conçoit faite une feétion triangU"
laite BAC perpendiculaire à la bafe , & que par
le point S il foie fait une feétion parabolique
m$ m, perpendiculaire fur le plan du triangle ; le
plan du cercle EDE , ( il faut dire la même chofe
du plan du cercle BCB , )•& le plan de la para¬
bole fe couperont 8c feront les feétions MM,
ou mm. Or le plan du cercle 8c le plan de la
parabole font chacun perpendiculaires fur le plan
du triangle : donc leur commune feétion PM
.fera perpendiculaire (745) au plan du triangle :
donc PM fera aufïi perpendiculaire (744) tant au
diamètre ED du cercle , qu’à l’axe Sp de la para¬
bole (il faut dire la même chofe depm,) donc le»
lignes PM ypm , font des-ordonnées communes,
au cercle & à la parabole.

Or on a par la propriété du cercle (441).
PM*•pm*•• PD X Pu pÇj  x ^>B}

& à caufe des parallèles AB, Sp, qui donnent PS
■= pB, on aura ST- : :: PD :pC. Maisà caufe
des triangles femblables SPD , SpC i on a PD ;pG
:nSP : Sp donc SP ••S/», c’elt-à-dire,
que les quarrés des ordonnées PM,pm , font eni
tr ’eux comme les abfciffes correfpondàntes.

Théorème  II.

747. Dansl'Ellipfe les Quarrés des Ordonnées font
tntreux comme lesReétaneles des Abfciffes correfpom
dames ( fig . a . ).

Démonst . Ayant fait palier deux plans parallè¬
les à la bafe du cône , on aura deux cercles En F,
GMH , qui couperont le plan de la feétion ellip¬
tique ; & on verra , comme ci-deffus , que PM &
pm  font des ordonnées communes au cerele .& à.
la feétion elliptique.

Or on a (442) par la propriété du cerclè .-
pm*■ PG x .PH :pE x ./T.
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Mais les triangles femblables SPH , S/>F donnent
d’une part PH :pF :: SP ■Sp, 8c  les triangles fem¬
blables spE,  sPG donnent de l’autre part PG :pE
: : jP ; sp  donc en multipliant les deux dernières

proportions l’une par l’autre , ce qui donne
PG x PH : pE  x pF :: SP x sP : Sp x sp,■

on aura prP : ^  SP x jP : Sp x sp,  dans la¬
quelle proportion les deux derniers termes font
les rectangles des abfciiles correfpondantes *-

Théorème III.

748. Dans l’Hyperbole les Quarrés des Ordonnées
font entreux comme les Rectangles des Abfcijfes corrcj-,
fondantes ( fîg . i. ).

Démonst . Par la propriété du cercle on a
mp>: Eéf :: PD x PE :pC x />B.

Or à caufe des triangles femblables SPD , SpC
on a la proportion PD : pC :: SP : Sp-, 8c  à caufe
des triangles femblables jPE , jpB , on a auffi PE :
jpB:: dP •• sp-, doncenmultipÉantlesdeuxpropor-
tions l’une par l 'autre , on auia

PD x PE pC x :: SP x d? : Sp  x sp-,
donc on aura :: SP x sP ; Sp x sp,  dans
laquelle proportion les deux derniers termes font
les rectangles des abfciffes correfpondantes.

SECTION II.

Des Sections Coniques confédérées fur un Plan.

Lorsqu’on envifage les feétions1 coniques furun plan , on peut les confidérer ou abfolu-
ment 8c  en elles-mêmes , ou par compar.iifon.-
Nous allons les confidérer fous ces deux points
de vue.
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