
2Ï4 ABRÉGÉ
tangîe : or le .quarré confirait fur Phypothénufe
eft égal à la fomme des quarrés conftruits fur les
côtés : donc , & c.

Corollaire VIII.
J2i.  Si fur les côtés d’un triangle reétangle&

ifoçele on confiant des demi-cercles , comme on
voit (fig  108 .), & que du fomrnet de l’angle droit
on abbaifteune perpendiculaire , les deux lunules
AODG , AEBF terminées par les demi-circonfé¬
rences , feront chacune égales aux triangles cor-
relpondans CAD , CAB.

Car le demi-cercle BEAOD confhuit fur Fhy-
pothénufe BD eft égal (y20) à la fomme des demi-
cercles conftruits fur les côtés AB, AD : or ces
deux demi-cercles conftruits fur les côtés font
égaux entr ’eux , parce que leurs diamètres AB,
AD font fuppofés égaux : donc chacun de ces
petits demi-cercles eft égal à la moitié du grand
demi-cercle BEAOD : donc on aura DAGD = >
CAOD , & retranchant la portion commune
DAOD , on aura la lunule DOAGD = CAD,
triangle correfpondant à la lunule.

Ces lunules s’appellent les Lunulesd'ïîypocrate,
parce que c’eft lui qui le premier ait évalué la fur-
face de ces lunules , en découvrant qu’elles étoiend
égales chacune à un triangle.

SECTION III.
Des Solides .

I°.T TN point qui fe meut, décrit une ligne:une
vJ ligne en fe mouvant décrit unçfurface: une

furface qui fe meut décrit un Joli de.
II ". Lorfqu ’une furface plane , ou un plan fe

meut pour décrire un folide , les lignes qui ter¬
minent le plan , décrivent la furface du l'olide,
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& l’intérieur ou la furface du plan donne la
folidité.

III 0. Un folide efl terminé par des Excès& des
angles folides .-On appelle angle folide un efpace
folide terminé en pointe par le concours de plu-
fleurs angles plans ; telle eft la pointe d’une pyra¬
mide , tels font les coins d’un dez à jouer . 11 faut
au moins trois angles plans pour former un an¬
gle folide ; car deux plans feulement ne peuvent
pas renfermer un efpace , de façon à terminer un
folide.

IV°. Le folide peut être confidéré fous deux
points de vue diftêrens , ou comme corps -figuré,
ou comme corps folide. On le regarde comme
corps figuré , lorfqu ’on l’en viiage par rapport aux
furfaces planes 8c  aux angles folides qui termi¬
nent fon volume : on le confidëre comme corps
folide , lorfqu ’on le regardé comme un volume
réfukant de trois dimenflons , lequel eft fufcep-
tible d’évaluation , de mefnre & decomparâifon.
Nous allons erivifager les folides fous ces deux
points de vue différens.

sa

CHAPITRE I.

Des ' Solides confidérés comme Corps figurés.
1°. N appelle corps figurés, des corps ou foli-

V / des terminés par des angles folides & des
furfaces planes. Les corps figurés font dans la
claffe des folides , ce que les polygones font dans
la claffe des figures.

II0. Un diftingue deux fortes de corps figurés,
comme on diftingue deux fortes de polygones ;
Ravoir , des réguliers& des irréguliers. Les corps
réguliers font ceux dont toutes les faces planer
fiant égales entr’elles& tous les angles folides font
égaux entr’eux.- On appelle au contraire corps
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irréguliers , ceux dont -, ou toutes les faces ne
font point égales , ou tous les angles folides ne
font point égaux.

III e. On conçoit que les corps figurés fe peu¬
vent former de deux maniérés , ou en faifant
mouvoir une furface que Ton fuppofe laiffer des
traces par tout où elle paffe ; ou en joignant des
furfaces planes par leurs angles pour former des
angles folides : la première fe fait par le mouve¬
ment d’un plan ; la fécondé par l’affortiment
des plans.

ARTICLE  I.
Formation des Corps figurés par le mouvement

d’un Plan.
Hypothèse  I.

511. Concevez que le plan EFGH (fig.  11G)
monte parallèlement à lui-meme le long de la
ligne EA , enforte que le point E parcoure fuccef-
fivement tous les points de la ligne EA , & que
ce plan laiffe des traces par tout où il paffe : il eft
évident qu ’il en réfultera le corps AG , que l’on
appelle en général Prifme.

DÉFINITIONS.
I.

523. Un prifme eft un corps qui dans toute la
longueur à une égale groffeur , qui eft entouré de
faces qui font des parallélogrammes , & eft com¬
pris fous deux bafes , l’une fupérieure ABDC , &
l’autre inférieure EFGH , qui font des figures
parallèles ; femblables & égales.

524. Si leplan générateur effun parallélogram¬
me , alors le prifme eft appellé Paralléiipipcde. Si
le plan générateur eft un parallélogramme rectan¬
gle , & fi la ligne AE eit perpendiculaire à labafe,
alors le parallélipipede s’appelle Parallélipipede
rectangle {fig.  121. ). Si le plan générateur eit un'
quatre , ik qu ’il s’élève à une hauteur égale an
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côté du qunrré , alors il s’appelle Cube  ou Exae-
dre,  ( fig . 116 . ) . j j j

525. De plus , le prifme s’appelle triangulaire,
quadr angulaire , pentagonal , exagonal, &c . félon que
le plan générateur éil un Triangle, un Rectangle,
Un Pentagone, un Exagone, &c.

! V.
tid . Une ligne tirée du centre de la bafe fupé-

rieure ai],centre de la bafe inférieure , s’appelle
VAxe  du prifme . Une ligne tirée d’un des angles
du prifme perpendiculairement fur la bafe (pro¬
longée , s’il le faut )s’appelle la Hauteur  du prifme.

517. Un prifme cft  appelle droit,  lorfque fou
axe eft perpendiculaire aux bafes , & alors l’axe
n’eft pas distingué de la hauteur ; il eft appellé
oblique , lorfque l’axe n ’eft pas perpendiculaire
aux bafes , & alors l’axe eft diftingué de la hau¬teur.

V I.
528. Si le plan générateur eft un polygone d’un

nombre infinide côtés , ou eft un cercle , alors lé
prifme deviendra un prifme infinitaire,  ou Un cy¬
lindre , (fig.  123 . ). Le cylindre peut donc être
regardé comme un prifme entouré de Uces qui
font des parallélogrammes d’une largeur infini¬
ment petice.

Corollaire I.
529. Dans l’hypothèfe que nous venons de

faire , on peut regarder les traces que laiffe le
plan générateur , en montant parallèlement à lui-
même pour former le prifme , comme étant elles-
mêmes autant de petits prifmes élémentaires
d ’une hauteur infiniment petite : c’eit pourquoi

1° On peut regarder le prifme comme un com-
pofé d’une infinité de prifmes qui n’ont qu ’une
hauteur infiniment petite , & qui font pofés les
uns fur les autres . Les prifmes élémentaires peu-K 6
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vent au (Tl être regardés comme des tranches , ou
comme des plans femblables & égaux d'une épaif.
feur infiniment petite.

IF . On peur dire la même chofe du patalléllpi-
pede.

III '’. Le cylindre peut être regardé comme ré-
fultant de la fomme d’une infinité de petits cylin¬
dres d’une hauteur infiniment petite Sc  pofés les
uns fur les autres . Ces petits cylindres élémen¬
taires peuvent auffi être regardés comme des cer¬
cles , ou des plans circulaires égaux , & d’une
épaiffeur infiniment petite.

Corollaire 11.

530.-Comme toute figure régulière peut être
infcrite ou circcnfcrite à un cercle , de même
tout prifme ( dont les bafes feront fuppofées
régulières ), peut être infcrit ou circonferit à un
cylindre : or

1°. De deux ou plufieurs prilmes circonfcritsà
un même cylindre , celui dont la bafe aura plus
de côtés , fera plus petit : car plus la bafe du prif¬
me aura de côtés , plus elle approchera du cer¬
cle (422) qui eft la bafe du cylindre , & par con-
féquent plus aulTi le prifme approchera du cylin¬
dre qui eft toujours plus petit qu’aucun des prif-
mes circonfcrits.

IF . De deux ou plufieurs prifmes inferits à un
meme cylindre , celui dont la bafe aura plus de
côtés , fera le plus grand . La preuve en eft évidente
après ce que nous venons de dire-

Hypothèse IL

53x. Si le plan générateur qui’monte parallèle¬
ment à lui-même , eft un polygone fini , dont cha¬
que côté pendant le mouvement , décroüfe tou¬
jours uniformément , jufq.u’à ce qu’il devienne
nul , ou = o ;alors le folide fe terminera en pointe,
&C s’appelle Pyramide3 (fig.  113. ).
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DÉFINITIONS.

I.
^3ï . La pyramide eft donc un folide terminé

d’une part paruncÆa/è , & de l'autre pa.runPoint- y
& environné de faces qui font des triangles dont
les Commets fe réunifient tous en un même point,
que l’on appelle Sommet de la pyramide.

J3 3. La pyramide s’appelle tronquée, lorfqu ’on
en a retranché le Commet, ou lorfque faifant paf-
fer par une des faces de la pyramide un plan pa¬
rallèlement à la bafe , on en aretranché unepetite
pyramide , {fig.  124. ),

554.Lapyramides ’appelle triangulaire, quadrant
gulaire , pentagonale , 8cc. félon que le plan généra¬
teur eflun Triangle, un Quarré, un Pentagone, Sic.
Dans chacune de ces pyramides , la ligne tirée du
Commet au centre de la bafe , (que nous fuppo-
fons être un polygone régulier , ) s’appelle l’Axe
de la pyramide. i v.

255. La pyramide eft appellée droite, lorfque
fon axe efl perpendiculaire fur la bafe , & elle efl
appellée oblique, lorfque cet axe eft oblique fur la
bafe. Elle efl; appellée régulière, lorfqu ’elle efl
droite , & que la bafe eft un polygone régulier.

y36. Une ligne tirée dufommet de la pyramide
perpendiculairement fur la bafe , (prolongée , s’il
le faut, ) s’appelle la Hauteur de la pyramide . Si la
pyramide eft droite , & fi la bafe eft un polygone
régulier , une ligne tirée du Commet de la pyrami¬
de perpendiculairement fur un des côtes de la
bafe , s’appelle l’Apothème de la pyramide.

y57. Si le plan générateur eft un cercle dont la
circonférence décroiffeuniformément , àmefure
•quelle monte parallèlement à elle-même , alors la

r É

i f b
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pyramide devient une pyramide infinitaire, ou un
Cône  ( fig. no . ) ; le cône peut donc être regardécomme une pyramide entourrée de faces quifont des triangles d'une bafe infiniment petite.V 1 L

538. Le cône , de même que la pyramide , à fa
Hauteur , fon Axe , fon Apothème : il eft appelle
droit , lorfquefon axe eft perpendiculaire fur labafe ; il eft appellé oblique, lorfque cet axe eft
oblique fur la bafe ; & il eft appellé tronqué, lorf-qu 'on en a retranché le fommet.

Corollaire I.
539. Dans l’hypothèfe que nous venons de fai¬re , on peut regarder les traces que laiïïe le plan

générateur , comme autant de plans polygonesqui ont une épailfeur infiniment petite , (k  fontpôles les uns fur les autres : c'eft pourquoi1°. La pyramide peut erre regardée comme
compofée d’élémens qui foiçnt des plans polygo¬nes d'une épaifieur infiniment petite , & dont les
côtés décroiflent uniformément depuis la bafe
jufqu ’au femmet de la pyramide , ou ils devien¬nent nuis , ou = o.

IP .Le cône peut être regardé comme compofé é
de plufieurs cerclespofés les uns fur les autres , &dont les circonférences décroiflerit uniformé -,.
ment depuis labafe ju (qu 'au fommet du cône , ouelles de viennent nulies , ou = o.

Corollaire 11.
y40. Comme tout prifme , dont les bafes font

fuppolees régulières , peut être inferitou circonf-crit à un cylindre de même hauteur que lui ; de
même toute pyramide donr la bafe fera une figurerégulière , pourra être inferite ou circonfcrite à
un cône de même hauteur qu 'elle : or1°. De deux ou plufieurs pyramides circonfcri-
tes à un même cône , celle-là approchera plus ducône & fera plus petite , dont la bafe aura plus
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de côtés , ce qui eft évident après ce que nous
avons dit du prifme circonfcrit au cylindre.

II". Pareillement de deux ou plufieurs pyrami¬
des infcrites à un même cône , celle-là appro¬
chera plus du cône & fera plus grande , dont la-
bafe aura plus de côtés.

Hytothèse III.
441. Concevez qu’un polygone :par ex LABIF,

&c . (fig. 126. ) tourne autour d’un diamètre IL,
ou d’une diagonale quelconque menée d’un des
angles du polygone à l’angle oppofé yce polygone
dans fa révolution formera un folide , que l’on ap¬
pelle en général Sphéroïde, lequel reçoit différons
noms félon l’efpéce du plan ou polygne généra¬
teur.

DÉFINITIONS.
I.

542. Si le plan générateur eft un quarré , ou un
lozange qui tourne autour d’une defes diagonales
prife comme axe du mouvement , le fphéroïde
qui fera formé par cette révolution , s’appelle
fufeau.

ï L
Ï4 3. Si le plan générateur eft un pentagone ré¬

gulier , qui foit fuppofé tourner autour d’un dia¬
mètre mené d’un des angles du polygone perpen¬
diculairement fur le côté opoofé , le folide formé
par cette révolution , s’appelle fphéroïde pentagonal.

444. En général le fphéroïde s’appellera penta¬
gonal j exagonal , décagonal , &c . félon que leplan,
générateur fera un pentagone, un cxagone, un dé¬
cagone, & c. régulier.

I V.
f45. Si le plan générateur eft un polygone d’uiï

nombre infini de côrés, ou eft un cercle {fig. 127.)'
que l’onfuppofe tourner autour d’un de fes dia->
métrés IS , alors le fphéroïde .décrit fera un fphé-
roïck ,infini taire , oïl une fphere, ■
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Corollaire I.

546. On peut regarder le fphéroïde comme'
compofé de plufieürs tranches pofées les unes fur
les autres , lefqüels font ou des cylindres , ou des:
cônes tronqués , ou des cônes.

Corollaire 11.

y47. De ce que fout polygone régulier peut
être inferit ou cirçonfcrit à un cercle , il s’enfuit
que tout fphéroïde dont le plan générateur
fera un polygone régulier pourra être inferit ou
circonferit à une fphére : or

1°. De deux ou plufieürs fphéroïdes circonf-
crits à une même fphére , celui dont le polygone
générateur aura plus de côtés , fera le plus petit ;
car fi l’on conçoit plufieurs polygones chconfcrits
à un même cercle , & qu ’on lés fade tourner au¬
tour d’un diamètre commun pour former la
fphére 8c les fphéroïdes , il eft évident que lé po¬
lygone qui aura le plus de côtés approchera le
plus du cercle , & fera le plus petit (412) ; par
conféquent le fphéroïde décrit par le polygone
d ’un plus grand nombre de côtés approchera le
plus de la fphére , & fera le plus petit , puifque
la fphére eft plus petite qu’aucun d'es fphéroïdescirconfcrits.

II”. Par une raifon contraire de tous les fphé¬
roïdes inscrits à une même fphére , celui dont le
polygone générateur aura plus de côtés , fera le
plus grand , parce qu’il approchera le plus de la
fphére , laquelle eft plus grande qu’aucun des>
fphéroïdes qui lui font inferits.

Remarque.
548. Le mouvement de révolution dont nous

•venons de faire ufage dans cette hypothèfe , fert
en général à faire concevoir la formation de tous
Jes corps circulaires.
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ARTICLE II.

Formation des Corps figurés par l 'ajfortimetU des Plans .
Hypothèse.

549. Si l’on joint enfemble des furfaces planes
par leurs angles pour former des angles folides v8c
ii l’on renferme un efpace ou un volume fous ces
furfaces , on repréfentera des folides que I’qh  ap¬
pelle polyèdres, lefqucls prennent différens noms
fuivant le nombre & l’efpéce des furfaces que
l’on aura fait concourir.

Il eil  à propos de former foi-même ces différent-
polyèdres avec du cartoh.

DÉFINITIONS.
I.

550. Si vous afiortifiez quatre triangles égaux &
équilatéraux par leurs angles , vous renfermerez
par cet affortiment un efpace ou un volume , 8c
vous aurez un polyèdre , que l’on appelle Tétraè¬
dre ( fig. 114. ).

yyi . Si vous joignez de la même maniéré huit
triangles égaux & équilatéraux , cetaffortillement
repréfentera un polyèdre , que l’on appelle Ociae-
dre {fig.  1IJ . ).

III.
552. Si vous réunifiez enfemble vingt triangles

égaux & équilatéraux , il en réfultera un polyèdre,
que l’on appelle Icojdedre{fig. 117. ),

I V.
553. Si, au lieu de triangles , vous prenez des

quarrés , & fi vous afiortifiez enfemble , & de la
maniéré ci-defius , ûx quarrés égaux , vous aurez
un polyèdre que l’on appelle Éxaedre ou Cube  ,
{fig. 116. ).

V.
554 ' Si , au lieu de quarrés , vous prenez des

rectangles , & fl vous entourez un espace avec ces



1H ABRÉGÉ
rectangles , de façon que ceux qui feront oppofés,foient égaux-, fl de plus vous donnez à cette en¬veloppe des bàfes qui foient des polygones paral¬lèles , femblables & égaux , il en réfultera un po¬lyèdre , que l’on appelle en général Prifme, (fig,121 , 122 6131 ).

IV.
yyy, Si , au lieu de rectangles , vous prenez despentagones , & fi vousafibrtifiez enfemble douzepentagones réguliers & égaux , de maniéré à for¬mer des angles folides , vous aurez un polyèdre,que l’on appelle Dodécaèdre(fig. 119. ).

Corollaire I.
î) 6. Si , du fommet de chaque angle du polyè¬dre , on Atppofe des lignes menées dans l’intérieur

dupolyedre , de façon qu’elles fe rencontrent tou¬tes en un même point , ces lignes partageront lepolyèdre en plufieurs pyramides , dont les fonr-mets fe réuniront en un point commun , que l’on
appelle le centre du polyèdre : d’où il fuit1°. Que le polyèdre peut être regardé commecompofé de pyramides ,-dont les fommets fe réu¬nifient au centre du polyèdre , & dont les bafesfont appuyées fur les faces du polyèdre.IP . Que lafphére peut être regardée comme un
polyèdre régulier , compofée d’une infinité de py¬ramides toutes égales , dont les fommets fe réu¬nifient au centre de la fphére , & dont les baiesfont appuyées fur les faces infiniment petites dupolyèdre infinitaire , ou de la fphére.

Corollaire 11.
557, Comme toute fi gure régulière peut être inf-crite ou circonfcrite à un cercle , de même tout

polyèdre régulier pourra être infcrit ou circonf-crit à une fphére de même diamètre : or1°.De deux ou plufieurs polyedresinfcrits aunemême fphére , le plus grand fera celui qui aura un
plias grand nombre de faces , parce qu’il appro-
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chera plus de la fphére , laquelle eft plus grande
qu 'aucun des polyèdres infcrits.

II0. Au contraire , de tous les polyèdres circonf-
crits à une même fphére , le plus petit fera celui
qui aura un plus grand nombre de faces , parce
que plus le polyèdre aura de faces , plus il appro¬
chera de la fphére , laquelle eft plus petite qu ’au¬
cun des polyèdres circonfcrits.

Remarque I.
yy8. Enprenant des exagones, & en général des

polygones au défais de l’exagone ; on ne peut plus
former aucune efpéce de polyèdres par l’aiTortif-
fernent des plans.

Remarque 11 . ,
yyo. En affortiffant des lignes égales par leurs

extrémités , vous pouvez toujours former des po¬
lygones réguliers : ainfi tous les polygones depuis
lé plus fimple , qui eft le triangle, jufqu ’au plus
compofé , qui eft le cercle, peu vent être réguliers ;
mais il n’en eft pas de même des corps figurés , &
nous allons voir qu ’entre tous les corps figurés
depuis le plus fimple , qui eft le tétraèdre, jufqu ’au
plus compofé , qui eft la fphére, il ne peut y avoir
que cinq fortes de corps réguliers . Nous enten¬
dons par corps réguliers , ceux-là feulement dont
la régularité eft parfaite , c’eft-à-dire dont tous les
angles folides font égaux entr ’eux , & toutes les
faces font égales entr ’elles.

L E M m F. I.
560. Lorfquun Angle foliée A (fig. 112.) eft formé

par trois angles plans DAC , DAB , BAC , deux de
ces angles, quels qu'ils foient , font plus grands que le
troifiéme.

Démonst . L’angle plan BAC eft plus petit que
la fournie des angles plans BAD -f- DAC ; car en¬
tre les extrémités AB, AC , aucune furface n’eft
plus petite que le plan BAC : donc le plan BAC
eft plus petit que le plan anguleux BAD + DAC ;
de même qu ’une ligne droite eft plus courte que la
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ligne anguleufe comprife entre les mêmes points*

L E M M E II.
$6 1. Tous les Angles plans qui peuvent former un

Angle folidc , pris cufcmbles font plus petits que quatre
angles droits ( fig . 113. ).

Démonst . Soir une pyramide pentagonale
dont la baie BFEDC foit divifée en cinq trian¬
gles , dont les fommets fe.réunifient au point G.
Cela pofé , la furface convexe de la pyramide cil
compofée de cinq triangles , dans chacun def-
qaels la fomme des angles vaut 180 degrés :•
pareillement la bafe de la pyramide eft compofée
de cinq triangles , dans chacun defquels la fom¬
me des angles vaut 180 degrés ; donc la fomme
des angles des cinq premiers triangles eil égale à
la fomme des angles des cinq derniers triangles*
Mais les angles fur les bafes des cinq premiers
triangles qui font les faces triangulaires , font
plus grands c[ue les angles fur la bafe des cinq
autres triangles , ou que les angles à la circonfé»
rence du pentagone . Car par la propofition pré*
cédente , a caufe de l’angle fonde, par ex:  C , 011
aura les angles ACB -f-ÂCD plus grands que
BCD : donc les angles au fommet A de la pyra¬
mide font moindres que les angles formés autour
du point G du pentagone ; or les angles autour
du point G valent quatre angles droits : donc la
fomme des angles formés autour du fommet A
vaut moins que quatre angles droits.Théorème  I.

562. Il riy a que cinq efvcces de corps réguliers qui
puijfent être formés par 1‘ajfortiment des furfaces planes
de même efpéce, ff avoir ; le  Tétraedre , AOctaedre ,
é’Icofaedre , /’Exaedre , & le  Dodécaèdre.

Démonst . Pour former Un polyèdre en joi¬
gnant des furfaces planes , il eft néceflaite que
ces furfaces réunies par leurs angles puiffent for¬
mer un angle folide , qui eft moindre que }6o
degrés.



DE GÉOMÉTRIE . xff
Or 1°. trois angles de triangles égaux & équi¬

latéraux peuvent former un angle folide ; car
chaque angle du triangle équilatéral étant de
60 degrés 3 trois de ces angles font 3 x 60= 180
degrés , ce qui eil moindre que 360 degrés ou
quatre angles droits : donc en afibrtiffant quatre
triangles égaux & équilatéraux , on formera des
angles folides tels que font ceux du Tétraèdre.

Ïl °. Quatre angles de ces mêmes triangles peu¬
vent encore former un angle folide : car quatre
de ces angles font 4 x 60 = 240 degrés , ce qui eft
moindre que quatre angles droits ; or l'angle fo¬
lide de YOiïaedre  efi formé par quatre angles de
triangles égaux & équilatéraux.

111°. Cinq angles de ces mêmes triangles peu¬
vent encore former un angle folide , car 3 x 60
= 300 degrés ; ce qui cil moindre que 360 degrés
ou quatre angles droits : or l’angle de l’Icofaedre
eft formé par cinq angles de triangles égaux &
équilatéraux.

Mais ûx angles de triangles équilatéraux nç
peuvent plus former un angle folide ; car 6 x 60
•= 360 degrés ou quatre angles droits : c’eft pour¬
quoi il ne peut y avoir que trois efpéces de po¬
lyèdres réguliers formés par f alîortiment de trian¬
gles égaux & équilatéraux.

1V°. Trois angles de quarré peuvent faire un
angle folide : car l’angle du quarré étant de 90
degrés , trois de ces angles font 3x90 = 270 de¬
grés , moindres que 360 degrés ou quatre angles
droits : or l’angle du cube  ou de Yexaedre, eit corn-
pofé de trois angles de quarré.

Mais quatre angles de quarré font 4x90 =*
360  degrés, & 11e peuvent par conféquent former
un angle folide ; c’eft pourquoi on ne peut for¬
mer avec des quarrés d’autre folide que le cube.

V°. Trois angles de pentagones réguliers peu¬
vent aulïi former un angle folide : car l’angle du
pentagone régulier étant de 108 degrés , trois de
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ces angles feront 3 x 10S degrés = 324 degrés,

.ce qui eft moindre que quatre angles droits : dr
chaque angle du Dodécaèdre eft formé par trois
angles de pentagones réguliers.

Mais quatre angles de pentagones réguliers font
4X io8 = 432 >̂ 36o  degrés , & ne peuvent par
conféquent former d’angles folides . C ’eil pour¬
quoi on ne peut former avec des pentagones
réguliers d’autre folide que le Dodécaèdre.

VI°. Trois angles d’exagones réguliers ne
peuvent pas former un angle folide : car cha¬
que angle de l’exagone régulier étant de 120
degrés , trois de ces angles font 3 x 120= 360
degrés ou quatre angles droits : ainfi on ne peut
point former de polyèdres réguliers avec des exa’-_gones.

Remarque.
563. Ces furfaces planes qui , jointes par leurs

angles , & repliées les unes fur les autres , repré-
fententle folide , donnent exactement la furface
du folide . Or , fi l’on conçoit que ces furfaces
foient développées , ou poféesfur un meme planà côté les unes des autres , elles s’appellent le
Développement de la furface du folide ; & ce déve¬
loppement peut être évalué & mefuré.

Théorème  II.
564. Chaque cotps régulier q pour développement

une furface compoféed‘un certain nombre de polygones
égaux réguliers  6 ’ de même cfpéce, que l 'onpeut tracer& évaluer.

Démonst . 1° . Si vous faites le triangle équila¬téral BAC (fig■  114.) ; & fi vous divifez égalementles trois côtés aux points D , E,F,  en tirant les
lignes DE , DF , EF , vous aurez le développe¬
ment du Tétraèdre, qui fera compofé de quatre
triangles plans égaux & équilatéraux , lefquels re¬
pliés pour fe réunir , repréfenteront le Tétraèdre.

11°. Si vous joignez enfemble deux développe-mens de tétraèdre , en leur donnant le côté com-

1
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m'un AB (fig.  11y. ) vous aurez le développement
de YOctaèdre, lequel eft compofé de huit trian¬
gles égaux 8c équilatéraux.

111°.Si entre deux parallèles AB, CD (fig.  117.) .
vous tracez dix triangles égaux & équilatéraux ;
& fi fur les bafes de ces triangles vous tracez en¬
core de part & d’autre des triangles égaux &
équilatéraux , vous aurez le développement de
Ylcofaedre , lequel eft compofé de vingt triangles
égaux & équilatéraux.

IV °. Si vous faites le quatre ABDC (fig.  116. ) -,
& fi fur chaque côté de ce quarré vous faites
encore des quarrés égaux & femblables au pre¬
mier , & fi vous ajoutez le quarré EGHF , conf-
truitlur le côté EF , vous aurez le développement
du Cube, ou de VExaedre, qui eft compofé de fix
quarrés égaux.

V°. Si vous frites deux pentagones réguliers &
égaux A & B ( fig.  11o. ) , tk  fi fur chaque côté de
chacun des pentagones vous conflruifez pareille¬
ment des pentagones égaux , rendez le côté DC
commun , & vous aurez le développement du
Dodécaèdre , compofé de douze pentagones régu¬
liers & égaux.

Corollaire I.
jd ) . Des cinq corps réguliers dont nous venons,

de parler , on peut dériver & faire naître d’autres
corps , qui feront des polyèdres ; fçavcir en tron¬
quant les angles du corps régulier , ce qui augmen¬
tera le nombre des angles folides , & celui des fa¬
ces du polyèdre.

Corollaire 1 I.
566- Si l’on tronquoit les angles d’un polyèdre

régulier à l’infini , les angles deviendraient nuis,
& les faces feraient infiniment petites , & alors le
polyèdre régulier deviendrait une fphére.

Corollaire III,
y67. Tout polygone régulier a , comme nous

l’avons dit , un centre qui eft également éloigné
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de tous les fommers des angles & de tous les
côtés :de meme auffi tout corps régulier a un cen-
tre qui eft également diffant de tous les fommers
des angles folides , 8c de toutes les faces du corps
régulier.

Or dans le corps régulier , comme dans le poly¬
gone régulier , une ligne tirée duc en tre perp endi-
culairemcntfur une desfaces , s’appdlerayondroit,
8c une ligne tirée du centre au iomraet d’un des
angles folides , s’appelle rayon oi/fgae, lequel n’eft
pas diftingué du rayon de la fphére circonfcrite.

*

CHAPITRE II.

it)es Solides considérés en tant que Corps
Solides.

NOusyconfidérerons deux chofes,leur fur-
face 8c leur folidité . La furface du corps foli-

de eft cette étendue qui termine le volume du
folide , la folidité alla capacité ou le volume qui
eft compris fous cette furface.

ARTICLE I.
JDe la Surface des Solides.

Nous avons déjà parlé de la furface des folides
confidérée comme développement, ou comme fur-
face formée par le concours ou l’aiTortiment de
plufteurs figures planes de même , ou de diffé¬
rente efpéce , nous allons maintenant conftdérer
leur furface comme produit, ou comme étendue
réfultante de la ccmbinaifon de deux dimenftons
multipliées l’une par l’autre.

Ht roTHèst : I.

563. Si une ligne AB (fig. 113. ) immobile au

point A , parcourt par fon extrémité B les côtés,
d ’une figure quelconque BCDEF , cette ligne dé¬
crira la furface convexeqü latérale d ’une pyra¬

mide,
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tnide , dont le fornmet eft le point A & dont la
bafe eft la figure décrite par l'extrémité B de la
ligne. Or

1°. Si la figure décrite par l'extrémité B eft un
Triangle , cette ligne décrira la furface d’une py¬
ramide triangulaire,

11°. Si la figure décrite,eft un Quarré, un Penta¬
gone, ôcc.  cette ligne décrira la furface d ’une py¬
ramide quadrangulaire, pentagonale, 8cc.

IIT . Si la figure décrite par le point B eft un Cer¬
cle , cette ligne décrira la lurface d’un Cône.

H y  r o t  i s e II,
Si le fommet de la ligne qui décrit la fur-

face d’un folide , n’eft pas immobile , & fi dans le
tems que l’extrémité F d’une ligne CF (fig. 116 .)
décrit le contour d’une figure FGHE , fon fom¬
met C décrit une figure CüBA , parallèle , égale
& femblable à la première ; alors cette ligne décri¬
ra la furface convexe ou latéraled’un Prifme. Ol'

1°. Si la bafe eft un Triangle, la furface décrite
fera celle d’un prifme triangulaire.

11°. Si la bafe eft un Quarré, un Pentagone, &CC,
la furface décrite fera celle d’un prifme quadrangu¬
laire , pentagonal , ôcc.

IIT . Si la bafe eft un Cercle, la furface décrite
fera celle d’un Cylindre,

Théorème I.
J70 . La furface convexe ou latérale du Prifme droit

eft égale au produit du côté du Prifme par le contour de
fa bafe (fig . Il 6. ).

Démonst . Car elle eft égale à la furface que
décrit la ligne , ou le côté CF , lorlque par fes ex¬trémités C & F elle parcourt les côtés de deux
figures égales & parallèles FEHG , CABD . Or
tandis que les extrémités C de F de la liane CF
décrivent les côtés des figures FEKG , CABD,
tous les autres points de la ligne CF décrivent
aulîi les côtés de figures femblablçs , égales 8c
parallèles , comme il eft évident ,Donc pour avoir



24z ABRÉGÉ
la furface décrite par la ligne CF , il n’y a qu’à
prendre le contour d’une de ces figures ; par ex :
de la bafe autant de fois qu ’il y a de points dans
le côté CF. Or prendre le contour de la bafe au¬
tant de fois qu’il y a de points dans le côté CF ,
c’eft multiplier le contour de la bafe par le côté :
donc , & c.

Corollaire,
571. 11s’enfuit :
1°. Que la furface convexe ou latérale du prifmc

droit eft égale au produit de fit hauteur par le con¬
tour de fit bafe. Car lorfque le prifime eft droit ,
fa hauteur n’eft pas difringuée de fon côté.

II0. Que la furface convexe ou latérale , foit du
parallélipipede reétangle , foit du cube , eft égale
au produit d’un des côtés dufolidepar le contour
de la bafe.

Théorème II . ,
571, La furface convexe du Cylindre droit eft égale

au produit de La circonférence de la ftaje par la hauteur
du Cylindre ( fig . n ^. ).

Df .monst . Car elle eft égale à la fomine de rou¬
tes les circonférences que décrivent lespoints de
la ligne CI , lorfque par fies extrémités C & I elle
décrit les circonférences égales & parallèles des
baies fupérieure &' inférieure . Or toutes ces cir¬
conférences font égales & uniformes : donc leur
fomme eft égale à l’une d’entr ’elles ; par ex : à la
circonférence de la baie multipliée par le nombre
de ces circonférences . Mais le nombre de ces cir¬
conférences eft mefuré par la hauteur CI , ou AB
du cylindre", donc , & c.

Corollaire L
573. La furface convexe du cylindre eft égale à

un rectangle qui auroit pour bafe une ligne égale
à la circonférence de la bafe du cylindre , & une
hauteur égale à celle du cylindre,

Jl eft ailé par çonféquent de mefurer la fur- '
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face totale du cylindre . Car pour l’évaluer , il ne
s’agit que d’ajouter à la furface convexe les deux
bafes , qui font des cercles que l’on fçait (485)évaluer.

Corollaire 11.
474. La furface convexe du cylindre qui a pour

hauteur le rayon du.cercle de la bafe , elt double
de ce cercle . Car la furface de ce cercle eft égale
au produit de fon rayon par fa demi-circonfé¬
rence (484). Or la furface convexe du cylindre eft
égale au produit de fa hauteur , (qui efl le rayon
du cercle de la bafe , ) par la circonférence en¬
tière de cette bafe : donc , & c.

Corollaire III,
575. Donc la furface convexe du cylindre qui

auroit pour hauteur le diamètre du cercle de la
bafe , eft  quadruple de la furface de ce cercle}comme il eft évident.

Théorème III.
576, La furface convexe ou latérale de la Pyramidedroite & reguliere , eft égale au produit du contour de

fa bafe par la moitié de 1‘Apothème de la Pyramide .
(fig -,113 -)

Df.monst.  Elle eft égale à la fomme de tous
les triangles qui font décrits par la ligne AB, lorf -.
qu ’immobile au point A , elle décrie par fon ex¬
trémité B les côtés de la ligure , ou du polygone
BFEDC . Or tous ces triangles ayant meme hau¬
teur , leur furface eft égale à celle d’un triangle
unique , qui auroit pour bafe une ligne égale à la
fomme des bafes de tous ces triangles , ( laquelle
fomme eft le contour de la bafe de la pyramide , )& pour hauteur , la hauteur commune de tous,
les triangles , ( laquelle eft l’apothême de la py¬
ramide. ). Or ce triangle unique eft égal au pro¬
duit de fa bafe par la moitié de fa hauteur ;donc , & c.

Corollaire.
577. D’où il fuit que la furface de la pyramide

.L 2,'
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droite & régulière eft égale à celle d’un triangle
qui aurait pour hauteur l'apothême de la pyra¬
mide , & pour bafe une ligne égaleà la circonfé¬
rence de la bafe de la pyramide.

T h É o R Ê m e I V.
yyZ. La furface convexe du Cône droit efl égale au

produit de 1‘Apothème par la moitié de la circonférence
de la bafe ( fig . 124. ).

Démonst . La furface convexe du cône efl égale
à la fomme de toutes les circonférences que dé¬
crivent les points de la ligne AE , lorfqu ’immo-
bile au point A, elle décrit par fon extrémité E
Ja circonférence du cercle EFE , qui fert de bafe
au cône . Or toutes ces circonférences décroiffent
uniformément depuis la bafe jufqu ’au fommet,
ôc  par conféquent font représentées par les ter¬
mes d’une progreilion arithmétique , par ex :
o • 1 • 2 ■3 • 4 •j • 6 , dont le premier terme o
repréfente le fommet , le dernier 6 repréfente
la circonférence de la bafe , & le nombre
des termes repréfente l’apothême ; ( car il y
a autant de termes dans la progreilion , qu’il y a
dans l’apothême de points qui décrivent ces cir¬
conférences . ) Or la fomme de tous les termes
d ’une progreilion arithmétique eft égale , comme
nous l’avons dit (192) , au nombre des termes
multiplié par la moitié de la fomme des extrê¬
mes : donc dans la progreilion o -1■l -3’4.-5■6 ,
le premier extrême étant o , la fomme de tous les
termes fera égale au nombre des termes multiplié
par la moitié du dernier extrême ; & par confé¬
quent la furface convexe du ccne fera égale au
produit de l’apothême par la moitié de la circon¬
férence de la bafe,

Corollaire I ,
479, Donc la furface convexe du cône droit eft

égale à celle d’un triangle reétangle ABC (fig.
424.) , dont la bafe feroit égaleà la circonférence
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de la bafe du cône , & dont la hauteur ferait égalé
à l’apothême du cône.

Corollàlre 11 .
580. La furface convexe du cône eft égale aù

fu'oduir del’apothême par la circonférence del’é-ément qui tient le milieu entre le fommèt & la
circonférence de la bafe. Car elle eft égale (578)
au produit de i’apothcme par la moitié de la cir¬
conférence de la bafe : or la circonférence de
l’élément qui tient le milieu entre le fommet &
la bafe , eft précifément la moitié de la circonfé¬
rence de la bafe. Car les circonférences qui com-
pofent la furface conique étant repréfentées par
les termes de la progrelliono • 1 • 2 • 3 ■4 • y • 6,
comme nous venons de le dire , le-terme moyen
3 qui repréfente la circonférence du milieu , eft
précifément la moitié du dernier terme 6,  qui
répréfente la circonférence de la bafe , luivant la
nature de toute progrellion arithmétique qui
commence par o.

Théorème V.
581. La furface convexed‘un Cône tronqué eft égale

au produit de fon apothème par la moitié de la fo .:.me
des circonférences de fes bafes fupérieure & inférieure
(fig . 124.).

Démonst . On peut confidérer le cône tron¬
qué GEFEI comme réfultant de la feétion faite
dans le cône entier AEF , dont on auroit retran¬
ché le petit cône AGH : or,puifque (5-78) les cir¬
conférences ou élémens de la furface du cône
entier font repréfentés par les termes d’une pro¬
grellion arithmétique , par ex :

o • \ ■2. ■î ■4 ■5 ■6 • -j ■§ ■9 ■ io -,
fi d’ailleurs l’on fuppofequeles élémens de la fur-
face du petit cône AGH foient repréfentés parles
termes o •1•2•3•4 •5 , il s’enfuit que les circonfé¬
rences ou élémens qui compofent la furface du
cône tronqué , feront repréfentés par le relie des
termes 6 ■7 • 8 • 9 -To ,
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dont le premier 6 repréfente la circonférence de
la bafe fupérieure , le dernier io repréfente celle
de la bafe inférieure , & le nombre repréfente
f apothème du cône tronqué •, or la fomme des
rennes de cette dernière progreifion eft égale ,
comme nous Bavons vu (x?2.) , au nombre des
termes multiplié par la moitié de la fomme des
extrêmes : donc , & c.

Corollaire 1.
582. La furface du cône tronqué eft égale à la

furface d’un trapeze qui -auroit pour hauteur
]’apothême, & desbafes égales aux circonférences
des bafes fupérieure & inférieure du cône tron¬
qué (fig.  124. ). Car l’une & l’autre furfaces font
égalés chacune au produit de deux élémens qui
font fuppofés égaux de part & d’autre.

Corollaire I I.
y8}. La furface du cône tronqué eft égale auF rodait del’apothême par la circonférence deélément qui rient le milieu entre les bafes fupé¬rieure & inférieure . Car la circonférence de l’élé¬

ment qui tient le milieu entre les bafes fupérieure
& inférieure , eft égale à la moitié de la fomme
des circonférences des bafes fupérieure & infé¬rieure.

Théorème VI.
584. La furfaced’un Sphéroïde eft égale au produit

de fon axe par la circonférenced’un grand cercle de la
fpkére inferite ( fig. 126. ).

Démonst . Si l’on fuppofequ ’un cercle Sc  un
polygone circonfcrit au cercle tournent autour
du diamètre IL 5 ils décriront , l’un une fphére,
& l’autre un fphéroïde circonfcrit à la fphére . Or,
II par les angles du fphéroïde on fait paffer des
plans parallèles BD , AE , & c. le fphéroïde fe
trouvera divifé en plufieurs portions qui feront,
-ou des cônes tronqués , ou des cylindres , & la
furface du fphéroïde ne fera pas diftinguée de la
fomme des furfaces de tous ces cônes tronqués
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& cylindres circonfcrits à la fphére . Or la furface
de la portion cylindrique comprife entre les plans
AE , PG eft évidemment égale au produit de fon
axe CX par la circonférence de fa bafe , qui eft la
'circonférence d’un grand cercle de la fphére.
Refte donc à prouver que la furface de chacun
des cônes tronqués circonfcrits à la fphére , eft
égale au même produit.

Pour le prouver , prenons le cône tronqué dé¬
crit pendant la révolution par le côté , ou apothè¬
me BA , & du milieu Y , menez YR , parallèle à
BD , & menez le diamètre YS; abbainez la per¬
pendiculaire BZ = TX,  laquelle fera l’axe du
cône tronqué , ou la portion correfpondante de
l’axe de la fphére , & menez la ligne RS.

Cela pofe , on aura le triangle ABZ femblable
au triangle YRS. Car i °. ils ont chacun un angle
droit ; i °. l’angle BAZ— BYR, parce qu’ils font
correfpondans ; & l’angle BYR= RSY , parce
qu ’ils font mefurés chacun par la moitié du même
arc YIR : donc l’angle BAZ= RSY: donc le trian¬
gle ABZ eft femblable au triangle YRS : donc on
aura AB : BZ,ouTX :: YS : YR;
or les diamètres YS ; YR font entr ’eux comme
leurs circonférences YSY , YRY: donc on aura

AB : TX :: YSY : YRY;
donc AB x YRY= TX x YSY.
Or la furface du cône tronqué eft égale au produit
AB x YRY de fon apothème par la circonférence
de l’élément qui tient le milieu entre fes bafes :
donc elle eft auffi égale au produit TX x YSY de
l’axe du cône , ou de la portion correfpondante de
l’axe de la fphére , par la circonférence d’un grand
cercle de la fphére.

Par conféquent la fomme des furfaces de tous
les cônes tronqués & cylindres circonfcrits à la
fphére , laquelle fomme donne la furface du fphé-
roide , eft égale au produit de l’axe entier de la
fphére , ( qui n’eft point ici diftingué de l’axe du

L 4
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fphéroïde , ) par la circonférence d’un grand cer¬
cle de la même fphére.

Théorème VII.
ySj. La furface de la Sphère efl égale au produit de

fou axe par la circonférence d’un de Jcs grands cercles
(fig. 126 & 127. ).

Démonst . La fphére peut être confidérée
comme un fphéroïde formé par la révolution
d ’un polygone régulier d’une infinité de côtés
autour de fon diamètre , qui n’eft pas diftingué du
diamètre de la fphére ; or la furface de ce fphéroï¬
de efl égale au produit de l’axe entier de la fphére
par la circonférence d’un grand cercle de la même
fphére : donc , &rc.

Corollaire I.
5SG.  La furface de la fphére efl quadruplé de la

furface d’un grand cercle de la même fphére . Car
la circonférence d’un grand cercle étant appellée
c , le rayon r, & le diamètre ir , l’expreffion de la
furface fphérique fera xrc, 8c  celle de la furface
d ’un grand cercle fera f rc; or

zrc : {rc : : 2 : \ : : 4 ; j : : 4 : 1 ; donc , 8cc.
Corollaire 11 .

587. La furface de la fphére eft égale à la fur-
face convexe du cylindre circonfcrit (fig.  128 ) ;
car elle efl égale au produit de fon axe par la cir¬
conférence d’un de fes grands cercles. Or la fur-
face convexe du cylindre circonfcrit eft égale
{372) au produit de ion axe , qui efl le même que
celui de la fphére , par la circonférence du cercle
de fa bafe , qui efl la même que la circonférence
d ’un grand cercle de la fphére : donc , &c.

Corollaire III.
y88; La furface de la fphére eft à la furface to¬

tale du cylindre circonfcrit , comme 2 : 3.  Car la
furface de la fphére eft à la-furface d’un de fes
grands cercles comme 4 ; 1, comme nous venons
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de le voir . La furface totale du cylindre circonf-
crit à la fphére e(l égale à la furface de la fphére ,
plus à celle de fes deux bafes , qui font deux
grands cercles de la fphére : donc la furface to¬
tale du cylindre circonfcrit eh à la furface d’un
grand cercle de la fphére , comme 6 -1 \ donc la
furface de la fphére efi à la furface totale du cy¬
lindre circonfcrit comme 4 ; 6 , ou comme z 3.

Corollaire I  C.

489»La furface , foit d’une zone , foit d’uiie ca¬
lotte fphcrique efi: égale au produit de fa hauteur
par la circonférence d’un grand cercle delà fphé¬
re , à laquelle appartiendra cette zone,ou cette
ealotte fphéiique . Car cette furface fera la meme
que celle d’un cône tronqué circonfcrit à la
fphére , laquelle eh , comme nous l’avons prouvé
(584), égale au produit de fon axe ( cpii eh ici le
même que la hauteur ) , par la circonférence d’un
grand cercle de la fphére.

Corollaire V,

490. La furface de la fphére eh au quarré de fon
diamètre , comme la circonférence eh au diamè¬
tre . Car le diamètre étant ir,  la furface de Ja
fphére eh ire, & le quarré du diamètre eh4/r,
on aura donc zrc ■■Arr :: ir x c : ir x ir :: c ■■zr
(180).

ARTICLE  II.
De la Solidité des Solides.

Les folides font fufceptibles d’évaluation , de
mefure & de rapport , comme nous l’allons voir,

PARAGRAPHE I.
De lEvaluation des Solides.
Théorème  I.

491. La folidité du Prifme droit efi égale au produit
de fa bafe par fa hauteur ( fig. i j 6. ).

Démonst.  On peut concevoir que leprifme eh
L S.
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formé (jii ) par le mouvement d’un plan EFGH
( qui eft ici la bafe du prifme ) , lequel monte pa¬rallèlement à lui-même le long d’une ligue droite
FC , perpendiculaire à ce plan , ( laquelle e/l dansce cas la hauteur du prifme ) , & qui , en s’éle¬
vant , laiffe autant dé traces , qu ’il y a de pointsdans la hauteur ; or , prendre ' la bafe autant dé
fois qu’il y a de points dans la hauteur , c’eft mul¬tiplier la bafe par la hauteur : donc , & c.

Corollaire I,
yc>r . La folidité du prifme eft égale au produitde fes trois dimenfions , longueur , largeur &

profondeur . Car elle eft égale au produit de fahauteur par fa bafe , laquelle bafe eft elle-mcme
le produit de la longueur par la largeur.

Corollaire 11.
593. Si l’on divife (fig.  130. ) la hauteur AB du

prifme en cinq parties égales, la largeur BC ea
quatre parties égales , & la profondeur CD en
trois parties égales, la folidité du prifme fe trou¬
vera compolee de petits priftnes élémentaires ,dont le nombre fera 3x4x3 —60, & c ’eft l’ex-
preffion numérique de la folidité du prifme.

Corollaire III.
J94 . Si l’on appelle la hauteur du prifme a , fa

largeur b, & fa profondeur c, l’expreflion de la
folidité du prifme fera P = abc, & c’eft l’expref-fion algébrique de la folidité du prifme.

Si les trois dimenfions du prifme étoient éga¬les , alors on aurait P = aaa , ou P = «J , & le
prifme deviendrait un cube.

Corollaire I V.
595. La hauteur du prifme étant exprimée par

la ligne AB, la largeur pat BC , & la profondeurpar CD , l’évaluation de fa folidité feraP= AB xBC x CD , lequel produit eft un folide , & c’eft
l ’expreffion géométrique de la folidité du prifme
(fig '. ijo . ) .

i
T-,
V\
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Théorème II.

596. Un prifmc droit &' un prifme oblique (fig.:
Ijl . ) de même bafe & de même hauteur 3 font égaux
en folidité.

Démonst. Suppofant deux prifmes AC & BD
compris entre deux plans parallèles & traverfés
par une infinité de plans parallèles intermédiai¬
res , les feétions que lailTer.ont ces plans dans le
prifme droit îk  dans le prifme oblique , repréfen-
teront les traces que laiffe la bafe , en montant,
foit pour former le prifme droit , foit pour former
le prifme oblique . Or ces feéHons font égales de
part & d’autre en nombre & en grandeur :en nom¬
bre , parce que tous les plans qui rraverfent l’un
des prifmes , traverfcnt aufli l’autre ; en grandeur,
parce que chacune de ces feétions eit égale à la
bafé , laquelle e/t ou commune aux deux prifmes ,
ou égale dans les deux prifmes.

Corollaire I.

597. Deux prifmes quelconques , deux parallé-
lipipedes quelconques , un parallélipipede droit
& un parallélipipede oblique de même bafe &
de meme hauteur font égaux en folidité.

Corollaire 11 .

j 98. Il fuit aulli que deux prifmes qui ont même
hauteur , font entr ’eux comme leurs bafes , &
ceux qui ont même bafe , font entr ’eux comme
leurs hauteurs . En effet , fi de deux prifmes qui
ont même bafe , l’un a une hauteur double , il
e/t clair qu’il fera double de l ’autre ; car il équi¬
vaut à deux prifmes dont chacun feroit préci-
fément égal au prifme dont la hauteur n’eft que
fous-double.

Ce que nous difons des prifmes doit s’entendre
de tous les folides en général.

Théorème III.

599 . La folidité de la Pyramide droite eft le tiers de
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lafolidité d’unprifme de même bafe &de même hauteur.

Démonst . Soit donné un prifmc qui foie uncube ; fi l’on fuppofe que du centre du cube il
parte des rayons qui aboutiffent aux fommets de
tous les angles foiides ; ces rayons partageront le
cube en fix pyramides égales dont chacune fera la
fixiéme partie du cube : mais chacune de ces py¬
ramides a même bafe & n’a que la moitié de la
hauteur du cube ; donc fi l’on fuppofe une pyra¬mide qui ait même bafe , mais une hauteur dou¬
ble de chacune des précédentes , ou une hauteurégale à celle du cube , elle fera double de chacune
dé ces pyramides (598); & par conféquent ferale tiers du cube : donc , & c.

Corollaire I.
600 . La folidité de la pyramide droite eft égaleau produit de fit bafe par le tiers de fa hauteur,ou au produit de fa hauteur par le tiers de fabafe.

Corollaire 11.
601. Deux pyramides de même hauteur & demême bafe font égales en folidité . Car elles font

les tiers de deux prifmes de même bafe & de
même hauteur , lefcjuels, comme nous l’avonsprouvé (197) , font égaux en folidité.

Corollaire III.
doz. La folidité du cylindre eft égale au pro¬

duit de fa bafe par fa hauteur . Car le cylindre n’eft
autre chofc qu’un prifme , dont les bafes fupé-
rieure & inférieure"’ font des polygones d’uneinfinité de côtés ; or la folidité du prifme eft
égale au produit de fa bafe par fa hauteur (/91 ) :donc , & c.

Corollaire I V.
do/ . La folidité du cône eft égale au produit de

fa bafe par le tiers de fa hauteur . Car comme la
folidité de la pyramide eft le tiers de celle d’un
prifme de même bafe & de même hauteur ; de
même lafolidité du cône eft le tiers de celle d’qn
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cylindre de même bafe & de même hauteur . Or
le cylindre eft égal au produit de fa bafe par fahauteur , ou dl = abc:  donc la folidité du cône
en fera le tiers , ou fera — 7abc.

T h-  É o r Ê m e IV.
604 . La folidité du Polyèdre régulier efi égale au pro*

duit de fa furface par le tiers de fon rayon droit.
Démonst.  La folidité du polyèdre régulier eft

égale à celle de toutes les pyramides auxquelles
on peut concevoir (yy6) le polyèdre divil'é , en
tirant des rayons du centre à tous les angles jfoli-
des. Or toutes ces pyramides ont même bafe , &
même hauteur à caufe de la régularité du polyè¬
dre : donc leur folidité eft égale à celle d’une py¬
ramide unique , qui auroit pour hauteur la hau¬
teur commune de toutes ces pyramides , & pour
bafe la fomme des bafes de toutes ces pyramides.
Mais la folidité de cette pyramide unique eft égale
(600) au produit de fa bafe , qui eft la furface du
polyèdre , par le tiers de fa hauteur , qui eft le
rayon droit dit polyèdre : donc , &c.

Corollaire I.
60y. La folidité delafphéreeft égale au produit

de fa furface par le tiers de fon rayon . En effet la
fphére n’eft autre chofe qu’un polyèdre régulier,
don t les faces font devenues infiniment petites 8c
infinies en nombre . Or la folidité du polyèdre ré¬
gulier eft égal au produit de fa furface par le tiers
de fon rayon droit : donc , & c.

Corollaire II.
606.  Donc la folidité de la fphére eft la même

que celle d’un cône qui auroit pour hauteur le
rayon de la fphére , & pour bafe un cercle égal à
la furface de la fphére.

Corollaire III.
6cq.  Donc la folidité delà fphére eft double de

la folidité d’un cône qui auroit pour hauteur le dia-
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métré de la fphére , & pour bafe un grand cercle
de la fphére. Car elle eft égale à celle d’un cône
qui auroit pour hauteur le rayon de la fphére , &
pour bafe un cercle égalà la furface de la fphére.
Or ce cône eft quadruple de celui qui ayant pour
hauteur le rayon de la fphére , àuroit pour bafe
un grand cercle de la fphére ; mais il ne fera que
double de celui qui aura pour hauteur le diamè¬
tre de la fphére , & pour bafe un grand cercle de
la fphére (598) : donc , &:c.

Corollaire 1 V.
608. La folidité de la fphére eft les deux tiers de

la folidiré du cylindre circonfcrir , c’efl-.à-dire,
que la folidité de la fphére eft à la folidité du cy¬
lindre circonfcrir , comme 2 ■■ 3 , ou comme 4 : 6.
Car la folidité de lafphéreeftalafoliditéducône
qui auroit pour hauteur l’axe de la fphére , &
pour bafe un grand cercle de la fphére , comme
z x (607). Or la folidité du cylindre circonfcrir,
eft à celle de ce meme cône , comme 3■1 (603) :
donc la fphére eft au cylindre conconfcrit,
comme 2 : 3, ou comme 4 : 6.

Corollaire F ".

609. Donc les rapports des folidités de la fphére
& du cylindre circonfcrit , font les nïêynes que
ceux de leurs furfaces.

Archimède , auteur de cette découverte , en fut
fi charmé , qu’il voulut que fur fon tombeau on
gravât une fphére avec un cylindre circonfcrit.

Corollaire F”I.

610. C’eft pourquoi fi à une fphére on circonf¬
crit un cylindre , & fi à ce cylindre on inferit un
cône , c’eft-à-dire , fi l’on fait un cône qui ait
même bafe & même hauteur que le cylindre , on
aura trois folides , fçavoir , un cylindre , une
fphére & un cône , dont les folidités feront dans
les rapports 3 : 2 1, ou comme 1 : 7 : 7.
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PARAGRAPHE IL

De la Mefure des Solides.
Théorème I.

dl I. Le Polyèdre peut être réduit en une Pyramide
de même fo/idité que lui.

Demonst . Si l’on fait une pyramide qui ait
pour hauteur le rayon droit du polyèdre , & pour
ba Ce une furface égale à la furface du polyèdre ,
nous avons prouvé (604) que cette pyramide eft
égale en folidité àu polyédce.

Théorème II.
612. Cette Pyramide peut être réduite en un Prifme

polygone de tnême folidité qu elle.
Demonst . Si fur une bafe polygone égale à la

bafe de la pyramide , on confirait un prifme qui
ait le tiers de la hauteur de la pyramide , la folidité
de ce prifme fera égaleà celle de la pyramide ; car
la pyramide eft le tiers du prifme de même bafe ôc
de mêmejhauteur (599).

Théorème III.
613. Ce Prifme polygone peut être réduit en un Pa~

rallépipede de même jolidité que lui.
Démonst . Confervant la hauteur du prifme ,

on peut réduire fa bafe polygone en un parallélo¬
gramme de même furface (490 & 491) i or en ce
cas le prifme polygone & le parallélipipede ayant
des bafes de meme furface & des hauteurs égales,
feront égaux en folidité (597) ; donc , & c.

Théorème IV.
614. Le Parallélipipede peut être réduit en un ParaL

lélipipede reétangle de même folidité que lui.
Demonst . Confervant la hauteur duparalléli-

pipede , on peut réduire la bafe parallélogramme
en un rectangle de même furface ; or en ce cas le
parallélipipede parallélogramme & le paralléli¬
pipede rectangle ayant des bafes égales & la mê¬
me hauteur , feront égaux en folidité (597) :
donc , & c.



Théorème V.
6lj . Si les dimenfions duP'arallêlipipede rellangli

font continuemtnt proportionnelles , ou fi l ’on a ~ a :
b : c , alors il pourra être réduit en un cube de même

folidité que lui.
Démônst . Comme en élevant au .quarté la

moyenne proportionnelle entre les deux dimen¬
fions d’un reétangle , on a un quarré de même
fui-face que le reétangle (493); de meme en éle¬
vant au cube la dimenfion du parallélipipede ,
moyenne entre les deux autres , on aura un cube
-de même folidité que le parallélipipede . Car à
caufe de a :b:cyon aura ac= bb (177) -, & mul¬
tipliant par b , on aura abc— b3j or abc repré¬
fente le parallélipipede , &r bi repréfente le cube
fait fur la dimenfion b moyenne entre a & c :
donc , & c.

Corollaire I.

616. Si les dimenfions du parallélipipede ne
font pas continuement proportionnelles , ou ne
font pas réductibles en des dimenfions continue-
ment proportionnelles , alors le parallélipipede
ne pourra pas être réduit en un cube de même
folidité que lui. On pourra cependant toujours
divifer ce parallélipipede en un nombre quelcon-
que de cubes , dont la fournie fera contenue dans
La folidité du parallélipipede , en réduifant la bafe
reétangle duparallélipipede en un quarré de mêmefurface.

Corollaire 11.

617. Comme le quarré ne peut pas être réduit
en une figure plus fimple , & que par cette raifon
il eft regardé comme la mefure la plus fimple
qu ’on puiffe employer pourmefurer les furfaces;
de même le cube 11e peut plus être réduit en un
folide plus fimple que lui , & par cette raifon il
eft regardé comme la mefure la plus fimple dont
onpuiifefe fervir pour mefurerlesfoÜdités . C’eft
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pourquoi , comme on évalue les furfaces planes
en toifes , ou pieds , ou pouces quarrés ; de même
on évalue les folidités en toifes , ou pieds , ou
pouces cubiques.

PARAGRAPHE III.
Du Rapport des Solidités.

Les folides , de même que les lignes 8c les fur-
faces , ont un rapport entr ’eux -, mais il y a cette
différence que le rapport qui cil entre les  lignes,
eil fimpie , parce qu ’elles n’ont qu’une dimeniion;
que le rapport qui eft entre les furfaces , eftcom-
pofé de deux rapports , parce qu’elles ont deux di¬
menfions ; & que le rapport qui eil entre les foii-
des , eil compofé de trois rapports , parce qu ’ils
ont trois dimenfions.

Théorème I.
618. Les Solides font entr’eux en raifon compofée de

celles de leurs trois dimenfions , hauteur , largeur (i
profondeur.

Démonst . Chaque folide eft égal au produit
de fes trois dimenfions: donc les folides font en¬
tr ’eux comme les produits de leurs trois dimen¬
fions. Or les produits font (181) en raifon com¬
pofée de celles de leurs racines , qui font ici les
trois dimenfions , fçavoir , les hauteurs , les lar-

• geurs & les profondeurs : donc , & c.
C ’eft pourquoi fi l’on appelle les folides P , p,

les hauteurs A , a ; les largeurs B, £ ; les profon¬
deurs C , c,ôn aura , comme nous l’avons vu (ypz)
P = ABC , &Cp= abc: doncP -.p :: ABC : abc, OU

P ABC
ce qui revient au même , - = —. Or il eft évi-

p abc
, „ P ABC A x B x C A B C

p aoc (ixoxc a b c
, ABC

où l’on voit que la raifon ± eft compofée des
ABC

rations - -,—, ,abc qui font celles des hauteurs, des
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largeurs & des profondeurs des folides : donc,«Sec.

Corollaire I.
6u). Les folides font en raifon compofée decelles de leurs bafes & de leurs hauteurs . Car

chaque folide eft égal (591) au produit defabafe
par fa hauteur : donc ils font entr ’eux comme les
produits des bafes par les hauteurs , & par confé-
quent font en raifon cômpofée (i81) de celles des
bafes &c  des hauteurs ; c’eft pourquoi nommant
les hauteurs A , a , & les bafes BC , bc, on aura

P :p :: ABC : abc.
Corollaire I.

610.  Si deux folides ont même hauteur , ils
font entr ’eux comme leurs bafes , comme nous

' l’avons déjà dit (398). Car la hauteur étant la me¬
me , dans la proportion P '•p ABC : abc,  on
aura A— a ■■ donc a leur place fubllituant l’unité,on aura P :p :: BC •' bc.  Pareillement lorfque les
bafes font les mêmes , on a BC : donc leur
fubihi tuant l’unité , on aura P ;p :: A - a.

Corollaire III.
611.  Donc fi la hauteur & la bafe d’un folide

font réciproques à la hauteur & à la bafe d’un
autre folide , alors les deux folides feront égaux.
Carparl ’hypothèfe A : a :: bc ■ BC ; donc ABC *=
abc , 8c  par confcquent P = p.

Corollaire I  PI
611.  Les polyèdres , réguliers font en raifon

compofées de celles de leurs rayons droits & de
leurs furfaces . Car chaque polyèdre régulier efi;
(604) égal au produit de fa furface par le tiers de
ion rayon droit : donc deux polyèdres réguliers
font entr ’eux comme les produits de leurs furfa-
ces par les rayons droits . Or les produits font en
raifon compofée de leurs racines : donc , & c.

Théorème II.
6.13. Les Solides ferr.blables font en raifon triplée,de

celles de leurs dimenjîons homologues ,
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Démonst . Les folides P , p , font en raifon com-

pofée (618) de leurs dimensions homologues;
c’eft-à-dire , l’on -aP : p ABC : abc. Or à caufe
delafimilitude des folides , les dimenfions homo¬
logues font proportionnelles , c’eft-à-dire , Bon a
la proportionnalité A : <z :: B : £ :: C : c;  donc
la raifon qui eft compofée de ces trois raifons
égales , fçavoir la raifon ABC : abc, eft une raifon
triplée.

Corollaire I.
624. Donc les folides femblables font entr ’eux

comme les cubes de leurs côtés homclogu es;c’cft-
à-dire,l ’onauraP -p :: A ? : a '-> :: B >: b3 :: C 5-d.
Car ils font en raifon triplée de celles de leurs di-
menfions homologues . Or une raifon triplée eft
égale (181) à la raifon qu’ont entr ’eux les cubes
des termes de chacune des trois rail'ons compo¬
santes : donc , & c.

Corollaire 1 J.
625. Les polyèdres réguliers femblables font

entr ’eux comme les cubes de leurs rayons ; car
les rayons font des dimenfions homologues dans
les polyèdres réguliers femblables.

Corollaire III.
616.  Les fphéres font entr ’elles comme les cu¬

bes de leurs rayons , ôu de leurs diamètres ; car
les fphéres font des polyèdres réguliers fembla¬
bles , qui ont une infinité de faces infiniment
petites.
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