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LIVRE SECOND.

É LÉ ME N S DE GÉOMÉTRIE.

LAGéométrie eft,ou Spéculative,ou Prati¬
que. La Géométrie fpêculative eft celle qui eft

occupée à démontrer , la Géométrie pratique eft
celle qui eft occupée à opérer & à exécuter:
à l’une appartiénnent les Théorèmes, à l’autre les
Problèmes. Nous diviferons ce livre en deux Par¬
ties. Dans la première nous donnerons les élémens
de la Géométrie fpêculative ; dans la fécondé,
ceux de la Géométrie pratique.
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PREMIERE PARTIE .
Elémens de la Géométrie fpêculative.

1°. T 'Objet de la Géométrie eft l’étendue : dans
„t_j l'étendue ily a quatre chofes à confidérer j

fa voir le Point , la Ligne, la Surface, & le Solide.
Un corps quelconque confidéré tout entier , s’ap¬
pelle Solide: un folide eft terminé par des faces,
que l’on appelle Surfaces; chaque furface eft ter¬
minée par des côtés , que l’on appelle Lignes ,*
chaque ligne eft terminée par des extrémités,
que l’on appelle Points.

II*. Le point n’a pas de dimenftons ; la ligne a
une dimenfion que l’on appelle Longueur; la fur-
face a deux dimenftons , que l’on appelle Lon-

fueurSc Largeur; le Solideatrois dimenftons,queon appelle Longueur, Largeur ÔC Profondeur.
III*. Ces trois dimenftons tirent primitivement

leur origine du point ; car en Géométrie on con-
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çôit qu’un point en Ce  mouvant , décrit une ligne}
qu ’une ligne en Ce  mouvant , décrit une furface ;
qu ’une furface en Ce  mouvant , décrit un folide.
Il n’ya donc que trois efpéces a étendue , la ligne,
la.furface, & lefoiide. Nous en allons parler dansautant de feélions.

SECTION I.
Des Lignes.

LEslignes ont leur nature,leurs propriétés Sileurs rapports , dont il nous faut parler.

CHAPITRE I.
De la Nature des Lignes.

I*. HJ”10 u t e ligne efl droite ou courbe une ligne
JL droite efl unique dans une efpéce ; elle ne

peut être plus ou moins droite :une ligne courbe
peut varier à l’infini ; elle peut être plus ou moins
courbe.

11°. De toutes les lignes courbes , la plus fimple,
la plus uniforme , & dont toutes les autres tirent
primitivement leur origine , efl la ligne circulaire
(fig. i ) parce que fa courbure efl la même par
tout , & ne varie dans aucun de fes points , com¬
me nous le verrons.

IIP . Toutes les lignes prifes en général fe rap-
{sortent donc à deux efpéces , la ligne droite, &a ligne circulaire: & ce font -là les principes fur
lefquels eft fondée toute la Géométrie fpécu-
lative.

1V°. A la ligne droite & à la ligne circulaire ré**
pondent la réglé Sc  le compas: la réglé pour décrire
la ligne droite , Sc  le compas pour décrire la ligne
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circulaire -, & ce font les inftrumens fondamen¬
taux dont on fe fert dans la Géométrie pratique.

V®. Sur la ligne droite , la ligne circulaire , &
leur combinaifon font fondées toutes les démonf-
trationsdes théorèmes delà Géométrie fpéculative;
pareillement de la réglé , du compas , & de leur
combinaifon dérivent tous les inftrumens dont on
fe fert pour exécuter les problèmes de la Géométrie
pratique . Nous allons donc donner , i°. la notion
de la ligne droite ; x°. la notion de la ligne cireur?
laire.

ARTICLE I.
Notion de la Ligne droite.

Hypothèse.

245. Si un point A (fig.  1. ) eft fuppofé fe mou¬
voir , 8c  partir d’un terme A pour arriver au
terme B, l’efpace parcouru par ce point s’appelle
Ligne.

DÉFINITIONS.
I.

*4 6.  Si le point , en fe mouvant , conferve tou¬
jours la même direction , il décrit une ligne que
l’on nomme ligne droite : telle elt la ligne AB

2.47. Si le point , en fe mouvant , vient à chan¬
ger de direction , il décrit une ligne que l’on ap¬
pelle anguleufe, telle eft la ligne AEB {fig.3. ) ou la
ligne DCE {fig-5. )

148. Si le point , en fe mouvant , change à cha¬
que influant de direction , il décrit une ligne que
l’on appelle courbe: telle eft la ligne CAD (fig. 1. )

149. Si la ligne eft en partie droite , & en partie
courbe , on l’appelle ligne mixte.

Corollaire I,
zpo. Tous les points d’une ligne droite font dans
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la même direélion ; par ex tous les points de la,
droite AB {fis-  i . ) l ’ont dans la direction de A
vers B.

Corollaire 1I,

23t . La ligne droite eft la plus courte que l’on

imille menerdun peintàun autre point;par ex:a droite AB {fig-  3 . ) eft plus courte qu ’aucune
des trois lignes Ahb , ArjB , AFB , parce que
tous Tes points étant dans la meme direction , elle
pâlie par la voie la plus courte.

Corollaire III,
232. La ligne droite eft auffi la plus courte en¬

tre les extrémités ; par ex: la ligne AB eft la plus
courte que l’on puifte mener entre les extrémi¬
tés A & B.

Corollaire I V.

253. La fomme de deux droites AE + EB {fig.
j . ) eft toujours plus grande que la troifiéme AB.

Corollaire V.
154. D ’un point Aàun autre point Bon ne peut

mener qu 'une feule ligne droite AB (fig-  3. ) : car
toute autre ligne droite menée de A en B feroit
par le fécond corollaire la plus courte entre ces
deux points , & par conféquent ne feroit pas
diftinguée de la droite AB.

Corollaire VI.

253. D’un point à une ligne on peut mener une
infinité de lignes droites -, par ex : du point C à la
ligne EG {fig■  n .) on peut mener les lignes CA,
CD , CF , CB , & une infinité d’autres : on en

S eut mener autant qu’ilyade points dansUgne EG.
Corollaire VII,

236. Pour déterminer la pofition d’une ligne
droite ,  un point feul ne fuîfit pas car les droites
CA , DC , CF , & c. ont un meme point C com¬
mun , ôc  ont differentes polirions : deux points
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fuffifent; deux points étant donnés , tels que G& D (fig.  ri . ) il n’eft pas pofiible (z/4 ) de faire
palier par ces points d’autre ligne que CD.

Corollaire VIII.
2/7 . Deux lignes droites ne peuvent pas avoirdeux points communs ; ePes aur jent des 1ers la

même poli tien , & ne feroient plus qu’une feule& même ligne.
Corollaire I X.

2/8 . Deux lignes droites ne peuvent fe couperqu’en un feul pe int : fi elles fe coup oient en deux
points , elles au.oient deux points communs , 3c
par conl'équent ne ferment plus qu’une feule de
même ligne.

ARTICLE  II.
Notion de la Ligne Circulaire.

Hypothèse.
2/9 * une ligne droite AD (fig.4. ) immobile

au point A , &c mobile a l’exuémitéD , eftfuppo-fée faire une révolution autour du point A, il e/b
clair que l’extrémité , ou le point D décrira une
courbe dont tous les points feront également dif-
tans du point A : cette ligne coube s’appelle Ligneeirtulaire, eu Cercle.

D ÉFINITION  S.
I.

160. Une ligne circulaire eft une ligne courbe,
dont tous les peints fom également éloignés d’un
point commun -, par ex A (fig.  2 &4. ) que l’onnomme Centre.

1 L
261. L’efpacc compris & renfermé par la ligne

circulairej s’appelle Cercle, 8c la ligne circulaires’appelle Circonférence du cercle.T I I.
162. La ligne AD , ou AC , ou AB, &c. (fig. 4. )



144 ABRÈGE
Sc  en général toute ligne droite , tirée du centre
A à un peint quelconque de la circonférence,
s’appelle Rayon.  Le double rayon , & en général
toute ligne droite menée d’un peint de la circon¬
férence au point oppofé , & qui pafiepar le cen¬
tre , s’appelle Diamètre.

I V.
263.  Deuxcercles qui ont un centre commun,

6’appellent Concentriques  ( fig.  1. ) : deux cercles qui
fe coupent ou fe touchent , s’appellent cercles
Excentriques (fig. 7,8, & 9 . ) ; la ligne droite qui
joint les deux centres , s’appelle ligne à’excen¬
tricité.

Corollaire I.

264.  Dans le cercle tous les rayons font égaux,
car ils mefurent la diilance du centre à la circon¬
férence , laquelle eit par tout la meme : pareille¬
ment tous les diamètres font égaux , puifqu ’ils
font chacun le double du rayon.

Corollaire 11.

26 j.  Une ligne droite qui coupe la circonféren¬
ce d’un cercle , la coupe toujours en deux points ;
ou prolongée , la couperoit en deux points.

Corollaire III.

266.  Une ligne droite ne peut pas couper une
circonférence de cercle en trois points i car trois
points ont la même direéticn dans une ligne
droite , & ne peuvent l’avoir dans une circonfé¬
rence de cercle.

Corollaire I  El

267. Donc trois points pris dans la circonfé¬
rence du cercle ne peuvent pas être pofés en ligne
droitej ou , ce qui revient au même , une circon¬
férence de cercle peut bien avoir deux points
communs avec une ligne droite , mais non pas
trois.

Corollaire
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Corollaire V.

268. Deux circonférences de cercle qui fe cou¬pent , fe coupent néceflairement en deux points,comme il eft évident (fig. 9. )
Corollaire V I.

169. Deux circonférences de cercle ne peuventfe couper en trois points (fig. 9. )-, car fi cela étoitpoffible , deux circonférences pourroient doncavoir trois points communs ; & par conféquentla circonférence ACB pcurroit avoir trois de Cespoints également diftans du point C centre del’autre 'circonférence : or elle ne peut avoir quedeux de fes points , favoir , A & B , égalementdiitans du point C -, car tous fes autres points s’enéloignent ou s’en approchent toujours de plusen plus , à caufe de l’uniformité de fa courbure:donc , &c.
Corollaire VII.

270. Deux circonférences de cercle ne peuventfe toucher qu’en un feul point :carfoit qu ’elles fetouchent en dedans (fig. 7 . ), foit qu’elles fe tou¬chent en dehors (fig. 8. ) , elles ne peuvent avoirqu ’un feul point commun O ; fi elles en avoientdeux , elles fecoupcroient , comme il arrive (fig 9.)
Remarque.

271. Lorfque deux circonférences de cercle fetouchent , la ligne d’excentridté eft égaleà la fora¬ine ou à la différence des rayons j car fi elles fetouchent en dehors (fig. 8. ) , la ligne d’excentri¬cité , favoir CD , eft égale, comme il eft évident .,à la femme des rayons C O -f- OD ; fi elles fe tou-chent en dedans (fig. 7 . ) la ligne d’excentricitéeft CD = CO — OD , qui eft la différence desrayons.
Corollaire VIII.

271. D eux circonférences de cercle peuventavoir un point commun , lorfqu ’elles fe touchent ;elles peuvent avoir-deux points communs , lorf-
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qu ’elles fe coupent ; mais elles ne peuvent
avoir trois points communs ; parce qu’elles ne
peuvent ni fe toucher , ni fe couper en trois
points. Corollaire I X.

275. Pour déterminer la pofîtion d’une circon¬
férence de cercle j deux points ne fuffifent pas ;
car elle peut avoir deux points communs , foit
avec une ligne droite, ,foit avec une autre circon¬
férence de cercle ; mais trois points fuffifent, parce
qu ’elle ne peut avoir trois points communs , ni
avec une ligne droite , ni avec une autre circon¬
férence de cercle.

Corollaire X.

274. On peut toujours faire paffer une circon¬
férence de cercle par trois points donnés B, C,
D , (fig.  4 , ) & nonpofés en ligne droite ; car
prenant un point A egalement diliant des trois
points donnés , & de ce point A connue centre,
& de l’intervalle AB décrivant avec le compas
un arc , cet arc paffera par les trois points don¬
nés , & continue donnera une circonférence de
cercle.

Il ne s’agit pour cela que de trouver le centre
A ; nous en donnerons dans la fuite la méthode.

DÉFINITIONS.
I.

275. Les portions GH , HT , IBj ôcc. {fig.  4 . )
de la circonférence , comprifes entre deux
rayons , s’appellent Arcs de circonférence.

I I.
276. Toute portion prife dans la furfacedu cer¬

cle , comprife entre deux rayons & terminée par
un arc , s’appelle Seliear de cercle.

ï ï L
277. Une ligne droite FG ou DE {fig.  y. ) qui

paile par les extrémités d’un arc , s’appelle Cordc.
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178. La corde divife la furface du cercle en
deux parties inégales , dont la plus grande s’ap¬
pelle le grand Segment, & la plus petite , le petit
Segment.

Corollaire I.

279. Dans un cercle , ou dans des cercles égaux,
les cordes égales foutiennent des arcs égaux , <3c
les arcs égaux font foutenus par des cordes éga¬
les ; ce qui eft évident , puifque la courbure du
cercle étant par-tout uniforme , il eft néceffaire
qu ’entre les extrémités des cordes égales foienc
compris des arcs égaux.

Corollaire 1I.
280. Dans un même cercle , ou dans des cer¬

cles égaux , les plus grandes cordes foutiennent
de plus-grands arcs , & les plus grands arcs font
foutenus par de plus grandes cordes.

Corollaire III.
281. Dans un même cercle la plus grande de

toutes les cordes eft celle qui paffepar le centre,
ou eft le diamètre lui-même ypar ex: le diamètre
AB ( fig.  j .) eft plus grand que la corde DE . Car
le diamètre AB eft égal aux rayons CE + CD :
or la fomme CE + CD = AB , eft plus grande
que la corde DE (153) : donc , & c.

Corollaire I K.
282. Tout diamètre partage & la circonférence

& la furface du cercle en deux également . Car le
diamètre pouvant être regardé comme la plus
grande de toutes les cordes , il foutient par confé-
quentle plusgrand de tousles arcs, & le plus grand
de tous les fegmens que l’on puifte prendre dans
le cercle : or dans le cercle , le plus grand de tous
les arcs eft la demi-circonférence , &c  le plus
grand de tous les fegmens eft le demi-cercle 3donc
le diamètre partage & la circonférence & le cer¬
cle en deux moitiés , ou en deux parties égales.

G 2

-À  I
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CHAPITRE II.

Des Propriétés des Dignes.

I*. T Es lignes dont nous examinons ici les pro-
1 i priétés j font les lignes droites : les proprié¬

tés des lignes droites naillent de leur pofidon ref¬
peétive , & de leur ajfortiment.

IF . La pofition refpeétive des lignes eft la pofi-
tion d’une ligne par rapport à une autre ligne , ou
à plufieurs autres lignes ; Paffortiment des lignes
confifte dans la rencontre & la réunion de plu¬
fieurs lignes par leurs extrémités.

IIF . De la pofition refpeétive des lignes naif-
fent les angles: de l’affortiment des lignes réful-
tent les figures.

ARTICLE  I.
De la Pofition refpeêlive des Lignes droites , & des

Angles.
Nous parlerons , i °. de la pofition refpeétive

des lignes droites : i p. des angles.
PARAGRAPHE  I.

De la Pofition refpeclive des Lignes droites.
Une ligne droite confidérée toute feule , n’a

qu ’une pofition abfiolue; elle ne peut avoir de pofi¬
tion refpettivc qu’à l’égard d’autres lignes. La pofi¬
tion d’une ligne droite peut être confidérée ou
par rapport à d’autres lignes droites , ou par rap¬
port au cercle.Nombre  I.
De la pofition d’une ligne droite par rapport à d’autres

droites.
Uneligne droite , confidérée par rapport à d’au¬

tres lignes droites , peut avoir trois fortes de po-
fition , être perpendiculaire,  être oblique, être
parallèle.
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DÉFINITIONS.

I.
183. Une ligne AB qui tombe fur une autre ligna

CD , fans pencher plus d’un côté que de l’autre s
s’appelle Perpendiculaire.

I I.
284.La ligne fur laquelle tombe la perpendicu¬

laire , efl auffi perpendiculaire à l’égard de l’autre ;
par ex:  la ligne CD eft perpendiculaire fur AB,
aulîi-bien que AB fur CD (fig.  9 & 10. )

I I I.
283-. t es lignes AC , AD (fig. 9. ) qui tombent

fur une ligne CD , de façon qu ’elles s’inclinent
plus d’un côté que de l’autre , s’appellent Obli¬
ques,  par rapport à ligne CD . Les diilances CI,
DI , (fig-  9 . ) s ’appellent Eloignemens de Perpen-dicule,

I V.
28 6.  Les obliques peuvent être inclinées , ou

dans le même fens , comme CF , CB (fig.  x 1. ) ,
ou en fens contraire , comme CA , CF.

V.
287. On appelle lignes parallèles, deux lignes

qui font également éloignées l’une de l’autre dans
tous leurs points correfpondans (fig.  15. ). On
définit aulïi les lignes parallèles, des lignes qui,
quelque prolongées qu’on les fupposat , ne fe
tencontreroient jamais.

Théorème  I.
288. Une ligne  CD (fig. 10.) qui tombe fur une

autre  AB , de façon quelle ait deux de fes points , par
ex : C & D , également diftans ckacun de deux termes
ou deux points  A , B , donnés dans l'autre ligne , efl
dès-lors perpendiculaire fur cette ligne  AB.

Démonstration.  Car fi la ligne CD n’étoit
point perpendiculaire fur AB , elle pencheroit
par conféquent plus d’un côté que de l’autre -, 8c
dans ce cas le point C ,par ex : feroit plus procheà i
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de A que de B , ou de B que de A, & l’on aurait
la diftance AC < CB , ou la diftance CB < AC ;
ce qui cil impoffible , puifque par la fuppofition
la di/lance CA = CB , donc , &c.

La démonftration peut aufli être appliquée à
la figure p.

Corollaire.
289. Pour mener une ligne perpendiculaire AI,

ou AB , fur une ligne donnée CD (fig.  9.) , il n’y
a qu ’à décrire des extrémités C , D , pris comme
centres , & de la même ouverture de compas ,
des cercles , lefquels s’entrecouperont , & join¬
dre les points d’interfeétion A & Bpar une droite
AB , laquelle fera la perpendiculaire cherchée.

Remarquez 1*. que pour mener une perpendi¬
culaire AB, au lieu de cercles , il fuffit de tracer
des arcs qui s’entrecoupent aux points A & B.

Remarquez 20. que c’eftpar cettemême métho¬
de que l’on divife une ligne droite donnée , far,
ex : CD en deux également.

Théorème  II.
200. Une ligne  AI étant perpendiculaire fur une au»

tre  CD ,fi l 'un des points de la perpendiculaire efi éga*
lement éloigné de deux termes ou deux points  C , D ,
donnés dans l'autre ligne , tous les autres points de la
perpendiculaire feront également éloignés chacun de ces
deux mimes points  C , D ( fig. 9. ) .

Démonst.  Si l’on fuppofe que le point A foit
également éloigné des deux points C , D , ou
que l’on ait AC = AD , je dis que tout autre
point de la perpendiculaire ; par ex: le point I
fera auffi également éloigné des deux mêmes
points C & D , ou que l’on aura IC = ID.
Car fi l’on avoit IC > ID , la ligne AI penche-
roit plus du côté de C que de D ; 8c fi l’on
avoit ID >IC,  la ligne AI pencherait plus du
côté de D que de C : donc la ligne AI ne ferait
plus perpendiculaire fur CD , ce qui eft contre
Icrfuppofltion.
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La démonftration pèut auïïi être appliquée à

la figure io.
Corollaire I.

291. Une perpendiculaire AI étant prolongée
tant que Ton voudra de part & d'autre y-tous les
points par où elle paflera , feront toujours égale¬
ment diftans chacun des deux termes ou deux
points donnés C & D. Car la perpendiculaire
AI étant prolongée jufqu ’en B , &c  le point I
étant également diftant des extrémités C &r D,
il fuit que le point B fera de même également dis¬
tant des extrémités C & D , & que l’on aura
BC = BD , ce qui fe prouve de la même maniéré
que le théorème précédent.

Corollaire 11,
292. Il y a donc cette différence entre la lign#

perpendiculaire , & la ligne Amplement droite , que
pour juger de la pofition d’uné ligne perpendi¬
culaire , par ex : CD {fig. il . ) , par rapport à une
autre ligne donnéeEB , il fuffit qu ’il foit donné un
feul de fes points , tels que C ; car fi le point C eft
également difiant des deux termes E , B, il en fera
de même de tous les autres points de la peroen-
diculaire : au lieu que pour déterminer la pofition
d ’une ligne Amplement droite CF , le point C feul
ne fuffit pas ; car le point C ne détermine pas plu¬
tôt la pofition de CF que de CB , ou que de CA;
mais il faut qu’il foit donné deux points ; par ex :
C & F , pour pouvoir juger de la pofition de la
ligne CF par rapport à l’autre ligne EB.

Théorème III.
293. La Perpendiculaire eft plus courte que l'Obli¬

que menée d'un même point à une même ligne droite*
par ex : CD eft plus courte que CA , que CF , que&c*
(fig . II . ).

Construction . Prolongez la ligne CD juf-
qu ’en H , de façon que l’on ait CD = DH , ôc
menez les lignes HA, .HF ; cela pofé

Démonstrat . La ligne CH eft plus courte
G 4
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(233) que CA -f -AH : donc la moitié de CH e/î
plus courte que la moitié de CA + AH. Or CD
e/l la moitié de CH par la con/lruélion . Pareille¬
ment CA ell la moitié de CA -f- AH 3car la ligne
AD e/l perpendiculairefur CH , auffi bien que
CH l’ell fur AD , or dans la perpendiculaire AD,
le point D ell également diilant des points G &
H , puifque par la con/lruétion CD = DH , donc
auffi le point A e/l également di/lant des mê¬
mes points C 8c H , donc on aura CA = AH , &
par conféquent CA e/l la moitié de CA + AH.

La démonftration peut auffi être appliquée aux
figures 9,12, 8c 13.

Théorème IV.
294. D’un point pris horsd’une ligne on ne peut ab-

baijfer fur cette ligne qu’une feule Perpendiculaire  y pa¬
reillement d’un point pris dans une ligne on ne peut éle¬
ver fur cette ligne quune feule Perpendiculaire ( fig. 9
Sc  ir . ).

Démonst . I . Part . La perpendiculaire e/l la
ligne la plus courte que l’on pui/Te mener d’un
point à une ligne (293) : or il ne peut y avoir
qu’une feule ligne qui foit la plus courte entre
deux termes donnés : donc , &c.

Démonst . II . Part . Dans la ligne EG {fig. 11.) ,
prenons le point D également éloigné des points
A & F: or de ce point D on ne peut élever que
la feule perpendiculaireDC . Car li du point D
on pouvoit élever une fécondé perpendiculaire
di/linguée deDC,  cette fécondé perpendiculaire
partant d’un point D , également éloigné de A &
de F, pafferoit par conféquent toujours (291) par
des points également éloignés de A & de F; donc
elle pafferoit par le point C ; donc elle auroit deux
points C & D communs avec la première perpen-
dicaire CD , & fe confondrait ainfi avec elle.

Corollaire.
29J. C’e/l pourquoi la ligne perpendiculaire ell

tamefure dont fe fervent les Géomètres pour me-



DE GÉOMÉTRIE . zjj
furcr les diflances, les hauteurs, & c. parce qu’elle
eft la ligne la plus courte que l’on puiffe mener
entre deux termes donnes , 8c qu ’entre deux ter¬
mes on ne peut mener qu ’une feule perpendicu¬
laire : deux propriétés qui donnent a la perpen¬
diculaire les deux caraéteres propres de la mefure,
fçavoir , la fimplicité8c l’invariabilité.

Théorème V.
296. De toutes les Obliques  CF , CB , £'c. menées

d'un même point  C fur une même ligne  EG , celles qui
font moins éloignées de la Perpendiculaire , font plus
courtes; celles qui font plus éloignées, font plus longues
(fig . II . ).

Démonst . Prolongez CD jufqu ’au point H ,
de façon que l’on ait CD = DH , & menez les li¬
gnes hlF , HB ; il eft évident que la ligne CBEI eft
plus grande que CFFI , puifqu ’elle s’écarte davan¬
tage de la voie la plus courte : donc la moitié de
CBH eft plus longue que la moitié de CFFI : or
CB eft la moitié de CBH , & CF eft la moitié
de CFH . Ce que l’on prouve de la même maniéré
que nous avons démontré (193) que CA étoit la
moitié de C AH : donc , 8cc.

Corollaire I.
297. De toutes les obliques menées d’un même

point fur une même ligne : i °. celles qui ont
même éloignement de perpendicule , font égales :
20. celles qui font égales, ont meme éloignement
de perpendicule : 30. celles qui font égales & ont
même éloignement de perpendicule , appartien¬
nent à une même perpendiculaire (fig-  11. )»

1°. Si les éloignemens de perpendicule font
égaux , on aura AD — DF : donc dans la perpen¬
diculaire CD , le point D , & par conféquent
aufli le point C , fera (290) également éloigné des
points À & F ; donc on aura CA = CF.

11°. Si les obliques font égales, on aura CA = >
CF : donc dans la perpendiculaire CD , le point
C , & par conféquent auffi. le point D fera égale-

G S
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ment éloigné des points A & F : donc on auraDA = DF.

111°. Si l’on a les obliques égales CA = CF , &
les éloignemens de perpendicule égaux DA= DF,
il eft clair que la ligne dont les obliques font
également éloignées , eft une même perpendicu¬
laire CD.

Corollaire 11.
198. Si les obliques font tirées de différens

points j foit fur une meme ligne , foit fur diffé¬
rentes lignes , comme AC , EF (fig. 11 & 13. ) , ilarrivera

1°. Que les obliques AC , EF feront égales*
lorfqu ’elles auront des perpendiculaires égales,
& même éloignement de perpendicule.

II*. Que les éloignemens de perpendicule BC,
DF , feront égaux , lorfque les obliques feront
«gales , & les perpendiculaires égales.

III ®. Que les perpendiculaires AB , ED feront
égales , lorfque les obliques feront égales , & les
éloignemens de perpendicule égaux.

En effet concevez que l’extrémité A delà per-
Î>endiculaire AB foit pofée furl’extrémitéEdea perpendiculaire ED j vous verrez évidemment
que dans le cas des perpendiculaires AB, ED éga¬
les , & des éloignemens de perpendicules BC,
DF égaux , les obliques AC , & EF tomberont
nécelfairernent l’une fur l’autre , fe confondront
&  feront par conféquent égales : que dans le cas
dés obliques AC , EF égales, & des perpendicu¬
laires AB , ED égales , l’éloignement de perpen¬
dicule BC tombera exactement fur DF , fe con¬
fondra avec lui , & lui fera par conféquent égal:
que dans le cas des obliques AC , EF égales , &
des éloignemens de perpendicule BC , DF égaux,
les extrémités A & B de la perpendiculaire AB
tomberont fur les extrémités E & D de la perpen¬
diculaire ED , & que par conféquent les deux
perpendiculaires fe confondront & feront égales.
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Corollaire III.

299.  Donc en général de ces trois chofes , lignes
perpendiculaires , lignes obliques , éloignemens
de perpendicule ; fi deux d’une part font égales
aux deux correfpondanres de l’autre part , la troi-
fiéme fera aufîi néceffairement égale de part 8c
d’aurre.

Corollaire I V.
300. D’un point on ne peut mener que deux -

obliques égales fur une même ligne EG {fig.  11.) :
car il ne peut y avoir que deux obliques CA , CF,
également éloignées de la perpendiculaire , & par
eonféquent égales.

Théorème VI.
301 . Deux lignes qui font chacune perpendiculaires

à une mime troifiéme Ligne , font parallèles entr elles.
Démonstration.  Si elles n’étoient pas paral¬

lèles entr’elles , elles fe rencontreroient en un
point quelconque ; & par eonféquent il y auroit
deux perpendiculairesmenées d’un meme point
fur une même ligne , ce qui cil impoffible (194}.

Théorème VII.
302.. Une Ligne AB perpendiculaire' à une Ligne

GH , efi aufi perpendiculaireh. une fécondé ligne CD ,
parallèle a GH ( fig. 14. ).

Démonstration . Si la ligne AB perpendicu¬
laire fur GH , ne l’étoit pas fur CD , CD ne feroir
pas non plus perpendiculaire fur AB3donc CD ,
feroit inclinée fur AB: donc CD étant prolongée
rencontrerait de part ou d’autre la ligne GH , 8c
par eonféquent ne lui feroit pas parallèle , ce qui
eft contre la fuppofuion.

Corollaire.
303. Une ligne GI perpendiculaire à une ligne

AB {fig. 17. ) , eil auffi perpendiculaire à toutes
les lignes CD , EF , & c. parallèles à la ligne AB.

Théorème VIII.
304. Une ligne  AB j parallèle a me première parai*

G 6
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lele CD , eft auftl parallèle a la fecor.de parallèle EF’ ,
( fig. 17. ).

Démonst.  Par l’hypothèfe la ligne AB eft pa¬
rallèle à la ligne CD , & par confequent la ligne
GH perpendiculaire fur AB , l’eft aulTi fur CD :
par rhypothèfe encore la ligne CD eft parallèle à
la ligne EF : donc la ligne prolongée GHI , per¬
pendiculaire fur CD , le fera auifi fur EF , donc
la ligne GI eft perpendiculaire fur AB & fur EF r
donc (301) AB & EF font parallèles.

C ’eft la meme chofe aufti de dire que deux
lignes parallèles à une même troiftéme ligne,
font parallèles entt elles.

Théorème IX.
305. Une ligne IF , oblique& inclinée fur une paral¬

lèle AB , eft également inclinée fur l'autre parallèle CD
(fig . 16. ) .

Démonst. Si la ligne IF étoit plus ou moins
inclinée fur la parellele AB, que fur la parallèle
CD , la parallèle AB feroit pareillement plus ou
moins inclinée fur la ligne 1F, que ne l’eft la pa¬
rallèle CD : donc les parallèles AB, CD , s’incli-
neroient l’une fur l’autre , & prolongées fe ren¬
contreraient quelque part , & par conféquent
ne feraient plus parallèles , ce qui eft contre La
fuppofttion.

Corollaire I.
306.Une ligne GI oblique & inclinée fur une li¬

gne AB (fig.  iS . ' eft également inclinée fur toutes
les lignes CD , EF , & c. parallèles à la ligne AB.

Corollaire 11.
$crj.  En général deux lignes parallèles ont tou¬

jours une même pofition par rapport à une même
troiftéme ligne3 & réciproquement.

Théorème X.
308. Deux lignes perpendiculaires comprifes entre

deux parallèles , font égales.
Démonst . Les perpendiculaires comprifes en-
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tre deux parallèles mefurent des diflances égales,
donc elles font égales.

Corollaire I.
309. Donc deux lignes parallèles comprifes

entre deux parallèles , font égales entr ’elles: car
fi elles font perpendiculaires , elles feront égales,
comme nous venons de le prouver ; fi elles font •
obliques , elles auront même éloignement de per-
pendicule , puifqu ’eiles font parallèles , & par
conféquent elles feront égales.

Corollaire 11 .
310. Donc deux lignes également inclinées,

entre deux parallèles , font égales : car étant éga¬
lement inclinées , elles ont même éloignement
de perpendicule ; donc elles font égales.

Remarque.
311. Pour mener une ligne parallèle à une au¬

tre ligne donnée , par ex CD ( fig■  13. ) , il n’y a
qu ’à élever fur la ligne donnée CD deux perpen¬
diculaires égales, & foire paffer par les extrémités
des deux perpendiculaires , une ligne droite,
laquelle fera néceffairement (301) parallèle à la
ligne donnée.

On peut auiïi mener une ligne parallèle à une
autre Jis;ne donnée CD , en décrivant des extré¬
mités C & D , ou de tels autres points que l’on
voudra , par ex: E & F pris dans la ligne donnée
foit des cercles , comme l’on voit (fig. iq . ) , foitdes arcs indéfinis EGO , FHO avec la meme ou¬
verture de compas , & prenant fur ces arcs des
portions égales BGFH,  la ligne qui paffera
par les points G & H , fera parallèle à la ligne
donnée , comme il cil évident.

Nombre II.
De la pofition de la ligne droite par rapport au Cercle.

Une ligne droite confidérée par rapport à une
autre ligne droite , peut avoir trois fortes dépoli¬
rions ; fçavoir , être perpendiculaire, être oblique,
être pacallcle: une ligne droite confidérée par
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rapport au cercle , ne peut avoir que deux forte s
de pofttions ; fcavoir , me tangente, ou êtr efécante.

DEFINITIONS.
I.

312. On appelle Sécante, toute ligne droite qui
coupe , ou qui , prolongée , couperoit la circon¬
férence du cercle.

1 L
313. La fécante s’appelle Sécante extérieure,

lorfqu ’elle eft tirée d’un point pris hors de la cir¬
conférence ; & elle s’appelle Sécante intérieure,
lorfqu ’elle eft tirée d’un point pris en dedans du
cercle.

Théorème I.
314. De toutes les Sécantes intérieures tirées d’un

point pris au-dejfous du centre , la plus courte fera celle
qui , prolongée , pafferoit par le centre (frg . 15). ).

Démonstration. La fécante AB , qui , pro¬
longée , pafferoir par le centre C , eft plus courte
S la fécante AD.Car(253)CADj>CD:or= CB , parce qu’elles font rayons d’un même
cercle : donc CAD ]> CB : donc , en retranchant
de part & d’autre la partie commune CA , on aura
AD > ÀB.

Théorème II.
315. De toutes les Sécantes intérieures tirées d’un

Ynême point , pris au-deffus du centre a la circonférence
concave du cercle, la plus longue fera celle qui pajfepar
le centre ( fig . 20. ).

Démonst. La fécante AB qui paffe par le cen¬
tre C , eft plus longue que toute autre fécante,
par ex:  AD . Car CB — CD,  puifqu ’elles font
rayons d’un même cercle ; donc ajoutant à l’une
ôc  à l’autre la portion commune CA , on aura
ACB = ACD 3or (253)ACD AD : donc ACB,
ou AB> AD.

Théorème III.
316. De toutes les Sécantes extérieures, menéesd’un

mêmepoint h la circonférence conyexe du cercle, la plus
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courte efi .celle qui prolongée , pajferoh par le centre
(fig . 21. ).

Démonst . Ayant continué les deux fécantcs
AB, AD , jufqu ’au centre C , on aura (ly3)
ABC < ADC , donc retranchant de part & d’au¬
tre les lignes égales, ou rayons BC , DC , il ref-
tera AB < AD.

Théorème IV.
5x7. De toutes les Sécantes extérieures, tiréesd’utt

mime point a la Circonférence concave du cercle, la
plus longue fera celle qui pajferapar lecentre ( fie . il . ).

Démonst . La fécante AB qui paffe par le cen¬
tre C , eft plus longue que AD. Car (264) CB =®
CD : donc ajourant la partie commune CA , on
aura BCA = DCA : or (2x3) DCA ^ DAjdonc
auffi BCA > DA.

Remarque.
318. Si dans le cercle la fécante intérieure  étoic

tirée foit du centre à la circonférence , foit d’un
point de la circonférence à un point oppofé en
paffant par le centre , foit d’un point de la cir¬
conférence à tin autre point , fans palier par le
centre , alors elle deviendrait ou rayon, ou
diamètre , ou corde.  Or dans le cercle , le rayon,
ou le diamètre peut être foit perpendiculaire,  fok
oblique, foit parallèle  à une corde , & de ces diffé¬
rentes portions naiffent de nouveaux rapports.

Théorème  V.
319. Dans un même Cercle( fîg . 23. ).
1°. Tout Diamètre ou Ray on, qui eft perpendiculaire

a une corde , coupe cette corde & l’arc foutenu par cette
corde, en deux également.

II*. Tout Diamètre, ou Rayon, qui coupe une corde
en deux également, eft perpendiculaire à cette corde.

III*. Toute Ligne perpendiculairea une corde, &qui
la divife en deux également, eft Diamètre , ou Rayon.

Démonst . I . Part . Le diamètre FB paffe par le
centre A, qui eft également diftant des extrémités
C & D de la corde : or il eff perpendiculaire à la
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corde : donc le point E , par où paffe ce diamètre,
e/l aulll également di/lant des extrémités C & D :
donc on aura CE = ED : par la même raifon on
aura l’arc CB = BD.

Démonst . II . Part . Le diamètre paffe par le
centre A, qui e/l également éloigné des extrémi¬
tés C 8c D : & puifqu ’il coupe la corde en deux
également , le point E e/t au/ïi également di/lant
des extrémités C & D : donc dans ce diamètre il
y a deux points A , E , qui font chacuir égale¬
ment diftans des extrémités de la corde : donc
(288) il e/l perpendiculaire à la corde.

Démonst . IIL Part. Puifquela ligne FB coupc
la corde en deux également , le point E e/t égale¬
ment di/lant des extrémités C & D de la corde : &
puifqu ’elle e/l perpendiculaire à la corde , elle,
paffe toujours par des points également di/tans
des extrémités C & D ; donc elle paffe par le cen¬
tre A : or toute ligne qui paffe par le centre , e/l
rayon , ou diamètre : donc , & c.

Corollaire.
320. D’011 il fuit en général que de ces trois con¬

ditions , être perpendiculaire à une corde ; cou¬
per une corde en deux également ; être rayon , ou
diamètre , deux étant données , la troifiéme s’en¬
fuit néceffairemenr.

DÉFINITIONS.
I.

321. On appelle tangente, une ligne droite qui
rencontre en dehors la circonférence du cercle,
fans la couper , telles font les lignes FE , CD ,
AB , fig. 24 , 2j & 26.

I I.
322. Le point ou la tangente rencontre la cir¬

conférence du cercle , s’appelle point de contacb
ou de contingence, tels font les points A , F, E,
( fie - 24 , & £ . ) .THEOREME VI.

323. Une ligne perpendiculaireà 1‘extrémité du
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rayon eu au diamètre , efi tangente par rapport au cer¬
cle ( fig. 24. ) .

Démonst . Elle eft ou tangente , ou fécante : or
elle n’eft point fécante . Si eüe l’étoit , elle coupe-
roit nécelTairement (265) la circonférence du cer¬
cle en deux points , par ex : A 8c D : donc cette
ligne feroit la ligne AB, qui rentre dans le cercle :
donc menant fur AB une ligne quelconque CH,
le point H fera en dedans du cercle , & la ligne
CEI fera plus courte que le rayon CA : donc le
rayon CA n’étant point la ligne la plus courte que
l’on puifie mener d’un -même point C fur la ligne
AB , 11e fera pas perpendiculaire fur la ligne AB:
donc aiUn laligneABnefera pas perpendiculaire
à l’extrémité du rayon ; ce qui eft contre notre
fuppofition.

Théorème VII.

324 . Réciproquement ta Tangente eft toujours per¬
pendiculaire a 1‘extrémité du rayon mené au point de
contingence ( fig. 24. ) .

Démonst . Si la tangente AE n’eft pas perpen¬
diculaire à l’extrémité du rayon CA , le rayon ne
fera pas non plus perpendiculaire , mais oblique
fur la tangente ; foit donc CH , cette perpendicu¬
laire menée du centre à la tangente : donc on aura
CH < CA : donc l’extrémité H eft en dedans du
cercle :donc la tangente rentreroit dans le cercle,
&c  par conféquent ne ferç>it plus tangente; ce qui
eft contre la fuppofition.

Théorème VIII.
325. La Tangente ne touche la circonférence du cer¬

cle quen un fcul point.
Démonst . Si elle touchoitla circonférence du

cercle en deux points , foient menés du centre
deux rayons à ces deux points de contingence :
o'r tout rayon mené au point de contingence , eft
perpendiculaire fur la tangente , comme nous
venons de le voir : donc on auroit deux perpen-
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diculaîres menées d’un même point fur une même
ligne , ce qui eft impoffible.

Corollaire I.
326.  De ces trois conditions , être rayon , ou

paner par le centre ; aboutir au point de contin¬
gence ; être perpendiculaire à la tangente , deuxétant pofées , la troisième s’enfuit néceffairement :En effet,

1°. Tout rayon qui aboutit au point de contin¬
gence , eft auffi perpendiculaire à la tangente;
puifque (3.2.4) la tangente eft toujours perpendi¬
culaire à l’extrémité du rayon mené au point de
contingence.

IT . Toute ligne menée au point de contingen¬
ce , & qui eft perpendiculaire à la tangente , dès-
lors pafl'e par «.' centre ou eft rayon : car du point
de contingence , on ne peut élever fur larangente
d'autre perpendiculaire , que celle qui palïè par
le centre , ou qui eft rayon.

111°. Toute ligne qui eft perpendiculaireâ la
tangente , Sc  qui paffe par le centre , ou qui eft
rayon , aboutit dès-lors au point de contingence :
car , fi  elle n’y aboutiffoit pas , on pourroit donc
avoir deux perpendiculaires menées du centre à
la tangente ; l’une qui -aboutirait au point de con¬
tingence (314) , Sc  L’autre qui n’y aboutiroit pas
par l’hypothefe , ce qui eft impoffible (294).

Corollaire 1 I.
327. Les arcs de circonférence compris entre

une corde & une tangente parallèles , font égaux;
car ayant mené du point de contingence £ (fig.
25. ) le diamètre EF , ce diamètre fera perpendi¬
culaire à la tangente AB: donc il le fera auffi fur-
la corde GH , parallèle à la tangente : donc (302)
il partagera la corde GH , Sc  l ’arc GEH en deux
également : donc on aura EG = EH.

Corollaire III.
328. Les arcs de circonférence compris entre

deux tangentes parallèles , font égaux (fig. 23. ) ;
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car fi du point de contingence F on éleve une per*
pendiculaire fur la tangente CD , cette perpendi¬
culaire paiTera par le centre (326) : donc elle fera
un diamètre ; mais ce diamètre fera auffi (302)
perpendiculaire à la tangente AB parallèle à la
première CD : donc il aboutira (316)  au point de
contingence E : donc les deux tangentes parallè¬
les feront perpendiculaires aux extrémités d’un
même diamètre ; or tout diamètre partage la cir»
conférence en deux également (282) : donc les
arcs compris entre deux tangentes parallèles font
égaux.

Corollaire I V.

329. Les arcs de circonférence compris entre
deux cordes parallèles , par ex: GH , IK , font
égaux : oar l’arc EGIF =*= EHFK , comme nous
venons de le prouver ; donc retranchant d’une
part les arcs EG & EFî qui font égaux (327) ,6c
retranchant de l’autre les arcs IF & KF , qui font
encore égaux (327) , les refies , ou arcs GI & HK
compris entre les deux cordes parallèles , feront
égaux. Théorème IX.

330 . On ne peut mener qu ' une feule Tangente à Vex - -

trémité d’une même rayon.
Démonst . La tangente eft perpendiculaire à

l ’extrémité du rayon ; or à l’extrémité d’une ligne
on ne peut mener (294) qu’une feule perpendicu¬
laire : donc , & c.

Corollaire.

13t.  Donc par le point de contingence il n’efi
pas poiîible de faire paffer entre la tangente & la
circonférence aucune ligne droite ; telle que AB
(fig-  24. ) Car cette ligne droite feroit oblique par
rapport au rayon : donc menant du centre une
perpendiculaire CH fur AB, on aura CH < CA :
donc le point H fera en dedans du cercle , & par
conféquent la ligne AB coupe la circonférence,
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& ne pafie pas entre la tangente & la circonfé¬rence.

Théorème X.
331. Entrela tangente&là circonférence on peutfairepajj 'erpar le point dt contingence uni infinité de Courbes,

Démonst. Sî l’on prolonge le rayon EC juf-3u’enD,&rque du pointDcomme centre;&e l’intervalle DE on décrive la courbe FEG , jedis que cette coürbe paffera entre la tangente &la circonférence , fans couper ni l’une ni l’autre ;& que prolongeant toujours de même le rayon,on pourra décrire femblablement tant de courbesque l’on voudra.
1°. Elle ne coupera point la tangente, puifquele rayon DE de cette courbe e(l terminé au pointde contingence.
11°. Elle ne coupera pas la circonférence ; carfi elle la coupoit : par ex : au point O , le point Odevenant commun à la petite & à la grande cir¬conférence , onauroitCE —CO : or cela n’eft pas,mais plutôt on a CE < CO ĉar CE , & CO étant,par rapport à la grande circonférence , deux fécan-tes intérieures menées d’un meme point pris au-deffous du centre D de cette circonférence ; nous

avons prouvé (514) que la ligne CE qui , prolon¬gée , pafleroit par le centre D , eft plus courte queCO , qui n’y pafferoit point : donc le point O efthors de la petite circonférence.
PARAGRAPHE II.

Des Angles ..
Les angles ont une origine ; ils peuvent être dedifférente qualité : ils font füfceptibles d’évalua¬tion ; c’eft ce que nous allons faire voir.

Nombre I.
De COrigine des Anglef.

Hypothèse /.
333. Si le rayon AD (fig. ij. ) qui dans fa révo¬lution décrit par fou extrémité D une circonfé-
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tcncc de cercle , eft fuppofé laiffer , par-tout où
il paiTe, des traces , ou lignes AC , ÂB , AI , & c.
deux de ces traces, ou lignes, OU rayons AC , AD ,
intercepteront un efpacc, laiiïeront une ouverture,
auront entr ’eux une inclinaifon, que Ton peut éva¬
luer 5c comparer.

DÉFINITIONS.
L

334. Cet efpacc, cëtte ouverture, cette inclinaifon
plus ou moins grande , que laiffent entr ’eux deux
rayons , ou lignes AC , AD , s’appelle Angle.

333-. Les rayons AC , AD s’appellent les Côtés
de l’angle; le point A où les côtés fe rencontrent,
s’appelle le Sommet de l’angle ; l’arc CD compris
entre les côtés & décrit du fommet A, pris com¬
me centre , s’appelle la Mefure de l'angle.

336. L’angle qui eft mefuré par un arc qui eft
le quart de la circonférence , s’appelle Angle droit ,•
tel eft l’angle BAD (fig.  17. ) , ou ABC (fig■  28. ).

I V.
337. L’angle qui eft mefuré par un arc moindre

que le quart de la circonférence , s’appelle Angle
aigu ;  tel eft l’angle CAD (fig. 27. ) , ou l’angle
DEF (fig. 2.0,7).

338. L’angle qui eft mefuré par un arc plus
grand que le quart de la circonférence s’appelle
Angle obtus ;  tel eft l’angle IAD (fig. 17. ) , ou
l’angle GH O {fig.  30. )'

339. La différence d’un angle aigu avec l’angle
droit s’appelle complément de cet angle , & fa diffé¬
rence avec deux angles droits , s’appellefupplément
de cet angle ; par ex : l’angle IAB (fig. 27. ) eft le
complément de l’angle IAH , 8c l ’angle IAD eft
fon fupplément : en général on appelle complément
ou fupplémentd’un angle , ce qu 'il faut lui ajouter



ABRÉGÉ'
pour qu’il devienne égal ou à un angle droit , ou
k deux angles droits.

Obfervez que lorfque l’angle eil déligné par
trois lettres , la lettre du milieu déligne toujours
lefommet de l’angle ; & lorfqu ’on déligne l’angle
par une feule lettre , on prend toujours celle qui
déligne le fommet.

Hypothèse II.
340. Si dans la ligne AD (fig. 27. ) ou bien dans

la ligne CB (fig.  31. ) , tandis que l’extrémité B dé¬
crit une circonférence , vous fuppofez que les
points O , E , & tant d’autres qu ’il vous plaira ,
décrivent auffi. des circonférences ; ces circon¬
férences auront toutes le même centre C , 8c
s’appellent par cette raifon circonférences con¬
centriques.

Corollaire I.
341. Toutes les lignes droites tirées du centre

commun , & qui traverferont les circonférences
concentriques , opéreront dans ces circonféren¬
ces , ou dans les arcs de ces circonférences , les
mêmes divilions , comme de moitié , de tiers , de
quart , & de tant de parties femblables que l’on
voudra ; car le rayon CB dans fa révolution a dé-
ilgné & marqué par fon point E autant de parties
dans la petite circonférence , qu 'il en a délignées
par fon extrémité B dans la grande circonférence,
.-avec cette différence feulement , que ces parties
font plus petites dans l’une , & plus grandes dans
l ’autre ; mais elles feront toujours femblables.

Corollaire 11.
342. Donc toute circonférence grande ou pe¬

tite , peut être partagée en un égal nombre de par¬
ties femblables ; car toutes les circonférences ,
grandes ou petites , ayant une courbure unifor¬
me , peuvent toujours être fuppofées concen¬
triques.

Corollaire III.
343. C ’eft pourquoi les Géomètres ont divife
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la circonférence du cercle , quel qu ’il foit , en
360 parties égales , que l’on appelle degrésy cha¬
que degré en 60 parties égales, que l’on appelle
minutes y chaque minute en 60 fécondés y .chaque
fécondé en & c. or l’angle eft d’autant plus grand,
ou plus petit , que l’arc compris entre fes côtés
contient plus ou moins de ces parties égales,
degrés ou minutes , ou fécondés , Sic.

I*. L’angle droit eft mefuré par le quart de la
circonférence , c’eft-à-dire , que fa valeur eft de
90 degrés.

II®. L’angle obtus eft mefuré par un arc de cir¬
conférence plus grand que le quart , c’eft-à-dire ,
que fa valeur paffe 90 degrés.

III 0. L’angle aigu eft mefuré par un arc moin¬
dre que le quart de la circonférence ; c’eft-à-dire,
que fa valeur eft au-delfous de 90 degrés.

Corollaire I V\
344. Chacun de ces arcs AB, IO , DE , [fig. 31. )

compris entre les mêmes rayons , peut être indif¬
féremment pris pour la mefure de l’angle ACB ;car chacun de ces arcs contient un même nombre
de degrés , puifque les rayons C A, CB ont opéréles memes diviftons dans les circonférences con¬
centriques.

Corollaire V.
34f . D’où il fuit que la grandeur, ou quantité de

l’angle 11e dépend ni de la longueur des côtés , ni
de la grandeur de l’arc intercepté entre les côtés;
mais feulement du nombre de degrés que contient
l’arc , petit ou grand , compris entre fes côtés , ôc
décrit du fommet de l’angle pris pour centre.

Corollaire VI.
346. Pour connoître la mefure d’un angle , par

tx : CAD [fig. 23. ) , il faut concevoir qu’il a fon
fommet au centre du cercle , & alors l’arc de cir¬
conférence CBD compris entre fes côtés fera famefure.
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Corollaire V lï,

347. Tous les angles droits font égaux, puifqu ’ils
font mefurés chacun par le quart de la circonfé¬
rence.

Nombre II.
De la Qualité des Angles.

La qualité des angles dépend de la pofition des
lignes , par la rencontre desquelles ils font formés.

Théorème I.
348. Une ligne droite qui eft perpendiculaire fur une

autre ligne droite ,forme avec elle deux Angles , dont
chacun eft droit ( üg . 32. ).

Démonst. La ligne CD , perpendiculaire fur
AB, ne penche pas par conféquent plus d’un côté
que de l’autre : donc l’angle CDA = CDB : or fi
du peint D , connue centre , en décrit une circon¬
férence ; il eft évident queles deux angles CD A-f-
CDB font mefurés par la demi-circonférence :
donc chacun d’eux eft rnefuré par le quart de la
circonférence : donc chacun de ces angles eft
droit , ou eft = 90 degrés.

Corollaire I.
349. Si vous prolongez la ligne CD jufqu ’cn E

(fi g. 33 . ) , alors les deux lignes CE , AB , forme¬
ront autour du point D quatre angles droits.

Corollaire 11.
330. Si une ligne perpendiculaire coupe deux

parallèles , elle opérera les mêmes effets , 8c for¬
mera les mêmes angles , & de la même maniéré,
fur la fécondé parallèle que fur la première : c’eft
pourquoi elle formera autour des deux points
d’interfedion huit angles droits (fig■  39. ).

Théorème II.
3 yI. Une ligne droite qui tombe obliquement fur une

autre droite , forme avec elle deux Angles , l'un aigu  ,
& l 'autre obtus, dont la fomme vaut deux angles droits
(fig. 34. ). .

Demonst . Si  du pomt D , comme centre , on
décrit une circonférence , il eft évident que la fom¬

me
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me des angles CDA -f-CDB aura pour mefure lademi-conférence : donc cette fomme vaudra 180
degrés , ou deux angles droits . Mais la ligne CD
étant oblique , penche plus du côté de A que de
B : donc on aura l'angle CDA CDB : donc le
premier fera aigu, & le fécond obtus.

Corollairt I.  —
3J a. Si vous prolongez la ligne CD pour avoir

CÉ (fig. 3y.) , alors les deux lignes CE & BA for¬
meront autour du point d’interfeétion D quatre
angles , deux aigus & deux obtus , dont la fomme
vaudra quatre angles droits.

Corollairt I I.
3y3. Dans le cas où deux lignes s’entrecoupent

en un même point C (fig.  36. ) , les angles oppofés
aufommet C ,par ex  les angles DCB , ACE , font
égaux ; car fi du fommet commun C , pris comme
centre » on décrit une circonférence , l’arc DB,
mefure de l’angle DCB , fera égal à l’arc AE , me¬
fure de l’angle oppofé : en effet l’arc EAD =
ADB , parce qu ’ils font chacun la moitié de la cir¬conférence : donc fil’on retranche de l’un & l’au¬
tre la portion commune AD , les reftes feront
égaux , c’efl-à-dire , l’on aura AE= DB.

Corollaire III.
3y4. Si plufieurs lignes DC , FC , HC (fig.  37. )

tombent fur un même point C d’une ligne BA, la
fomme de tous les angles formés autour du point
C vaudra deux angles droits ; car ils feront tous
mefurés par la demi-circonférence du cercle qui
ferait décrite du point C comme centre.

Corollaire I  C.
3yy. Sivôus prolongez les lignes DC , FC,HC

(fig-  38. ) , pour avoir plufieurs lignes qui s’entre¬
coupent toutes au point C , la fomme de tous les
angles formés de part ôc  d’autre autour du point
C , vaudra quatre angles droits , car elle fera me»
furée par la circonférence entière.

H
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Théorème III.

Une ligne droite qui travcrfe obliquement deux
Parallèles , formera précifément les mêmes Angles fur la
fécondé Parallèle que fur la première,

C ’eff-à-dire , que tous les angles refpeftifs &
correfpondans, formés fur les deux parallèles par la
ligne oblique & fécante , feront égaux (fig.  40. ).

Démonst.  Les angles correfpondans font ceux
qui font formés du même côté de la fécante , l'un
en dedans , l’autre en dehors des parallèles , par
ex : f 6c b , kde d : or l’on aura f = b , k — d, &ec.
Car ces angles font formés par l’inclinaifon de l’o¬
blique fur les deuxparalleles MO , NL : or l’incli-
naifon de l’oblique eft la même fur les deux paral¬
lèles , parce qu’une ligne qui tombe obliquement
fur l’une des parallèles , tombe dans le même degré
d’obliquité fur l’autre parallèle , donc elle y opéré
les mêmes effets , & y forme les mêmes angles.

Corollaire I.
357. Donc les angles alternes internes  font égaux

entreux . Car les angles alternes internes font ceux
qui font formés de différens côtés de la fécante
entre les deux parallèles , l’un en bas , l’autre en
haut ; par ex : f de c, e de d , &rc . or on aura , par
ex :f — c\  car/ = b, puifqu ’ils font correfpondans,
de b— c , parce qu ’ils font oppofés au fommet :
donc / =»'c.

Corollaire 11 .
358. Les Angles alternes externes  font aulïi égaux

entr ’eux. Car lesangles alternes externes font ceux
qui font hors des parallèles & de différent côté de
la fécante , l’un en haut , l’autre en bas ; par ex: h
ôc a : or l’on a h = a \ car h = ■d , parce qu ’ils font
correfpondans , & d== a , parce qu’ils font oppo¬
fés au fommet : donc h = a.

Corollaire III.
3je?. Dans ce même cas les angles adjacens  va¬

lent deux angles droits . Car les angles adjacens
font ceux qui font du meme côté de la fécante
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en dedans des parallèles ; par ex:fôcd,  or on a la
fomme/ -f- ^ = 180 degrés , ou deux angles droits ;
car/ -t-A= i 80 degrés (3n ) >& h= d , parce qu 'ils
font correfpondans : donc/ + <i= i8o degrés.

Théorème IV.
360. Réciproquement fi les Angles correfpondans  ,

formés par une Sécante qui traverfe deux lignes , font
égaux, ces deux lignes font parallèles entr elles (fig. 40.).

Démonst. Par l’hypothèfe les angles correfpon¬
dans/ & bfont égaux : donc ils font formés par
des lignes également inclinées fur la fécante AB :
donc les lignes MO , NL , font également incli¬
nées fur la fécante AB, & par conféquent (307)
elles font parallèles entr ’ellcs.

Corollaire.
361. De ce théorème on déduit toutes les pro¬

positions inverfes des corollaires tirés du troifié-
rne théorème ; fçavoir,

T. Si les angles alternes internes font égaux, les
lignes traverfées par la fécante feront parallèles ;
car par l’hypothefe/ = c: or c — b (3J3) : donc
b ==/ ; donc les angles correfpondans b,f, font
égaux, & par confequent les lignes MO , NL qui
forment ces angles avec la fécante AB, font paral¬
lèles entr ’cllcs.

II ". Si les angles alternes externes font égaux -,
les lignes traverfées par la fécante feront parallè¬
les 3 ce qui fe prouve de la même maniéré.

HT . Si les angles adjacens valent deux angles
droits , les lignes traverfées par la fécante feront
encore parallèles ; car par l’hypothèfe/ -f-^= 180
degrés , ou deux angles droits : or (351) d -+-b=.
180 degrés : donc/ = 6 : donc les angles corref¬
pondans / 6’b font égaux , & par conféquent les
lignes MO ,NL,  traverfées par la fécante , font
parallèles.

Nombre III.
De 1‘Evaluation des Angles.

Evaluer un angle, c’efl: déterminer l’arc de cir-
H z
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conférence qui lui fert demefure ; ç’eft pourquoi
pour évaluer un angle , il faut le confidérer par
rapport au cercle : or l’angle confidérépar rapport
au cercle peut avoir différentes pofitions & prend
différens noms-

DEFINITIONS.
I.

361.  Un angle dont le fommet eft au centre,
ou qui eff formé par deux rayons , s’appelle An¬
gle central ;  tel eft l’angle CAD (fig- 41 . ).

363. Un angle dont le fommet eft à la circonfé¬
rence , & qui eft formé par deux cordes , s’appelle
Angle infcrit ,• tel eft l’angle CBD (fig- 41. ). S ’il eft
formé par une corde & une tangente , ou par une
corde & unefécante extérieure , il s’appelle angle
du Segment, par ex : CAB (fig- 38.) , & CBA (fig.
49, ) : s’il eft formé par la circonférence & une
tangente , il s’appelle angle de Contingence; tel eft
l’angle CEÀB (fig. 48. ).

_ I I I.
364. Un angle dont le fommet eft hors de la cir¬

conférence , s’appelle Angle circonfcrit: tels font
les angles BAC (fig.  yo. ) ,DAE {fig.  y1, ) , EÀC,
(fig- fi

I V,
365. Un angle dont le fommet eft en dedans

de la circonférence , mais ailleurs qu ’au centre,
s’appelle angle excentrique; tel eft l’angle DAE
(fig - S5- fi

Remarque.
3(16. L’angle central eft toujours mefuré par l’arc

de circonférence qu ’il comprend entre fés côtés ;
c’eft pourquoi il n’y a nulle difficulté à l’évaluer.
Mais lorfque l’angle a fon fommet ailleurs qu’au
centre du cercle , alors il n’eftpas mefuré par l’arc
qu’il comprend entre fes côtés ; mais feulement
par une porrion de cet arc , & c’eft cette portion
qu ’il faut déterminer , pour évaluer l’angle.



DE GÉOMÉTRIE.  173
Théorème I.

367. TJ angle de contingence eft un angle infiniment
petit.

Démonst. La circonférence dil cercle ne s’é¬
loigne qu’infiniment peu de fa tangente au point
de contingence : donc à ce point de contingence
elle ne forme avec la tangente qu’ün angle infini¬
ment petit.

Théorème II.
360. TJ Angle formé par le rayon, ou par le dia¬

mètre , avec la tangente > eft un angle droit ( fig . 24 i
2J & 26. ).

Démonst. Car là tangente efi perpendiculaire
(324) à l’extrémité du rayon.

Corollaire.
369. Donc l’angle formé par le rayon , ou par

le diamètre , avec la circonférence du cercle,
eft un angle droit; car il eft égal à l’angle forméFar le diamètre&la tangente,puifquel’un&autre ne différent entr’eux que de la quantité de
l’angle de contingence , qui eft une quantité infi¬
niment petite.

On conclud de-là que tous les rayons & tous
les diamètres font perpendiculairesâ la circonfé¬
rence du cercle.

Théorème III.
370. TJ Angle inferitapour mefure la moitié de Tare

compris entre fies côtés.
Démonst . Il y a trois cas :ou bien l’un des côtés

de l’angle paffe par le centré (fig~  43.); ou bien les
deux côtés interceptent le centre (fig. 44. ) ; ou
bien le centre eft hors des deux côtés {fig.  45-. ).

T’. Si l’un des côtés paffe par le centre , foit
mené le diamètre FE , parallèle au côté DA , &
l’on aural’angle inferit DAB = FCB angle cen¬
tral , & qui lui eft correfpondant; donc ils ont
même mefure: or la mefure de l’angle central
FCB eft l’arc FB, mais lare FB= AE= DF (329) :
donc l’arc FB== DF : donc l’arc FB, mefure de

H 3
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l’angle infcrit , eft la moitié de l’arc DFB , inter¬
cepté entre les côtés de l’angle infcrit :donc , & c.

II”. Si les deux côtés interceptent le centre,
foit mené du fommet de l’angle le diamètre AF :
or l’angle BAF aura pour mefure la moitié de
l’arc BF , comme nous venons de le prouver.
Par la même raifon l’angle FAD a pour mefure
la moitié de l’arc FD : donc la fomme des angles
BAF+ FAD , ou l’angle total BAD aura pour
mefure la moitié de la fomme des arcs BF-f-FD
r= BD.

111“. Si le centre eft hors des deux côtés , foit
mené du fommet de l’angle le diamètre AF, &
l’angle FAD aura pour mefure la moitié des arcs
FB-f- BD , comme il vient d’être prouvé : or l’an¬
gle FAB a pour mefure la moitié de l’arc FB :
donc retranchant de la mefure de l’angle total
celle de l’angle FAB, il reliera pour mefure de
l’angle BAD la moitié de l’arc BD.

Corollaire I.
371. L’angle infcrit eft fous-double de l’angle

central , appuyé fur le même arc CD (fig. 42 . ) : car
l’angle central a pour mefure l’arc entier fur le¬
quel il eft appuyé -, au lieu que l’angle infcrit n’a
pour mefure que la moitié de ce même arc.

Corollaire 11.
372. Donc l’angle A appuyé fur le diamètre EB

(fig.  46. ) , eft un angle droit , puifqu’il apour me¬
fure la moitié de la demi-circonférence fur laquelle
il eft appuyé.

Corollaire III.
373. Donc tous les angles infcritsA , B, C (fig.

47. ) , appuyés fur le meme diamètre , font tous
égaux , puifqu ’ils font tous droits . En général
tous les angles inferits , appuyés fur un même arc ,
font égaux.

Théorème IV.
374. L’Angle du Segment formégan une corde&une
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tangente, a -pour mefure la moitié de l'arc foutenu par
la corde ( fig . 48 . ).

Démonst.  Ayant mené la ligne CD , parallèle
à la tangente AB, on aura (357) l’angle du feg-
ment BAC = ACD , angle infcrit : or la mefure
de l’angle infcrit ACD eft (370) la moitié de l’arc
AD :mais l’arc AD = »AC (327) , donc la mefure
de l’angle du fegment eft la moitié de l’arc AD,
ou de l’arc AC foutenu par la corde.

En fui vant les principes ci-deffus , il fera aifé de
faire voir que l’angle du fegment formé par une
corde 3c une fécance extérieure , eft mefuré par
la demi-fomme des arcs foutenus par la corde &
par le prolongement de la fécante en dedans diî
cercle (fig.  49. ).

Théorème V.
373. L’Angle circonficrita pour mefure la moitié de

la différence des arcs concave & convexe , interceptés
entre fies côtés.

Démonst.  Il y a trois cas : ou bien l’angle cir-
confcrit eft formé par deux tangentes (fig. yo. ) 3
ou par deux fécantes (fig.  ji. ) ; ou par une tan¬
gente & une fécante (fig.  32 . ).

1°. Dans le premier cas foit mené du point de
contingence D la ligne DE , parallèle à la tangente
AB , & l’on aura (336) l’angle circonfcrit BAC
«= EDC angle du fegment : doncils auront même
mefure 3or la mefure de l’angle du fegment EDC
eft la moitié de l’arc ED 3mais l’arc Ep eft la dif¬
férence , ou l’excès de l’arc concave FED fur
i’arc convexe FD •, car on a FED — FE = ED :
or (327) FE = FD : donc FED — FD *= ED :
donc , & c.

11°. Dans le fécond cas foit menée du point B
la ligne BC , parallèle au côté AD , & l’on aura
l’angle circonfcrit DAE = CBE angle infcrit , Sc
qui lui eft correfpondant : donc ils auront même
mefure . Or l’angle infcrit CBE a pour mefure la
moitié de l’arc CE , lequel eft la différence des
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arcs concave & convexe ; car puifque DC = OB
(329) , il s'enfuir que DCE — ÜB = CE.

III e. Dans le troifiéme cas , foir menée du point
B la ligne BD , parallèle à la tangente AE, & l'on
prouvera de la même maniéré que la mefure
de l'angle EAC eft la moitié de l’arc DC —
EDC — EB , différence entre les arcs concave
de convexe.

Théorème V I.
376. La Mefure del'Angle excentrique eft la moitié

de la fomme des arcs interceptés départ & d'autre , en
dejfus & en dejfous entre fes côtés prolongés ( figures 33
ÔC 54 . ) .

Démonst *Ayant mene dupoint B la ligne BF,
parallèle au côté AE , on aura l’angle excentrique
D AE = DBF angle infcrit & qui lui eft correfpon-
dant : donc ils auront même mefure , fçavoir , la
moitié de l’arc DEF : or puifque (329}EF = BG,
il s’enfuit que l’arc DEF = DE + BG fomme des
arcs interceptés entre les côtés prolongés en-deffus 8c en -deffous.

ARTICLE II.
De VAjfortimentdes Lignes ou des Figures ,

1°. Deux lignes qui fe rencontrent, forment un
angle : pour former une figure , il faut au moins
trois lignes , qui par leur rencontre renferment un
-efpace.

IIe. Ces lignes qui fe rencontrent , s’appellent
les côtés de la figure : ces côtés par leur inclinaifon
forment des Angles; des angles & des côtés pris
enfemble réfultent les Figures.

Iir . Les figures prennent differens noms fui-vant le nombre de leurs côtés.
Unç figure de trois côtéss ’appelle Triangle,

de quatre côtés,
de cinq côtés,
de fix côtés,
de fept côtés,
de huit côtés , &c.

Quadrilatère  ,
Feniagone,
Exagone  ,
Eptagone ,
Octogone, Le.
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En général toute figure qui a plus de trois cô¬

tés , s’appelle Polygone; fi elle a un nombre infini
de côtés , elle s’appelle Polygone infinitaire, OUCercle.

IV°. Comme toutes les lignes fe rapportent à
deux , fçavoir , à la ligne droite, & à la ligne circu¬
laire ;  de même toutes les figures peuvent fe rap¬
porter à deux 3fçavoir , au triangle, & au cercle;
au triangle,  en diminuant le nombre des côtés de
la figure ; au cercle, en augmentant le nombre des
côtés . Le triangle & le cercle font donc les deux
extrêmes de toutes les figures poflibles , qui par
cette raifon participent , & des propriétés du
triangle , & de celles du cercle . C ’efi pourquoi
nous allons parler des figures : iconfidérées
par rapport au triangle : z°. confidérées par rap¬
port au cercle.

PARAGRAPHE  I.
Des Figures confidérées par rapport au Triangle,

DÉFINITIONS.
I.

377. Le triangle prend différens noms fuivant
la qualité de fes côtés , &c  s’appelle,

S’il a les trois côtés  égaux , Equilatéral,
s’il a deux côtés  égaux , Ifocele,
s’il a les trois côtés  inégaux , Scalene.
Voyez les figures 5y , y6 , $ 7.

I L
378. Le triangle prend encore différens noms ,

fuivant la qualité de fes angles , &c  s ’appelle,
s’il a un angle droit , ReStàngle,
s’il a tous fes angles aigus, Acutangle,
s’il a un angle obtus , Obtufangle,

1 I I.
379. Le quadrilatère prend aufli différens noms

fuivant la qualité de fes angles & de fes côtés , &c
s’appelle ,

Hy
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Parallélogramme , lorfqu ’il a fes côtés oppofés

parallèles (fig.  58. ).
Trape^e , s ' il n 'a que deux côtés parallèles (fig.

59. ).
Trape^o'ide , s ’il n ’a aucun de fcs côtés paral¬

lèles.
Parallélogramme reBangle , ou Amplement Rec¬

tangle, s’il a tous fes angles droits , (fig . 60. )•
Quarré, s’il a tous fes angles 6c  tous fes côtés

égaux (fig, 61.) .
Losange , ou Rhom.be s’il a tous fes côtés égaux,

6c  feulement les angles oppofés égaux (fig.61.).

3S0. Dans une figure l’angle formé par l’incli¬
nai fon de deux côtés adjacens , s’appelle Angle au
périmètre. L ’angle formé par un côté & le prolon¬
gement du coté adjacent , s’appelle Angle exté¬
rieur. L’angle formé par deux lignes tirées du cen¬
tre de la figure à deux angles adjacens du périmè¬
tre , s’appelle Angle au centre; 8c  on appelle
Centre, le point qui tient le jufle milieu dans la
furface de la figure.

V.
jSi . Une ligne AC , ou AD {fig.  58 8cc. 6j . )

tirée du fommet d’un angle du périmètre , à l’un
des angles oppofés , s’appelle Diagonale.

Théorème I.
38a. Les trois anglesd’un triangle pris enfiemble,

paient deux Angles droits , ou 180 degrés (fig . 63. ).
Demonst . Si Ton fait palfer une circonférence

de cercle par les fommets des trois angles du
triangle CAB , ce qui eft toujours pofiible (274) \
l ’angle en A étant infcrir , a pour jnefure (370)
la moitié de Tare CB ; l’angle en B par la même
raifon a pour mefure la moitié de Tare CA ; 6c
l ’angle en C a pour mefure la moitié de l’arc ÂB:
donc la fournie des trois angles a pour mefure la
moitié de la circonférence entière , ou x80 degrés j
donc , & c.
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Corollaire I.

383. Donc connoiffant deux angles dans un
triangle , il fera facile de connoître le troifiéme,
parce qu ’il fera toujours le fupplément des deuxautres.

Corollaire 11.
584. Donc un triangle ne peut pas avoir deux

angles droits , encore moins deux angles obtus -,
car alors la fomme des trois angles vaudroit plus
de deux angles droits.

Corollaire III.
384. Lorfque deux angles d’un triangle font

égaux à deux angles d’un autre triangle , le troi¬
fiéme angle eft aulïï égal de part 8c  d ’autre.

Corollaire I  F ".
38 6.  Les quatre angles à la circonférence du

quadrilatère valent quatre angles droits ; les cinq
angles à la circonférence du pentagone valent fix
angles droits 3les fix angles à la circonférence de
hexagone valent huit angles droits , & ainfi du
refie (fig. 6%, 64,65 . ).

En général la fomme des angles à la circonfé¬
rence d’un polygone quelconque vaut autant
de fois deux angles droits , ou 180.degrés , qu’il
y a de cotés dans le polygone , moins deux.
Car fi d’un angle du polygone on mene des
diagonales à tous les autres angles , ces diago¬
nales formeront dans le polygone autant de
triangles qu ’il y a de côtes dans le polygone ,
moins deux côtés -, & la fomme des angles à la
circonférence ne fera pas difiinguée de la fomme
des angles de ces triangles . Ôr la fomme des
angles dans chaque triangle vaut (381) deux an¬
gles droits : donc la fomme des angles de tous ces
triangles , & par conféquentîa fomme des angles
à la circonférence du polygone , vaut autant de
fois deux angles droits , qu’il y a de côtés dans le
polygone , moins deux.



i8o ABRÉGÉ
Corollaire V,

387. On peut dire auiïi que la fomme des angles
à la circonférence du polygone vaut autant de fois
deux angles droits , moins quatre , qu 'il y a de cô¬
tés dans le polygone.

C ’eft pourquoi iî l’on nomme s la fomme des
angles à la circonférence du polygone , r l’angle
droit , r le nombre des côtés du polygone ; la fom¬
me des angles à la circonférence fera repréfentée
par cette formule générale,

s = 2.rn —4 r.
Théorème  II.

388. Dans un trianglel'Angle extérieur ACD , efl
d , eft égal aux deux Angles intérieurs oppofésO& m
( fig. 66. ).

Demonst . Les deux angles intérieurs avec l’an¬
gle n valent deux angles droits , c’eft-à-dire , n -f-
o-f -m=  180 degrés (38a) : pareillement (351) n-f-
d= t8o degrés : donc n -j- </ = n - f- o- (- OT; donc,
retranchant de part & d’autre la quantité commu¬
ne n , on aura d — o-fi- m.

Corollaire I.
389. Dans un triangle tous les angles extérieurs

pris enfemble valent quatre angles droits . Car cha¬
que angle extérieur du triangle avec l’angle adja¬
cent vaut (382) deux angles droits : donc les trois
angles extérieurs avec les intérieurs valent tous en¬
femble fix angles droits ; donc fi on en retranche
deux angles droits , qui font la valeur des angles
intérieurs , il réitéra quatre angles droits pour la
valeur des angles extérieurs.

Corollaire 11.
390. Tous les angles extérieurs à la circonfé¬

rence du polygone pris enfemble valent quatre
angles droits {fig. 67 ,68 , 69, ) caria fomme des
angles , tant intérieurs qu’extérieurs du polygone,
vaut autant de fois deux angles droits , qu’ily a de
côtés dans le polygone , c’eft-à-dîre qu’elle eft

s= zm)
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d’où , fi l’on retranche zrn— 4r , qui eft la valeur
des angles intérieurs , 011 aura

J— inz —zm -fi  4r = qr,
pour la valeur des angles extérieurs.

Corollaire III.
591. Donc fi l’on divife le polygone en trian¬

gles , non par des diagonales , comme ci-deftus 3
mais par des rayons tirés du centre à chaque angle
de la circonférence , la fomme des angles exté¬
rieurs fera égale à la fomme des angles formés
autour du centre ( fig.  69 . ) : car chacune de ces
fournies efi égale à quatre angles droits.

Théorème III.
3-92. Dans un Triangle le plus grand Angle efi op■*

pofé au plus grand côté ; le plus petit Angle , au plus
petit côté (fig . 46 . }.

Démonst. Si l’on infcrit le triangle à un cer¬
cle , il eft évident que le plus grand angle A fera
appuyé fur ünplus grand arc , lequel fera foutènü
par une plus grande corde EB, laquelle efi le côté
oppofé a l’angle A : on prouve de même que le
plus petit angle eft oppofé au plus petit côté.

Corollaire I.
393. Donc dans un triangle les angles oppofé3

à des côtés égaux , font égaux , &c  réciproque¬
ment : car le triangle étant infcrit à un cercle , les
angles égaux font appuyés fur des arcs égaux,
lefquels feront fontenus par des cordes égales ,
lefquelles feront les côtés oppofés aux angles
égaux.

Corollaire 11 .
394. Donc dans le triangle équilatéral les trois

angles font égaux : dans le triangle ifocele les deux
angles fur la bafe font égaux : dans le triangle fia’
Une les trois angles font inégaux.

Théorème IV.
39y. Dans un triangle ifocele, par ex : CAD (fig.

73.) une perpendiculaire, menée du fommetfurla bafi,
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divife en deux également;  i °. la bafe ; z ° . l’angle com¬
pris entre les côtés égaux.

Démonst . Si du CommetA, où fe réunifient
les deux côtés égaux , & de l’intervalle AC , ouAD 3 on décrit une circonférence de cercle , il
eft évident que la bafe DC du triangle ifocele feraune corde du cercle , & que la perpendiculaireAN , menée du fommet du triangle fur cette bafe,
fera une perpendiculaire menée du centre du cer¬
cle fur une corde : donc (519) elle diviferaen deux
également ; i°. la corde DC , laquelle eft bafe du
triangle ifocele -, z°. l’arc CND,qui eft la mefure
de l’angle DAC , & par conféquent l’angle DACfera lui-même divife en deux également.

Ce que nous venons de démontrer du triangle
ifocele , convient à plus forte raifon au triangle
équilatéral.

Théorème  V.
39G Si dans un triangle quelconque on tire une Ligne

parallèle a la bafe du triangle, les Angles refpeclifs, ou
correfpondans , formés fur les deux bafes parallèles  ,
feront égaux ( fig . 70 . ).

Démonst.  L’angle en D eft égalà l’angle en B,
parce qu’ilsfont correfpondans (356) : par la mê¬me raifon l’angle en E eft égal à l’angle en C :donc , &c.

Remarque.
397. La propofitioninverfe eftaulïï vraie ; c’eft-à-dire , que , ft les angles formés fur les deux bafes

font égaux , ces bafes font parallèles : car les an¬
gles en D & B font correfpondans , parce qu ’ilsfont formés du même côte de la fécante AB : or
ils font égaux parl ’hypothèfe : donc les lignesDE,
BC font également inclinées fur la fécante ; donc
elles font parallèles.

Corollaire.
398. Ayant mené dans un triangle une ligne pa¬

rallèle à la bafe , on aura deux triangles , l’un plus
grand , & l’autre plus petit , tels que tous les an-
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gles de l’un feront égaux aux angles correfpoiv
dans de l’autre ( fig. 70. ) comme il eft évidenr.
Ces triangles ADE , ABC s’appellent triangles
équi angles.

Hypothèse.

399. Si dans le petit triangle DAE , on fuppofe
que les côtés AD , AE , viennent à s’allonger , &
que la bafe DE defeende parallèlement à elle-
même , jufqu ’à ce qu ’elle fe confonde avec ht
bafe BC , alors les deux triangles non -feulement
font équiangles, mais font auÜi égaux ; puifqu ’a-
lors les deux triangles 11e font point diftinguésl ’un
de l’autre , mais qu ’ils conviennent parfaitement
l’un avec l’autre.

Remarque I.
400. Le cas où deux triangles pofés l’un fur

l’autre , conviennent parfaitement , s’appelle
Superpofidon : or toutes les fois que la fuperpo-
fition eft poftible , on ccnclud l’égalité des deux
rriangles*

Remarque 11,
401. De fix  chofes qui font dans le triangle,

fçavoir , trois angles & trois côtés , il fuffit d’en
cônfidérer cinq , fçavoir , trois côtés & deux
angles , parce que deux angles étant donnés
dans un triangle (385) le rroifiéme eft aufil
donné.

Theorême VI.
40?.. Deux triangles ACB , acb( fig . 71. ) qui ont

tous leurs cotés homologues égaux , font égaux entreux.
Demonst.  Des points A & B, comme centres ,

décrivez les arcs DCE , FCG , qui fe coupent an
fommet C ; fi vous pofez le côté al fur le côté
AB, le point a tombera fur le point A, & le point
b fur B , à caufe de ab =» AB : or à caufe de ac =
AC le côté ac aboutira quelque part dans l’arc
DCE ; & pareillement à caufe de bc= * BC , la
ligne bc aboutira quelque part dans l’arc FCG :
mais les côtés ac i bc fe réunifient à un même
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point : donc ils aboutiront tous deux au même
point C , inrerfection des deux arcs ; donc les
côtés cic, bc  du triangle abc  conviendront par¬
faitement avec les côtés AC , BC de l'autre trian¬
gle , & par conféquent tout le triangle abc  con¬
viendra parfaitement avec tout le triangle ABC ;donc on aura abc= ABC.

Théorème VIL
405. Deux triangles qui ont deux angles égaux de

part & d'autre , & le côté compris entre ces angles
égaux , égal de part & d'autre , font égaux entr eux
( % • 71- )•

Df .monst.  Soit l’angle A= a , l’angle B—b ,
& le côté AB = ab, il eft évident , fi vous pofez
le côté ab  fur AB , qu’à caufe de l’égalité des
angles en A 8c a,  en B & b , le côté ac  tombera
fur AC , & bc  fur BC ; donc ils fe réuniront au
même point C : donc tout le triangle abc  con¬
viendra parfaitement avec tout le triangle ABC
donc on aura abc= ABC.

Théorème VIII,
404. Deux triangles qui ont deux côtés égaux, &

l ’angle compris entre ces côtés, égal de part & d'autre ,
font égaux entr eux (fig . 71 . ).

Demonst.  Soit le côté AC = ac , le côté BC
*= bc, 8c l ’angle C = c; fi vous pofez le côté AC
fur ac, & BC fur bc, ces côtés tomberont exac¬
tement les uns fur les autres à caufe de l’angle
C —c; & parce qu’ils font fuppofés égaux, le
pointa tombera fur le point A , de b fur B: donc
le côté ab , qui mefure la diftance des points a 8c
b , fera égal & tombera exactement fur AB :donc
le triangle abc  conviendra parfaitement avec le
triangle ABC : donc on aura abc =ABC,

Théorème  IX.
40p. Deux triangles qui ont deux côtés égaux, &

un angle oppofé a l'un de ces côtés égal de part  &
d’autre , font égaux , pourvu que le fécond angle op-
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pofé a Fautre côtéfoit de même efpéce départ & d’autre
( fig. 7Z. ).

Demonst . Soit le cote ab = *AB , le cote ac =»
AC , & l’angle b= B; fi les angles c , C , opjpo-
fés aux autres côtés égaux ab, AB, font de meme
efpéce , ou tous deux aigus , ou tous deux obtus,
je dis que les deux triangles feront égaux. Pofez
le pointé fur le point B, & le côté ab fur AB-, les
deux côtés ab , AB conviendront parfaitement,
puifqu ’ils font égaux ; & la bafe bc tombera fur
BC , à caufe de l’angle b= B ; mais de plus le
point c tombera fur le point C ; car ayant mené
la perpendiculaire AD , la ligne AC tombera du
meme côté de la perpendiculaire que la liepe ac,
à caufe des angles en c & C de même efpece . En
effet fi la ligne AC tomboit de l’autre côté de la
perpendiculaire , & devenoit AE,alors l’angle en
E feroir obtus , & par conféquent ne feroit plus
de même efpéce que l’angle en c : donc les lignes
ac , AC tomberont du même côté de la perpen¬
diculaire AD :mais ces deux lignes font des obli¬
ques égales , menées d’un même point A; donc
(.197) elles ont même éloignement de perpen-
dicule , & par conféquent le point c tombera fur
le point C.

Corollaire J.
406. Donc des cinq chofes que l’on peut con*

fidérer dans un triangle , fçavoir , trois côtés
& deux angles , fi trois d’une part font égales
aux trois correfpondantes de l’autre part , 1a fuper-
pofition des triangles fera poflible , & l’on pourra
conclure que les deux triangles feront parfaite¬
ment égaux.

Corollaire I I.
407. Deux figures quelconques , qui peuvent

erre partagées en un même nombre de triangles
égaux , font dès-lors égales.
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PARAGRAPHE IL

Des Figures cotiftdérées par rapport au Cercle.
Les figures confidérées par rapport au cercle î

font les figures confidérées en tant qu’elles ont tui
centre & un périmètre , ou circonférence autour de ce
centre , & des propriétés relatives à ce centre &
à cette circonférence.

DÉFINITIONS.
I.

408. Une figure efi: dite infcrite dans un cercle,
lorfque tous fes angles ont leur fommet à la cir¬
conférence du cercle .Elle efi dite circonfcrite, lorf¬
que tous fes côtés touchent la circonférence du
cercle.

I I.
40?. Une figure efi; dite être régulière, lorfque

tous fes côtés font égaux , & que tous fes angles
font égaux.

Corollaire I.

410. Puifque dans une figure régulière tous les
angles font égaux , il»s’enfuit qu’on trouvera la
valeur de l’angle à la circonférence , en divifant
la fomme des angles par le nombre des angles.
C ’efi pourquoi appellant x l ' angle à la circonfé¬
rence , & la fomme des angles à la circonférence
étant (307) im —4r , on aura x= - ——.

Corollaire 11.

411.Deux polygones réguliers d’un même nom¬
bre de côtés ;par ex: deux exagones réguliers font
toujours équiangles. Caria fomme des angles efi:la
même dans l’un & l’autre exagone , favoir , de
huit angles droits : or dans chaque exagone les
fix angles font égaux entr ’eux , puifque l’un &
l’autre exagone efi régulier : donc chacun des an¬
gles efi la fixiéme partie dehuit angles droits dans
l’un & l’autre exagone : donc les angles de l’un
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font égaux aux angles de l’autre , c’eft-à-dire , que
les deux polygones font équiangles.Théorème I.

412. Si dans un Polygone régulier on tire du fommet
des angles des Lignes DA , FA , HA ( fig. 69 . ) , qui
partagent chacun de fes angles en deux également , ces
Lignes prifes du fommet jufquaupoint de rencontre, fe¬
ront toutes égales entr elles.

Démons r . I”. On aura la ligne DA = >FA ; car
l’angle total en D eft égal à l’angle total en F ,
puifque le polygone ell fuppofé régulier : donc
l’angle « , qui ell la moitié du premier , ell égal
à l’angleo, qui efl la moitié du fécond : donc dans
le triangle DAF les deux côtés DA & FA fon r (393)
égaux.

IP . Dans le triangle AFH on a par la même rai-
fon que ci-deffusl’angle m— r: donc (393) on aura
le côté FA= HA.

IIP . On prouvera la même chofe & de la
même maniéré pour toutes les autres lignes IA,
KA , & c.

Corollaire I.
413. Le point A eft appelle le centre du polygo¬

ne ; &c  les lignes tirées de ce centre aux femmers
des angles du polygone s’appellent rayons obli¬
ques ,Tefquels font tous égaux entr ’eux , comme
on vient de le prouver.

Corollaire I I.
414. Si du centre du polygone on tire des per¬

pendiculaires -, par ex: AM, AN , (fig. 73. ) fur les
côtés , ces perpendiculaires s’appellent rayons
droits : or tous les rayons droits font auilî égaux
entr ’eux 3car prenant deux rayons droits menés
fur deux côtés adjacens , ils formeront avec le
rayon oblique deux triangles rectangles MAC ,
C AN , qui font évidemment égaux entr ’eux.

Corollaire III.
415. Dans un polygone régulier le rayon oblî-

que , par ex : AF (fig. 69. ) , partage l’angle à la cir-
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conférence , fçavoir , l’angle HFD en deux par¬
ties égales ; cela eft évident par la conftrudtion
(412).

Corollaire I
41G Donc l’angle du centre eft fupplément de

l’angle à la circonférence du polygone .; car dans
le triangle DAF , l’angle A au centre eft fupplé¬
ment (382) des deux angles o-j- n : or dans le po¬
lygone régulier o-|- /z= FDC angle à la circonfé¬
rence , puifque chaque angle à la circonférence
eft partagé en deux parties égales par le rayon :
donc 3&c.

Corollaire V.
417. Donc l’angle au centre eft égal à l’angle

extérieur du polygone régulier ; car l’un & l’autre
font fupplémens d’un même angle, ' fa voir , de
l’angle a la circonférence du polygone.

Corollaire VI.
418. Dans le polygone régulier le rayon droit

divife l’angle au centre , favoir l’angle CAD (fig.
73. ) 8c le côté du polygone oppofé à cet angle,
en deux également ; car le triangle DAC eftifo-
cele : donc (394) la perpendiculaire ou le rayon
droit AN divife en deux également , & l’angle
DAC & le côté DC.

Théorème IL
419. Tout polygone régulier donné, peut être inferit

« un cercle( fig. 73 & 7y. ).
Demonst . Car , puifque tous les rayons obli¬

ques font égaux, fi du centre du polygone , & de
l’intervalle d’un rayon oblique on décrit une cir¬
conférence , elle paffera par tous les fommets des
angles & le polygone fera inferit au cercle.

Corollaire.
420. De tous les polygones réguliers inferirs à

un même cercle , celui qui aura le plus de côtés »
aura un plus grand périmètre ; car plusle polygone
aura de côtés , plus fon périmètre approchera de
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la circonférence du cercle , qui eft plus grande
qu ’aucun des polygones infcrits.

Théorème III.
411. Tout polygone régulier donné, peut étreçirconf-

crit h un cercle ( fig . 74 & 75 , ).
Demonst. Car , puifque tous les rayons droits

font égaux , fi du centre du polygone , & de l’in¬
tervalle d’un rayon droit , 011 décrit une circonfé¬
rence , tous les côtés du polygone toucheront la
circonférence , & le polygone fera circonfcrit.

Corollaire,
42.Z. De tous les polygones réguliers circonf-

çrîts à un même cercle , celui qui aura le plus de
côtés , aura un plus petit périmètre ; car plus
le polygone aura de côtés , plus fon périmètre
approchera de la circonférence du cercle , qui eft
plus petite qu’aucun des polygones circonfcrits.

Théorème IV.
415. Dansl ’Exagone régulier infcrit,le côté efl égal

au Rayon oblique, ou au Rayon 4u cercle ( fig . 73 .) .
Demonst , Dans le triangle BAC , l’angle A au

centre eft de do degrés , parce qu ’il eft fupplément
de l’angle à la circonférence (416)  lequel dans
l’exagone régulier eft de 110  degrés ; les deux an¬
gles fur la bafe BC font égaux, puifqu ’ils font cha*
cun la moitiéde l’angle àla circonférence , 8c font
par conféquent chacun de 60  degrés : donc dans
le triangle BAC tous les angles font égaux : donc
le triangle BAC eft équilatéral (393)donc le côté
BÇ = AB rayon oblique du polygone.

Corollaire I.
414. Mais dans les polygones pris au-deflous de

hexagone le côté eft plus grand que le rayon , 8c
l’excès du côté fur le rayon fera d’autant plus
grand , que le polygone aura moins de côtés : car
fil ’oninfcrit à un même cercle tous les polygones
réguliers qui font au-deffous de hexagone , moins
le polygone a de côtés , plus fon côté furpafi’era
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celui de l’exagone , lequel eft égal au rayon du
cercle.

Corollaire 11 .

425'. Par une raifon contraire dans les polygo¬
nes pris au-deffus de hexagone , le côté eft plus
petit que le rayon , & l’excès du rayon fur le côté
fera d’autant plus grand , que le polygone aura
plus de côtés.

Théorème V.
426. Dans le triangle équilatéral le Rayon oblique eft

double du rayon droit ( fig. 76 . ) .
Demonst . Soit le triangle équilatéral DEF inf-

crit & circonfcrit à des cercles décrits du centre
commun C : le rayon droit CB eft perpendicu¬
laire au côté , ou à la corde EF : donc la corde EF
eft auffi perpendiculaire fur le rayon droit . Mais
ayant mené les cordes égales EA , AF, ces cordes
feront les côtés d’un exagone régulier : donc (423)
elles feront chacune égales au rayon : donc CÉ = =
EA : donc dans la perpendiculaire EF le point E
eft également diftant des points C & A, donc auffi
(290) le point B fera également diftant des points
C & A: donc on aura CB = BA, c’eft-à-dire , que
lerayon oblique CE , ou CA , eft double du rayon
droit CB.

Corollaire I.

427. Dans le quarré , dans le pentagone , dans
l’exagone , & c. régulier , le rayon oblique eft
moins quedoubledu rayon droit . En général plus
le polygone aura de côtés , plus la différence en¬
tre le rayon oblique & le rayon droit fera petite ;
car plus le polygone aura de côtés , moins la cir¬
conférence infcrite à ce polygone différera de la
circonférence circonfcrite au même polygone,
& par conféquent la différence de leurs rayons
fera plus petite ; or les rayons de ces circonféren¬
ces font le rayon oblique & le rayon droit du
polygone : donc , & c.
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Corollaire 11.

418. Donc dans le polygone infmitaire>ou dans
le ceircle , les rayons obliques font égaux aux
rayons droits ; ou ce qui elt le même , tous les
rayons font égaux: car plus le nombre des côtés
du polygone eft grand , plus la différence entre le
rayon oblique ôc  le rayon droit fera petite , com¬me nous venons de le voir : donc le nombre des
côtés dans le cercle étant infini , la différence en¬
tre le rayon droit & le rayon oblique fera infini¬
ment petite ou nulle.

ARTICLE III.
Du Rapport des Lignes.

Les polirions femblables des lignes , les divi-
fions faites femblablement dans les lignes , met¬
tent entr ’elles des rapports , des proportions , des
proportionnalités , dont la connoiffance fait dé¬
couvrir dans les figures plufieurs propriétés . Ces
lignes s’appellent proportionnelles, & les figures à
qui elles appartiennent , s’appellent figures fembla¬
bles. Nous allons parler , i ". des lignes propor¬
tionnelles -, z°. des figures femblables.

PARAGRAPHE  I.
Des Lignes proportionnelles.

DÉFINITIONS.
I.

429. On appelle lignes proportionnelles des lignes,
parex : A,B , a,b, qui font telles , que la première
eft à la fécondé , comme la troifiéme effà la qua¬
trième , ou que A ; B :: a : b.

430. Deux lignes font dites être réciproquement
proportionnelles à deux autres , lorfqu ’elles font
entr ’elles comme les deux autres prifes dans un
ordre renverfé 3par exs lorfqu ’au lieu de A : B ::
a ; b,  on a au contraire A : B :: A: a.

I I I.
431. Deux lignes font dites être réciproquesà

\
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deux autres , lorfque les deux premières font
les extrêmes d’une proportion , dont les deux
dernieres font les moyens , ou lorfqu ’on a A :
a :: b : B.

I V.
432. Une ligne eft dite divifée en moyenne ce ex¬

trême raifort  ̂lorfqu ’elle eft divifée de façon que la
toute A eft à fa grande partie B , comme la grande
partie Beft à la plus petite C , ou , ce qui eft le mê¬
me lorfque la plus grande partie eft moyenne
proportionnelle entre la ligne entière A & la plus
petite partie C , ou qu ’on a A :B ::B :C , ou
A : B : C.

V.
433. Onappelle Médiane la plus grande partie B

d’une ligne A divifée en moyenne & extrême rai¬
fort. On l’appelle médiane,parce qu’elle eft moyen¬
ne proportionnelle entre la ligne entière A & la
plus petite partie C.

Théorème  I.
434. Si deux lignes telles que AB 6’CD (fig. JJ . )

comprifes entre deux parallèles , font coupées par une,
ou plufieursparallèles intermédiaires, les portions cor¬
respondantes dans les deux lignes feront  i° .proportion¬
nelles aux lignes totales  y i°. proportionnelles entr elles.

Demonst . I . Partie . Les portions correfpcn-
dantes feront proportionnelles aux lignes totales,
parce qu’elles font femblablement divifées ; car ft
AE eft le tiers , ou le quart de la ligne totale AB;
CF fera auiîi le tiers , ou le quart de la ligne totale
CD : donc les portions correfpondantes feront
des parties femblables des lignes totales : donc
elles feront entr ’elles comme les lignes totales 3
c’eft pourquoi l’on aura les proportions,

AE CF :: AB CD;
EG : FEI :: AB : CD.

Demonst .II . Partie . Les parties correfpondan¬
tes feront proportionnelles entr ’elles : car puif.

qu’elles
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Clu’ellcs font proportionnelles aux lignes totales,&quel ’ona AE : CF :: AB : CE),

EG : FH :: AB : CD ;il s’enfuit que l’on aura
AE CF :: EG : FH.

Corollaire I.
43/ . Si deux lignes eb,fd, comprifes entre deuxparallèles , font autant inclinées que deux autreslignes AB, CD , comprifes auiîi entre deux pa¬rallèles (fig. jj .) , les deux premières feront pro¬portionnelles aux deux autres : car prenant fur laligne AB la portion Al — eb, de menant la paral¬lèle OP , on aura CK —fd, parce que CK & fdfont également inclinées dans des efpaces parallè¬les égaux, & font par conféquent (310) égales :or nous venons de prouver que les portions AI,CK font proportionnelles aux lignes totales AB,CD , ou que

AI : CK :: AB : CD ;
donc .à la place de AI, CK , mettant leurs égales ,eb, fd, on aura eb : fd :: AB •• CD.

Corollaire 11.
436. Si deux lignes fe coupent entre deux pa¬rallèles , les parties dé l’une feront proportion¬nelles aux parties de l’autre {fig. 78 . ) car ayanttiré par le point d’interfeélion E une ligne pa¬rallèle aux deux autres AB, CD , les portions EC,ED font autant inclinées dans leur efpace paral¬lèle , que les portions EB, EA le font dans le leur,puifque ce font les mêmes lignes continuées :donc , & c.

Théorème II.
437. Si les deux côtésd'un Triangle font divifés parUne, ou plufieurs lignes parallèles à la bafe , ils ferontdivifés en parties proportionnelles ( fig. 79. ).Démonst.  Faifant paffer par le fommet de l’an¬gle A une ligne GH , parallèle aux bafes ed , BC ,les deux côtés AB , AC du triangle doivent errealors regardés comme deux lignes comprifes en-
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tre deux parallèles , & qui font coupées par une
ou plufieurs parallèles intermédiaires en parties
proportionnelles entr ’elles & aux lignes totales.

Théorème III.
438. Si deux Triangles, Vun plus grand & Vautre

fias -petit , font équiangles , tous les côtés de l'un feront
proportionnels aux côtés homologues de Vautre ( fig . 79
ÔC  80 . ).

Dèmonst.  En effet :
1°. Si l’on pofe lefommet a du petit triangle fur

le fommet A du grand triangle , alors les côtés du
petit triangle feront couehésfur les côtés du grand
a eau fe de l’angle a— A, & la bafe e4 du petit trian¬
gle fera parallèle à la bafe BC du grand (397. ) : or
dans ce cas fi l’on fait palier par le fommet com¬
mun A une ligne GH parallèle à la bafe , les côtés
AB, AC du grand triangle ferontdivifés aux points
e , d,  par une ligne parallèle à la bafe : donc (437)
ils feront divifés en parties proportionnelles , c’eft-
à-dire , que l’on aura Ae  A 4 :: AB : AC * dans
laquelle proportion les côtés du petit triangle fe
trouvent proportionnels aux côtés homologues
du grand triangle.

11°. Si l’on pofe le point d pris comme fommet
dupetit triangle fur le fommet C du grand triangle,
il-eil clair , par la même raifon que ci-deffus , que
les côtés du petit triangle feront couchés fur les
côtés du grand , & que la bafe ae  du petit triangle
fera parallèle à la bafe du grand , & par conlé-
quent on prouvera , comme ci-deffus, que l’on a

da \ de : : CA : CB;
ôc  par conféquent les trois côtés du petit triangle
font proportionnels aux trois côtés homologues
du grand.

Corollaire I-
439. Si deux cordes AD , CB fe coupent dans

un cercle , les parties de l’une feront réciproques
aux parties de l’autre (fig.  81.). En effet ayant mené
Içs lignes AB , CD , on aura deux triangles AEB,
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CED , qui feront équiangles -, car les angles oppo-
fés au fommet E font égaux (353) ; de plus les an¬
gles aux points D & B font aufii égaux , parce
qu ’ils font appuyés fur le même arc CA ; par la
même raifon les. angles aux points A & C font
égaux : donc les deux triangles CED , AEB font
équiangles : donc (438) les cotés homologues font
proportionnels , & l’on aura

CE : AE :: ED : EB,
dans laquelleproportion les parties CE , EB d’une
corde font réciproques aux parties AÉ , ED de
l’autre.

Corollaire I 7.
440. Si l’une des cordes étoit diamètre , alors

les portions , ou fegmens du diamètre feraient
réciproques aux portions , ou fegmens de la
corde.

Corollaire III.
' 441. Si la corde DE (fig.  82. ) étoit perpendicu¬

laire au diamètre AC , alors la portion DB ou BE
de la corde , feraient moyenne proportionnelle
entre les deux fegmens du diamètre ; car par le
corollaire précédent on a

AB : BD :: BE : BC :
or la corde étantperpendiculaire au diamètre , on
a (319) BD = BE: donc on aura

AB : BD :: BD : BC , ou ^ AB : AD : BC.
Corollaire I V.

442. Dans un cercle une ligne quelconque BD
(fig.  8j . ) tirée d’un point de la circonférence per¬
pendiculairement fur le diamètre eft moyenne
proportionnelle entre les deux fegmens AD , DC
du diamètre -, car cette perpendiculaire eft la moi¬
tié d’une corde perpendiculaire au diamètre.

Corollaire V.
443. Si deux fécantes extérieures EB , EC , (fig.

83. ) partant d’un même point , vont fe terminer
à la circonférence concave du cercle 5 les parties
extérieures des fécantes feront réciproquement

I 2
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proportionnelles aux fécantes entières , c’eft-à-
dire , que l’on aura EB : EC :: ED : EA : car
ayant mené les cordes AC , BD , les triangles
EBD , EAC feront équiangles ; ayant l’angle en E
commun , & les angles en B & C appuyés fur Je
même arc AD : donc (438) les côtés homologues
font proportionnels , ôc  l ’on aura EB : EC ::
ED : EA , dans laquelle proportion les parties
extérieures EA , ED font réciproquement pro¬
portionnelles aux fécantes entières EB , EC.

Théorème  V.
444. Dans tout Triangle rett angle,fi l'on abbaijfe du.

fiommet de l'angle droit une perpendiculaire fur le côté
oppofié( que l’on appelle Hypothénufe ) , on aura
trois lignes moyennes proportionnelles ; ( fig . 84. ).

1°. Le grand côté  BC entre1‘hypothénufe entière  AC ,
& le fiegment adjacent  DC , c'efi-a-dire , quel'on aura
~  AC : BC : DC.

11°. Le petit côté  BA entrel'hypothénufe entiers  AC .
& le fiegment adjacent  AD : c'efi-a-dire , que l'on aura
ff AC : AB : AD.

111°. La perpendiculaire  BD entre les deux fiegmens
AD ' & DC j c'efi-a-dire , que l'on aura  T AD :
BD : DC.

Démonot.  I . Partie . Le petit triangle ABD &
le grand triangle ABC font équiangles ; car ils
ont chacun un angle droit , & de plus l’angle en
A eft commun à l’un à& l’autre : donc le troifiéme
angle efl:auffi égal de part & d’autre , favoir , l’an¬
gle 0— r:  donc les côtés homologues font pro-.
portionnels , 3c  on aura la proportion , l’hypothë-
nufe AC du grand triangle eft à l’hypothénufe
AB du petit triangle , comme le petit côté 'AB du
grand triangle eft au petit côté AD du petit trian¬
gle , ou

AC : AB :: AB : AD,ou4fAC : AB : AD.
Démonst.  II . Partie . Le moyen triangle BDC

6c  le grand triangle ABC font équiangles ; car ils
Qjit chacun un angle droit , & de plus l’angle en C
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eft commun à l’un &:à l’autre: donc le troificme
angle eft auffi égal de part ôc  d’autre, fa voir, l’an¬
gle e,= m: donc les côtés homologues font pro¬
portionnels: donc on aura la proportion, l’hypo-
thénufe AC du grand triangle eftà l’hypothénufe
BC du moyen triangle, comme le grand côté BC
du grand triangle eft au grand côté DC du moyen
triangle, ou
AC : BC :: BC ; DC , ou AC : BC : DC.

Démonst . III . Partie . Le petit triangle ABD ôc
le moyen triangle BDC font équiangles; car ils
ont chacun un angle droit ; de plus l’angleo= r,
ôc  l ’anglee—m: donc les côtés homologues font
proportionnels : donc le |)etit côté AD du petit
triangle eftà fon moyen coté BD , comme le petit
côté BD du moyen triangle elt à fon moyen côtéi
DC,ou

AD :BD :: BD : DC , ou ^-AD :BD : DC.
PARAGRAPHE  II.

Des Figures ficmblables.
1°. L’égalité des figures dépend de l’égalité &

des angles refpeétifs ôc  des côtés correfpondans -,
mais leur fimilitude dépend de l’égalité des an¬
gles refpectifs & de la proportionnalitédes côtés
homologues : on appelle donc figures femblables
celles qui ont tous leurs angles refpeéHfs égaux,
ôc  tous leurs côtés homologues proportionnels.

11°. Dans les figures femblables il y a trois cho-
fes , égalité, proportionnalité & fimilitude:Yéga¬
lité tombe fur les angles ; la proportionnalité fur les
côtés ; la fimilitude fur les figures.

111°. La fimilitude des figures a des Lignes qui
la font reconnoître, ôc  des rapports qui en réful-
tent. Nous en allons parler.

Nombre  I.
Des Signes de Similitude dans les Figures.

Deux figures font femblables toutes les fois
que par le moyen de rayons, ou de diagonales,

I 3
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ou de lignes quelconques femblablement tirées,’
elles peuvent être partagées en un égal nombre
de triangles fembiables ; car deux quantités qui
peuvent être divifées en un même nombre de
parties fembiables , font fembiables entr ’elles. Il
eft donc néceffaire ici de bien remarquer quels font
les lignes , ou les marques qui font reconnoître fl
deux triangles font fembiables , ou non.

Théorème  I.
44J . Deux triangles équiangles font toujours fem-

blables.
Demonst.  Deux triangles équiangles ont tous

leurs angles refpectifs égaux , comme il efl évi¬
dent , 8c tous leurs côtés homologues proportion¬
nels , comme nous l’avons prouvé (438) : donc ils
font fembiables.

Corollaire.
446. Deux triangles qui ont deux angles égaux

de part & d’autre , font dès-lors fembiables ; car
lorsqu ’ils ont deux angles égaux de part 8c d ’au¬
tre , le troifiéme angle (385) efl auffi égal de part
8c d ’autre , 8c par conséquent les triangles font
équiangles , 8c dès-lors fembiables.

Théorème  II.
447. Deux Triangles abc, ABC , qui ont leurs trois

côtés homologues proportionnels , font des-lors fembla-
Ues ( fig. 86 . ).

Demonst . Sur le côté AB du grand triangle
prenez Ad — ab, 8c menez do parallèle à BC , 8c
vous aurez (398) le triangle Ado équiangle , & par
conféquent (445 ) femblable au triangle ABC : or
le triangle abc= Ado. Car par la conftruéHon on
a Ad : AB :: Ao : AC :: do ■ BC , & par l’hypo-
thèfe on a ab : AB :: ac : AC : bc : BC ; mais
puifque dans ces deux proportionnalités les con-
féquens font les mêmes de part 8c d’autre , il efl
évident que l’on pourra conclure ab ; Ad :: ac :
Ao : : bc : do -, or par la conftruéHon ab == Ad :
donc aulfi. ac~ Ao , 8c bc= do: donc le triangle
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abc = Ado , & eft par conféquent femblable au
triangle ABC.

Théorème III.
448. Deux Triangles qui ont deux côtés homologues

proportionnels,  6’ 1‘angle intercepté entre ces côtés, égal
de part & d'autre 3 font dès-lors femblables ( fig . 86. ).

Demonst. Soient les côtés ab , ac proportion¬
nels aux côtés AB , AC , 8c l’angle a =A ; fur le
côté AB du grand triangle prenez Ad— ab, 8c me¬
nez do parallèle à BC , & vous aurez le triangle
Ado équiangle (398), & par conféquent femblable
(445) au triangle ABC : or le triangle abc= Ado,
Car par la conl trublion Ad : A o :: AB : AC , & par
l’hypothèfeai : ac :: AB : AC ; donc ab : ac :: Ad :
A0; or par la conftruction ab= Ad: donc aufli ac==■
Ao: donc les deux triangles abc, Ado ont deux cô¬
tés homologues égaux ; d’ailleurs les angles a, A,
compris entre ces côtés , font fuppofés égaux :
donc (404) le triangle abc= Ado.

Théorème IV.
449. Deux Triangles qui ont deux côtés homologues

proportionnels , & l 'un des angles oppofés a ces côtés  ,
égal de part & d'autre , font femblables ; pourvu que le
fécond angle oppofé aux autres côtés proportionnels foit
de même efpéce ( fig. 86 . )

Démonst . Dans les triangles abc, ABC ; foient
les côtés ab, ac proportionnels aux côtés AB, AC,
& l’angle é= B; fi de plus les angles enc,C,  font
de même efpéce , je dis que les deux triangles abc,
ABC font femblables . Car ayant pris , comme ci-
defius , Ad~ ab, & mené la parallèle do, on aura
le triangle Ado femblable au triangle ABC : or abc
■= Ado; car on a par l’hypothèfe ab : ac :: AB :
AC par la conftruétion Ad : A0 :: AB : AC :
donc ab : ac :: Ad ■■Ao:otab — Ad: doncac — Ao’,
donc dans les triangles abc, Ado les deux côtés,
ab , ac font égaux aux côtés homologues Ad , Ao -,
d’ailleurs l’angle b~ ]i = d, 8c de plus l’angle f
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el de même efpecequel ’angle C = o: donc (405J
le triangle abc= Ado.

Théorème V.
4JO. Deux Polygones réguliers de même efpéce, ou

'd'un même nombre de côtés , font toujours femblables
{ fig- 89. ).

Démonst . Si vous divifez les deux polygones
en triangles par des rayons tirés du centre aux an¬
gles de la circonférence -, i °. il y aura un même
nombre de triangles dans l’un & dans l’autre , fa-
voir , autant que de côtés -, z°. tous les triangles
de l’un feront femblables aux triangles correfpon-
dans de l’autre ; par ex: le triangle CAB fera fem-
blable au triangle cab. Car les côtés de ces trian¬
gles partagent dans chaque polygone l’angle à la
circonférence en deux également £41y): or les po¬
lygones étant réguliers & d’un meme nombre de
côtés , tous les angles de l’un font égaux aux an¬
gles correfpondans de l’autre (411) : donc leurs
moitiés font aufli égales de part & d’autre , & l’on
aura l’angle O = 0, l’angle N = n : donc les trian¬
gles CAB , cab font équiangles (385) , & par con-
féquent femblables.

Corollaire I.
431. Si du centre d’un polygone on mene des

rayons aux angles de la circonférence (fig.  88. ) &c
qu ’on joigne ces rayons par des lignes continue-
ment parallèles aux côtés du polygone , on aura
deux polygones concentriques , qui feront fem¬
blables . Car ces deux polygones fe trouveront
partagés en un égal nombre de triangles corref¬
pondans & femblables les uns aux autres ;par ex .-
le triangle CNM eft femblable au triangle CFE,
& ainfi des autres , comme il eft évident.

Corollaire 11.
4<; i.  Si vous faites le polygone ABDEFG (fig.

€9. ) égal & femblable au polygone extérieur de
la figure 88 , & le polygone abdefg égal & fem-
blablç au polygone intérieur , & fi vous les par-
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tagez en triangle par des rayons menés du centre,
il eft évident qu’on peut appliquer aux deux po¬
lygones de la figure 89 , ce que nous avons dit
des deux polygones concentriques (fig. 88. ) &
que les propriétés qui conviennent aux uns , con¬
viennent aulïi aux autres . D’où il faut conclure en
général ;

1°. Que deux polygones femblables peuvent
toujours être fuppof 'és concentriques.

IP . Que deux polygones femblables peuvent
toujours être partages en un même nombre de
triangles femblables par des rayons menés du
centre aux angles de la circonférence.

IIP . Que deux polygones femblables peuvent
aufïï être femblablement divifés , ou être partagés
en un nombre égal de triangles femblables par des
diagonales )fig.yo. ) femblablement tirées dans les
polygones.

Nombre  II.
Des Rapports réfultans de la Similitude des Figures.

Les rapports qui réfultent de la fimilitude des
figures , font certaines proportions quife trouvent
entre les périmètres , les côtés , les rayons , les dia¬
mètres , les lignes femblablement tirées dans les -
figures femblables.

Théorème  I.
45 3 . Dans les Triangles femblables les côtés homolo¬

gues font proportionnels aux hauteurs , c efl-a-dire , aux
lignes tirées du fommet perpendiculairement fur la bafe
(fig. 87. ).

Demonst.  Les deux triangles reétangles BAD,
bad , font équiangles , parce qu ’ils ont chacun un
angle droit aux points D & d, & l’angle b=  B par
l’hypothèfe : donc ils font femblables : donc leurs
côtés homologues font proportionnels , & l’on
aura AB : ab AD ; ad :
mais AD & ad font les hauteurs des triangles
donc , Sec.

is
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Corollaire.

454. Dans les triangles femblables les bafes font
proportionnelles aux hauteurs ; car les bafes font
elles-mêmes des côtés : or les côtés font propor¬
tionnels aux hauteurs.

Théorème II.
455. Dans les Polygones réguliers femblables, les

côtés homologues font proportionnels aux rayons obli-
ques (fig.  89 . ).

Demonst.  Les triangles ACB , acb  font fembla¬
bles , comme nous l'avons prouvé (-146) : donc
leurs côtés homologues font proportionnels , &
l’on aura AB : AC :: ab : ac;

C ’eft-à-dire , que les côtés AB , ab  des poly¬
gones font entr ’eux comme les rayons obliques
AC , ac.

Théorème III.
4yé . Dans les Polygones réguliers femblables, les

côtés homologues font proportionnels aux rayons droits
( «g- §9- )•

Demonst.  Les triangles FCM ,fcm  font fem¬
blables , comme il eft évident : donc leurs côtés
homologues font proportionnels , & l’on aura

FM : CM ::fm : cm:
or FM ,fm  font les moitiés des côtés homologues
FE ,fe (418 ) , & les moitiés font enrr’elles comme
les touts : donc on aura FE :fe :: CM : cm.

Corollaire.
457. Dans lespolygones femblables , les rayons

obliques font proportionnels aux rayons droits.
Car les rayons obliques font (45y) proportionnels
aux côtés homologues ; les côtés homologues font
proportionnels aux rayons droits ; donc les rayons
obliques font , & c.

Théorème IV.
458. Dans les Polygones femblables les circonféren¬

ces , ou périmètres font proportionnels aux côtés homo¬
logues ( fig , 89. ) .

Demonst.  Défignons les côtés du grand poly-
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gone par A , B , C , D , & les côtés du petit par
a , b , c , d: les deux polygones étant femblables,
leurs côtés homologues font tous proportionnels}
donc on aura la proportionnalitéA -a :: B : b ::
C : c :: D : d :or (202) dans toute proportionna¬
lité la fomme des antécédens eftà celle des confé-
quens , comme un feul antécédent eft à fon con-
féquent : donc on aura

A —f"B -j—C "I- D : a -fi-b-~f—c —|—d :; A : a.
Or la fomme des antécédens donne la fomme des
côtés , ou le périmètre du grand polygone , & la
fomme des conféquens donne la fomme des cô¬
tés , ou le périmètre dupetit polygone :donc , &c.

Corollaire.
4)9. Donc dans les polygones femblables les

périmètres font entr eux , & comme les rayons
obliques , & comme les rayons droits.

Théorème V.
460. En général dans les Polygones femblables, les

périmètres font entr eux , comme les lignes femblable-
ment tirées dans les deux po ’ygones : par ex : comme
les diagonales AC , ac ; ou AD , ad ( fig. 90 . ) .

Démonst. Les triangles ABC , abc , font fem¬
blables {4+8) : donc on aura AB : ab :: AC : ac  :
or les périmètres des deux polygones femblables
font entr’eux comme les cotés AB, ab-, donc ils
font aufli entr’eux comme les diagonales AC , ac.

Théorème VI.
461. Si les côtés des Polygones femblables font fup-

pofcs infiniment petit , 6’ et e en nombre infini , ou3 ce
qui eft le même, fi les Polygones femblables fmtfuppo-
fés être des cercles, les circonférences feront entr elles
comme les rayons.

Demonst . Cela fe prouve par la même raifon,
que dans les polygones finis & femblables les pé¬
rimètres font entr’eux comme les rayons.

Corollaire,
462. Donc les circonférences des cercles , font

•entr'elles i°. comme les diamètres} 20. comme
I é
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les arés femblables , ou comme les arcs d’un
meme nombre de degrés ; car les tous font com¬
me les parties femblables.

Théorème VII.
463. Dans les Circonférences de dijférens cercles les

'Arcs femblables font entreux comme les cordes qui les
foutiennent ( fig . 91 . ) .

Démonst . Ayant tiré du centre commun Ades
rayons aux extrémités des cordes ED , CB , on
aura deux triangles femblables ACB , AÉD , dans
lefquelsles côtés AC , AE, qui font rayons , font
entr ’eux comme les côtés , ou cordes CB , ED :
■or les arcs femblables font entr ’eux comme leurs
rayons : donc , & c.

Théorème VIII.
464. Dans les circonférences de dijférens cercles les

cordes  BC 6’ BE , font entr elles comme les rayons  AC
& AE de leurs cercles( fig . 91. ).

Démonst.  Les deux triangles ACB , AED
font femblables -, donc on aura la proportion
BC ; DE :: AC : AE : donc , ôcc.

SECTION IL
Des Surfaces.

1°. T A ligne eft une étendue qui n’a qu’une di-
menfion , que l’on appelle Longueur,• la fur-

face eft une étendue qui a deux dimenfions , que
l’on appelle Longueur& Largeur.

11°. La furface eft ou plane,  ou courbe.  On ap¬
pelle.furface ^ ne,belle dont tous les pointsfont
de niveau , c’eft-à-dire , ne font ni plus élevés , ni
plus enfoncés les uns que les autres ; telle eft la
furface d’un miroir . On appelle furface courbe,
celle dont tous les points font inégalement élevés,
ou enfoncés , telle eft la furface d’une fphere,
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Nous ne parlerons ici que des furfaces planes.

III 0. La furface plane peut être confidérée , ou
comme figure, ou comme quantité. La furface con¬
fidérée comme figure, eft une étendue terminée
par des angles &c  des côtés . La furface confidérée
comme quantité eft le réfultat de deux dimenfions
combinées enrr ’elles , qui rendent la furface plus
ou moins grande.

IV°. Les furfaces confidérées comme quantités,
font fufceptibles d’évaluation , de mefure & de
rapports : nous en allons parler.

CHAPITRE I.

De VEvaluation des Surfaces.

DÉFINITION S.

. 1.

465. 1 | 1 O v t e furface peut être confidérée
Js_ comme réfuitante de deux dimenfions

combinées entr ’ellcs , & que l'on appelle , ou
bien la hauteur& la bafe, quand il s’agit de trian¬
gles & de parallélogrammes ; ou bien le rayon
droit & le périmètre , quand il s’agit de polygones.

IL
466. La bafed'une furface eft le côté de cette

furface fur lequel elle peut être conçue appuyée,
par ex : AD , [fig-  92 . ).  La hauteur eft une ligne
perpendiculaire menée du fommet d’un des an¬
gles de la furface , fur la bafe prolongée , s’il le
faut : telles font les lignes BA {fig.  92. ) & AF ou
DG (fig.  IOIr ).

III.
467. Dans le polygone on appelle Périmètre, le

contour du polygone , réfultant de lafomme de
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fes côtés ; & l’on appelle rayon droit, une perpen¬
diculaire menée du centre du polygone fur l’un
de fes côtés , par ex : CM (fig. 89. )•

Principe I.
468. Une furface peut être conçue décrite par

le mouvement de fa bafe AD (fig!  92. ' , laquelle
monte parallèlement à elle-même le long de la
hauteur AB. Car en Géomevrie on conçoit que la
ligne eft décrite par le mouvement d’un point ;
la furface , par le mouvement d’une ligne j & le
folide , par le mouvement -d’une furface.

Principe II.
469. Si la bafe AD , montant parallèlement à

elle même le long de la ligne AB , eil fuppofée
laitier des traces par-tout où elle paffe, ces traces
pourront être îegardées comme les élémens delà
furface . Ces élémens feront toujours des lignes
fcmblablement pofées , ou femblablcment tirées
dans la furface.

Or les Géomètres ont coutume de confidérer
ces lignes , que l’on prend pour élémens de la fur-
face , commeaysnt une largeur infiniment petite, ou
comme étant elles-mêmes des furfaces élémentai¬
res d’une hauteur infiniment petite.

Principe I I T.
470. Une furface eft égale à la fômme de tous

fes élémens : c’eft pourquoi l’évaluation de cette
fomme , donnera celle de la furface , laquelle,
par conféquent , peut être une quantité plus ou
moins grande , fufceptible de plus ou de moins,
&fous ce point de vue on l’appelle ordinairement
aire ou fuperficie.

Théorème I.
471 .La furface d‘un Parallélogramme efi égale au

produit de fa bafe par fa hauteur ( fig. 92 . ).
Demonst . La furface du parallélogramme

ABID peut être conçue formée & décrite par le
mouvement de la bafe AD , qui monte parallè¬
lement à elle-même le long de la hauteur AB :
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clone elle eft égale à la fomme des traces que
laiffe la bafe en montant le long de la hauteur :
or la bafe en montant , laiffe autant de traces ,
qu ’il y a de points dans la hauteur : donc la fur-
face du parallélogramme eff égale à la bafe prife
autant de fois qu ’il y a de points dans la hauteur,
c’eft-à-dire , qu’elle eft égale au produit de la bafe
par la hauteur.

Corollaire I.
472.  Si l’on divife la hauteur BA {fig.  92. ) en

tel nombre de parties égales , que l’on voudra,
par ex : en trois parties égales Be, ef, /A , & la
bafe en quatre parties égales Ab, bc cd, a'D ,
8c que par les points de divifion on mene des
lignes telles que ep, fu ', &cc. bg, ci, 8cc. la furface
du parallélogramme , fera compofée de petits
parallélogrammes élémentaires , dont le nombre
fera 3 x 4 = 12; &; ce fera l’expreffion numérique
de la furface du parallélogramme.

Corollaire 11 .
473.  Si l’on ,appelle la hauteur a , la bafe b 8c

le parallélogramme p , l ’évaluation de la furface
du parallélogramme fera p = ab, 8c c’eft l’expref¬
fion algébrique de fa furface.

Corollairet III.
474.  La hauteur du parallélogramme étant la

ligne AB , & la bafe étant la ligne AD , l’évalua¬
tion de fa furface fera P = AB x>AD = ABID , qui
eft une figure 3& c’eft l’expreflion géométrique du
parallélogramme.

Théorème IL
475. Un parallélogramme& un re&angle de même

bafe & de même hauteurfont égaux enfurface(  fig . 93. 1.
Démonst . Soient donnés lereétangle ACDB,

8c le parallélogramme ECDF , de même bafe ,
puifqu ’ils ont une bafe commune CD 3 8c de
même hauteur , puifqu ’ils font entre même paral¬
lèles AF, CD ; je dis qu ’ils font égaux en furface.

En effet le triangle ACE eft égal au triangle
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'BDF (401) à caufe de l’égalité des perpendiculai¬
res AC , BD, des obliques CE , DF , & des éloi-
gnemens de perpendicule AE , BF; car ces lignes
forment les trois côtés des deux triangles ; donc
fi de ces deux triangles égaux on retranche la
portion commune BOE , les relies ACOB &
EODF feront égaux , & fi à ces deux relies on
ajoute de part 6c d ’autre le petit triangle COD ,
on aura ACDB = ECDF , dont l’un eft le rec¬
tangle 6c l’autre ell le parallélogramme de meme
bafe 6c de même hauteur.

Corollaire.
47 6.  D ’où il fuit en général , que deux parallé¬

logrammes quelconques de même bafe & de
même hauteur font égaux en furface (fig.  94 . ).

Théorème III.
477. La furface du triangle efi la moitié de celled‘un

parallélogramme de même bafe & de même hauteur que
lui (fig . 58 & 60. ) .

Démonst . Ayant mené la diagonale AD vous
aurez le triangle ACD égal au triangle ADB ; car
le côté AD ell commun à l’un & à l’autre trian¬
gle ; d’ailleurs le côté AC = BD parce qu’ils font
côtés oppofés d’un même parallélogramme ; par
la même raifon le côté AB= CD : donc (402)
on aura le triangle ACD = ADB ; donc chacun
de ces triangles ell la moitié du parallélogramme
ACDB : mais chacun de ces triangles a même
hauteur & même bafe que le parallélogramme ;
donc ', 6cc.

Corollaire I.
478. Donc la furface du triangle ell égale à la

moitié du produit de fa bafe par fa hauteur , puif-
qu ’elle ell la moitié de la furface d’un parallélo¬
gramme de même bafe 6c de même hauteur que
lui ; 6c par conféquent l’expreffion de la furface
du parallélogramme étant s = ab, celle du trian¬
gle de même bafe 6c de même hauteur fera
s ~ ~ ab.
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Corollaire 11 .

479. Deux triangles de même bafe & de même
hauteur font égaux en furface , car ils font les
moitiés de parallélogrammes de même bafe & de
même hauteur , lefquels font égaux en furface ,
comme nous l’avons vu (476),

Théorème IV.
480. La furface du Trapeze eft égale au produit de

fa hauteur par la moitié de la fomme de fes bafes fupé-
rieure £? inférieure ( fig . 96 . ).

Démonst. Ayant mené la diagonale CB , la
furface du trapeze fera divifée en deux triangles
ABC , CBD , & ne fera pas diftinguée de la fur-
face de ces triangles : or la furface du triangle
ABC eft égale (478) au produit de la hauteur AB
par la moitié de la bafe fupérieure AC ; & celle
du triangle CBD eft égale au produit de la hau¬
teur commune AB par la moitié de la bafe infé¬
rieure BD : donc la furface des deux triangles,
& par conféquent celle du trapeze lui-même eft
égale au produit de la hauteur AB par la moitié
de la fomme des bafes fupérieure & inférieure
AC & BD.

Théorème V.
481. La furface du Trapeze eft égale au produit de

fa hauteur  AB par la ligne ou l'élément  EF qui tient le
milieu arithmétique entre les bafes fupérieure & infé¬
rieure AC , & BC ( fig-  97 . ).

Démonst . Car elle eft égale , comme nous ve¬
nons de le prouver , au produit de fa hauteur par¬
la moitié de la fomme de fes bafes fupérieure &
inférieure : or l’élément EF qui tient le milieu ,
eft égal à la moitié de la fomme de ces bafes : car
les élémens du trapeze décroiftent uniformément
depuis la bafe inférieure jufqu ’à la bafe fupé¬
rieure , & peuvent par conféquent êtrerepréfen-
tés par les termes d’une progreflion arithméti-
3ue,par ex:-j—6•7•8•9■10,dont la fommeonne la furface du trapeze , & dont les extrc:



ï io ABRÉGÉ
mes repréfentent les bafes fupérieure & infé¬
rieure au trapeze r or la fomme des extrêmes dt
6 + io = i 6 , donc la moitié 8 qui dt le terme
tenant le milieu de la progrelïïon , repréfente
l ’élément EF qui tient le milieu entre les bafes
fupérieure ôc  inférieure du trapeze , donc , & c,

Théorème  VI.
482. La furface du Pentagone, de VExagone, de

l 'Eptagone , &c. en général d’un Polygone quelconque
régulier , efi égal au produit du rayon droit par la moitié
du périmètre du Polygone ( iig . 89. ).

Démonst.  La furface du polygone régulier dt
égale à celle de tous les triangles que l’on peut y
former , en tirant des rayons du centre aux angles
du polygone . Or tous ces triangles ayant même
hauteur & même bafe , à caufe de la régularité
du polygone la fomme de leurs furfaces dt égaleà celle d’un triangle unique qui auroit pour hau¬
teur la hauteur commune de tous ces triangles,
fçavoir , le rayon droit, & pour bafe la fomme des
bafes de tous ces triangles , fcavoir , lé périmètre
du polygone ; mais la furface’de ce triangle uni¬
que dt égale au produit de fa hauteur par la moi¬
tié de fa bafe : donc , ôcc.

Corollaire I.
485. Donc deux polygones réguliers de même

efpéce , qui ont des périmètres &c  des rayons
droits égaux, font égau^ -en furface.

Corollaire 11 .
484. Mais û  les polygones réguliers ont un égal

périmètre & un nombre inégal decôtés , celui qui
aura moins de côtés , aura moins de furface. Car
la furface de chacun de ces polygones dt égale
au produit du rayon droit par la moitié du péri¬
mètre (482) , donc le périmètre étant fuppofé
égal dans les polygones , la furface fera d’autant
plus petite , que le rayon droit fera plus petit . Or
moins le polygone aura de côtés , plus fon rayon
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droit fera petit par ex : le rayon droit du trian¬
gle fera plus petit que celui du quarréd’un péri¬
mètre égal. Car s’il lui étoit égal , on pourrait
circonfcrire (42.1) ce triangle & ce quarré à un
même cercle , &r alors le périmètre du quarré
approchant plus de la circonférence du cercle,
ferait plus petit (422) que celui du triangle5 ce
qui eft contre la fuppofition.

Ces figures qui ont un égal périmètre font ap-
pellées îfopérimétres.

Théorème VI.

484 . La furface du Cercle ' efl égale au produit de fort

rayon par fa demi-circonférence.
Démonst . Le cercle n’étant qu ’un polygone

régulier d’une infinité de côtés , fa furface eil
égale à celle d’une infinité de triangles, dont les
fommets feraient réunis au centre du cercle , &
les bafes appuyéesTur les côtés infiniment petits
du cercle , ou du polygoneinfinitaire . La furface
de rous ces triangles cft égale à la furface d’un
triangle unique, qui aurait pour hauteur le rayon
du cercle , 8c  pour bafe une ligne égale à la cir¬
conférence du cercle : or la furface de ce triangle
unique eft égale au produit de fa hauteur par la
moitié de fa bafe : donc , 8cc.

C’eft pourquoi appellant la circonférence c , 8c
le rayonr}l’expreffion de lafurface circulaire fera

1 rc
s = - rc, OUs = —.

Remarque I.
486. Pour évaluer une furface plane, il faut

d'onc multiplierl’un parl’autre deux élémens , ou
deux lignes. Cette opération s’appelle multiplica¬
tion géométrique, parce que les racines d’où ré-
fultele produit , font des lignes , de même que
dans la multiplication algébrique les racines font
des lettres, & dans la multiplication numérique
les racines font des chiffres, ou nombres.
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Remarque 11. •'487. Lorfqu ’on multiplie deux racines géomé¬triques , ou deux lignes l’une par l’autre , pouravoir une furface :

1°. Si tes deux lignes font inégales a , b , le pro¬duit qui en réfulte ,-eft un produit plan , & donneun reétangle ABID , [fig. 92. ) , ouj= ab.11°. Si les deux lignes que l’on multiplie, fontégales a , a , ou , ce qui e/l le même , fi 011 multi¬plie une ligne a par elle-même , le produit qui enréfulte , eft une puijfance, & donne un quarréGACI ( fig. 98. ) & l’on a s = aa = a\
Remarque J11.

4S8. Suppofons que la ligne que l’on multipliepar elie-meme , ou que l’on éleve au quatre , foitcompofée de deux parties , auquel cas la lignefera confidérée comme un binôme géométrique ;alors le quarré de cette ligne renfermera les mê¬mes portions que nous avons remarquées dansle binôme numérique , & dans le binôme algé¬brique : il en faut remarquer & le nombre &c laqualité.
1°. Si la ligne AC (fig. 98. ) e/t compofée dedeux parties AB ôc BC , ou eft regardée commeétant un binôme géométrique , alors le quarréGACI de la ligne AB-f- BC , renfermera ; i°. lequarré de la première partie AB, favoir , ABED ;20. le quarré de la fécondé partie BC , ou de fonégale EF , fçavoir , HEFI ; 30. le double reétan¬gle de l’une des parties par l’autre , favoir , GDEH& BEFC.
11°. Si on repréfente fous les expre/Iions algé¬briques a ôc b les deux parties de la ligne AB- f-BC , la ligne fera a-f-b, ce qui donne un binômealgébrique ; ôc fon quarré fera aa -j - 2ab+ bb ,lequel renferme au/Ti toutes les parties dont nousvenons de parler ci-deftus.
111°. Si l’on repréfente fous les expre/Iions nu¬mériques 3 & 4 les deux portions de la même
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ligne AB-f- BC , la ligne fera 3 -f -4= 7 , ce qui
donne un binôme numérique , & fon quarré fera
49 , lequel renferme aulU toutes les mêmes par¬
ties que ci-ddfus.

IV°. On voit par-là que les puiflances confer-
vent dans les parties qui les compofentles mêmes
analogies dans le numérique, dans Yalgébrique, ôc
dans le géométrique.

j*

CHAPITRE II.

De la Mefure des Surfaces.

Théorème I.

489. T TN Polygoned‘un nombre quelconque de cotés,
XJ peut être réduit en un Polygone de même fur-

face , & qui ait un côté de moins ( fîg. 99 . ).
Demonst . Dans l’exagone ABCEFG tirez la

ligne BE , qui retranche le triangle BCE , & me¬
nez la ligne DC parallèle à BE ; cela pofé , fi vous
menez la ligne BD , vous aurez le pentagone
AGFDB , qui fera égal en furface à l’exagone.Car
la furface AGFEBeft commune au pentagone & à
l’exagone. Refie donc à prouver que le triangle
EBD , refie du pentagone , eft égal au triangle
BCE , refie de l’exagone : or ces deux triangles
font égaux , parce qu’ils ont même bafe BE »
& qu’ils ont même hauteur , puifqu ’ils font com¬
pris entre mêmes parallèles BE, CD : donc , & c.

Théorème II.
490. Un Polygone quelconque peut être réduit en un

triangle qui lui .Joit égal en furface.
Demonst . Par le théorème précédent un poly¬

gone quelconque peut être réduit en un polygone
de même furface , Jk  qui ait un côté de moins î
donc un exagone peut être réduit en un pent%
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gone de même furface ; un pentagone en tin qua
drilatere , & un quadrilatère en un triangle de
même furface : donc , & c.

Théorème III.
491. Un triangle-peut toujours être réduit en un pa¬

rallélogramme de même furface que lui (fig . IOO. ) .
Démonst. Le triangle BCE étant donné , Ton

peut faire le parallélogramme BADE fur la même
bafe , & dont la hauteur foit la moitié de celle du
triangle : or le triangle (477) eft la moitié d’un pa¬
rallélogramme de même bafe ic  de même hau¬
teur , & par conféquent eft égal en furface à un
•parallélogramme de même bafe & d’une hauteur
fous -double : donc , & c.

ThéorêmeIV.
492. Un Parallélogramme quelconque peut être ré¬

duit en un reitangle de même furface que lui ( fig . Io I . ).
Démonst. Le parallélogramme BADE étant

idonné, ft des deux angles en A & en B on abaifle
les perpendiculaires AF, DG fur la bafe prolongée,
s’il le faut , on aura un rectangle FADG de même
bafe &c  de même hauteur que le parallélogram¬
me , & par conféquent égal (475) en furface au
parallélogramme.

Théorème V.
493. Un rectangle quelconque peut être réduit en un

quarré de même furface que lui ( fig . 102 . ) .
Démonst . Le rectangleGDAF étant donné , fi

l’on prend une ligne moyenne proportionnelle
entre la hauteur DG & la bafe GF du rectangle,
favoir , la ligne FE , & qu ’on l’éleve au quarré ;
le quarré de cette moyenne proportionnelle fera
égal en furface au parallélogramme . Car appellant
a la hauteur , b la bafe du parallélogramme , & x
la moyenne proportionnelle , on aura a : x :: x ■b,
OU-77 a : x b : donc xx — ab.

Corollaire I.
494. Donc toute furface reétiligne eft réduéti-

ble en un quarré -, mais le quarré ne peut pas lui-
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même être réduit en une figure plus fimple. C’eft
pourquoi le quarré eft la niefure la plus fimple
qu’aient trouvé les Géomètres pour évaluer les
furfaces, & c’eft pour cette raifon qu’on évalue
les furfaces planes en toifes, ou pieds, ou pouces
quarrés; par ex: fi l’on multiplie une hauteur de
3 ponces par une bafe de 4 pouces , la furface.du
parallélogramme qui en réfultera , eft dite avoir
3x4=  1z pouces quarrés, c’eit-à-dire , qu’elle
contiendra iz parties égales, dont chacune aura
un pouce de hauteur & un pouce de largeur3
d’ou vient que mefurer& quarrer, mefure de quadra¬
ture font la même chofe.

Corollaire 11.
' 49j . C’eft pourquoi toute furface reétiligne
peut être mefurée géométriquement, parce que
toute figure reétiligne eft réduétible en un quarré
de même furface. Mais on ne peut pas mefurer
géométriquement le cercle, parce que le cercle
ne peut pas être réduit en un quarré de même
furface que lui.

Remarque.
496. On auroit la mefure , ou la quadrature

du cercle , fi on pouvoit mefurer géométrique¬
ment la circonférence du cercle, ou trouver une
ligne droite égale à la circonférence du cercle.
Car alors on pourrait réduire le cercle en un
triangle qui auroit pour hauteur le rayon, &
pour bafe une ligne égaleà la circonférence du
cercle (fig.  103.) ; ce triangle pourrait être réduit
en un parallélogramme, & ce parallélogramme
en un quarré.

On auroit trouvé la méthode de mefurer géo¬
métriquement la circonférence du cercle, fi l’on
connoiffoit le rapport de la circonférence au dia¬
mètre , parce que le diamètre étant une ligne
droite que l’on peut par conféquent mefurer, la
circonférence qui auroit unrapport connu avec le
diamètre, auroit dès-lors une mefure commune
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avec lui , & feroit par çonféquent mefurable ;
mais le rapport entre la circonférence & le dia¬
mètre du cercle eft inconnu . Archimède a prouvé
que ce rapport étoit plus grand que celui de 11:7,
& qu'il etoit plus petit que celui de 12 : 7. De¬
puis Archimède , Métius a prouvé que ce rapport
étoit un peu plus petit que celui de 355 : 113; &
ce rapport eft un des plus exacts que l'on puifte
employer dans la pratique . Pour plus grande
commodité nous nous fervirons du rapport de
22 à 7 , lequel eft fuffifant dans l’ufage & la pra¬
tique , qui n'exige point une une fi grande pré-
cifion.

CHAPITRE III.

Du Rapport des Surfaces.
I*.T Es furfaces , de même que les lignes , ont

I i un rapport entr 'elles3 ilya cette différence,
que le rapport , oularaifon qui eft entre les lignes,
eft fimple , parce qu 'elles n'ont qu’une dimen-
fion 3au lieu que le rapport des furfaces eft.com-
pofé , parce qu 'elles réfultent du produit de deux
dimenfions.

IP. Le rapport des furfaces eft, ou un rapport
Amplement compofé , ou un rapport doublé 3il
eft Amplement -compofé , lorfque les furfaces ne
font point femblables 3 il eft rapport doublé ,
iorfqu ’elles font femblables . Nous allons parler
i °. du rapport qu 'ont entr 'elles les furfaces 3
2°. des conféquences qui réfultent du rapport
des furfaces,

ARTICLE I.
Du Rapport gu ont entr elles les Surfaces.

Théorêmb I.
497, Les Parallélogrammes font entr eux en raifon

compofée
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tompofée de la raifort de leurs bafes & de celle de Leurs
hauteurs.

Démonst . Chaque parallélogramme eft égal
au produit de Gt baie par fa hauteur (471) : donc
les parallélogrammes font entr ’eux comme les
produits de leurs bafes par leurs hauteurs •, or
les produits (181) font en raifon compofee des
raifons de leurs racines , qui font ici la bafc ôc
la hauteur de chaque parallélogramme : donc,
&c.

Si l’on appelle les parallélogrammes P , p,  les
hauteurs A , a, les baies B , lq on aura , comme
nous l’avons prouvé (471) , P = AB , 6c p = ab  ;
donc P :p :: AB : ab, ou , ce qui revient au même,.
P AB ,
- == —r : or en aura évidemment
p ab

P AB AxB A B.
p ab a X. b a h'

AB
où l’on voit que ia raifon qui eft celle des pa¬
rallélogrammes P,p , eft compofée des raifons

B a
& j,  qui font celles de leurs hauteurs & de leurs
bafes.

Corollaire I.
498. Les triangles font en raifon compofée de

«elles de leurs baies 6c de leurs hauteurs ; car ils
font les moitiés (477) de parallélogrammes de-
même bafe & de meme hauteur qu’eux ; or les
moitiés font en même raifon que les tous ;
donc , & c,

Corollaire IL
499, Les polygones réguliers font entr ’eux en

raifon compofee de celle de leurs rayons droits „
6c de celle de leurs périmètres; car chaque poly¬
gone régulier eft égal au produit de fon rayon
droit par fon demi-périmètre (482) .: donc deux
polygones réguliers font entr ’eux comme les pto-
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duirs de leurs rayons droits par leurs périmètres ;
or les produits font enraifon compofée de celles
de leurs racines : donc , & c.

Corollaire . III,
500. Deux cercles font en rail'on compofée de

leurs rayons & de leurs circonférences , ce qui fe
fu'ouve de la même maniéré que pour les parai-élogrammes , les triangles & les polygones.

, Corollaire I V.
yoi . Engénéral deuxfurfaces font toujours en-

tr ’elles en raifon compofée de celles de leurs di~
jnenfions , de la multiplication defquelles elles ré-
fultent.

Ces dirnenfions de la multiplication defquelles
péfultent les furfaces , s’appellent racines, produi-
fans , dimenji07is homologues des lurfaces.

Corollaire V.
502. Si les furfaces ont une racine commune,

ou une dimenfion qui foit égale de part &cd’autre,
elles feront entr 'elles comme leurs dirnenfions
inégales , c’eft-à-dire,

I". Si deux parallélogrammes ont même hau¬
teur, , ils feront entr ’eux comme leurs bafes ; car
on a P : p :: AB : ab or par l’hypothèfe K — a,
donc en fubftituant l’unité à la place de A & a ,
on aura P : p :: B : b.

Ii °. S’ils ont meme bafe , ils font entr ’eux com¬
me leurs hauteurs ; car P ■■p :: AB ; ab\ or par
l’hypothefe B= £: donc on aura P : p :: A : a.

Corollaire V I.
503, Si les dirnenfions d’une furface font réci¬

proques ,aux dirnenfions homologues d’une autre
furface , les deux furfaces feront égales;par ex :
fi la hauteur & la bafe d’un parallélogramme font
réciproques à la hauteur & à la bafe d’un autre pa¬
rallélogramme , les deux parallélogrammes feront
égaux; car parl ’hypothèfe A : a :: b : B : doncon
aura AB= üè; or P ; p :: AB : ab : donc on aura
P 'FV,
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Théorème IL '•

504. Deux parallélogrammes Semblables font en rai-
fon doublée de la raifon de leurs bafes & de celle de leurs
hauteurs.

Démonst . Les parallélogrammesfont en rai¬
fon compofée de celles de leurs bafes & de leurs
hauteurs : donc h la raifon des bafes efl égale 4
celle des hauteurs, cette raifon compofée de¬
viendra doublée ; or quand les parallélogrammes
font femblables , la raifon des bafes eit égale à
celle des hauteurs; car dans les parallélogrammes
femblables les bafes font proportionnelles aux
hauteurs, ou A ; a :: B : b : donc , &c.

Corollaire I . .
J05. Les parallélogrammes femblables font en-

tr ’eux comme les quarrés de leurs hauteurs , ou
comme les quarrés de leurs bafes, ou en général
comme les quarrés de leurs côtés homologues ,
c’efl-à-dire , que l’on aura P :p :: AA :au, ou bien
P -p :: BB -bb.  Car ils font entr ’eux en raifon dou¬
blée de la raifon de leurs bafes & de celle de leurs
hauteurs : or une raifon doublée ell égale (181) à
celle qu ’ont entr ’eux les quarrés des termes de
l’une ou de l’autre raifon compofante : donc ,& c.

C 'efi pourquoi , lorfque les parallélogrammes
font femblables , on a toujours la proportion¬nalité

P -p :: AB : ab :: AA : aa :: BB : bb.
Corollaire 11,

506. Les triangles femblables font en raifon
doublée de celles de leurs bafes & de leurs hau¬
teurs : ils font auffi entr ’eux comme les quarrés
de leurs bafes , ou comme les quarrés de leurs
hauteurs , ou en général comme les quarrés de
leurs côtés homologues . Car les triangles fem¬
blables font les moitiés de parallélogrammes
femblables ; or les moitiés , de en général les
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parties femblables font entr ’elles comme les tous :
donc , Sec.

Théorème III,
J07. Les Polygones réguliers femblables font entrp

fux en raifon doublée de celle fie leurs périmètres , ou
circonférences , Ù de celle de leurs rayons droits.

Démonst . Les polygones réguliers font entre
eux (499) en raifon compofée de leurs périmètres
& de leurs rayons droits ; or quand les polygones
réguliers font femblables , cette raifon compofée
devient doublée ; car dans les figures femblables
les dimenfions homologues font proportionnel¬
les : donc , & c,

Corollaire I.
jo8 .Lespolygonesréguliersfetnb !ables, i °. font

entr ’eux comme les quarrés de leurs périmètres,
ou comme les quarrés de leurs rayons droits ,
ou comme les quarrés de leurs rayons obliques ;
2°. font entr ’eux comme les quarrés de leurs côtés
homologues ; 3". en général les polygones régu¬
liers femblables font entr ’eux comme les quarrés
des lignes feniblablement tirées dans les poly¬
gones.

Corollaire ï I,
509. Les furfaces des cercles font entr ’clles

comme les quarrés de leurs diamètres , ou com¬
me les quarrés de leurs rayons ; car les cercles
font des polygones infinitaires femblables , aux¬
quels convient tout ce que nous venons de dire
des polygones finis.

Corollaire III.
510. En général toutes les furfaces femblables

font entr ’elies,non -feulement comme les quarrés
faits fur les côtés homologues , mais aulli comme
les figures quelconques femblables conftruites
fur les côtés homologues , ou fur des lignes quel¬
conques femblablement tirées dans les furfaces
femblables ; car les figures femblables quelcon¬
ques , conftruites fur les côtés homologues , font
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entr ’elles comme les quarrés faits fur ces mêmes
côtés homologues.

Corollaire I  F ".
j 11. Réciproquement les qdarrés des côtés ho-'

■moîoguës, ou en général les figures quelconques
femblables , conftruites fur les côtés homolo¬
gués j font entr ’elles comme les furfaces fembla¬
bles auxquelles appartiennent ces côtés homolo¬
gues. Car c’ëfl une même chofe de dire que les
furfaces femblables font comme les quarrés des
côtés homologues , ou que les quarrés des côtés
homologues font entr ’eux , comme les furfaces
femblables ellesunêmes.

ARTICLE  II.
Des Conféquences qui réfultent du Rapport

des Surfaces.
ThÉORÈMêI.

^11 .Le Triangle équilatéral circortfcrit du cercle efl
quadruple du Triangle équilatéral infcrit au même cer¬
cle ( fig . 104 . ) .

Démonst. Les furfaces de ces triangles font
(506)entr ’elles comme les quarrés de leurs rayons
droits : or les rayons droits de ces triangles font
comme 1 & z , parce que CA efl double de CB
(qzé) : donc les furfaces font comme 1 8c 4.

Théorème II.
J13. Dans un Triangle reEiangle le Quarrc fait fut

rhypothénufeeft égal a la fomme des Quarrés faits fur
les deux autres côtés ( fig . JOf . ).

Démonst . Ayant abbaiffé la perpendiculaire
GO du fommet de l’angle droit , on a trois trian¬
gles AGB, AGO , OGB , reétangles & fembla¬
bles , comme nous l’avons prouvé (44.4) , 8c qui
ont pour hypothénufes les trois côtés du grand
triangle. Or les quarrés faits fur les trois hypothé¬
nufes font entr ’eux comme les trois triangles fem¬
blables (511) ; mais le grand triangle AGB efl égal
à la fomme des deux autres AGO -f- OGB : donc
le quarré fait fur Lhypothénufe AB du grand
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triang ]e eft égalà la fomme des quarrés faits fur les
deux autres hypothénufes AG & GB , lefquelles
font côtés du triangle rectangle AGB :donc , & c.

Corollaire I.
514. Si l’on nomme a l’hypothénufe AB , b le

côté AG , cle côté GB, i’expfelEon du quarré fait
fur l’hypothénufe fera aa = bb -f -cc: celle de l’hy¬
pothénufe AB fera a = ; celle du côté GB
fe ra c — y/ , & celle du côté AG fera t =
V7an-cc.

Corollaire 11.
515. Lor fque dans les cxprefllons a ~ y/ïb~ }

c — \Jna - iTb̂ b — y/a ^ â,  la fomme ou la diffé¬
rence des quarrés , qui eft fous ie ligne radical,
fera un quarré parfait ; on pourra toujours dans
un triangle reétangle dont on connoït déjà deux
côtés , connoître le troifiéme , par ex : fuppofant
que les deux côtés connus font 3 & 4 , leurs quar¬
rés feront 9 & 16, dont la fomme 23fera le quarré
de l’hypothénufe , & la racine 5 fera l’hypothé-nufe elle-même.

Corollaire III.
31 6.  Mais lorfque dans les expreflîons a =

V bb+a 3&• c . la fomme ou la différence des quar¬
rés qui eft fous le figne radical , n’eft pas un quarré
parfait ; alors connoiflant deuxcôtés dans le trian¬
gle reétangle , on ne pourra pas pourcela connoî¬
tre le troifiéme ; par ex : fuppofant que les deux
côtés connus font 2 & 3, en ajoutant leurs quar¬
rés 4 & 9 , on aura 13 pour le quarré de l’hypo-
thénufe ; or le nombre 13n’étant un point quarré
parfair, n’apoint de racine quarrée ;l’hypothénufe
ne peut donc être exprimée numériquement , ou
par un nombre ; mais feulement par y/ïj.

Corollaire I V,
517. Ces cxp'reflions V 13, V1 , V 35& autres

femblables , font ce qu’on appelle quantités in-
commenfurabhs , quantités irrationnelles , racines

fourdes, parce quelles ne peuvent être exprimées
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par aucun nombre poïïible ; ces quantités y/ 13,
y'3", &c. expriment donc toujours en Géométrie
le côté d’un triangle rectangle , qui efl: incom-
menfurable avec les deux autres.

Corollaire V.
j 18. Si dans un cercle on mene aux extrémités

du diamètre deux cordes qui faffent avec le dia¬
mètre un triangle reétangle (fig. 109. ) , connoif-
fant le diamètre & une des cordes , il fera aifé pat
l’application du théorème précédent de détermi¬
ner la valeur précife de l’autre corde , lorfqu ’elle
fera commeni urable avec le diamètre ; ou fa va¬
leur approchée , lorfqu ’elle fera incommenfura-
ble avec le diamètre ; 8c  c ’cft par ce moyen que
les Géomètres déterminent la valeur de toutes les
cordes dü cercle , depuis celle qui foutient l’arc
d’un degré , jufqu ’à celle qui foutient l’arc de 90
degrés.

Corollaire V I.
519.La diagonale du quarré efl incommenfura?

ible avec le côté . Car la diagonale du quarré 'efl
toujours l’hypothénufe d’un triangle reétangle
CAD (fig. 106. ) : donc on a ÏD == Àïv4 - ôd7 5
mais le triangle CAD étant ifocele , on a CD =A
AD , & par conféquent clf = : donc on aura
Xc7= cd *+ âd *== 2CD7 : or la quantité îcd 7n ’eft
pas un quarré parfait : s’il l’étoit , on pourroic
trouver la valeur de C , ce qui efl impof-
fible , à caufe du nombre 2 qui n’a point de
racine quarrée ; car y/  2n’eft pas commenfurable :
donc la diagonale , 8c c.

Corollaire VII.
y20. Une figure quelconque faite fur l’hypo-

thénufe efl égale à la fomme des figures fembla-
bles conftruites fur les côtés . Cela fuit évidem¬
ment du théorème précédent 5 car ces figures
étant femblables , font entr ’elles (qo ) comme les
.quartés faits fur leurs côtés homologues , lefquels
côtés homologues font les côtés du triangle rec-

K 4
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tangîe : or le .quarré confirait fur Phypothénufe
eft égal à la fomme des quarrés conftruits fur les
côtés : donc , & c.

Corollaire VIII.
J2i.  Si fur les côtés d’un triangle reétangle&

ifoçele on confiant des demi-cercles , comme on
voit (fig  108 .), & que du fomrnet de l’angle droit
on abbaifteune perpendiculaire , les deux lunules
AODG , AEBF terminées par les demi-circonfé¬
rences , feront chacune égales aux triangles cor-
relpondans CAD , CAB.

Car le demi-cercle BEAOD confhuit fur Fhy-
pothénufe BD eft égal (y20) à la fomme des demi-
cercles conftruits fur les côtés AB, AD : or ces
deux demi-cercles conftruits fur les côtés font
égaux entr ’eux , parce que leurs diamètres AB,
AD font fuppofés égaux : donc chacun de ces
petits demi-cercles eft égal à la moitié du grand
demi-cercle BEAOD : donc on aura DAGD = >
CAOD , & retranchant la portion commune
DAOD , on aura la lunule DOAGD = CAD,
triangle correfpondant à la lunule.

Ces lunules s’appellent les Lunulesd'ïîypocrate,
parce que c’eft lui qui le premier ait évalué la fur-
face de ces lunules , en découvrant qu’elles étoiend
égales chacune à un triangle.

SECTION III.
Des Solides .

I°.T TN point qui fe meut, décrit une ligne:une
vJ ligne en fe mouvant décrit unçfurface: une

furface qui fe meut décrit un Joli de.
II ". Lorfqu ’une furface plane , ou un plan fe

meut pour décrire un folide , les lignes qui ter¬
minent le plan , décrivent la furface du l'olide,
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& l’intérieur ou la furface du plan donne la
folidité.

III 0. Un folide efl terminé par des Excès& des
angles folides .-On appelle angle folide un efpace
folide terminé en pointe par le concours de plu-
fleurs angles plans ; telle eft la pointe d’une pyra¬
mide , tels font les coins d’un dez à jouer . 11 faut
au moins trois angles plans pour former un an¬
gle folide ; car deux plans feulement ne peuvent
pas renfermer un efpace , de façon à terminer un
folide.

IV°. Le folide peut être confidéré fous deux
points de vue diftêrens , ou comme corps -figuré,
ou comme corps folide. On le regarde comme
corps figuré , lorfqu ’on l’en viiage par rapport aux
furfaces planes 8c  aux angles folides qui termi¬
nent fon volume : on le confidëre comme corps
folide , lorfqu ’on le regardé comme un volume
réfukant de trois dimenflons , lequel eft fufcep-
tible d’évaluation , de mefnre & decomparâifon.
Nous allons erivifager les folides fous ces deux
points de vue différens.

sa

CHAPITRE I.

Des ' Solides confidérés comme Corps figurés.
1°. N appelle corps figurés, des corps ou foli-

V / des terminés par des angles folides & des
furfaces planes. Les corps figurés font dans la
claffe des folides , ce que les polygones font dans
la claffe des figures.

II0. Un diftingue deux fortes de corps figurés,
comme on diftingue deux fortes de polygones ;
Ravoir , des réguliers& des irréguliers. Les corps
réguliers font ceux dont toutes les faces planer
fiant égales entr’elles& tous les angles folides font
égaux entr’eux.- On appelle au contraire corps
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irréguliers , ceux dont -, ou toutes les faces ne
font point égales , ou tous les angles folides ne
font point égaux.

III e. On conçoit que les corps figurés fe peu¬
vent former de deux maniérés , ou en faifant
mouvoir une furface que Ton fuppofe laiffer des
traces par tout où elle paffe ; ou en joignant des
furfaces planes par leurs angles pour former des
angles folides : la première fe fait par le mouve¬
ment d’un plan ; la fécondé par l’affortiment
des plans.

ARTICLE  I.
Formation des Corps figurés par le mouvement

d’un Plan.
Hypothèse  I.

511. Concevez que le plan EFGH (fig.  11G)
monte parallèlement à lui-meme le long de la
ligne EA , enforte que le point E parcoure fuccef-
fivement tous les points de la ligne EA , & que
ce plan laiffe des traces par tout où il paffe : il eft
évident qu ’il en réfultera le corps AG , que l’on
appelle en général Prifme.

DÉFINITIONS.
I.

523. Un prifme eft un corps qui dans toute la
longueur à une égale groffeur , qui eft entouré de
faces qui font des parallélogrammes , & eft com¬
pris fous deux bafes , l’une fupérieure ABDC , &
l’autre inférieure EFGH , qui font des figures
parallèles ; femblables & égales.

524. Si leplan générateur effun parallélogram¬
me , alors le prifme eft appellé Paralléiipipcde. Si
le plan générateur eft un parallélogramme rectan¬
gle , & fi la ligne AE eit perpendiculaire à labafe,
alors le parallélipipede s’appelle Parallélipipede
rectangle {fig.  121. ). Si le plan générateur eit un'
quatre , ik qu ’il s’élève à une hauteur égale an
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côté du qunrré , alors il s’appelle Cube  ou Exae-
dre,  ( fig . 116 . ) . j j j

525. De plus , le prifme s’appelle triangulaire,
quadr angulaire , pentagonal , exagonal, &c . félon que
le plan générateur éil un Triangle, un Rectangle,
Un Pentagone, un Exagone, &c.

! V.
tid . Une ligne tirée du centre de la bafe fupé-

rieure ai],centre de la bafe inférieure , s’appelle
VAxe  du prifme . Une ligne tirée d’un des angles
du prifme perpendiculairement fur la bafe (pro¬
longée , s’il le faut )s’appelle la Hauteur  du prifme.

517. Un prifme cft  appelle droit,  lorfque fou
axe eft perpendiculaire aux bafes , & alors l’axe
n’eft pas distingué de la hauteur ; il eft appellé
oblique , lorfque l’axe n ’eft pas perpendiculaire
aux bafes , & alors l’axe eft diftingué de la hau¬teur.

V I.
528. Si le plan générateur eft un polygone d’un

nombre infinide côtés , ou eft un cercle , alors lé
prifme deviendra un prifme infinitaire,  ou Un cy¬
lindre , (fig.  123 . ). Le cylindre peut donc être
regardé comme un prifme entouré de Uces qui
font des parallélogrammes d’une largeur infini¬
ment petice.

Corollaire I.
529. Dans l’hypothèfe que nous venons de

faire , on peut regarder les traces que laiffe le
plan générateur , en montant parallèlement à lui-
même pour former le prifme , comme étant elles-
mêmes autant de petits prifmes élémentaires
d ’une hauteur infiniment petite : c’eit pourquoi

1° On peut regarder le prifme comme un com-
pofé d’une infinité de prifmes qui n’ont qu ’une
hauteur infiniment petite , & qui font pofés les
uns fur les autres . Les prifmes élémentaires peu-K 6
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vent au (Tl être regardés comme des tranches , ou
comme des plans femblables & égaux d'une épaif.
feur infiniment petite.

IF . On peur dire la même chofe du patalléllpi-
pede.

III '’. Le cylindre peut être regardé comme ré-
fultant de la fomme d’une infinité de petits cylin¬
dres d’une hauteur infiniment petite Sc  pofés les
uns fur les autres . Ces petits cylindres élémen¬
taires peuvent auffi être regardés comme des cer¬
cles , ou des plans circulaires égaux , & d’une
épaiffeur infiniment petite.

Corollaire 11.

530.-Comme toute figure régulière peut être
infcrite ou circcnfcrite à un cercle , de même
tout prifme ( dont les bafes feront fuppofées
régulières ), peut être infcrit ou circonferit à un
cylindre : or

1°. De deux ou plufieurs prilmes circonfcritsà
un même cylindre , celui dont la bafe aura plus
de côtés , fera plus petit : car plus la bafe du prif¬
me aura de côtés , plus elle approchera du cer¬
cle (422) qui eft la bafe du cylindre , & par con-
féquent plus aulTi le prifme approchera du cylin¬
dre qui eft toujours plus petit qu’aucun des prif-
mes circonfcrits.

IF . De deux ou plufieurs prifmes inferits à un
meme cylindre , celui dont la bafe aura plus de
côtés , fera le plus grand . La preuve en eft évidente
après ce que nous venons de dire-

Hypothèse IL

53x. Si le plan générateur qui’monte parallèle¬
ment à lui-même , eft un polygone fini , dont cha¬
que côté pendant le mouvement , décroüfe tou¬
jours uniformément , jufq.u’à ce qu’il devienne
nul , ou = o ;alors le folide fe terminera en pointe,
&C s’appelle Pyramide3 (fig.  113. ).
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DÉFINITIONS.

I.
^3ï . La pyramide eft donc un folide terminé

d’une part paruncÆa/è , & de l'autre pa.runPoint- y
& environné de faces qui font des triangles dont
les Commets fe réunifient tous en un même point,
que l’on appelle Sommet de la pyramide.

J3 3. La pyramide s’appelle tronquée, lorfqu ’on
en a retranché le Commet, ou lorfque faifant paf-
fer par une des faces de la pyramide un plan pa¬
rallèlement à la bafe , on en aretranché unepetite
pyramide , {fig.  124. ),

554.Lapyramides ’appelle triangulaire, quadrant
gulaire , pentagonale , 8cc. félon que le plan généra¬
teur eflun Triangle, un Quarré, un Pentagone, Sic.
Dans chacune de ces pyramides , la ligne tirée du
Commet au centre de la bafe , (que nous fuppo-
fons être un polygone régulier , ) s’appelle l’Axe
de la pyramide. i v.

255. La pyramide eft appellée droite, lorfque
fon axe efl perpendiculaire fur la bafe , & elle efl
appellée oblique, lorfque cet axe eft oblique fur la
bafe. Elle efl; appellée régulière, lorfqu ’elle efl
droite , & que la bafe eft un polygone régulier.

y36. Une ligne tirée dufommet de la pyramide
perpendiculairement fur la bafe , (prolongée , s’il
le faut, ) s’appelle la Hauteur de la pyramide . Si la
pyramide eft droite , & fi la bafe eft un polygone
régulier , une ligne tirée du Commet de la pyrami¬
de perpendiculairement fur un des côtes de la
bafe , s’appelle l’Apothème de la pyramide.

y57. Si le plan générateur eft un cercle dont la
circonférence décroiffeuniformément , àmefure
•quelle monte parallèlement à elle-même , alors la

r É
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pyramide devient une pyramide infinitaire, ou un
Cône  ( fig. no . ) ; le cône peut donc être regardécomme une pyramide entourrée de faces quifont des triangles d'une bafe infiniment petite.V 1 L

538. Le cône , de même que la pyramide , à fa
Hauteur , fon Axe , fon Apothème : il eft appelle
droit , lorfquefon axe eft perpendiculaire fur labafe ; il eft appellé oblique, lorfque cet axe eft
oblique fur la bafe ; & il eft appellé tronqué, lorf-qu 'on en a retranché le fommet.

Corollaire I.
539. Dans l’hypothèfe que nous venons de fai¬re , on peut regarder les traces que laiïïe le plan

générateur , comme autant de plans polygonesqui ont une épailfeur infiniment petite , (k  fontpôles les uns fur les autres : c'eft pourquoi1°. La pyramide peut erre regardée comme
compofée d’élémens qui foiçnt des plans polygo¬nes d'une épaifieur infiniment petite , & dont les
côtés décroiflent uniformément depuis la bafe
jufqu ’au femmet de la pyramide , ou ils devien¬nent nuis , ou = o.

IP .Le cône peut être regardé comme compofé é
de plufieurs cerclespofés les uns fur les autres , &dont les circonférences décroiflerit uniformé -,.
ment depuis labafe ju (qu 'au fommet du cône , ouelles de viennent nulies , ou = o.

Corollaire 11.
y40. Comme tout prifme , dont les bafes font

fuppolees régulières , peut être inferitou circonf-crit à un cylindre de même hauteur que lui ; de
même toute pyramide donr la bafe fera une figurerégulière , pourra être inferite ou circonfcrite à
un cône de même hauteur qu 'elle : or1°. De deux ou plufieurs pyramides circonfcri-
tes à un même cône , celle-là approchera plus ducône & fera plus petite , dont la bafe aura plus
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de côtés , ce qui eft évident après ce que nous
avons dit du prifme circonfcrit au cylindre.

II". Pareillement de deux ou plufieurs pyrami¬
des infcrites à un même cône , celle-là appro¬
chera plus du cône & fera plus grande , dont la-
bafe aura plus de côtés.

Hytothèse III.
441. Concevez qu’un polygone :par ex LABIF,

&c . (fig. 126. ) tourne autour d’un diamètre IL,
ou d’une diagonale quelconque menée d’un des
angles du polygone à l’angle oppofé yce polygone
dans fa révolution formera un folide , que l’on ap¬
pelle en général Sphéroïde, lequel reçoit différons
noms félon l’efpéce du plan ou polygne généra¬
teur.

DÉFINITIONS.
I.

542. Si le plan générateur eft un quarré , ou un
lozange qui tourne autour d’une defes diagonales
prife comme axe du mouvement , le fphéroïde
qui fera formé par cette révolution , s’appelle
fufeau.

ï L
Ï4 3. Si le plan générateur eft un pentagone ré¬

gulier , qui foit fuppofé tourner autour d’un dia¬
mètre mené d’un des angles du polygone perpen¬
diculairement fur le côté opoofé , le folide formé
par cette révolution , s’appelle fphéroïde pentagonal.

444. En général le fphéroïde s’appellera penta¬
gonal j exagonal , décagonal , &c . félon que leplan,
générateur fera un pentagone, un cxagone, un dé¬
cagone, & c. régulier.

I V.
f45. Si le plan générateur eft un polygone d’uiï

nombre infini de côrés, ou eft un cercle {fig. 127.)'
que l’onfuppofe tourner autour d’un de fes dia->
métrés IS , alors le fphéroïde .décrit fera un fphé-
roïck ,infini taire , oïl une fphere, ■
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Corollaire I.

546. On peut regarder le fphéroïde comme'
compofé de plufieürs tranches pofées les unes fur
les autres , lefqüels font ou des cylindres , ou des:
cônes tronqués , ou des cônes.

Corollaire 11.

y47. De ce que fout polygone régulier peut
être inferit ou cirçonfcrit à un cercle , il s’enfuit
que tout fphéroïde dont le plan générateur
fera un polygone régulier pourra être inferit ou
circonferit à une fphére : or

1°. De deux ou plufieürs fphéroïdes circonf-
crits à une même fphére , celui dont le polygone
générateur aura plus de côtés , fera le plus petit ;
car fi l’on conçoit plufieurs polygones chconfcrits
à un même cercle , & qu ’on lés fade tourner au¬
tour d’un diamètre commun pour former la
fphére 8c les fphéroïdes , il eft évident que lé po¬
lygone qui aura le plus de côtés approchera le
plus du cercle , & fera le plus petit (412) ; par
conféquent le fphéroïde décrit par le polygone
d ’un plus grand nombre de côtés approchera le
plus de la fphére , & fera le plus petit , puifque
la fphére eft plus petite qu’aucun d'es fphéroïdescirconfcrits.

II”. Par une raifon contraire de tous les fphé¬
roïdes inscrits à une même fphére , celui dont le
polygone générateur aura plus de côtés , fera le
plus grand , parce qu’il approchera le plus de la
fphére , laquelle eft plus grande qu’aucun des>
fphéroïdes qui lui font inferits.

Remarque.
548. Le mouvement de révolution dont nous

•venons de faire ufage dans cette hypothèfe , fert
en général à faire concevoir la formation de tous
Jes corps circulaires.
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ARTICLE II.

Formation des Corps figurés par l 'ajfortimetU des Plans .
Hypothèse.

549. Si l’on joint enfemble des furfaces planes
par leurs angles pour former des angles folides v8c
ii l’on renferme un efpace ou un volume fous ces
furfaces , on repréfentera des folides que I’qh  ap¬
pelle polyèdres, lefqucls prennent différens noms
fuivant le nombre & l’efpéce des furfaces que
l’on aura fait concourir.

Il eil  à propos de former foi-même ces différent-
polyèdres avec du cartoh.

DÉFINITIONS.
I.

550. Si vous afiortifiez quatre triangles égaux &
équilatéraux par leurs angles , vous renfermerez
par cet affortiment un efpace ou un volume , 8c
vous aurez un polyèdre , que l’on appelle Tétraè¬
dre ( fig. 114. ).

yyi . Si vous joignez de la même maniéré huit
triangles égaux & équilatéraux , cetaffortillement
repréfentera un polyèdre , que l’on appelle Ociae-
dre {fig.  1IJ . ).

III.
552. Si vous réunifiez enfemble vingt triangles

égaux & équilatéraux , il en réfultera un polyèdre,
que l’on appelle Icojdedre{fig. 117. ),

I V.
553. Si, au lieu de triangles , vous prenez des

quarrés , & fi vous afiortifiez enfemble , & de la
maniéré ci-defius , ûx quarrés égaux , vous aurez
un polyèdre que l’on appelle Éxaedre ou Cube  ,
{fig. 116. ).

V.
554 ' Si , au lieu de quarrés , vous prenez des

rectangles , & fl vous entourez un espace avec ces
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rectangles , de façon que ceux qui feront oppofés,foient égaux-, fl de plus vous donnez à cette en¬veloppe des bàfes qui foient des polygones paral¬lèles , femblables & égaux , il en réfultera un po¬lyèdre , que l’on appelle en général Prifme, (fig,121 , 122 6131 ).

IV.
yyy, Si , au lieu de rectangles , vous prenez despentagones , & fi vousafibrtifiez enfemble douzepentagones réguliers & égaux , de maniéré à for¬mer des angles folides , vous aurez un polyèdre,que l’on appelle Dodécaèdre(fig. 119. ).

Corollaire I.
î) 6. Si , du fommet de chaque angle du polyè¬dre , on Atppofe des lignes menées dans l’intérieur

dupolyedre , de façon qu’elles fe rencontrent tou¬tes en un même point , ces lignes partageront lepolyèdre en plufieurs pyramides , dont les fonr-mets fe réuniront en un point commun , que l’on
appelle le centre du polyèdre : d’où il fuit1°. Que le polyèdre peut être regardé commecompofé de pyramides ,-dont les fommets fe réu¬nifient au centre du polyèdre , & dont les bafesfont appuyées fur les faces du polyèdre.IP . Que lafphére peut être regardée comme un
polyèdre régulier , compofée d’une infinité de py¬ramides toutes égales , dont les fommets fe réu¬nifient au centre de la fphére , & dont les baiesfont appuyées fur les faces infiniment petites dupolyèdre infinitaire , ou de la fphére.

Corollaire 11.
557, Comme toute fi gure régulière peut être inf-crite ou circonfcrite à un cercle , de même tout

polyèdre régulier pourra être infcrit ou circonf-crit à une fphére de même diamètre : or1°.De deux ou plufieurs polyedresinfcrits aunemême fphére , le plus grand fera celui qui aura un
plias grand nombre de faces , parce qu’il appro-
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chera plus de la fphére , laquelle eft plus grande
qu 'aucun des polyèdres infcrits.

II0. Au contraire , de tous les polyèdres circonf-
crits à une même fphére , le plus petit fera celui
qui aura un plus grand nombre de faces , parce
que plus le polyèdre aura de faces , plus il appro¬
chera de la fphére , laquelle eft plus petite qu ’au¬
cun des polyèdres circonfcrits.

Remarque I.
yy8. Enprenant des exagones, & en général des

polygones au défais de l’exagone ; on ne peut plus
former aucune efpéce de polyèdres par l’aiTortif-
fernent des plans.

Remarque 11 . ,
yyo. En affortiffant des lignes égales par leurs

extrémités , vous pouvez toujours former des po¬
lygones réguliers : ainfi tous les polygones depuis
lé plus fimple , qui eft le triangle, jufqu ’au plus
compofé , qui eft le cercle, peu vent être réguliers ;
mais il n’en eft pas de même des corps figurés , &
nous allons voir qu ’entre tous les corps figurés
depuis le plus fimple , qui eft le tétraèdre, jufqu ’au
plus compofé , qui eft la fphére, il ne peut y avoir
que cinq fortes de corps réguliers . Nous enten¬
dons par corps réguliers , ceux-là feulement dont
la régularité eft parfaite , c’eft-à-dire dont tous les
angles folides font égaux entr ’eux , & toutes les
faces font égales entr ’elles.

L E M m F. I.
560. Lorfquun Angle foliée A (fig. 112.) eft formé

par trois angles plans DAC , DAB , BAC , deux de
ces angles, quels qu'ils foient , font plus grands que le
troifiéme.

Démonst . L’angle plan BAC eft plus petit que
la fournie des angles plans BAD -f- DAC ; car en¬
tre les extrémités AB, AC , aucune furface n’eft
plus petite que le plan BAC : donc le plan BAC
eft plus petit que le plan anguleux BAD + DAC ;
de même qu ’une ligne droite eft plus courte que la
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ligne anguleufe comprife entre les mêmes points*

L E M M E II.
$6 1. Tous les Angles plans qui peuvent former un

Angle folidc , pris cufcmbles font plus petits que quatre
angles droits ( fig . 113. ).

Démonst . Soir une pyramide pentagonale
dont la baie BFEDC foit divifée en cinq trian¬
gles , dont les fommets fe.réunifient au point G.
Cela pofé , la furface convexe de la pyramide cil
compofée de cinq triangles , dans chacun def-
qaels la fomme des angles vaut 180 degrés :•
pareillement la bafe de la pyramide eft compofée
de cinq triangles , dans chacun defquels la fom¬
me des angles vaut 180 degrés ; donc la fomme
des angles des cinq premiers triangles eil égale à
la fomme des angles des cinq derniers triangles*
Mais les angles fur les bafes des cinq premiers
triangles qui font les faces triangulaires , font
plus grands c[ue les angles fur la bafe des cinq
autres triangles , ou que les angles à la circonfé»
rence du pentagone . Car par la propofition pré*
cédente , a caufe de l’angle fonde, par ex:  C , 011
aura les angles ACB -f-ÂCD plus grands que
BCD : donc les angles au fommet A de la pyra¬
mide font moindres que les angles formés autour
du point G du pentagone ; or les angles autour
du point G valent quatre angles droits : donc la
fomme des angles formés autour du fommet A
vaut moins que quatre angles droits.Théorème  I.

562. Il riy a que cinq efvcces de corps réguliers qui
puijfent être formés par 1‘ajfortiment des furfaces planes
de même efpéce, ff avoir ; le  Tétraedre , AOctaedre ,
é’Icofaedre , /’Exaedre , & le  Dodécaèdre.

Démonst . Pour former Un polyèdre en joi¬
gnant des furfaces planes , il eft néceflaite que
ces furfaces réunies par leurs angles puiffent for¬
mer un angle folide , qui eft moindre que }6o
degrés.
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Or 1°. trois angles de triangles égaux & équi¬

latéraux peuvent former un angle folide ; car
chaque angle du triangle équilatéral étant de
60 degrés 3 trois de ces angles font 3 x 60= 180
degrés , ce qui eil moindre que 360 degrés ou
quatre angles droits : donc en afibrtiffant quatre
triangles égaux & équilatéraux , on formera des
angles folides tels que font ceux du Tétraèdre.

Ïl °. Quatre angles de ces mêmes triangles peu¬
vent encore former un angle folide : car quatre
de ces angles font 4 x 60 = 240 degrés , ce qui eft
moindre que quatre angles droits ; or l'angle fo¬
lide de YOiïaedre  efi formé par quatre angles de
triangles égaux & équilatéraux.

111°. Cinq angles de ces mêmes triangles peu¬
vent encore former un angle folide , car 3 x 60
= 300 degrés ; ce qui cil moindre que 360 degrés
ou quatre angles droits : or l’angle de l’Icofaedre
eft formé par cinq angles de triangles égaux &
équilatéraux.

Mais ûx angles de triangles équilatéraux nç
peuvent plus former un angle folide ; car 6 x 60
•= 360 degrés ou quatre angles droits : c’eft pour¬
quoi il ne peut y avoir que trois efpéces de po¬
lyèdres réguliers formés par f alîortiment de trian¬
gles égaux & équilatéraux.

1V°. Trois angles de quarré peuvent faire un
angle folide : car l’angle du quarré étant de 90
degrés , trois de ces angles font 3x90 = 270 de¬
grés , moindres que 360 degrés ou quatre angles
droits : or l’angle du cube  ou de Yexaedre, eit corn-
pofé de trois angles de quarré.

Mais quatre angles de quarré font 4x90 =*
360  degrés, & 11e peuvent par conféquent former
un angle folide ; c’eft pourquoi on ne peut for¬
mer avec des quarrés d’autre folide que le cube.

V°. Trois angles de pentagones réguliers peu¬
vent aulïi former un angle folide : car l’angle du
pentagone régulier étant de 108 degrés , trois de
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ces angles feront 3 x 10S degrés = 324 degrés,

.ce qui eft moindre que quatre angles droits : dr
chaque angle du Dodécaèdre eft formé par trois
angles de pentagones réguliers.

Mais quatre angles de pentagones réguliers font
4X io8 = 432 >̂ 36o  degrés , & ne peuvent par
conféquent former d’angles folides . C ’eil pour¬
quoi on ne peut former avec des pentagones
réguliers d’autre folide que le Dodécaèdre.

VI°. Trois angles d’exagones réguliers ne
peuvent pas former un angle folide : car cha¬
que angle de l’exagone régulier étant de 120
degrés , trois de ces angles font 3 x 120= 360
degrés ou quatre angles droits : ainfi on ne peut
point former de polyèdres réguliers avec des exa’-_gones.

Remarque.
563. Ces furfaces planes qui , jointes par leurs

angles , & repliées les unes fur les autres , repré-
fententle folide , donnent exactement la furface
du folide . Or , fi l’on conçoit que ces furfaces
foient développées , ou poféesfur un meme planà côté les unes des autres , elles s’appellent le
Développement de la furface du folide ; & ce déve¬
loppement peut être évalué & mefuré.

Théorème  II.
564. Chaque cotps régulier q pour développement

une furface compoféed‘un certain nombre de polygones
égaux réguliers  6 ’ de même cfpéce, que l 'onpeut tracer& évaluer.

Démonst . 1° . Si vous faites le triangle équila¬téral BAC (fig■  114.) ; & fi vous divifez égalementles trois côtés aux points D , E,F,  en tirant les
lignes DE , DF , EF , vous aurez le développe¬
ment du Tétraèdre, qui fera compofé de quatre
triangles plans égaux & équilatéraux , lefquels re¬
pliés pour fe réunir , repréfenteront le Tétraèdre.

11°. Si vous joignez enfemble deux développe-mens de tétraèdre , en leur donnant le côté com-

1
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m'un AB (fig.  11y. ) vous aurez le développement
de YOctaèdre, lequel eft compofé de huit trian¬
gles égaux 8c équilatéraux.

111°.Si entre deux parallèles AB, CD (fig.  117.) .
vous tracez dix triangles égaux & équilatéraux ;
& fi fur les bafes de ces triangles vous tracez en¬
core de part & d’autre des triangles égaux &
équilatéraux , vous aurez le développement de
Ylcofaedre , lequel eft compofé de vingt triangles
égaux & équilatéraux.

IV °. Si vous faites le quatre ABDC (fig.  116. ) -,
& fi fur chaque côté de ce quarré vous faites
encore des quarrés égaux & femblables au pre¬
mier , & fi vous ajoutez le quarré EGHF , conf-
truitlur le côté EF , vous aurez le développement
du Cube, ou de VExaedre, qui eft compofé de fix
quarrés égaux.

V°. Si vous frites deux pentagones réguliers &
égaux A & B ( fig.  11o. ) , tk  fi fur chaque côté de
chacun des pentagones vous conflruifez pareille¬
ment des pentagones égaux , rendez le côté DC
commun , & vous aurez le développement du
Dodécaèdre , compofé de douze pentagones régu¬
liers & égaux.

Corollaire I.
jd ) . Des cinq corps réguliers dont nous venons,

de parler , on peut dériver & faire naître d’autres
corps , qui feront des polyèdres ; fçavcir en tron¬
quant les angles du corps régulier , ce qui augmen¬
tera le nombre des angles folides , & celui des fa¬
ces du polyèdre.

Corollaire 1 I.
566- Si l’on tronquoit les angles d’un polyèdre

régulier à l’infini , les angles deviendraient nuis,
& les faces feraient infiniment petites , & alors le
polyèdre régulier deviendrait une fphére.

Corollaire III,
y67. Tout polygone régulier a , comme nous

l’avons dit , un centre qui eft également éloigné
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de tous les fommers des angles & de tous les
côtés :de meme auffi tout corps régulier a un cen-
tre qui eft également diffant de tous les fommers
des angles folides , 8c de toutes les faces du corps
régulier.

Or dans le corps régulier , comme dans le poly¬
gone régulier , une ligne tirée duc en tre perp endi-
culairemcntfur une desfaces , s’appdlerayondroit,
8c une ligne tirée du centre au iomraet d’un des
angles folides , s’appelle rayon oi/fgae, lequel n’eft
pas diftingué du rayon de la fphére circonfcrite.

*

CHAPITRE II.

it)es Solides considérés en tant que Corps
Solides.

NOusyconfidérerons deux chofes,leur fur-
face 8c leur folidité . La furface du corps foli-

de eft cette étendue qui termine le volume du
folide , la folidité alla capacité ou le volume qui
eft compris fous cette furface.

ARTICLE I.
JDe la Surface des Solides.

Nous avons déjà parlé de la furface des folides
confidérée comme développement, ou comme fur-
face formée par le concours ou l’aiTortiment de
plufteurs figures planes de même , ou de diffé¬
rente efpéce , nous allons maintenant conftdérer
leur furface comme produit, ou comme étendue
réfultante de la ccmbinaifon de deux dimenftons
multipliées l’une par l’autre.

Ht roTHèst : I.

563. Si une ligne AB (fig. 113. ) immobile au

point A , parcourt par fon extrémité B les côtés,
d ’une figure quelconque BCDEF , cette ligne dé¬
crira la furface convexeqü latérale d ’une pyra¬

mide,
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tnide , dont le fornmet eft le point A & dont la
bafe eft la figure décrite par l'extrémité B de la
ligne. Or

1°. Si la figure décrite par l'extrémité B eft un
Triangle , cette ligne décrira la furface d’une py¬
ramide triangulaire,

11°. Si la figure décrite,eft un Quarré, un Penta¬
gone, ôcc.  cette ligne décrira la furface d ’une py¬
ramide quadrangulaire, pentagonale, 8cc.

IIT . Si la figure décrite par le point B eft un Cer¬
cle , cette ligne décrira la lurface d’un Cône.

H y  r o t  i s e II,
Si le fommet de la ligne qui décrit la fur-

face d’un folide , n’eft pas immobile , & fi dans le
tems que l’extrémité F d’une ligne CF (fig. 116 .)
décrit le contour d’une figure FGHE , fon fom¬
met C décrit une figure CüBA , parallèle , égale
& femblable à la première ; alors cette ligne décri¬
ra la furface convexe ou latéraled’un Prifme. Ol'

1°. Si la bafe eft un Triangle, la furface décrite
fera celle d’un prifme triangulaire.

11°. Si la bafe eft un Quarré, un Pentagone, &CC,
la furface décrite fera celle d’un prifme quadrangu¬
laire , pentagonal , ôcc.

IIT . Si la bafe eft un Cercle, la furface décrite
fera celle d’un Cylindre,

Théorème I.
J70 . La furface convexe ou latérale du Prifme droit

eft égale au produit du côté du Prifme par le contour de
fa bafe (fig . Il 6. ).

Démonst . Car elle eft égale à la furface que
décrit la ligne , ou le côté CF , lorlque par fes ex¬trémités C & F elle parcourt les côtés de deux
figures égales & parallèles FEHG , CABD . Or
tandis que les extrémités C de F de la liane CF
décrivent les côtés des figures FEKG , CABD,
tous les autres points de la ligne CF décrivent
aulîi les côtés de figures femblablçs , égales 8c
parallèles , comme il eft évident ,Donc pour avoir
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la furface décrite par la ligne CF , il n’y a qu’à
prendre le contour d’une de ces figures ; par ex :
de la bafe autant de fois qu ’il y a de points dans
le côté CF. Or prendre le contour de la bafe au¬
tant de fois qu’il y a de points dans le côté CF ,
c’eft multiplier le contour de la bafe par le côté :
donc , & c.

Corollaire,
571. 11s’enfuit :
1°. Que la furface convexe ou latérale du prifmc

droit eft égale au produit de fit hauteur par le con¬
tour de fit bafe. Car lorfque le prifime eft droit ,
fa hauteur n’eft pas difringuée de fon côté.

II0. Que la furface convexe ou latérale , foit du
parallélipipede reétangle , foit du cube , eft égale
au produit d’un des côtés dufolidepar le contour
de la bafe.

Théorème II . ,
571, La furface convexe du Cylindre droit eft égale

au produit de La circonférence de la ftaje par la hauteur
du Cylindre ( fig . n ^. ).

Df .monst . Car elle eft égale à la fomine de rou¬
tes les circonférences que décrivent lespoints de
la ligne CI , lorfque par fies extrémités C & I elle
décrit les circonférences égales & parallèles des
baies fupérieure &' inférieure . Or toutes ces cir¬
conférences font égales & uniformes : donc leur
fomme eft égale à l’une d’entr ’elles ; par ex : à la
circonférence de la baie multipliée par le nombre
de ces circonférences . Mais le nombre de ces cir¬
conférences eft mefuré par la hauteur CI , ou AB
du cylindre", donc , & c.

Corollaire L
573. La furface convexe du cylindre eft égale à

un rectangle qui auroit pour bafe une ligne égale
à la circonférence de la bafe du cylindre , & une
hauteur égale à celle du cylindre,

Jl eft ailé par çonféquent de mefurer la fur- '
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face totale du cylindre . Car pour l’évaluer , il ne
s’agit que d’ajouter à la furface convexe les deux
bafes , qui font des cercles que l’on fçait (485)évaluer.

Corollaire 11.
474. La furface convexe du cylindre qui a pour

hauteur le rayon du.cercle de la bafe , elt double
de ce cercle . Car la furface de ce cercle eft égale
au produit de fon rayon par fa demi-circonfé¬
rence (484). Or la furface convexe du cylindre eft
égale au produit de fa hauteur , (qui efl le rayon
du cercle de la bafe , ) par la circonférence en¬
tière de cette bafe : donc , & c.

Corollaire III,
575. Donc la furface convexe du cylindre qui

auroit pour hauteur le diamètre du cercle de la
bafe , eft  quadruple de la furface de ce cercle}comme il eft évident.

Théorème III.
576, La furface convexe ou latérale de la Pyramidedroite & reguliere , eft égale au produit du contour de

fa bafe par la moitié de 1‘Apothème de la Pyramide .
(fig -,113 -)

Df.monst.  Elle eft égale à la fomme de tous
les triangles qui font décrits par la ligne AB, lorf -.
qu ’immobile au point A , elle décrie par fon ex¬
trémité B les côtés de la ligure , ou du polygone
BFEDC . Or tous ces triangles ayant meme hau¬
teur , leur furface eft égale à celle d’un triangle
unique , qui auroit pour bafe une ligne égale à la
fomme des bafes de tous ces triangles , ( laquelle
fomme eft le contour de la bafe de la pyramide , )& pour hauteur , la hauteur commune de tous,
les triangles , ( laquelle eft l’apothême de la py¬
ramide. ). Or ce triangle unique eft égal au pro¬
duit de fa bafe par la moitié de fa hauteur ;donc , & c.

Corollaire.
577. D’où il fuit que la furface de la pyramide

.L 2,'
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droite & régulière eft égale à celle d’un triangle
qui aurait pour hauteur l'apothême de la pyra¬
mide , & pour bafe une ligne égaleà la circonfé¬
rence de la bafe de la pyramide.

T h É o R Ê m e I V.
yyZ. La furface convexe du Cône droit efl égale au

produit de 1‘Apothème par la moitié de la circonférence
de la bafe ( fig . 124. ).

Démonst . La furface convexe du cône efl égale
à la fomme de toutes les circonférences que dé¬
crivent les points de la ligne AE , lorfqu ’immo-
bile au point A, elle décrit par fon extrémité E
Ja circonférence du cercle EFE , qui fert de bafe
au cône . Or toutes ces circonférences décroiffent
uniformément depuis la bafe jufqu ’au fommet,
ôc  par conféquent font représentées par les ter¬
mes d’une progreilion arithmétique , par ex :
o • 1 • 2 ■3 • 4 •j • 6 , dont le premier terme o
repréfente le fommet , le dernier 6 repréfente
la circonférence de la bafe , & le nombre
des termes repréfente l’apothême ; ( car il y
a autant de termes dans la progreilion , qu’il y a
dans l’apothême de points qui décrivent ces cir¬
conférences . ) Or la fomme de tous les termes
d ’une progreilion arithmétique eft égale , comme
nous l’avons dit (192) , au nombre des termes
multiplié par la moitié de la fomme des extrê¬
mes : donc dans la progreilion o -1■l -3’4.-5■6 ,
le premier extrême étant o , la fomme de tous les
termes fera égale au nombre des termes multiplié
par la moitié du dernier extrême ; & par confé¬
quent la furface convexe du ccne fera égale au
produit de l’apothême par la moitié de la circon¬
férence de la bafe,

Corollaire I ,
479, Donc la furface convexe du cône droit eft

égale à celle d’un triangle reétangle ABC (fig.
424.) , dont la bafe feroit égaleà la circonférence
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de la bafe du cône , & dont la hauteur ferait égalé
à l’apothême du cône.

Corollàlre 11 .
580. La furface convexe du cône eft égale aù

fu'oduir del’apothême par la circonférence del’é-ément qui tient le milieu entre le fommèt & la
circonférence de la bafe. Car elle eft égale (578)
au produit de i’apothcme par la moitié de la cir¬
conférence de la bafe : or la circonférence de
l’élément qui tient le milieu entre le fommet &
la bafe , eft précifément la moitié de la circonfé¬
rence de la bafe. Car les circonférences qui com-
pofent la furface conique étant repréfentées par
les termes de la progrelliono • 1 • 2 • 3 ■4 • y • 6,
comme nous venons de le dire , le-terme moyen
3 qui repréfente la circonférence du milieu , eft
précifément la moitié du dernier terme 6,  qui
répréfente la circonférence de la bafe , luivant la
nature de toute progrellion arithmétique qui
commence par o.

Théorème V.
581. La furface convexed‘un Cône tronqué eft égale

au produit de fon apothème par la moitié de la fo .:.me
des circonférences de fes bafes fupérieure & inférieure
(fig . 124.).

Démonst . On peut confidérer le cône tron¬
qué GEFEI comme réfultant de la feétion faite
dans le cône entier AEF , dont on auroit retran¬
ché le petit cône AGH : or,puifque (5-78) les cir¬
conférences ou élémens de la furface du cône
entier font repréfentés par les termes d’une pro¬
grellion arithmétique , par ex :

o • \ ■2. ■î ■4 ■5 ■6 • -j ■§ ■9 ■ io -,
fi d’ailleurs l’on fuppofequeles élémens de la fur-
face du petit cône AGH foient repréfentés parles
termes o •1•2•3•4 •5 , il s’enfuit que les circonfé¬
rences ou élémens qui compofent la furface du
cône tronqué , feront repréfentés par le relie des
termes 6 ■7 • 8 • 9 -To ,
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dont le premier 6 repréfente la circonférence de
la bafe fupérieure , le dernier io repréfente celle
de la bafe inférieure , & le nombre repréfente
f apothème du cône tronqué •, or la fomme des
rennes de cette dernière progreifion eft égale ,
comme nous Bavons vu (x?2.) , au nombre des
termes multiplié par la moitié de la fomme des
extrêmes : donc , & c.

Corollaire 1.
582. La furface du cône tronqué eft égale à la

furface d’un trapeze qui -auroit pour hauteur
]’apothême, & desbafes égales aux circonférences
des bafes fupérieure & inférieure du cône tron¬
qué (fig.  124. ). Car l’une & l’autre furfaces font
égalés chacune au produit de deux élémens qui
font fuppofés égaux de part & d’autre.

Corollaire I I.
y8}. La furface du cône tronqué eft égale auF rodait del’apothême par la circonférence deélément qui rient le milieu entre les bafes fupé¬rieure & inférieure . Car la circonférence de l’élé¬

ment qui tient le milieu entre les bafes fupérieure
& inférieure , eft égale à la moitié de la fomme
des circonférences des bafes fupérieure & infé¬rieure.

Théorème VI.
584. La furfaced’un Sphéroïde eft égale au produit

de fon axe par la circonférenced’un grand cercle de la
fpkére inferite ( fig. 126. ).

Démonst . Si l’on fuppofequ ’un cercle Sc  un
polygone circonfcrit au cercle tournent autour
du diamètre IL 5 ils décriront , l’un une fphére,
& l’autre un fphéroïde circonfcrit à la fphére . Or,
II par les angles du fphéroïde on fait paffer des
plans parallèles BD , AE , & c. le fphéroïde fe
trouvera divifé en plufieurs portions qui feront,
-ou des cônes tronqués , ou des cylindres , & la
furface du fphéroïde ne fera pas diftinguée de la
fomme des furfaces de tous ces cônes tronqués
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& cylindres circonfcrits à la fphére . Or la furface
de la portion cylindrique comprife entre les plans
AE , PG eft évidemment égale au produit de fon
axe CX par la circonférence de fa bafe , qui eft la
'circonférence d’un grand cercle de la fphére.
Refte donc à prouver que la furface de chacun
des cônes tronqués circonfcrits à la fphére , eft
égale au même produit.

Pour le prouver , prenons le cône tronqué dé¬
crit pendant la révolution par le côté , ou apothè¬
me BA , & du milieu Y , menez YR , parallèle à
BD , & menez le diamètre YS; abbainez la per¬
pendiculaire BZ = TX,  laquelle fera l’axe du
cône tronqué , ou la portion correfpondante de
l’axe de la fphére , & menez la ligne RS.

Cela pofe , on aura le triangle ABZ femblable
au triangle YRS. Car i °. ils ont chacun un angle
droit ; i °. l’angle BAZ— BYR, parce qu’ils font
correfpondans ; & l’angle BYR= RSY , parce
qu ’ils font mefurés chacun par la moitié du même
arc YIR : donc l’angle BAZ= RSY: donc le trian¬
gle ABZ eft femblable au triangle YRS : donc on
aura AB : BZ,ouTX :: YS : YR;
or les diamètres YS ; YR font entr ’eux comme
leurs circonférences YSY , YRY: donc on aura

AB : TX :: YSY : YRY;
donc AB x YRY= TX x YSY.
Or la furface du cône tronqué eft égale au produit
AB x YRY de fon apothème par la circonférence
de l’élément qui tient le milieu entre fes bafes :
donc elle eft auffi égale au produit TX x YSY de
l’axe du cône , ou de la portion correfpondante de
l’axe de la fphére , par la circonférence d’un grand
cercle de la fphére.

Par conféquent la fomme des furfaces de tous
les cônes tronqués & cylindres circonfcrits à la
fphére , laquelle fomme donne la furface du fphé-
roide , eft égale au produit de l’axe entier de la
fphére , ( qui n’eft point ici diftingué de l’axe du

L 4
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fphéroïde , ) par la circonférence d’un grand cer¬
cle de la même fphére.

Théorème VII.
ySj. La furface de la Sphère efl égale au produit de

fou axe par la circonférence d’un de Jcs grands cercles
(fig. 126 & 127. ).

Démonst . La fphére peut être confidérée
comme un fphéroïde formé par la révolution
d ’un polygone régulier d’une infinité de côtés
autour de fon diamètre , qui n’eft pas diftingué du
diamètre de la fphére ; or la furface de ce fphéroï¬
de efl égale au produit de l’axe entier de la fphére
par la circonférence d’un grand cercle de la même
fphére : donc , &rc.

Corollaire I.
5SG.  La furface de la fphére efl quadruplé de la

furface d’un grand cercle de la même fphére . Car
la circonférence d’un grand cercle étant appellée
c , le rayon r, & le diamètre ir , l’expreffion de la
furface fphérique fera xrc, 8c  celle de la furface
d ’un grand cercle fera f rc; or

zrc : {rc : : 2 : \ : : 4 ; j : : 4 : 1 ; donc , 8cc.
Corollaire 11 .

587. La furface de la fphére eft égale à la fur-
face convexe du cylindre circonfcrit (fig.  128 ) ;
car elle efl égale au produit de fon axe par la cir¬
conférence d’un de fes grands cercles. Or la fur-
face convexe du cylindre circonfcrit eft égale
{372) au produit de ion axe , qui efl le même que
celui de la fphére , par la circonférence du cercle
de fa bafe , qui efl la même que la circonférence
d ’un grand cercle de la fphére : donc , &c.

Corollaire III.
y88; La furface de la fphére eft à la furface to¬

tale du cylindre circonfcrit , comme 2 : 3.  Car la
furface de la fphére eft à la-furface d’un de fes
grands cercles comme 4 ; 1, comme nous venons
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de le voir . La furface totale du cylindre circonf-
crit à la fphére e(l égale à la furface de la fphére ,
plus à celle de fes deux bafes , qui font deux
grands cercles de la fphére : donc la furface to¬
tale du cylindre circonfcrit eh à la furface d’un
grand cercle de la fphére , comme 6 -1 \ donc la
furface de la fphére efi à la furface totale du cy¬
lindre circonfcrit comme 4 ; 6 , ou comme z 3.

Corollaire I  C.

489»La furface , foit d’une zone , foit d’uiie ca¬
lotte fphcrique efi: égale au produit de fa hauteur
par la circonférence d’un grand cercle delà fphé¬
re , à laquelle appartiendra cette zone,ou cette
ealotte fphéiique . Car cette furface fera la meme
que celle d’un cône tronqué circonfcrit à la
fphére , laquelle eh , comme nous l’avons prouvé
(584), égale au produit de fon axe ( cpii eh ici le
même que la hauteur ) , par la circonférence d’un
grand cercle de la fphére.

Corollaire V,

490. La furface de la fphére eh au quarré de fon
diamètre , comme la circonférence eh au diamè¬
tre . Car le diamètre étant ir,  la furface de Ja
fphére eh ire, & le quarré du diamètre eh4/r,
on aura donc zrc ■■Arr :: ir x c : ir x ir :: c ■■zr
(180).

ARTICLE  II.
De la Solidité des Solides.

Les folides font fufceptibles d’évaluation , de
mefure & de rapport , comme nous l’allons voir,

PARAGRAPHE I.
De lEvaluation des Solides.
Théorème  I.

491. La folidité du Prifme droit efi égale au produit
de fa bafe par fa hauteur ( fig. i j 6. ).

Démonst.  On peut concevoir que leprifme eh
L S.
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formé (jii ) par le mouvement d’un plan EFGH
( qui eft ici la bafe du prifme ) , lequel monte pa¬rallèlement à lui-même le long d’une ligue droite
FC , perpendiculaire à ce plan , ( laquelle e/l dansce cas la hauteur du prifme ) , & qui , en s’éle¬
vant , laiffe autant dé traces , qu ’il y a de pointsdans la hauteur ; or , prendre ' la bafe autant dé
fois qu’il y a de points dans la hauteur , c’eft mul¬tiplier la bafe par la hauteur : donc , & c.

Corollaire I,
yc>r . La folidité du prifme eft égale au produitde fes trois dimenfions , longueur , largeur &

profondeur . Car elle eft égale au produit de fahauteur par fa bafe , laquelle bafe eft elle-mcme
le produit de la longueur par la largeur.

Corollaire 11.
593. Si l’on divife (fig.  130. ) la hauteur AB du

prifme en cinq parties égales, la largeur BC ea
quatre parties égales , & la profondeur CD en
trois parties égales, la folidité du prifme fe trou¬
vera compolee de petits priftnes élémentaires ,dont le nombre fera 3x4x3 —60, & c ’eft l’ex-
preffion numérique de la folidité du prifme.

Corollaire III.
J94 . Si l’on appelle la hauteur du prifme a , fa

largeur b, & fa profondeur c, l’expreflion de la
folidité du prifme fera P = abc, & c’eft l’expref-fion algébrique de la folidité du prifme.

Si les trois dimenfions du prifme étoient éga¬les , alors on aurait P = aaa , ou P = «J , & le
prifme deviendrait un cube.

Corollaire I V.
595. La hauteur du prifme étant exprimée par

la ligne AB, la largeur pat BC , & la profondeurpar CD , l’évaluation de fa folidité feraP= AB xBC x CD , lequel produit eft un folide , & c’eft
l ’expreffion géométrique de la folidité du prifme
(fig '. ijo . ) .

i
T-,
V\
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Théorème II.

596. Un prifmc droit &' un prifme oblique (fig.:
Ijl . ) de même bafe & de même hauteur 3 font égaux
en folidité.

Démonst. Suppofant deux prifmes AC & BD
compris entre deux plans parallèles & traverfés
par une infinité de plans parallèles intermédiai¬
res , les feétions que lailTer.ont ces plans dans le
prifme droit îk  dans le prifme oblique , repréfen-
teront les traces que laiffe la bafe , en montant,
foit pour former le prifme droit , foit pour former
le prifme oblique . Or ces feéHons font égales de
part & d’autre en nombre & en grandeur :en nom¬
bre , parce que tous les plans qui rraverfent l’un
des prifmes , traverfcnt aufli l’autre ; en grandeur,
parce que chacune de ces feétions eit égale à la
bafé , laquelle e/t ou commune aux deux prifmes ,
ou égale dans les deux prifmes.

Corollaire I.

597. Deux prifmes quelconques , deux parallé-
lipipedes quelconques , un parallélipipede droit
& un parallélipipede oblique de même bafe &
de meme hauteur font égaux en folidité.

Corollaire 11 .

j 98. Il fuit aulli que deux prifmes qui ont même
hauteur , font entr ’eux comme leurs bafes , &
ceux qui ont même bafe , font entr ’eux comme
leurs hauteurs . En effet , fi de deux prifmes qui
ont même bafe , l’un a une hauteur double , il
e/t clair qu’il fera double de l ’autre ; car il équi¬
vaut à deux prifmes dont chacun feroit préci-
fément égal au prifme dont la hauteur n’eft que
fous-double.

Ce que nous difons des prifmes doit s’entendre
de tous les folides en général.

Théorème III.

599 . La folidité de la Pyramide droite eft le tiers de
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lafolidité d’unprifme de même bafe &de même hauteur.

Démonst . Soit donné un prifmc qui foie uncube ; fi l’on fuppofe que du centre du cube il
parte des rayons qui aboutiffent aux fommets de
tous les angles foiides ; ces rayons partageront le
cube en fix pyramides égales dont chacune fera la
fixiéme partie du cube : mais chacune de ces py¬
ramides a même bafe & n’a que la moitié de la
hauteur du cube ; donc fi l’on fuppofe une pyra¬mide qui ait même bafe , mais une hauteur dou¬
ble de chacune des précédentes , ou une hauteurégale à celle du cube , elle fera double de chacune
dé ces pyramides (598); & par conféquent ferale tiers du cube : donc , & c.

Corollaire I.
600 . La folidité de la pyramide droite eft égaleau produit de fit bafe par le tiers de fa hauteur,ou au produit de fa hauteur par le tiers de fabafe.

Corollaire 11.
601. Deux pyramides de même hauteur & demême bafe font égales en folidité . Car elles font

les tiers de deux prifmes de même bafe & de
même hauteur , lefcjuels, comme nous l’avonsprouvé (197) , font égaux en folidité.

Corollaire III.
doz. La folidité du cylindre eft égale au pro¬

duit de fa bafe par fa hauteur . Car le cylindre n’eft
autre chofc qu’un prifme , dont les bafes fupé-
rieure & inférieure"’ font des polygones d’uneinfinité de côtés ; or la folidité du prifme eft
égale au produit de fa bafe par fa hauteur (/91 ) :donc , & c.

Corollaire I V.
do/ . La folidité du cône eft égale au produit de

fa bafe par le tiers de fa hauteur . Car comme la
folidité de la pyramide eft le tiers de celle d’un
prifme de même bafe & de même hauteur ; de
même lafolidité du cône eft le tiers de celle d’qn
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cylindre de même bafe & de même hauteur . Or
le cylindre eft égal au produit de fa bafe par fahauteur , ou dl = abc:  donc la folidité du cône
en fera le tiers , ou fera — 7abc.

T h-  É o r Ê m e IV.
604 . La folidité du Polyèdre régulier efi égale au pro*

duit de fa furface par le tiers de fon rayon droit.
Démonst.  La folidité du polyèdre régulier eft

égale à celle de toutes les pyramides auxquelles
on peut concevoir (yy6) le polyèdre divil'é , en
tirant des rayons du centre à tous les angles jfoli-
des. Or toutes ces pyramides ont même bafe , &
même hauteur à caufe de la régularité du polyè¬
dre : donc leur folidité eft égale à celle d’une py¬
ramide unique , qui auroit pour hauteur la hau¬
teur commune de toutes ces pyramides , & pour
bafe la fomme des bafes de toutes ces pyramides.
Mais la folidité de cette pyramide unique eft égale
(600) au produit de fa bafe , qui eft la furface du
polyèdre , par le tiers de fa hauteur , qui eft le
rayon droit dit polyèdre : donc , &c.

Corollaire I.
60y. La folidité delafphéreeft égale au produit

de fa furface par le tiers de fon rayon . En effet la
fphére n’eft autre chofe qu’un polyèdre régulier,
don t les faces font devenues infiniment petites 8c
infinies en nombre . Or la folidité du polyèdre ré¬
gulier eft égal au produit de fa furface par le tiers
de fon rayon droit : donc , & c.

Corollaire II.
606.  Donc la folidité de la fphére eft la même

que celle d’un cône qui auroit pour hauteur le
rayon de la fphére , & pour bafe un cercle égal à
la furface de la fphére.

Corollaire III.
6cq.  Donc la folidité delà fphére eft double de

la folidité d’un cône qui auroit pour hauteur le dia-
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métré de la fphére , & pour bafe un grand cercle
de la fphére. Car elle eft égale à celle d’un cône
qui auroit pour hauteur le rayon de la fphére , &
pour bafe un cercle égalà la furface de la fphére.
Or ce cône eft quadruple de celui qui ayant pour
hauteur le rayon de la fphére , àuroit pour bafe
un grand cercle de la fphére ; mais il ne fera que
double de celui qui aura pour hauteur le diamè¬
tre de la fphére , & pour bafe un grand cercle de
la fphére (598) : donc , &:c.

Corollaire 1 V.
608. La folidité de la fphére eft les deux tiers de

la folidiré du cylindre circonfcrir , c’efl-.à-dire,
que la folidité de la fphére eft à la folidité du cy¬
lindre circonfcrir , comme 2 ■■ 3 , ou comme 4 : 6.
Car la folidité de lafphéreeftalafoliditéducône
qui auroit pour hauteur l’axe de la fphére , &
pour bafe un grand cercle de la fphére , comme
z x (607). Or la folidité du cylindre circonfcrir,
eft à celle de ce meme cône , comme 3■1 (603) :
donc la fphére eft au cylindre conconfcrit,
comme 2 : 3, ou comme 4 : 6.

Corollaire F ".

609. Donc les rapports des folidités de la fphére
& du cylindre circonfcrit , font les nïêynes que
ceux de leurs furfaces.

Archimède , auteur de cette découverte , en fut
fi charmé , qu’il voulut que fur fon tombeau on
gravât une fphére avec un cylindre circonfcrit.

Corollaire F”I.

610. C’eft pourquoi fi à une fphére on circonf¬
crit un cylindre , & fi à ce cylindre on inferit un
cône , c’eft-à-dire , fi l’on fait un cône qui ait
même bafe & même hauteur que le cylindre , on
aura trois folides , fçavoir , un cylindre , une
fphére & un cône , dont les folidités feront dans
les rapports 3 : 2 1, ou comme 1 : 7 : 7.
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PARAGRAPHE IL

De la Mefure des Solides.
Théorème I.

dl I. Le Polyèdre peut être réduit en une Pyramide
de même fo/idité que lui.

Demonst . Si l’on fait une pyramide qui ait
pour hauteur le rayon droit du polyèdre , & pour
ba Ce une furface égale à la furface du polyèdre ,
nous avons prouvé (604) que cette pyramide eft
égale en folidité àu polyédce.

Théorème II.
612. Cette Pyramide peut être réduite en un Prifme

polygone de tnême folidité qu elle.
Demonst . Si fur une bafe polygone égale à la

bafe de la pyramide , on confirait un prifme qui
ait le tiers de la hauteur de la pyramide , la folidité
de ce prifme fera égaleà celle de la pyramide ; car
la pyramide eft le tiers du prifme de même bafe ôc
de mêmejhauteur (599).

Théorème III.
613. Ce Prifme polygone peut être réduit en un Pa~

rallépipede de même jolidité que lui.
Démonst . Confervant la hauteur du prifme ,

on peut réduire fa bafe polygone en un parallélo¬
gramme de même furface (490 & 491) i or en ce
cas le prifme polygone & le parallélipipede ayant
des bafes de meme furface & des hauteurs égales,
feront égaux en folidité (597) ; donc , & c.

Théorème IV.
614. Le Parallélipipede peut être réduit en un ParaL

lélipipede reétangle de même folidité que lui.
Demonst . Confervant la hauteur duparalléli-

pipede , on peut réduire la bafe parallélogramme
en un rectangle de même furface ; or en ce cas le
parallélipipede parallélogramme & le paralléli¬
pipede rectangle ayant des bafes égales & la mê¬
me hauteur , feront égaux en folidité (597) :
donc , & c.



Théorème V.
6lj . Si les dimenfions duP'arallêlipipede rellangli

font continuemtnt proportionnelles , ou fi l ’on a ~ a :
b : c , alors il pourra être réduit en un cube de même

folidité que lui.
Démônst . Comme en élevant au .quarté la

moyenne proportionnelle entre les deux dimen¬
fions d’un reétangle , on a un quarré de même
fui-face que le reétangle (493); de meme en éle¬
vant au cube la dimenfion du parallélipipede ,
moyenne entre les deux autres , on aura un cube
-de même folidité que le parallélipipede . Car à
caufe de a :b:cyon aura ac= bb (177) -, & mul¬
tipliant par b , on aura abc— b3j or abc repré¬
fente le parallélipipede , &r bi repréfente le cube
fait fur la dimenfion b moyenne entre a & c :
donc , & c.

Corollaire I.

616. Si les dimenfions du parallélipipede ne
font pas continuement proportionnelles , ou ne
font pas réductibles en des dimenfions continue-
ment proportionnelles , alors le parallélipipede
ne pourra pas être réduit en un cube de même
folidité que lui. On pourra cependant toujours
divifer ce parallélipipede en un nombre quelcon-
que de cubes , dont la fournie fera contenue dans
La folidité du parallélipipede , en réduifant la bafe
reétangle duparallélipipede en un quarré de mêmefurface.

Corollaire 11.

617. Comme le quarré ne peut pas être réduit
en une figure plus fimple , & que par cette raifon
il eft regardé comme la mefure la plus fimple
qu ’on puiffe employer pourmefurer les furfaces;
de même le cube 11e peut plus être réduit en un
folide plus fimple que lui , & par cette raifon il
eft regardé comme la mefure la plus fimple dont
onpuiifefe fervir pour mefurerlesfoÜdités . C’eft



DE GÉOMÉTR  I £ .
pourquoi , comme on évalue les furfaces planes
en toifes , ou pieds , ou pouces quarrés ; de même
on évalue les folidités en toifes , ou pieds , ou
pouces cubiques.

PARAGRAPHE III.
Du Rapport des Solidités.

Les folides , de même que les lignes 8c les fur-
faces , ont un rapport entr ’eux -, mais il y a cette
différence que le rapport qui cil entre les  lignes,
eil fimpie , parce qu ’elles n’ont qu’une dimeniion;
que le rapport qui eft entre les furfaces , eftcom-
pofé de deux rapports , parce qu’elles ont deux di¬
menfions ; & que le rapport qui eil entre les foii-
des , eil compofé de trois rapports , parce qu ’ils
ont trois dimenfions.

Théorème I.
618. Les Solides font entr’eux en raifon compofée de

celles de leurs trois dimenfions , hauteur , largeur (i
profondeur.

Démonst . Chaque folide eft égal au produit
de fes trois dimenfions: donc les folides font en¬
tr ’eux comme les produits de leurs trois dimen¬
fions. Or les produits font (181) en raifon com¬
pofée de celles de leurs racines , qui font ici les
trois dimenfions , fçavoir , les hauteurs , les lar-

• geurs & les profondeurs : donc , & c.
C ’eft pourquoi fi l’on appelle les folides P , p,

les hauteurs A , a ; les largeurs B, £ ; les profon¬
deurs C , c,ôn aura , comme nous l’avons vu (ypz)
P = ABC , &Cp= abc: doncP -.p :: ABC : abc, OU

P ABC
ce qui revient au même , - = —. Or il eft évi-

p abc
, „ P ABC A x B x C A B C

p aoc (ixoxc a b c
, ABC

où l’on voit que la raifon ± eft compofée des
ABC

rations - -,—, ,abc qui font celles des hauteurs, des
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largeurs & des profondeurs des folides : donc,«Sec.

Corollaire I.
6u). Les folides font en raifon compofée decelles de leurs bafes & de leurs hauteurs . Car

chaque folide eft égal (591) au produit defabafe
par fa hauteur : donc ils font entr ’eux comme les
produits des bafes par les hauteurs , & par confé-
quent font en raifon cômpofée (i81) de celles des
bafes &c  des hauteurs ; c’eft pourquoi nommant
les hauteurs A , a , & les bafes BC , bc, on aura

P :p :: ABC : abc.
Corollaire I.

610.  Si deux folides ont même hauteur , ils
font entr ’eux comme leurs bafes , comme nous

' l’avons déjà dit (398). Car la hauteur étant la me¬
me , dans la proportion P '•p ABC : abc,  on
aura A— a ■■ donc a leur place fubllituant l’unité,on aura P :p :: BC •' bc.  Pareillement lorfque les
bafes font les mêmes , on a BC : donc leur
fubihi tuant l’unité , on aura P ;p :: A - a.

Corollaire III.
611.  Donc fi la hauteur & la bafe d’un folide

font réciproques à la hauteur & à la bafe d’un
autre folide , alors les deux folides feront égaux.
Carparl ’hypothèfe A : a :: bc ■ BC ; donc ABC *=
abc , 8c  par confcquent P = p.

Corollaire I  PI
611.  Les polyèdres , réguliers font en raifon

compofées de celles de leurs rayons droits & de
leurs furfaces . Car chaque polyèdre régulier efi;
(604) égal au produit de fa furface par le tiers de
ion rayon droit : donc deux polyèdres réguliers
font entr ’eux comme les produits de leurs furfa-
ces par les rayons droits . Or les produits font en
raifon compofée de leurs racines : donc , & c.

Théorème II.
6.13. Les Solides ferr.blables font en raifon triplée,de

celles de leurs dimenjîons homologues ,
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Démonst . Les folides P , p , font en raifon com-

pofée (618) de leurs dimensions homologues;
c’eft-à-dire , l’on -aP : p ABC : abc. Or à caufe
delafimilitude des folides , les dimenfions homo¬
logues font proportionnelles , c’eft-à-dire , Bon a
la proportionnalité A : <z :: B : £ :: C : c;  donc
la raifon qui eft compofée de ces trois raifons
égales , fçavoir la raifon ABC : abc, eft une raifon
triplée.

Corollaire I.
624. Donc les folides femblables font entr ’eux

comme les cubes de leurs côtés homclogu es;c’cft-
à-dire,l ’onauraP -p :: A ? : a '-> :: B >: b3 :: C 5-d.
Car ils font en raifon triplée de celles de leurs di-
menfions homologues . Or une raifon triplée eft
égale (181) à la raifon qu’ont entr ’eux les cubes
des termes de chacune des trois rail'ons compo¬
santes : donc , & c.

Corollaire 1 J.
625. Les polyèdres réguliers femblables font

entr ’eux comme les cubes de leurs rayons ; car
les rayons font des dimenfions homologues dans
les polyèdres réguliers femblables.

Corollaire III.
616.  Les fphéres font entr ’elles comme les cu¬

bes de leurs rayons , ôu de leurs diamètres ; car
les fphéres font des polyèdres réguliers fembla¬
bles , qui ont une infinité de faces infiniment
petites.
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