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151, ETA,.VT donnde une échelle S1.,
Zrouver la surface du triangle ABD,
et du quadrilatére ABCD [ fig. 7617.

Solution. Faites & B 4 — B a, et d D A4
= Da [11]; portez sur dchelle § L les
distances 42 et B D prises avec le compas.
Supposons, par exemple, que l'on trouve
Aas=g. Bid)-—8 multipliez ces deux nom-
bres entr’eux; prenez le quart du produit
= 14, ce nombre exprimera la surface du
triangle 4 B D.

Pour trouver la surface du quadrilatére
ABCD, aprés avoir déterminé le point «
comme ci-dessus, onfera 4 B C— Be et i
DC= Dc; on trouvera sur I’échelle les déux

distances 4 @, C ¢ ; soit par exemple 42 =7,
Cc=15; prenez la somme de ces deux quan-
tites




.

T sy R'E "O'NZT R'M B,
titds = 12 ; multipliez par cette somme = 15
la valeur de B .D trouvée sur I’échelle — §;
prenez le quart du pr oduit — 24, ce nmnln‘ﬂ

exprimera la surface da (JmldllLlLLJ e 4 B CD.

Démonstration. Laligne 4 a est double de
Ja perpendiculaire qui tombe du point 4 sur
laligne B D (14); maisla surface du triangle
A B D estégale a la moitié de la surface d’un
paralléelogramme qui auroit pour basela ligne
BD, et pour hauteur cette perpendiculaire
(41. Ziv. 1) : donc elle est égale au quart du
produit de 4 @ par BD; de méme la surface
du triangle B CD est égale au qu art du pro-
duit de (, cpar BD : (hm(‘ la surface du qua-
drilatére 4 B C D est é (T.‘il(‘ au quart du pro-
duit de la somme des tlL‘l]}. paralléles 4 4 ,
C' ¢ par leur perpendiculaire B D,

152. Le probléme 'précéden't peut servir &
mesurer la surface d’un espace renfermé par
un polygone tlue]conquc en 1111‘1guuun des
droites qui le partagent en autant de tr langles

ou de {ile( '!1]-Li.él €5 que ].OII jl'l”{'.‘l‘f’.l. convena-

I)l{-' s On }}l)l.li]ﬁlt lJlﬂpr‘:er eIicore 'Ll autres
mmu(‘rros de la réduire en trapézes; mais on
peut facilement les déduire de la méthode
avec laquelle on a résolu ce probléme.
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153. Etant donnés | fig. 77] les plans
triangulaires qui comprennent une py-
ramide tétraédre, trouver sur sa base
le point o tombe la perpendiculaire

abaissée du sommet , et (trouver sa
franteur.

Solution. Soit le triangle 4 B C la base de
cette }:';.'1‘11:11'1-:10 tétraédre, et soient 4 F C,
BDC, AFDB les plans triangulaires qui vont
se réunir 4 son sommet; du centre C et du
rayon C D=CE, soit décrit un arc qui passe
par les points e et d ; du centre B et du rayon
B D, soit décrit un arc qui coupe le premier
en & ; du centre 4 et du rayon 4 £, soit dé-
crit un arc qui coupe lerayon en e ; soittrouvé
le point P ot se coupent les deux droites D &,
Le[ 112]; ce point sera celui on tombe la
perpendiculaire abaissée du sommet de la
].)*3.'1‘&1111(1{!.

Soit divisée par moitié la droite C Eaupoint
m [ 66 ]; du centre 7 et du rayon m C, soit
décrite la demi-circonférence Cp E; soit fait
a CP=Cp;laligne E p sera la hauteur de
la pyramide.
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Démonstration. Sidansla pyramide S4RBC
qui a pour base le triangle 4 B C, et pour
sommet le point &, on méne dans le triangle
§ C Bla droite § & perpendiculaire 3 CB,et

si on eléve du point < pris dans le plan de la

base 4 C' B la perpendiculaire o6 &, elle con-
tiendra le point P, ot tombe du sommet la
perpendiculaire § P [ 11. Ziv. 11 ]; de méme,
si du point § dans le plan S 4 C, jon méne A
4 Cla perpendiculaire S¢, et si du point ¢
dans le plan de la base 4 CB, on méne 2 la
méme droite 4 C la perpendiculaire ¢ ¢ ; elle
contiendra le point P : donc ce point sera
I'intersection des deux droites & &, ¢ ¢, Mais
dans la fig. 77 , oliles points D et E représen-
tent le point § de la fig. 78, D & est perpen-
diculaire & B Cen un point o[ 14 |; de m@me
aussi L e est perpendiculaire & 4 C en un
point ¢ : donc le point P est le point cherché.

De plus, les deux triangles CP § [ /g 78],
Cp E| fig. 77], étant rectangles en P et 75
le premier par supposition, et le second par
la 31.2 prop. duliv. 3 ; et C 8§ étant la méme
ligne que CE, on a CP— C P on aura
encore P S=p E; car [ fig.78] (47. liv. 1):

(ESp=(CPr=(PS);
de méme on a [ fig. 77 7:
(CEyP —(Cply=(pE):.

N2
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Mais (CS)2 —(CPye=(C Eye—(Cp)=:
donc (PS)y = (pE); dot PS— prE;

doncp E est la hauteur de la pyramide.

154. Jusqu’ici toutes les démonstrations
que nous avons données étoient fondées sur
les élémens d’Euclide. Mais comme nous e
pourrions pas toujours suiyre la mé&me mar-
che sans étre trop prolixes , nous emploie-
rons quelques équations qui sont démontrées
dans tous les traités' de trigonométrie plane,

155. Si, dans un cercle décrit avec un
rayon é€gal a l'unité, on appelle = et v deux
arcs quelconques , on aura :
sin. (& -y ) =Sin.zx cos. y + sin. v cos. 2,
sin. (x —2y ) =sin.x cos. Y — Sin. y.cos. x.
cos. (x4 1y )= cos. x €OS. Y —Sin. x sin. y.
cos. (x — 1) =cos. x cos. Y ~+sin. 2 sin. y.

156. Si dans la troisiéme équation 'on fait
x=1xn , On aura :
€os. 22 —( cos. x)? — ( sin. x )2
et comme ( cos. )2+ (sin. x Y=g s diant
Von tire: (cos. )2 =1 — (sin. )2, on aura :
COS. 2 =1 — 2 ( sin. x )*;

1= 08, 2%

d’on : ( sin. e e il T i 2oy et

f a4
L= c08., 2 x)
-l
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157. Si l’on ajoute les deux premiédres équa-
tions [ 155 ], on aur:
sin. (x4 1y) + sin. (xr—y) =2 sirn. x cos. y ;
sin. (¥ y) +sin. (x —y)
2
Si on fait (x4 y)=p, (z =) =gq,
Ol aura : ':L;L‘:P—l— g_, 23}:;} —_— .? a

d’ovsin. x cos. y=

d’otr : siz. P = sin. g=2sin. (’T—"—i) . COS. G;T-)

=~

156. 51 l'on ajoute les deux derniéres
équations (155), on aura :

cos. [ x 4 5. =
COS. T €OS. Yy = ( y) +cos. (x—y }:

] ) . :
d’ot : cos. Pc0S. g=—2 c0s. (;_t‘?), cos. (r' '—"?).
I % = |

159. Si 'on retranche la 3.¢ des mémes
équations de la 4.¢, on aura :

cos. (x—y ) — cos. (x+y)

Sift. X Sin. ¥ —
L ¥ 2

d’otr cos. q —-(‘0$-p:2.§‘z‘ﬁ.("—_’+q> . SLIL. (:f)
! = 2 2

r
3

160. A causedel’ 2quation 252z, x=—=corde 2,
on aura (156):

corde 2 r— o

et si 'on suppose 22z—x , on aura :

corde © — o ]/..-..._: — =/ (2—2 cos. ).

Si Pon appelle £ la corde d’un arc, ¢ le
cosinus, s le sinus, % la corde du complé-
K3
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ment , on aura : &2—a—a2c, et i2—o—a 3,
La premiére de ces deux équations donne

c—1—2>k2; et comme on a :

S=V(1—e?) =V (k2 —1 )=k v (1 —1 k)

on aura : fr=—a— 2kVv (1 —1i k).

im0l & 8w m

161. Dans wun Zringfe égzzifa'rcfraf

ABC [fig. 79], inscrire un quarré
ebcd/[fig. 124 ].

I.ere So/ution. Si on veut se servir des cOtés
donnés du triangle, soit décrit du centre 7 A
et avec le rayon 4 B, le demi-cercle BCDE
[64].

Du centre E et avec le rayon E C, soit dé-
critun are qui coupe le c6té donné 4 B en 4;
du centre 4 et avec le rayon B 4, soit décrit
un arc qui coupe le méme cdté en e ; des cen-
trese et b , et aveclerayon e 4 , soient décrits
deux arcs qui coupent les cités A4 Cend, et
CBenciebed sera le quarré cherché.

Démonstration. Faisant pour abréger 4 B
=1,onaura Bo=FEC=BD—vio[2];
don 1 Bb=BE-—-Eb-—9 /B3 =—ifo:
d'otiontire: be—=Ad B-—0 de=—2v3—3
= (2~+v3).V3=bc; donc on aura :
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Bb:be::(2—V3) s(a—V/3). V3111 V3.
Mais si on. suppose que A B soit conpee au
Illilieu eIl _T' ])111‘ la }_11'-:1‘[”.‘.11(1.1011111'11‘0. (:.1 .'f.”, on
aura aussi :
- 7 SSCMT Lol R T
cest-d-dire, BT : T'C
donc & ¢ est p:.lru]]f'le AT Cl2. liv. 6], et par
consequent pcrpend.icula.irc51 ABl27.liv.r] s
on démontreroit la méme chose pour la droite
de :donce b cdest le quarré inscrit.

11.e Solution. Sion ne youloit pas se servir
de Dintersection des cotés donnés du triangle
A B C, mais qu'étant donnés seulement les
trois points 4 , B et C sommets des angles du
triangle , on ditt trouyer les quatre points G5C)
d, e duquarré ainscrire ; du centre £ , comme
dans la solution précédente, et avec le rayon
EC, soit décritun arcqui passe pard , Ceta ;
du centre B, et avec leméme rayon , soibdé-
crit un arc qui coupe en & celui qu’on vient
de tracer; du centre @, etavec le rayon 4 5,
soit coupee la demi-circonférence B C' /) F en
H ; et soit fait dans cette circonference a /7 a
— H I— I'K ; du centre D et avec le rayon
a K , soit décrit un arc qui passe pat 4 ; le
point 4 sera déterminé ; du centre A et du

rayon BB b, soit décrit un arc qui passe par le
-

I

point e; du centre C et durayon €4, soit dé-
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crit un autre arc qui coupe le dernieren e ;
des centres e et C, et du rayon & e, soient
décrits deux arcs qui se coupent en & ; des
centres 4 et C', ayec le méme rayon b e , soient
décrits deux arcs qui se coupent en ¢; bede
sera le quarré cherché.

Ou bien en employant le cercle BCDE g,
et faisant & 4 B— EJ; des centres D) et &, et
avec le rayon a K déterminé plus haut, soient
décrits deux arcs qui se coupenten 4 ; le reste
se lait comme ci- dessus,

Démonstration. Le point K sera ici déter-
miné comme dans laﬁg. 9 (32) par le moyen

duméme point a, ainsi 'arc B K sera un vingt-
quatriéme de la circonférence. On a ensuite
dans la fig. 9, B K — Bk — FE M; si on com-
pare les points @ , K , B, k, 4, M avec les
points Q, 4, R,S,p, Bdelafig. 4, on tirera
pour la fig. 9, de I'équation :

R — (I{Q)H——-;{S.P Q[20]
celleci: (e X)—(Ba)? —Kk.4da:
or K £ estlacorde d’un douziéme dela circon-
ference. Pour trouver savaleur , en supposant
pour abréger 4 B — 1, on a le sinus de BN
— K=K [fig. 12] =1, et le double de
son cosinus, cest-a-dire, 2 NX=N O
=BD= v3: d’ou substituant K £ pour z,
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et /3 pour 2 cos. dans l’é([n_u.tit)n [159]:
corde £ =V (2—2co0s. x),
onauraladroite K A=V (2—V/ :))_ Vi—yLs
dott: (e K> =3— (Vi— VLi). \/:).['_’.7']
:3—-(*,/3—-—1)::(’.—-\/3.
Maintenant , si des centres D et 4, etavec le
rayon @ K , on décrit deux arcs qui se coupent
en b, le point & sera sur la droite BE[13], qui
divisera en deux parties égales & angles droits
laligne D ¢ aupointR[ 141, en faisant , RD
=21+v3[104]: dong, puisque [ 47. fiv.1]:
(Db =(DR) 4 (bR):

onaura : (bRP=(Db)y —(DR)

—4— V3 —3= “:"1‘”’;
et de-1a : 5!e_1/3—1,(L!3F V3.
Donc par la démonstration de la solution , le
point & est une des extrémités du quarré : on
le trouvera de méme avec les centres D et E ,
et avec les deux rayons @ K et B D comme
dans la premiére partie de la I11.e solution ;
puis les deux triangles C 4e, CBb ayant
tous leurs cOtés respectivement égaux , onaura
Vangle CBb—=C4de 8. liv.1 1= CB A4 ;
d’ot le point e sera sur la lw‘frne B A4 et sera
une autre extremite du quarré. Enfin , comme
dans cette seconde solution les dr mlcs G5
Ce sontles mémes de grandeur et de position

PRSI S WS 1 S I W A A

e

i i Al L i

PP il B L e W




154 GiomirTrie puv Compas.

que dans la premiére solution, et qu'ona aussi
dans la premieére solution Cd=ed,Cc=bc
a cause du triangle équilatéral Cc & et dela
ligne ¢ d paralléle & 4 B[ 2. Ziv. 6 7, les points
d et ¢ seront déterminés dans cette seconde
solution comme dans la premiére,

Pros1 £ M E

162. Inscrire dans le quarré ABLF
[fig. 80 ] un triangle équilatéral , qui
aunangleBa Dun des au.t:_,rfcs diz quarré.

1.ere Solution. Du centre 4 et durayon 4 B,
soit décrite la demi-circonférence B F E , en
faisant & ' B = F E ; soit faitaussi & B £ =
B Q =E Q : sl on veut se servir des sections
des cOtés donnés du quarré; du centre F et
du rayon F Q, soit,décrit un arc qui coupe
deux cbtés du quarré aux points I et N, les
points B, M, Nserontles sommets des angles
du triangle cherché.

Démonstration. L'angle Q 4 B étant droit
(83), on aura:

(BOP=(AB)>+(4Q)2[47.lv. 1];
et faisant pour abréger 48— 1, on aura :

4=14+(4Q);
dou: AQ=V3;FQ=4Q—A4F
e=wWd—ar=F M= FEN;
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d'on : (FM)2— (FN)YP=4—2V3;
et par conséquent,
(MNY2=(FM)+ (FN )2=8—4V3;
ensuite comime on a:
IM=LF—FM=1—(/3—1)=2—/3}
on aura : (L ﬁf)i’-:?’—-f{ V3; dot:
(BMYy=(BL)24~(L M)2>=8— 4/ 3=( MNYz:
on démontre deméme que (BN)2= (M N)?;
donc : B M— M N— B N.

11.e Solution. Si on ne suppose données que
les quatre extrémités 4, B, L , F du quarré,
apres avoir trouvé comme dans la premicre
solution le point @, soit décrite du centre
F, et avec le rayon FQ, la circonférence
QRSN AM; puis faisant &2 F'Q—=QR=RS
— 8§ N, ducentre B etavec le rayon 5 N , soit
coupée’ cette circonférence au point A7 ; les
points B , N, M serontles sommets des angles
du triangle cherché.

Démonstration. L’arc Q R SN est la moitié
de la circonférence (15. Zy. 4) : donc le point
NN est sur la droite Q F' .4 , et est aussi (F.In';gm':
de F que dans la premiére solution; donc il
est le méme. Le point M se trouve aussi dans
la premiére solution, comme dans la seconde ,
a intersection des deux arcs décrits des cen-
tres F' et M et avec des rayons égaux a4 ( et
a BN ; donc il est le méme; donc, etc.
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163. Dans wun triangle c’gzzifa.tdraf

dont les sommetsp, q, R sont donnés,
inscrire un exagone régulier.

Solution. Divisez la distance QR [ fig. 817
en trois parties égales aux points cet @ (68);
des centres ¢ et &, et du rayon ¢ &, décrivez
deux arcs qui se coupent en 4, du méme
rayon et du point 4 pris pour centre , décri-
vez un cercle , faites sur la circonférence A ¢
=c¢B=B C=CD:=D E;lespoints B, C,
D, FE,d,e, seront les sommets de l'exagone

inscrit.

Démonstration. Le triangle B ¢ Qa sescOtés
Bcet Q cégaux aux cotés 4 d et cd du trian-
gle 4 dc : de plus, 'angle compris entre ces
cOtés est égal dans chaque triangle A cause du
parallélisme des lignes B ¢ et 4 d[27. Liv. 1)
donc ces deuxtriangles sont égaux ( 4. Liv. 1),
et langle c QB = dcd=c QP :doncle
point B est sur la droite P Q : on démontre
de la méme maniére, que les autres points
C, D, E sont sur les cOtés du triangle pro-
pose : done, etc.
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164. Dans un quarré donné ABLF ,
wnscrire un octogone régulier.,

I.ere Solution. Sil’on veut se servir des inter-
sections des cétés du quarré donné , du point
A pris pour centre [ fig. 82 7, et du rayon
A B, décrivez la demi-circonférence BCDE ,
en faisantd 4 B=B C=CD = D E; faites
aBF=8Q,a B4 —=EQ; du rayon 4 Q,
et du centre 4 , déterminez les points'4 et g;
puis du méme rayon et des centres B, I et F,
coupez les cOtés aux points e, d, ¢, f, e, 4,
ces points seront les sommets de 'octogone
abecdefgh.

11.e Solution. Ayant déterminé le point Q
comme dans la premiere solution, du rayon
A Q et des points 4 et B pris pour centre,
décrivez deux arcs qui se coupenten O ; avec
le méme rayon et du centre 4 , déterminez
le point & sur le coté 4 B; du point O pris
pour centre, et du rayon O 6, décrivez un
cercle qui coupe les cbtés da quarré dans les
autres points ¢, &, e, f, g, /., a; ces points
seront les sommets de 'octogone.

I11.e Solution. En supposant que les cotés
du quarré ne soient pas donnés , mais que L'on
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conniit seulement les quatre sommets 4, B,
L, I’, on déterminera le point Q comme dans
la premiére solution; onfera & £ C—= EM,
a BF— BM: du rayon 4 M et du centre
A , décrivez un arc qui passe par les points
¢ et d; du méme rayon et du centre B, décri-
vez un arc qui passe par les points fetg ; du
méme rayon et du centre 7., décrivez un arc
qui passe par les points Zet @ ; du méme rayon
et du centre ', décrivez un arc qui passe par
les points 4 et ¢; du rayon 4 Q et des centres
4, B, L, I, coupez ces arcs aux points 4, gz,
d,a,c,f,e,h;ces points seront les sommets
de 'octogone.

Démonstration. Supposons pour plus de
simplicité¢ 4 B=—=1, on aura: 4 M — 1 /6
[104]; 4 Q=3 V2, et au moyen de I'équa-
tion (B d)*=(4Q)*=1,onaura : (A4d)
=(AMP=F=1+4;=(A4B)*+ (B d):
donc ’angle 4Bdsera droit (48. Ziv. 1), et par
conséquent le point & sera sur la droite B :

on démontrera de la méme maniére que tous
les autres points sont sur les c¢otés du quarré
proposé ; on aura de plus Ld =B L —Bd
=1—Va—=Le,et(de)* = (Ld)>+(Le)*
[47. liv.1] =2 (Ld)?: dou lon tire: de
=Ld.vVa=+va2—1. Maisonacd=28 L
—Ld— .EQ':EL —a2ld=1—24+ Va
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=2 —1:donced=de; on démontrera
dela méme maniére que tous les c6tés de 'oc-
togone sontégaux entr’eux. De plus, les trian-
gles Lde,Bbc, Aah, Ffg étant égaux en
tout, leurs angles aux points ¢, b,¢, d, e, f,
g & seront égaux : donc leurs supplémens,
c'est-d-dire , les angles de 'octogone seront
aussi égaux (13. liv. 1).

ProzezritmM s

L
lier ABhgftF GH, trouver facilement
L ﬁg- 661, 1.0 le cété durn octogone

165. Etant donné un octogone régu-

résulier dont la surface soit double ;
2.0 e cdté d’un octogone dont la sur-
fhcrj Soit f}‘t}?fﬂ.

Sofution. Avec le co6té 4 B de ]’octngoue
donné, pris pour rayon, des points Fet A
comme centres , soient décrits deux arcs qui
se (;01.1]]{1111: en a.

1. 2 fou a 4 sera le cOté de l'octogone
double.

2. 4 8B ou a g sera le cOté de 1’0ctugnne
triple.

Démonstration. Si on suppose 4 B=1, on
aura : ;

ad=af=V2a[139);aB=ag=+/3[2]:
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mais les surfaces des figures semblables sont
entrelles comme les guairés des c6tés homo-
logues (20. /iy.6): donc a 4 sera le cOté d’un
octogone double et 4B celui d’un triple.

Prosxrtwmez

166. Dans un cercle d’un rayort AB

fig. 837, inscrire trois cercles qui le

touchent et se touchent entr’eur.

Solution. Dans la circonférence du cercle
donné, soit faitd A B—BC=CD—=DE
— Fd—=—dc; du centre B et du r rayon ‘B D,
soit décrit un arc qui passe par les points a,p,
et «: du centre £ et du méme rayon B D, soit
coupé cet arc en @ eta; avec le méme rayon,
des centres C et ¢, soient décrits deux arcs qui
se coupent en /', et des centres .D et d, deux
autres arcs qui se coupent en v ; des centres
Vet v, etavec le méme rayon, soient décrits
deux arcs qui passent par m et z; des centres
a et e et du rayon 4 B, soit coupée la circon-
férence du cercle donné en G, # , et en o 13
soit fait dans cette circonférence au méme

rayon 4 B—= G L= H.I=g[= }/i; soit fait
A /)'z.:;——])’fT, all=1Y _f ¥ —‘ITL}"_'-ij’;
aYy=Fm=1IFn; 4 Dn= Dp : du centre
A
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A et du rayon m 72, soit décrit le cercle
PSRXQT, sur la circonférence duquel ,
prenant un point arbitraire P, on fasse & P_4
— P S—SR=RX=XQ=0QT: enfin, des
centres P, Q, R etdu rayonpiun, soient décrits
trois cercles ; ils seront tangens au cercle
donné , et tangens entr’eux.

Démonstration. La droite 7L étant corde
d’un douziéme ‘de la circonférence (32 ), on
aura :

IL=V (2—V3)[160];
et comme on a (47. Zv. 1. 31. liv. 3) :
le carré du diamétre (L) = (IL)>~+ (1),
onaura:4=—2—V 3+ (17)*;
dou:(Ii)=2+V3,etli=V (2+V3).
On aura ensuite (20) :
(al)»=(aB)y—Ili.da=3—/ (4+2V3)

:3—(1-&—\/3):2_—\/3;
dov el=IL=V(2—V3);
on aura par les mémes raisons e L = L I ;
d’otie I YL sera un rhombe, et on aura (139):
(a ¥ yp=4(alp—(ILy=3(ILy;
d’ot: @ Y= IL. /3 : mais les points 7 et I,
étant également éloignés du point 4, les trois
points a, Y, A seront dans la méme droite
(13); dou:
AY =Adoa—a¥Y=V2— Vv (6—3V3)
=V o (3 =) = 2 — Vi =1L,
L
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La méme démonstration s’app]iquc ala lign "
Ay ; ensuite le point y étant sur laligneaq,
c’est-d~-dire, sura 4 (13), on aura ¥Yy=
2 4 ¥:orles points V, B, 4, E, v sont dansg
la méme droite (13). Si on suppose pour un
moment que les points 7z, z solent dans la
méme droite , on aura :
Ame— AV —FVim—=—2— 3
En effet, si on compare les points C, ¢, ¥, B,
A , E avec les points 4, B, Q, P, p, g dela
fic. 3, on aura dans cette {ig. 83 : V' B—=AE
(14): dou 4 V=2 et V'm=+/3; ondémon-
trera de méme qu'on a 4= 22— /3; d’oit
onaura: (Fm)2=(A4 m)2 (4 F)2(47. liv.1)
=7 —4V34+1=4(2—V3);
d’otr : Frn—2+V (2—V3)=24Y;
de plus ona, par la construction de la figure :
Frn—=2V (2—V3);
donc le point 7 sera dans la droite 74 : on
démontrera la méme chose pour le point z :
donc, puisque 4 m=2 — /3, on aura : m n
=4 —2V/3; puisles triangles Bp D, vn D

ayantles cbtés égaux entr’eux, on aura l'angle
Dvn=DBp(8.Lv.1). Mais ’angle Dv 2z
qui est le mé&me que 'angle Dw B, étant égal
A Vangle DBV (5. liv. 1), on aura l'angle
DBp—=DBwv: donc le point p est dans la
droite 4 E; on a ensuite. Da= Dp : on d¢-
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montre dé méme que d n=dp : donc compa-

rant les points D, &, 4 ,n,p , £ de la fig. 83,
avec les points 4, B8,Q,P,p,qg dela tig. 3
on trouvera [ fig. 83 ]:
pEB=An=2—\/3;don:
pr=AdB—sAdn=1—4+2V3=2v/3—-3,
De plus, le triangle équilatéral PQR étant sem-
blable au triangle équilatéral B D4, et par
conséquent aussi le triangle 4 B.J) semblable
autriangle 4 P R (20. fiv.6), on aura ;
AB,BD:: 4P; PR;
c’est-a-dire,
1:V3::4—2V3PR;
d’ott on tire: PR= 4 /3 —6 —= 2 p 1.
Donc la ligne PR étant coupée par moitié au

»

point p , le point p se trouvera également sur
les deux circonférences des cercles décrits des
centres P et R, et sera le point de contact
(12. Zv. 3); qu'on ajoute ensuite A la droite
AR =mn= 4—23, le rayon du cercle
décrit du centre R , ou bien la droite Rr=np
—2v3—3, on aura :
Ar=4—=3d=1= 43
Donc le point r sera également sur les deux
circonférences , et le cercle décrit du centre
R touchera intérieurement le cercle donné
(11. Zv.3); on démontrera la méme chose
pour les autres cercles ; donc, etc.
L a
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Ce probléme se trouve élégamment résolu
avec la régle etle compas, par Thomas Simp-
son, dansson ouyrage: Select Exercises , ete.
Géometrical Problems, probléme 13 : on voit
qu’on peut par notre construction résoudre ce

probléme avec la régle et le compas plus brie-
vement encore que ne le fait Simpson , en
menant la droite /e v, et aprés y avolr pris
AAdB=BV—=FEv,enfaisantaBD—=FVm
—=Bp=wim; puis en décrivant du centre
A et du rayon m nle cercle P Q R, et faisant
tout le reste de la comstruction comme dans
la solution précédente.

Pros1twMmE.

167. Du centre A [ fig. 83 ], décrire
un cercle qui touche extérieurement les
trois cercles inscrits par le probléme
précéderzz (166) a un cercle donné.

Solution. Cherchez une troisiéme propor-
tionnelle aux deux droites 4 B, 4m [86];
avec cette ligne ])1‘189 pour rayon et du centre |
A , soit décrit un cercle; ce sera le cercle

cherché.

Démonstration. 4 B étant =1, et 4 m=
2—1/3, on aura la troisiéme proportionelle
= 7— 4V/3. Simaintenant du rayondr=1,
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on soustrait le diamétre ¢ r du cercle décrit
du centre R, ¢'est-d-dire, si on soustrait 2 7 p
— 4/ 3 —6 , on aura précisément 7—4v/3 :
donc un cercle décrit du centre 4 et avec cette
troisiéme proportionnelle pour rayon, sera
tangentau pointga ce cercle inscrit (12. Zv. 3),
et aux deux autres cercles.

ProBi1k ME

168. Inscrire dans un cercle d’un

rayorn donné A B[ fig. 847, quatre cer-

cles qui lui soient tangens, et qui soient

tangens entr’eux.

Solution. Soit fait dans la circonférence du
cercle 'donné ;' 4 B=BC=CD=DE;
ABD=Ba—Fa;ada—= BF— Bf; &
AB—=FN=FO;eti BD=NP=— OP;
du centre 4 et du rayon a P, soit décrit le
cercle QRS T'; puis prenant un point arbi-
traire Q sur la circonférence, soit fait 4 B Q
=FR=FES=/fT; enfin'des centres Q, R,
§, T, et du rayon a F, soient décrits quatre
cercles: ils seront les cercles demandés.

Démonstration. Comme on a (27) :
Bl=ll =l =R,
1553
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on aura aussi (93 ) :
QR=RS=8TE=T O

donc P'angle 7".4 Q sera droit ; donc :
(TQ)=(4 Tr+ (4 QPr=—2(47)2;

puis ayant fait 4 B—1, on aura aussi (165) :

FP=i1;d’0l: 4 P—2; on aura encore (27 ):

Aa=—/a;d'oh:aP—=2—v/2;a F—\/ 2—1;

d’olr on tire :

2(A4 F)2=o (le“)f‘ = (7'Q)y=2(2—V2)%

et

L'Q=(2-V2)Vo—=2V2-2—=2(\/2-1)—=2a F:

donc la distance des deux centres 7 et Q est

egale i la somme des rayons des deux cercles

décrits de ces points comime centres : donc ils

sont tangens en p au milieu de 7° Q. On prou-

veroit la méme chose pour deux autres quel-

conques. Soit ensuite 7 le point, ol la ligne
A r prolongée coupe le cercle décrit du centre
R, on aura:

Ar—=Ad R+ Rr—aP 4+ aF—=P F—1—A4B:

donc le point 7 sera sur la circonférence du

cercle donné ; d’oit on voit que la ligne 4
passant par les deux centres .4 et R , sera per-
pendiculaire a la tangente qui les touche tous
deux au point 7 : donc ils seront tangens
entr'eux (13 et 16. Zv. 3) ; la méme deémons-
tration s’applique aux autres cercles.
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ProsiL tME

169. Du centre A (fig. 84), décrire
un cercle qui touche les quatre que Fon
vient d’inscrire (168 ) dans wun cercle
donné.

Solution. Cherchez une troisiéme propor-
tionnelle aux deux droites /P, Fa[ 86] ;avec
cette ligne prise pour rayon et du centre 4 ,
soit decrit un cercle , il sera le cercle cherché.

Démonstration. P F étant égald 1, et Fa
=— V2—1, on aura la troisiéme proportion-
nelle =3 — 2 v/ 2; or soit g le point ol le
rayon A r coupele cercle décrit du centre R :
gren sera le diamétre = saF—=2\/2—1;
Soustj"ﬂj,':mt de 1 = 4 r cette \-'alcm‘, on aura :
A g =3 —2y/2 = cette troisieme propor-
tionnelle : doncle point ¢ 'sera dans les deux
circonférences ; mais il se trouve dansla droite
A R; donc la perpendiculaire & cette droite
sera tanigente en ¢, aux deux cercles, lesquels
se toucheront au point ¢ (13 et 16. /iv. 3 );
on démontrera la mémre chose pour les autres
cercles.
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Prozritwme,

170. Z'rouver [ﬁg. 85 un arc de

cercle dont le cosinis r.‘-'gafc la corde.

Solution. D'un rayon A4 B qu'on fait = 1,
soit décrit 'arc BCDE, et soit fait &4 4B
=BC=CD=DE—=DP—CP; soit fait
ensuite A BD —=Ba— Fa,etd da— B F:
da centre B, et du rayon P F', soit décrit un
arc qui coupe l'arc BC en Q; 'arc B Q sera
celui que 'on cherche.

Démonstration. Les points 4 , F, a , P sont
dans la méme droite (13) ; puis les points B,
A , D, P étant tous éloignés du point C de la
distance C' B, sontdans la circonférence d’un
cercle qu’on décriroit du centre C et du rayon
C B : comme on a de plusa CB=B A4— 4D
=DP, BCP sera le diamétre de ce cercle
(15. Zy. 6), et on aura PA — /3 [2]; dows

Wl /3 Ly —7 8
si maintenant on abaisse sur 4 B la perpendi-
culaire Q R, on aura (13. iy, 2):
(BQ)=(4B) +(4Q)2—24dB. 4R ;
¢est-a-dire :
(V3—1)2= 4—2v3—=90—2AR;
dou: R=y/3—1—=25 Q;
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ainsi qu’on s’étoit proposé de le faire. Ces
derniers problémes sont d’Ozanam, qui les a
résolus avec la régle et le compas.

ProBBLEME.

171. Etant donnés les axes BE, M N

d’'une hélice, déerire autour d’ezf:c

un ovale compose de cercles qui soient

tangens entrenzx.

Solution. Du centre A4 ol les axes se con-
pent et durayon 4 B qui est la moitié du plus
grand axe, soit décrite la demi-circonférence
BDE, et soitfait a £ 4 —=F D ; du centre B
et du rayon B.D, soit coupé 'axe B E en d :
du centre A4 et du rayon 4 M , soit coupé le
demi-axe 4 F en m ; du méme centre 4 et du
rayon 4 d, soit décrit 'arc de, et soit fait &
Em=—de; des cenires d et e et d'un rayon
pris arbitrairement, soit coupél’arc BD E en
d et ¢; du centre 4 et du rayon d'¢, soit coupée
Vaxe B Een Pet Q; des centres Pet'Q et du
rayon P B —Q [, soient décrits Ies arcs F'Bf,
GEg,etsoitfaitd PR =BF=Bf—=FEG
= L o ; soit fait ensuitea P O=PR—="Pr=
Q.ZL —Qr; puis du centre R et durayon A F,
soit décrit 'arc ' G qui passera par M : enfin

pbgedn
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du centre r et du rayon R I'—= rf, soit décrit
Yarc /g qui passera par IV, et toute la cons-
truction sera faite.

Demonstration. Les triangles BFP, PQR
étant équilatéraux , les angles B P F, Q PR
seront €égaux (8. Zv.1); etles deux lignes
I’P, PR formerontune seule droite, parce
que les deux angles FP4 + 4 PR sont
égaux aux deux angles F P4 4+ 4 P N (13
et 14. Ziv. 1) : donc les deux arcs BF, FG
seront tangens 'un a I'autre en 7' (13. Ziv. 3) :
la méme démonstration s'applique aux points
de contact f, G, g.

Spit fait ensuite pour abréger 4 B—1,
on aura : BD=V3[2]=Bd; dou:
b e e 2

et comme on a g3 12

Adydett 4 de.

On aura encore en multipliant les deux termes

du premier rapport par /341 (4. Ziv. 5):

Ari'(x/3-+—1}:zfe(\/3+1)::,4ci“: & ¢

puis substituant les valeurs numeériques de

A d et A, et exécutant la multiplication

dans le premier terme, on aura :
2:de(V341)301:de;

d’onr :

2de—0 4 P—de (VI34+1)=PO@=PA.

De plus, PR Qr étant un rhombe, on
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aura (139 ) :
(Rry=4(PRY —(P Qr=3(PR);
d’ont :

Rp=PR.vV3=de(34V3);
et R4 =1de(3+ V3).
On a ensuite :
AM=Am—AF—FEm—=A4F—de—1—de ;
dott : RA4+AM =1 +1de(14V3);
ou bien : AM—=—1+4 ;PR ;
et comme on a:
Plh=PB—=3—4d P=—=1+=2 PR,
on aura :
PFa-PR—1+ + PR, c’est-a-dire , FR—RM.
Donc larc F' G passera par M : on feroit
voir de méme que l'arc fg passe par =z :
donc, etc.

Proz=1i £ M E,

172. Décrire [ fig. 871 une spirale
BLEMFENGPH ; composée de plusicurs

arcs de eercle.

Solution. Soit B E=B I la distance qu’on
veut donner aux révolutions de cette spi-
rale ; aprés avoir divisé B L en denx parties
egales au point 4 (66 ) ; de ce point comme
centre et d'um rayon 4 B, seit décrite la
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demi-circonférence B L E (64); du centre
B et du rayon BE, soit décrite la demi-
circonférence F M F; soit encore décrite
du centre 4, et avec le rayon 4 F la
demi-circonférence F N G ; soit encore dé-
crite du centre B, et avec le rayon BG la
demi-circonférence GPH , on pourroit ainsi
continuer cette spirale & I'infini.

On pourra de la méme maniére doubler
cette spirale, en décrivant des centres 4 et
£ alternativement les demi- circonférences
ble,emf, fng, gpk, etc.; aprés avoir
pris le point 4 4 une distance arbitraire de
B sur la ligne 4 B (73).

Ce probléme n’a pas besoin dé démons-

tration.
Prore1 £ ™=

173. Trouyer ]/v’z et ]/ 3.

Solution. Avec le rayon 4 B—1, et du
centre 4 , décrivez (fig. 88) la demi-circon-
férence BC D E, en faisant 3 4 B—B C
=CD=DE; puis faites A BD—RB a—Fa .
@ da=BP; 3 AB—EP; marquez sur la
demi-circonférence les points H, 7, K , en
faisant & la méme ligne dB—aH—=HI
—& .3

Des centres £ et H, et du rayon 4 P,
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toient décrits deux arcs qui se coupent en
L et M; on aura : LM =+V'va2.

Des centres @ et K , avec le rayon 4 B,
soient décrits deux arcs qui se coupent en
Q et R; on aura Qi = VvV 3.

Démonstration. ELHM étant un rhombe,
on aura (139):

(LM =4(LH y»—(HE)*>=4(4P)>—(4E).

Mais ,

(4P)>=1[104], (HE)»=2—V2[30 et 36] :
donc (LM )?>=+/2; d’on on tire : LM=\ 2.
aQ KR étant aussi un rhombe , on aura
également :

(QRY = 4(a Q) — (aK ).

Mais (4 Q)>=(4B)*>=r; (aK)*=4—+/3[160]:
donc (QR)*>=Vv3; d’ont on tire : QR=V/v3.

174. On pourroit, par de semblables arti-
fices, obtenir lesracines quatriemes des autres
nombres entiers, sans employer la méthode
de trouver les moyennes proportionnelles (99).
Pour avoir v/ y2 par cette méthode, on au-
roit eu A trouyerune moyenne proportionnelle
entre 1 et \/2, ou entre : et 2 /2, ou entre
deux autres quantités qui, multipliées 'une
par lautre, fussent égales a .v/2. Mais cette

marche seroit beaucoup plus cmnpliquée.
En cultivant cette géométrie du compas ,
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on en retirera de trés-grands avantages. J'aj
sur cette matiere d’autres recherches -toutes
prétes qui pourront trouver place dans un
ouvrage plus étendu que celui-ci. Voici une
application du probléme précédent relative
a la pyramide tétraédre réguliére.

Pros®srt k.

175. Etant donné le cdté AB d’une

pyramide tétraédre régulicre SABC

[ fig. 89 ], trouver, 1.° sa hauteur;
2.0 le cdté d’un quarré qui lui soit éoal
en surface; 3.° le cOté du quarré, sur
lequel il faudroir construire une pyra-
mide qui eillt pour hauteur le cdté de
celle proposée, pour quelle [ui fite
égale en solidité; 4.0 le cOté du quarré
sur lequel il faudroir construire une
pyramide de hauteur égale a celle de
la pyramide proposée, pour qu’elle lui
it aussi égale en solidité 5.5.0/le rayon
d’une splhére circonscrite.

Solution. La figui'e 88 étant construite ayec
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le rayon 4 B, comme dans le probléme 173,
du centre B et du rayon B a, soit décrit I’arc
a N, et soit fait & 4 a=FE N; des centres 4 et
F , avec le rayon A N, soient décrits deux
arcs qui se coupent en 7z ; du méme rayon
nA., coupez la demi-circouférence B C D £
au point §. Enfin divisez en deux parties
égales I, M au point m (66), ainsi que Q R
en ¢. 1.° B §sera la hauteur de la pyramide;
2.0 Q R sera le cité du quarré qui lui est
égal en surface; 3.0 Mm sera le cbté du
quarré qui forme la base d’une pyramide de
hauteur égale au cdté de celle proposée , et
qui lui est égale en solidité; 4.c Qg sera
le cOté du quarré qui sert de base & une pPy-
ramide égale en hauteur et en solidité & celle
proposée; 5.0 4N est le diamétre d’une sphére
circomnscrite.

Démonstration. Si du sommet S de la Py~
ramide on abaisse une perpendiculaire § -.r;z

sur le coté 4 B, a cause du triangle équila-
L= L

teral § 4 B, elle coupera par moitié au
point m la droite 4 B (12. ly. 1). Donc
si, sur la base 4 B C, on éléve au point
de la droite 4 B la perpendiculaire m T,
elle passera par C (11. liv. 1), et contien-
dra le point 7" ot tombe la perpendiculaire
abaissée du sommet § sur la base (11. Ziy. 11 ¥
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On démontre de méme que le point 7 est
dans la droite Bz, qui divise en deux par-
ties égales le coté 4 C. Soit menée la droite
mn , elle sera paralléle a BC (2. liv. 6),
et le triangle 4 iz n sera équian gleau triangle
ABC (27.liv. 1), et BC sera double de
mn (4. liv. 6); puis les triangles BCZ, mnT
auront les angles égaux ClLd.L-llll a chacun,
et on aura {i liv. 6 6):
G nis C T im il

Donc C7T est double de m7; dour m T
=3 Cm; puis faisant 4 B—1,0na Cm -
— Sm=1;V/3[104] : donc Tm—=1 Vv 3.
De plus , comme on a :

(Sm)r=(mT)+ (8T 47 lv. 1];
cest-t-dire,, ;== + (8§ 77 )*;
on aura : (§ T)”:%: Fsdo § = v/ 2
On a ensuite ( fg. 88

AN::%V’(S[IO:’]: i=dn:

on a aussi (fig. 89 ):
AnidS8::48:8B[86];

cest-d-dire, v :1::1: 8 B;

dotona : SB=yv 3=8T; ce quil fal-

loit 1.0 démontrer.

Ensuite la surface de la pyramide tétraédre
est €gale au quadruple de la surface de la
base 4B C [ fig. 89 ]; laquelle étant égale
azd B.Cm=3 V3 [ 41. liv. 1], sera la

surface
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surfacede la ]ﬂ-lJﬂllth‘ —v/3; d’ott le cbté du
quarré qui lui est vulll._.,,f v'3. Mais on a ( fig.

88) : QR=v/v3[173 ] : donc QR est le coté
du quarré cherché . {_J . Q.F.20 D,

Dans les pyramides égales, les bases étant
en raison inverse des hauteurs ( 9. Zy. 12),
on aura :
1:V3izVv3rala base de la pyramidequi

a pour hauteur 4 B—1; d’olt la surface de
cette base =1 V2, et le c6té du quarré de
cette surface==2v/va=Mm[173].C.Q.F. 30. D.

Les pyramides de hauteur égale étant
entr’elles comme leurs bases, le quarré, qui
est ég;l'[ an tl'ialn:%1c AL (:El V3, aura
pour coté 3 V3= Q ¢ [ 175 ].C.Q.F. 40.D.

Enfin le quurré du diamétre de la sphére
circonscrite 2 la p}'!‘muide tétraédre vaut une
fois et demie le quarré du c6té de la pyra-
mide (13. Zv. 13 ), c'est-a-dire le dmnwue

—v/2:ilestdoncégald 4 N.C. Q.F. 50,
Prosui £ m=z

176, Etant donnéde la hauteur ST
[fig. 89 et 88 d’une pyramide tétraédre

réguliére , trouyver son cdté A B.

Solution. Avec un rayon 4 B ( fig. 88)
M

P T PN

R e =l e

A i N e R S e T A e AT Y AR S o D i

e e S




78 GiomErnie npuv Compas,
égal & § T'( fic. 89 ), soit décrit le demi.
cercle BCDE en faisant A 4 B— B C— CD
=D FE; du centre B et du rayon B D,
soit décrit ’arc D Na ; du centre E et avec
le méme rayon , soit coupe cet arc au point a;
du méme centre et avec le méme rayon
A a, soit coupé le méme arc en N; 4 N
sera le oOté cherché ¢gal au cdté 4B de la
figure 89.
Démonstration. On a dans la figure 88 :
A B AN Y S vVEi[ ] ;
et comme on a :1 ! 3 s $ 31, amsi
que cela se démontre en égalant le produit
des extrémes au produitdes moyens, onaura :
AB:AE\T::\/;:H
c’est-a-dire, que 4 B est & 4N dans le rap-
port de la_hauteur de la pyramide tétraddre
a son ¢bté (175 ). Donc 5 etc.

A

Proszida s

177. Diyiser [ fig. 9o] la fzgna AB—1,

en cing parties égales , lors méme gu’on

ne peut pas avoir une Zzg;ze quintuple

de AB, comme au n.° 6g.

Solution. Aprés avoir, du centre 4 et du
rayon 4 B, décrit le cercle BDp, et avoir
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fait dans sa circonférence & AB—BC—CD
DB eta B ="6a—=Bas=Eg--Fa,
soit du centre « et du rayon 4 B, coupée
la circonférence en g; de ce point g comme
centre et du méme rayon, soit décrit ’arc
A 7 o ; maintenant du centre @ et du rayon
B E , soit coupé cet arc en z ; du centre B
et du rayon « gz, soit coupée la circonfé-
rence en P et p; des centres p et P, et du
méme rayon p B, soient deécrits deux arcs
gui se coupent en Q; 4 Q sera un cinquiéme
de 4 B, et sera placée sur sa direction.

Démonstration. S1 on prend un point z
sur la direction de 4 F, et qu'on aie Az
= Aa, on aura , 'a cause des angles
droits a A u , v Au:

(auy=2(4 ay=a(ed Y= (cuy—=f—(BEy;
d’ou ¢ az:::lnc =Bl 7Ly

puis les angles égaux gd B, g4 o valant
chacun la moitié dun angle droit (30), les
angles g4 a, g4 u égaux entreux , vau-
dront chacun trois fois la moitié d'un angle
droit. D’ol les deux triangles g4 a , g4 u
ayant un angle égal compris entre cOtés
¢gaux , le troisiéme cité g a sera aussi égal
au troisieme coté gz (4. fLiv. 1) : donc un
cercle décrit du centre g et du rayon ga,
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180 GromiTrir Du Compras,
passera par le point z , et sera concentrique

au cercle A na.
On a ensuite g a = V/5[185]; et comme
an—u<, on a[93]:
gaigd iau .n;
clest-a-dire, Vo 12 ynaes

donc on aura : =z a::p-%; d’ou aussi chaque

c6té du rhombe P Bp Q=ns = :

donc si on compare les points P, B, p, Q,4
de la fig. 9o avec lespoints 4, p, B, P, Q de
la fig. 3, on aura pour lafig. go:
BQ.B A=(B P)[19], c’est a-dire, B Q =3
d’ott4 Q quiestdansla méme droite [13]=7.
178. Ce probléme, qui a une solution assez
simple , devoit trouver place ici 4 cause de la
division décimale qu’on exécute en divisant en
deux , puisen cinq ouréciproquement. Le pro-
bléme suivant est aussi de quelqu’utilité.

PrRoz1L 2 M E.

179. Former [ fig. 9o un triangle
rectangle dont les cdtés soient en pro-
portion arithmétique.

Solution. Aprés avoir fait la construction
de la solution précédente (177), du centre &
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on 7 Q , soit coupée la circonférence

etduray
angle BNE seraletriangle cherché.
& "

en N ; letri
Démonstration. Ce triangle sera rectangle
(31. liv. 3); puis faisant 4 B—1, on aura :
EQ=EA4d+ 4 (=4i=E Ny
de plus on a (47. Gg Y%
(BE) —(EN 2=+ (BN ), . Ad. .
on auradonc: (B N)2=%3 d’onr BN =
d’otr on voit que les cbtés EN =5, BN =5

B E — % seront en proportiou arithmétique.
ParosLE M E.

180. Former (fig. 91) un triangle
recfa.ng!e dont les cdtés soient en pro-
portion géométrique.

Solution. Du centre 4 avec un rayon 4 B,
soit déerit un cercle BD d, et soit fait dans
sa circonférence & 4B=B(= CD=DF=Fd
— d ¢; soit fait ensuite & B De—5
3 A a—D b—db—=C p=c p ; maintenant du
centre FE et du rayon 68, soit coupéee la cir-

conférence du cercle en N; le triangle BN B

.’l 7
a2 == q.ek

sera le triangle cherché.

Démonstration. La ligne A B est divisée
en ben moyenne et extréme raison (46): done
si on fait 4/ B—=1, Ab= x, on aura:

Bb—=i1—x5 . et X2—=1—Z&;
M3
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et résolvant cette derniére équation ,
T=Adb=%1(V5—1);
d’ot résulte :
54’3:24{5:\/5—-—1:EN;
on a ensnite (31, /z¢. 3 ) ( 47. liv. 1)
(BEy =(EN)4 (BN );
c’est-d-dire ,
4= 6——-21/5+(B+7\7'}=‘;
d’ou on tire :
(B l\")zzzf \/5—1}:.3.8. NE:
donc on a (17. Zi. 6):
BE;BN::BN:NE:
donc, etc.

181. Lemme. Si on fait les cOtés des cing
polyédres réguliers — , » on aura le rayon
d’une sphére
au tétraddre
au cube
a Poctaddre

circonscrite
au dodécaddre—

a Picosaddre =—:

a L]

(G

Démonstration. Le quarré du diamétre de
la sphére circonscrite 3 la pyramide comprise
entre quatre triangles équilatéraux vaut (13.
fiv. 13) , une fois et demi le quarré du cdté
de la pyramide, c’est-A-dire, en faisant le cOté
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1, le diamétre est égal & V/ 1; d’otlr lerayon
AV
Le quarré du diamétre de la sphére circons-
crite au cube , vaut (15. Zv. 13) trois fois le
quarré du cOté de la pyramide , c’est-a-dire,
le diamétre = /3 ; d’out le rayon — ; V/3.
Le quarré du diameétre de la sphére circons-
crite & 'octaédre (corps régulier terminé par
huit faces qui sont toutes des triangles é¢quila-
téraux), est (14. /v. 13), double du quarre
du cbdté d’un de ces triangles, c’est-a-dire ,
le diamétre — /23 d’ou le rayon —<£ /2.
Lasphére circonscrite au dodécaédre (corps
régulier, terminé par douze faces qui sont
toutes des pentagones reguliers), est aussi
circonscrite (17. Ziv. 13 ) a un cube qui a
pour cdté une diagonale de ces pentagones,
Mais si on fait [ fig. 64 ] le cbté 4 B=1, la
diagonale B N du pentagone 4 BL M N
=2(V/54-1); en effet, ona (137): B N=4E
=46 + 4 E=(V5—1)Y+1 [180]
— 3(V/5 + 1) : donc BN ou la diagonale d’un
pentagenequiale cdté=1, est égalea;(\/5+4-1).
Si sur cette ligne on forme un cube , on aura
le quarré du diamétre de la sphére qui lui
sera circonscrite =— 3 (B N )2, et le diamétre
= (Vb64-1)év/3 : doncle rayon_dc la sphere qui
comprend le dodécaédre = v/3.( V5 +1).
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Si 4 B estlediamétrede la ap!a@ e qm com-
prend Picosaédre, [ fig: 92 ], et qu’aprés avoir
pris sur ce Lh'n.ium - COr=4 ( B, et élevé
la perpendiculaire C.D quirencontre en 1) la
demi-circor 11‘ﬂ=c1}ce ADBE, on décrive avec le
rayon D B un cercle, et dans ce cercle un
pentagone régulier, lu coté de ce pentagone

sera [1{;. liv. 13] le cOté de Picosaddre ( corps
régulier terminé par vingt faces qul toutes

sont des triangles équilatéraux); or le cOté
du pentagone est au rayon du cercle circons-
crit comme B b est a B, f}'[;: 2. 12] (40) ; mais
faisant 4 B —1 , on a:

_J(ﬁ'::(\/’i—-l);
(45)-:—(6——2 VAT (e v"."});

-
k4

(Bé)%:@ih)k+@4é)[fy Ly, 1] = -f;
d’olr on aura : B4 ° A(P“]/k s

) -—|/r 5 -+-l.f l
]111118 Oona: ( '! (

Donc supposant le coté de Ilcosa.uhe =t £
on aura ;

B ﬁn’ 92:'._]/<a—r-|/a

On a ensuite :
(£ By=5(BD) 16 L. 13]=222:

doncdﬂ:]/i:‘r_/_’ ,etlerayon=t ]/(J—H/.)

l,.ﬁ

-
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ProsiiME

182. Etant donné le c6té A B des cing

corps réguliers (fig. 93), trouyer le
rayon des ffgf/ﬁfmzzz".:-:‘s* sphéres Qu"ils

comprenien L.

Solution. Du centre 4 avec le rayon 4 5,
soit décrit le cercle B D d, et soit fait dans
sa circonférence & 4 B=B(C=CD=DE
—F d ; soit fait ensuited BD =Ba=Ba=—
Eo—=—Fa; du centre z et avec le rayone a,
soit décrit 'arc 2 P ; du méme centre « et avec
le rayon « B, soit décrit Parc . Bpgs; du
méme centre o etavec le rayon 4 B , soit dé-
crit 'arc grz; du méme centre o et avec le
rayon B E, soit décrit Larc M QRS T'; des
centres D et & , avec le rayon A a , soient dé-
crits deux arcs qui se coupent en 5 ; du centre
E et avecle rayon 4 b , soit coupée la circon-
férence en L ; soit fait a 4 B—a P=MQ;
ANAda=—MR;AEb=MS;etd BL=MT;
soit fait ensuite & e B=Pp; a MB=Q ¢

— Ss;eta Mg=Rr=T:¢;
B p [

B g | sera le rayon le. cube,

le tétraédre,

o r ) dela sphere ( 'octaédre ,

o

Bs | qui comprend | le dodécaedre ,

gt ) U lisocaédre.
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Demonstration. En faisant 4 B—=1, ona:
e@a=2v2[100], e B=13.
onaensuite:2alaB i aP:Bplg3d];
c’est-a-dire , :3\/2 BT ,B}; 3
on aura donc: Bp=—1 v/ 1; d’on, etc.[ 181 ].

On a aussi [93] sy BBt M )i B g
c’est-a-dire,2:v3:%1 :Bg; dou ,b’(z?_ AL
Onademéme: M tag:: MR:
c’est-a-dire ,

DTtV t epsdioter—aa/a
ona égalemente M ; « B!} M S ; Bs.
Mais ﬂfS:z’; L=1(V5+ 1)L 181 i3
donc 2 V3:::(Vb4+1): Bs;
d’onr ]3.9._.$ V3. (V5 +1)
Onaenfine M jagi:MT:gt; mais MT=RBL.
Deplus,(BL)>=(BE)? —(LL)--[31.f,’:.';'.?).zi:?.fiv,1];
cest-a-dire , (BL)2 = (BE) — (44)

; 5 |,/:
=4—1(3—V5)[181 ==X
dod BL=M T = ]/("*;"'5 ;

L 1—|—L/
et par conséquent 2 ; (

dougt.__ ]/(:+L/r

Donc les distances Bp, Bqg, gr, Bs, gt
seront respectivement les rayons des sphéres
qui comprennent les cinq corps réguliers,
savoir : la pyramide , le cube, Poctaédre , le
dodécaédre et I'icosaedre.
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ProBslLtME.

183. Eilant donné ( ﬁg. 94) le rayorn

AB de la sphére qui comprend les cing
CO!}LS o’.(_i!‘_ilff/i(__’]~3; z’fi'.’."'.’f/'f ZL‘LEI‘S C‘OIU{S.

Solution. Du centre 4 avec le rayon 4B,
soit décrit le plus grand cercle de la sphere
B D d, etsoit fait dans sa circonférence & 4 B
=B C=C.D=—DF—=F Jd; puais 4 BD=Ba
—F a, etd 4da=—0D b—d b; soit fait ensuite
dans la circonférence & 4 B—aH, etd 4«
—FEF=Hk; du centre @ et avec le rayon
a E, soitdécrit!’arc £ S Q P; duméme centre
a et avec le rayon a /£, soit décrit l'arc £ T7;
soit faitd £ —=FEP; A AB=FEQ;A 4b—=
ES;abF=F#4T. Puis, soitfaita EL=Pp
=Qg=0s,etAf L =T¢:

L psera le coté du tétraédre,

Lg ... du cabe),

AL el e s de Poctaedea
Lis o+ oo oo« dudodécaédre,
Lt....ooo. delicosaddre.

Démonstration. On a P'arc E/ égal & un
huitiéme de la circonférence (30 ); d’oir a %
=v5 [185]; et comme Pangle droit 6.4 F
est le méme que BLF , parce que le point &
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est surla ligne 4 £ [ 13. 271, & F scra le c6té
du pentagone (40), et 44 le coté du déca-
gone inscrit au cercle B D d[41]; faisant
donc 4 B—1, on aura: 4b6=% ( vV 5—1)
[180]; et (6B) = AI‘)*-Q—(A'[))*
= 143i(6 — 2 V85)="C; dov b F

.._._;.E Jn_" ’/(T_E/)

On auraensuite:a E ; aL :: EP ; Lpl9g3],
c’est-a-dire, v/ 3 ! 2 _’: v’), s Lpit
donc on aura : L p=—2V/ % Orle rayon de la
sphére est au cOté du tétraddre qu’elle con-
tientcomme £ v/3 : 101811721 2V }: done
faisant le rayon 4 B de la sphére =1, Lp
sera le cOté du tétraédre qui y est contenu.

On auraaussi (93):e & al;; EQ: Lg,
c’est - a-dire,

Vo sastaoal g sidion L g =5
Or le rapport du rayon de la sphére au coté
du cube qui y est contenu , est :

23 tr k8101 5 a3 sdone; ete.

011 aura de méme A'a-—_"v./:z. pour coté de
Poctaédre ; car le rapport du rayon de la
spheére au cété de octaédre qui y est contenu
est : 2v/2 31 [181]:: 1 v2, donc,eto.

On aura ég&]emeut v el el BES L s
cest-d-dire , V3213 ( v’ —1)sLs;
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§: s ey
dou L.s = g

la sphére aun cOté du dodécaédre qui y est

i
V2 Or le rapport du rayon de

contenu , est :
(Vo41)or [ixBz ] e? 252
donc, etc. Enfin on aura

e s S Ml T S i L F 7o 8

c’est-a-dire , V5 ¢ 2 .!/(’_"" ’) Lz:
donx : L = ]/ J_V 2 - le rapport du

rayon de la Spll.cu, au cbté de licosa¢dre qui
y est contenu, est:

l/("”/’ L2s e o 1/(=—v:-

Donc, etc.

PrRoBILEME

184. Etant donné un point B sur la
circonférence d’un cercle donné [fig.q5],
trouver deux autres points Liet M, tels
que le I?‘imrgfc BLM soit {;?gh:if(zz':c"?‘czf
et touche le cercle par le cdteé LN au
point E qui en est le miliew.

Solution. Soit fait dans la Cirﬂmf’érc11 ce du

cercle donné & son rayon 4 B— R 0=CD

=D E—=E d; puis, soit fait a BDJMW- a2
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du centre a, et avec le rayon @4 , soit décrit
un arc qui passe par ¢ ; du centre £ et avec le
rayon £ A , soit décrit un arc qui coupe le
précédent en o ; du centre 5, avec le méme
rayon = &, soit coupée la circonférence en P,
Puis, du centre £ et du rayon E P, soit dé-
crit un arc qui passe par L et M ; des centres
D et d avec le rayon @ P, soient décrits denx
arcs qui coupent le précédent en 7, et M ; les
points L et M serontles deux points cherch(s.

Démonstration. Si on compare les points a,
A, E,a, Pdelafig. 95, avec lespoints Q, 4,
psB,Pdelafig. 3, de I'équation :

(4Q)=(4Ap)y+(pQ)yr—pP.pQ

qui appartient a la fig. 3, on tirera pour la
fig. 95 celle-ci:

(day=(4EL)yY+(Ea)—EP.Ea;
et substituant les valeurs numériques [27]:

2=14+3—EP.V3,
dot: 2'=HE.P.v/3 et EL =3 /33
et comme les trois points £, P, a sont dans la
méme droite [ 13 ], on aura :
Pcz—"ﬁrz——-EP:—; V3.
S1 on suppose mence la ligne B £ qui coupe
en 1 la ligne D d, on aura [1047:
Dit—zs RID—=L\/3: BE—n%

d’ou la quatriéme proportionnelle aux trois

lignesBR, RD, B Eseraégale a2 /3= EM:
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on aura aussi [104]: RE=3,BD=\/3[2];
d’ou la quatriéme proportionnelle aux trois
lignes BR, BD, R Eseraégaled 1 /3=DM:
donc les lignes £.M , D M seront de la lon-
gueur nécessaire pour que le triangle B £ M
soit semblable au triangle B R D (2. liv. 6 ):
donc ils seront semblables ; car le point /7 ne
peut étre placé dansun autre endroit (8. liv.1).
On prouvera de la méme maniére que le trian-
gle BRd est semblable au triangle BEL ; d’ot
on voit que le triangle B D & est semblable au
triangle BM L (20. Zwv. 6 ): donc aussi ce
dernier est équilatéral. De plus, les angles
BEM,BEL eégaux aux angles BRD, BRd
sont droits, et les lignes EN, ELsont égal{zs:
donc BL .M est le triangle cherché.

Pon o By & m

185. Dans un cercle dont le rayon
A B soit donné [ ﬁg. 96 1, inscrire cing
quarres egaux 4 dont Pun soit concen-
trigue au cercle et les autres le touchent,
chacurn ayant un cdté commun avec le
quarré du miliew.

Solution. Solent faites égales aurayon 4 B
les cordes B C, C.D, D E. Soit faitAB.D —
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Ba—Fa;faites encore ¢galesa 4 ales cordes
BF, Bf: du centre @, avec le rayon 48,
coupez le cercle en G et faites la corde Gg=
A a;du centre g avec le rayon ga , décrivez
un arc e P et faites sa corde a P—ad; du
méme centre g et avecle rayon g 4, décrivez
un arc 4 p sur la direction de 'arc a P ; faites
dad==Pp; faites maintenant égales & 4 p
les cordes Bg, frn, Em, Fl; avec le méme
rayon 4 p et des centres B, g5 5n, EmsF, 0
décrivez desarcs qui se coupent dans le cercle
enL,Q,N,M; LMN Qserale (11.1{11‘1"-'::‘ cen-
tral, et BLQq, fQNn, ENMm, FMLI
seront les autres quarres cherchés.

Démonstration. Si on compare les points
a, Ad,G,B,gde cette figure avec les points
Q,p,A4,R,Sde lafig. 4, on aura (21) pour

la fig. 87 I'équation :
(ag)2=(eB)»>+Gg.4da,
c’est-a-dire, en faisant le rayon 4 B8=1,
(ag)* =3+2=5L271; d'ou ag=V5.

De plus, ona aP—=a 4 =V2.

Or:ga:aPtigd; dplgd],

c’cs‘E—;‘l-dire TRVA VA R B

d’ou 4 p= Lq, — L A

et comme B CD E est une demi-circonférence

[ 641, BmE seraun angle droit (31 Z2.3) ;
d’ol :
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d’ou :
(BE)y=(Bm)>+ (mE)*;c. a.d. 4=(Bm)> 4= 25
d'ott (Bm)>=9.3,etBm=3 v 2 =3mE.
On trouvera la méme valeur pour g £, et on
démontrera que tous les autres angles du qua-
drilatére Bz Eqg qui sont inscrits et appuyés
sur un diamétre sont droits : donc ce quadri-
latére est un parallélogramme rectangle. On
démontre de méme que /' /fn est un parallé-
logramme rectangle.

Si on fait la corde Em—=4~%, m F sera la
corde du complément de l'angle droit = %
[159], eton aura fi2=—2 —2k\/ (1—Lf2);
d’ou, & cause de A2 =%, on aura :
—2=2kV HF=2—2V —2—§= %“ ,{ﬂ
c’est-a-dire , ( F'm )? = (F.M)> )2+ ( M m
d’olt Pangle F M m sera droit ( 48. erf 1) -
ainsi que les autres angles BL /, /Q g, ENn,
Puis, sion appelle _l_l.u, distance du point 7 &
celui ot tombe du point F'la perpendiculaire
sur B m, on aura (13. /iv. 2):

(B F)" =(Fmy+(Bm)> —2Bm.x,
c’est-a-dire , 2 =% 4 1% — 6\ %;
d’ott z V/ ’__ , et duflsant par V%,

=V rt=m M.
Ensuite , si on nomme vy la perpendiculaire
qui tombe du point £ sur B 7, on aura
V=(FmpP—gr =t —i=2;
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z

d’ott on tire : y = V 3 = F M.

On démontre par-laque les points M et L sont

surla ligne B m;etcommeona:
Bm=3.Em=Mm+BLA Em;

on aura donc aussi: L M= E m.

De plus, on démontre que les autres cOtés

MN, NQ, L Qontla mémevaleur. De tout

ce qui précede, il résulte que les angles exte-

rieurs au quadrilatére L MN Q qui ont leurs

sommets aux points L., A7, N, Q sont droits :

donc les angles intérieursle seront aussi : donc

on aura les cing quarrés demandés.

ProBLEME

186. Etant donnés les cing points
A,B,C,D,E, sommets des angles d’un

pentagone régulicr [ fig. 97 ], trouver

les cing points a,b, c, d, e ou se cou-
pent les cfiagazzzzfes de ce pentagone.

Solution. Des cetres 4, B, C, D, E avec
le cdté 4 B du pentagone pris pour rayon,
soient décrits des arcs qui se coupent en @, 4,
¢, d, e; cespoints seront ceux d’intersection
des diagonales.

Démonstration. Si on suppose les diagonales
mendes et les cotés du pentagone 4 b CDE
tracés, onaural’angle B4 C=BDA (29 liv.3)
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=CAD:do04db=056D (6.ly.1). On aura
ensuite Bb 4 —=bD A +bAD (3a. liy. 1)
e BAdbbdiD=BAD=H4 BD (5. liv. 1)
d’ou le triangle 4 B 6 sera isoscéle (6. Ziv. 1),
¢’est-d-dire,onaura 4 B= Ab=5D; dong, etc.

ProsrtwMmE,

187. Dans un cercle d’un rayon AB

donné[ fig. 98], inscrire siz pentagones

l’ : -
regzzfzer s,

Solution. Soitfait dans la circonférence du
cercle donné, a 4 B=BC=CD=D E=Ed;
a BD=Ba=Ea; etda Ada=BF=Db=db;
soit aussi fait dans la méme circonférence a
bF=BP—=PQ=QR=RS; avecleméme
rayon b F' et des centres B, P, Q,R, S, soient
décrits des arcs qui se coupenteng, p, g, r,s.
Maintenant des centres 8, Pavec le rayon Ap,
soient décrits deux arcs qui se coupent en c;
avec le méme rayon et des centres P, p, soient
décrits deux arcs qui se coupent en d; ‘on
aura deux des pentagones cherchés, savoir:
Bp g rsquiason centreen 4, et gpdPcqui
touche le cercle donné en P. On trouvera de la
méme maniére les sommets des angles des
quatre autres pentagones p gfQe, grhRg,
rskSi, spmBlL

N 2

R

b AP PRI T
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Démonstration. Les points B, P, Q, R, S
seront les sommets des angles d’un pentagone
régulier inscrit au cercle donné (40.128);
d’our les points 2, p seront dans la diagonale
B Q, et les points p, g dans la diagonale PR
[1861; et comme Bp—_£Q, onaura Bg=pQ.
On prouvera de méme que Pp=—g¢g R, et a cause
de BQ=PR 27.liv. 3], on aura aussi B8
— Pp,etfp=p qg. On prouvera aussi de la
méme maniére que tousles cdtés du pentagone
gp grs sont égaux entr'eux. De plus; on a
Vangle gpg, cest- a-dire, BpR=BPR
+ PBp (32 liv.1]; mais P Bp, c'est-a-dire,
PBQ=QPAR:donc ppg= B P Q. On dé-

montre de méme que les antres ;111gles du pen-

'
tagone fp g rs sont £gaux aux angles du pen-

tagone BP Q R S : donc ils sont tous deux
réguliers. En outre, l'angle QB R formé par
deux diagonales du pentagone BP Q RS, qui
est 'angle 8 B s seraégal a I'angle 8 ¢ s formé
par deux diagonales du pentagone Bpgrs
( 20. liv.6). Or comme les triangles g Bs, Ags
sont isoscéles, ils auront aussi les angles'a la
basecommune £s¢gaux entr’eux (5. 32. liv. 1) ;
d’olr aussi les triangles seront en tout égaux
(26. fliv. 1); d’ou les triangles Bmé, Bpg
ayant tous les cOtés égaux entr’eux, auront
aussi les angles égaux (8. Ziy. 1), ainsi que les
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triangles B/s, s rg : donctous les cOtés et tous
les angles du pentagone Bm 85/ seront égaux
aux cOHtés et aux angles du peut:-l.gonc ,@p qrs;
ils seront donc tous deux réguliers. On dé-
montre la méme chose pour les autres pen-
tagones gc Pdp,pe Qfqg,qg gRhr,riSks:

donc, etc.

188. Le point & sera le centre du pentagone
pmBls, et la distance 4 B le rayon du cercle
circonscrit & ce pentagone et aux autres qui
lui sont égaux , ainsi que nous le démontre-
rons bientdt : ce qui ajoute encore une belle
propriété -au point b que nous avons déji re-
marqué tant de fois dans cette géométrie. Car,
outre les divisions en moyenne et extréme
raison qu’il nous afait obtenir dans le diamétre
BAE (45, 46), outre qu'ila servi & détermi-
miner le cOté 6 F du pentagone inscrit au
cercledurayon 4 B[ 407, le cdté 4.4 du déca-
gone inscrit auméme cercle (41); on a encore
lerayon B4 du cercle circonscrit aux six pen-
tagones qu’on peut inscrire au plus grand
cercle du rayon 4 B, comme dans le présent
probléme; car si on suppose le rayon 4 B=1,
ona: db=1(vV5—1) [ 180 ]; et comme
(31. Ziv. 3)
(BEY=(BQ)y+(QE)=(BQy+ (45

N3

.
i
:
L
3
i
1
Wil
'
4
+
N
-
]
3
1
-
A, |
p
1
d
1
e |
1
1
1
"l
1
4
'
i
]
i
:
. |
"t
¢
b |
et |
44
¥
=
1 |
4
=1
¥ |
-1
-1
J
3
it
1]
L
L
1
3
3
1
i |
t
o
#
-
. |
i |
!
[
o
{
L

L e e T B




23 N b gy S P

I I L e e

B e e e e R

198 GtomirTriE pu ComrAs.

on aura : B Qr“-l/( LA

On a ensuite : BQ=BP= z’,T:}/(’*'/q) [181]s

d’ou: BQ:eQ::BQ.2Q:(5Q)2: V5! ———-5-
Ve BTV s—a)t BALL A

dot: BQ:BQ—B8Q:: B4 :BA—b4,
cest-d-dire, BQ : BA:: B.A: Bb.

Donc les deux diagonales des pentagones
BPQRS, Bmbsl seront entr’elles comme
B.A " bA :donc B.A étant le rayon du pre-
mier pentagone , Bb sera le rayon du second

( 20. Ly. 6).

PRrosz &M E.

189. Etant donnés les sommets des

ang!es d’un exagone régiut lierBCDEdc

[fig. 991, trouverles pointsl,m,n,g,p,q

on se coupernt celles de ses diagozzafes

gui ne passent pas par le centre.

Solution. Soit fait &8 BD = Ba=Fa;
puis A BC=BA=CAd=DBae;dad—ax;
da B=aP=_4 P. Maintenant des centres 8, C
avec le rayon a P, soient décrits deux arcs qui
se coupent en /; des centres C, D, solent
décrits deux autres arcs qul se Coupent en .,
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et ainsi de suite ; ces points /, m, etc. seront
les points chercheés.

Démonstration. Su-ppnsons que les diago-
nales indiquées se coupent en/, m 7 ,8,p,9 s
comme on a l'angle BDc—2Dcki(29.liv.3 ),
B D sera paralléle a ¢ E (28. Ziv. 1) : donc le
triangle C' /m sera semblable au triangle Cc &
(2, 5. liv. 6), et par conséquent équilatéral.
De méme on aunra le triangle B /g semblable
au triangle BDd, puis les triangles Cc £ et
Bd D ayant les ebtés égaux, seront égaux(2)
(8. 4. liv. 1) ; etle cbté BD, et par consé-
quent /m étant & egale distance du coté ¢ B
que le cOté Ce , ainsi que g / du cdté dD ( 14.
liv. 3), st on applique le triangle Bd D sur
le triangle Cec F, la droite g/ tombera sur la
droite /m , et elles seront égales; mais B/=/g:
donc B /=1I1m. De méme on démontre que
D m=—ml.Donc , en faisant le rayon du cercle
BC=AB=¥[37, ona:

Bl=3 BD=33;
deméme C/= 5 /3. mais on a fait précisément
Bl—Cl—aP = /3 [184]:

done / estun despoints cherchés. On démontre
la méme chose pour les autres points 7,7, g,
Psq 3 donc, ete.

N(n x"
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190. Darns le cercle du rayon donné

A B[ fig. 100], inscrire sept exagones
?‘ff’gufiers , dont un soit concenirique au
cercle , et les autres soient disposés
autour du premier.

Solution. Soit fait dans la circonférence du
cercledonné 3 4 B=BC=CD=DE=FEd;
puis & DB=D V= d V. Des centres Cet.4 ,
avec le rayon CV, soient décrits deux arcs
qui se coupent en P; du centre P, avec le
méme rayon P C, soit coupée la circonférence

du cercle en 9 ; 9 sera le cO6té des exasones
‘, .

a inscrire, et que 'on inscrira ﬁcilcmcr?tl’un
prés de l'autre. Ensuite, des centres & et d,
avec le méme cOté 49 pris pour rayon , soient
décrits deux arcs qui se coupent en «; du
centre « et avec le méme rayon, soit décrit un
cercle dans lequel on inscrive (15. Zy. 4) un
exagone régulierddm np g. Du centre 4 avec
Ye mémerayon, soit décrit un cercle qui passera
par z p ; soit décrit dans ce cercle I'exagone
qui a pour un des cotés la ligne pzn ; sur les
cOtés de cet exagone, soient décrits les au-
tres exagones, comme on a faig, d’abord sur
le coté & &, et on aura les sept exagones de-
mandés.
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Démonstration. En faisant pour ﬂ]JTL{‘P’_:("l'
A B=1, on aura CP=C¥F=+v7[100]1=.4 P:

puis on aura 4 P 4o 4 0d 867,
c’est-a-dire, V7! 131 :dd; d’olt o = 3.
Supposons pour un moment inscrits les exa-
gones cherchés, et soit leur cté &4 qui est la
quantité inconnue = x ; on divisera cette ligne
en deux parties égales au point v, et on
menera la droite 4 v ,.qui lui sera perpendicu-
laire [ 83], et passera par « centre de 1'éxa-
gone, dont d4 est le cOté, en coupant aussi
par moitié au point x le cdté pz de I’exagone
central; et comme on a dans le triangle équi-
latéral A’j} 7
P edial it ir o S/ [ 1047;
onawrax ! duii1i;V3; o dpu=La V3,
et Av=3An=22/3, et encore dv==2zx;
puis, comme 1=(Ad)*=(Av)?+ (dv)?, on aura:
1= 224 Ltz dottzz=tetx=y/1

valeur qui est précisément celle déterminée
pour la ligne & & dans la solution du pro-
bléme, ainsi qu’on vient de le démontrer;
donc, etc.

On trouve dans Pappus, Ziv. 8, probl. 15,
prop. 19, ce probléme résolu avec la régle et
le compas , d’'une maniére qui n’est pas plus
simple que la précédente. Il y.a aussi ajouté
une construction mécanique.
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191, Nous croyons avoir jusqu’ici’ rempli
les promesses que nous ayons faites (6 et 7).
Quant au premier point, nous avons deja
donné tous les élémens de la Géoméirie du
compas , c’est-a-dire ,la totalité des problémes
qui suffisent pour trouver avec le compas seul
et sans la régle tous les points qu’on peut trou-
ver avec ces deux instrumens réunis. Pour dé-
montrer ceci [71], on observe d’abord que la
géométrie élémentaire fournit le moyen de
trouver les points d’un probléme , ou par la
section des arcs entr’eux ( et ce moyen est
tout-a-fait propre a la Géometrie du compas),
ou parla section des arcs et deslignes droites,
ou par celle des lignes droites entr’elles ( et
tout cela se trouve compris dans le livre 7),
[ 110 et suivans]. Ensuite une droite quelcon-
que nécessaire a la solution d’un probléme se
trouve déterminée de grandeur et de position.

Par rapportala grandeur, nous avons enseigneé
dans leliv. 3, [ 64 et suivans |, et dans le liv. 4,

[72, 73,741, & aggrandir, diminuer, diviser
une grandeur quelconque finie en un nombre
quelconque de parties ; puis, dans le livre 5,
[86etsuiv. ], & trouver les troisiémes, les qua-

triémes , les moyennes proportionnelles, ainsi
qu’a diviser une droite dans un rapport quel-
conque donné. Quant & la position des droites,
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elle se détermine par la position de deuxpoints
pour chacune d’elles; orle livre 4 [76 et sui-
vans ] enseigne a trouver les points pour tous
les cas des perpendiculaires et des paralléles.
Le livre 8 [113 et suiv. ] donne tout ce qui
est nécessaire pour déterminer la position des
lignes droites entr’elles sous un angle quel-

conque , donné par le moyen de deux points.

On a épuisé dans le liv. 2 [ 27 et suiv. ] les
divisions de la circonférence du cercle et de
tous les arcs qui sont du ressort de la Géomé-
trie élémentaire. Je ne vois plus d’aprés tout
cela quels autres élémens on pourroit desirer.
A Pégard du choix des problémes que nous
avons recueillis ici, nous laisserons aux
Mathématiciens le soin de juger si dans un
grand nombre de cas utiles ou réeréatifs, il
n’est pas préférable, non -seulement pour la
précision du résultat, mais encore pour la
promptitude de la construction, d’abandon-
ner la régle et de se servir du compas seule-
ment, jusqu’a ce qu’ayant trouvé les points
nécessaires au probléme, on méne, s'il le faut,
d'un point & ’autre une ou plusieurs droites
que Pon ne peut pas & la vérité tracer avec
le compas seul, et qui exigent I'usage de
la régle.
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