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GÉOMÉTRIE

DU COMPAS .

LIVRE ONZIÈME .

problèmes divers .

PROBLÈME .

i5i . Et , , , domzée une échelle S L ^

trouver la surface du triangle A BD ,

et du quadrilatère AB CD [ fîg . 76 ] .

Solution . Faites à B A = B a , et à DA

= Da [ n ] j portez sur l ’éclielle SL les
distances A a et B D prises avec le compas .
Supposons , par exemple , que l ’on trouve

A a -= . rj , B D — 8 , multipliez ces deux nom¬

bres entr ’eux ; prenez le quart du produit
= 14 , ce nombre exprimera la surface du
triangle A B D .

Pour trouver la surface du quadrilatère

A B CD y après avoir déterminé le point et
comme ci - dessus , on fera à B C = B c et à

DC — De ; on trouvera sur l ’ échelle les deux

distances A a , Ce ; soit par exemple ^ a := 7 ,
Cc = 5 $ prenez la somme de ces deux quan¬

tités
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thés = = 12 ; multipliez par cette somme = 12

la valeur de B D trouvée sur l ’ échelle = 8 ;

prenez le quart du produit = 24 , ce nombre

exprimera la surface du quadrilatère A B CD .

Démonstration . La ligne A a est double de

la perpendiculaire qui tombe du point A sur

la ligne B D ( 14 ) j mais la surface du triangle
A B D est égale à la moitié de la surface d ’un

parallélogramme qui auroit pour base la ligne
BD , et pour hauteur cette perpendiculaire

( 4 i . liv . 1 ) : donc elle est égale au quart du

produit d e A a par BD ; de même la surface

du triangle B CD est égale au quart du pro¬

duit de Ce par B D : donc la surface du qua¬

drilatère A B CD est égale au quart du pro¬

duit de la somme des deux parallèles A a ?
Ce par leur perpendiculaire BD .

1 52 . Le problème précédent peut servir à

mesurer la surface d ’un espace renfermé par

un polygone quelconque , en imaginant des

droites qui le partagent en autant de triangles

ou de quadrilatères que l ’ on jugera convena¬

ble ; on pourroit proposer encore d ’autres

manières de la réduire en trapèzes ; mais on

peut facilement les déduire de la méthode

avec laquelle on a x' ésolu ce problème .

K
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Problème .

i 53 . Etant donnés [ fîg . 77 ] les plans
triangulaires qui comprennent une py -
ramide tétraèdre , trouver sur sa base
le point ou tombe la perpendiculaire
abaissée du sommet , et trouver sa
hauteur .

Solution . Soit le triangle A B C la base de
cette pyramide tétraèdre , et soient AEC ,
BD C , AFB les plans triangulaires qui vont
se réunir à son sommet ; du centre C et du
rayon C Dr =̂ CE , soit décrit un arc qui passe
par les points e et d ; du centre B et du rayon
BD , soit décrit un arc qui coupe le premier
en dj du centre A et du rayon A E , soit dé¬
crit un arc qui coupe le rayon en . e ; soittrouvé
le point P où se coupent les deux droites D d ,
E e [ 112 ] ; ce point sera celui où tombe la
perpendiculaire abaissée du sommet de la
pyramide .

Soit divisée par moitié la droite CP au point
m [ 66 ] ; du centre m et du rayon m C , soit
décrite la demi - circonférence Cp E ', soit fait
à CP — Cp ; la ligne Ep sera la hauteur de
la pyramide .
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Démonstration . Si dans la pyramide SABC

qui a pour base le triangle ABC , et pour

sommet le point S , on mène dans le triangle

S C B la droite S £ perpendiculaire à CB , et

si on élève du point £ pris dans le plan de la

base A CB la perpendiculaire & d , elle con¬

tiendra le point P , où tombe du sommet la

perpendiculaire SP [ 11 . liv . 11 ] ; de même ,

si du point S dans le plan S A C , jon mène à

AC la perpendiculaire St , et si du point 6

dans le plan de la base A CB , on mène à la

même droite AC la perpendiculaire e e ; elle

contiendra le point P : donc ce point sera

l ’intersection des deux droites & d , £ e . Mais

dans la fig . 77 , où les points D et E représen¬

tent le point S de la fig . 78 , D d est perpen¬

diculaire à if C en un point [ 14 ] ; de même

aussi E e est perpendiculaire h. A C en un

point s : donc le point P est le point cherché .

De plus , les deux triangles CPS [ jig . 78 ] ,

C P E [ Jig - 77 ] , étant rectangles en P et p ,

le premier par supposition , et le second par

la 3 i . ° prop . du liv . 3 j et C S étant la même

ligne que C E t on a CP = . C p ; on aura

encore P S — p Ej car [ fig . 78 ] ( 47 . liv . 1 ) :

( csy — { cpy — { psy -,

de même on a [ fg . 77 ] :

( CEy - ( c F y = ( pEy .Ka
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Mais ( CS ) 2 — ( CP ) 2 — ( CE ) 2 — ( Cp ) 2 :

donc ( PSY = ( p E ) 2 ; d ’ où PS — pE ;

donc p E est la hauteur de la pyramide .

i 54 - Jusqu ’ici toutes les démonstrations

que nous avons données étoient fondées sur

les élémens d ’Euclide . Mais comme nous 11e

pourrions pas toujours suivre la même mar¬

che sans être trop prolixes , nous emploie¬

rons quelques équations qui sont démontrées

dans tous les traités de trigonométrie plane .

i 55 . Si , dans un cercle décrit avec un

rayon égal à l ’unité , on appelle x et y deux

arcs quelconques , on aura :

sin . ( x y ) = sin . ee cos . y - t - sin . y cos . x .

sin . ( x — y ) = sin . x cos . y — sin . y cos . x .

cos . ( x - \ - y ) = cos . x cos . y — sin . x sin . y .

cos . ( x — y ) = cos . x cos . y - h sin . x sin . y .

1 56 . Si dans la troisième équation l ’ on fait

x — y , on aura :

cos . 2 . x = ( cos . x ) 2 — ( sin . x ) 2 j

et comme ( cos . xy ~+- ( sin . x ) z = 1 5 d ’ où

l ’on tire : ( cos . x ) 2 = 1 — ( sin . x ) 2 , on aura :

cos . 2x — 1 — 2 ( sin . x ) 2 j

d ’ où : ( sin . x ) 2 = z et sin . x
1 — COS. 2 X
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157 . Si l ’on ajoute les deux premières équa¬
tions [ i 55 ] , on aura :

sin . ( .r - t- y ) -+ - sin . ( æ — y ) = 2 sin . x cos . y ;

a ouot . x cos . y =. - -- - —- — .

Si l ’on fait ( x H - y ) z= p , ( x — d ) — <l >
on aura : 2 x = p -4- q , <2. yx =.p — q ••

d ’où : sin . p •+ ■ sin . q = .% sin . • cos .

1 58 . Si l ’on ajoute les deux dernières
équations ( 1 55 ) , on aura :

_ coj . ( x -4- y ) cos . ( x —• y )

cos . x cos . y = - -- - - -- — :

d ’où : cos . p -^- cos . <7 = 2, cos . cos .

i 5 g . Si l ’ on retranche la 3 . e des mêmes
équations de la 4 - e s 011 aura :

cos . ( x — y ) — cos . ( x - t-y )
sin . x sin . y =

d ’où cos . q — cos . p -= s2sin . (y ^£^ . sin . ÇLJÿ .

160 . A cause de l ’équation 2 sin . x — corde 2x ,
on aura ( i 56 ) :

r / 1 — COS. 2 X

coj 'de 2 x 2 , y - - - •

et si l ’on suppose % x — x , on aura :

corde x = 2 ~ ■co* ‘ * — \/ ( 2 — 2 cos . x ) .

Si l ’on appelle k la corde d ’un arc , c le
cosinus , s le sinus , h la corde du complé -

K 3

r .

!>
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ment , on aura : k 2 = 2 — 2C ^ et // 2 = 2 — 2s .
La première de ces deux équations donne

c 1= 1 — i k ? ; et comme on a :

a = V ( i — c 2) = d {k 2 — £ k 2) =zk \/ ( 1 — \ k 2) j
on aura : h 2 — 2 — aÆ \/ ( 1 — £Æ2 ) .

Problème .

161 . Dans un triangle équilatéral

ABC [ fïg . 79 ] , inscrire un quarré

e b c d [ fig . 124 ] *
I . ere Solution . Si on veut se servir des côtés

donnés du triangle , soit décrit du centre A ,
et avec le rayon AB } le demi - cercle BCDE
[ 64 ] .

Du centre E et avec le rayon E C , soit dé¬
crit un arc qui coupe le côté donné A B en b ÿ
du centre A et avec le rayon B b , soit décrit
un arc qui coupe le même côté en e / des cen¬
tres e et b , et avec le rayon eb , soient décrits
deux arcs qui coupent les côtés A C en d , et

CB en c ; ebcd sera le quarré cherché .

Démonstration . Faisant pour abréger A B
= 1 , on aura Eb ~ EC = BD = : \/ 3 [ 2 ] $
d ’où : Bb = zBE — Eb — z — \/ 3 — Ae ;
d ’où on tire : b e — A B — 2 A e -= - z \/ 3 — 3
= ( 2 — \/ 3 ) . \/ o ~ bc s donc on aura :
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Bb : bc : : ( i — \/ 3 ) : 0 - V3 ) . v/ 3 : : t : */ 3 .
Mais si on suppose que A B soit coupée au

milieu en T par la perpendiculaire C T , on
aura aussi :

bt : tc : : \ a/ 3 [ 104 ] 5
c ’est - à - dire , B T : TC '. : 1 * \ / 3 :
donc b c est parallèle à T C [ 2 . liv . 6 ] , et par
conséquent perpendiculaire à AB [ 27 . liv . 1 ] :
on démontreroit la même chose pour la droite
de : donc e b c d est le quatre inscrit .

II . e Solution . Si on ne vouloit pas se servir
de l ’intersection des côtés donnés du triangle
A B C , mais qu ’étant donnés seulement les
trois points A , B et C sommets des angles du
triangle , on dût trouver les quatre points b , c ,
d , e du quarré à inscrire j du centre E , comme
dans la solution précédente , et avec le rayon
EC , soit décrit un arc qui passe par b , Cet a ;
du centre B , e t avec le même rayon , soitxlé -
crit un arc qui coupe en a celui qu ’on vient
de tracer ; du centre a , et avec le rayon AB ,
soit coupée la demi - circonférence B CEE en
Il ; et soit fait dans cette circonférence à lia
— III =zIK ; du centre D etr avec le rayon
a K , soit décrit un arc qui passe par b ; le
point b sera déterminé ; du centre A et du
rayon B b , soit décrit un arc qui passe par le
point e } du centre C et du rayon Cb , soit dé¬

fi 4
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crit un ûutre arc qui coupe le dernier - en e ;

des centres e et et du rayon be , soient

décrits deux arcs qui se coupent en d des

centres b et C , avec le même rayon b e , soient

décrits deux arcs qui se coupent en c ; b c de

sera le quarré cherché .

Ou bien en employant le cercle B CDE & ,

et faisant h . A B — E ^ ; des centres D et J ' , et

avec le rayon a K déterminé plus haut , soient

décrits deux arcs qui se coupent en b , • le reste

se fait comme ci - dessus .

Démonstration . Le point K sera ici déter¬

miné comme dans lafig . 9 ( 82 ) par le moyen

du même point a , ainsi l ’arc B K sera un vingt -

quatrième de la circonférence . On a ensuite

dans la fig . 9 , B K — Bk c = EM ; si on com¬

pare les points a , K , B , k , A , M avec les

points Q , A , B j S , p j B de la fig . 4 , on tirera

pour la fig . 9 , de l ’équation :

{ A QY — { Rçyy — a s .p> q [ 20 ]

celle - ci : ( a K ) 2 = ( B a ) 2 — K k . A a :

or K k est la corde d ’un douzième de la circon¬

férence . Pour trouver sa valeur , en supposant

pour abréger AB = 1 , on a le sinus de B N
~ K k = A X [fig . 12 ] = 4 , et le double de

son cosinus , c ’est - à - dire , 2 NX = NO

z= BD = \/ 3 : d ’où substituant K k pour x „
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et \ / 3 pour 2 cos . x , dans l ’ équation [ 159 ] :

corde x = v/ ( 2 — 2 cos . 27 ) ,

on aura la droite K k = \ / ( 2 — \ / 3 ) = \ / | — \ Zj ;

d ’oÙ : ( aX ) a = 3 — ( y/ l — y/ L ) . y/ 2 [ 27 ]

= 3 — ( v/ 3 — 1 ) = 4 — \ / 3 .

Maintenant , si des centres D et cf1 , et avec le

rayon a K , on décrit deux arcs qui se coupent

en b , le point b sera sur la droite BE [_ i 3 ] , qui

divisera en deux parties égales à angles droits

la ligne D au point R [ 14 ] , en faisant RD

— - \ / 3 [ 104 ] : donc , puisque [ 47 - liv . 1 ] :

( J Dby = ( DRy + ( bR ) 2 :

on aura : ( b R ) 2 — ( D b ) 2 — ( DR ) 2
3 i3 — 4 K3

— 4 5
= 4 - \ / 3 — | —

et de - là : b R = \ / 3 — et 3 \ / 3 .

Donc par la démonstration de la solution , le

point b est une des extrémités du quarré : on

le trouvera de même avec les centres D et E ,

et avec les deux rayons a K et RD comme

dans la première partie de la II . e solution j

puis les deux triangles C A e , CR h ayant

tous leurs côtés respectivement égaux , on aura

l ’ angle CR b = CA e [ 8 . liv . 1 ] = CR A ;

d ’ où le point e sera sur la ligne R A et sera

une autre extrémité du quarré . Enfin , comme

dans cette seconde solution les droites C b ,

C e sont les mêmes de grandeur et de position
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que dans la première solution , et qu ’on a aussi
dans la première solution Cd — edjCc — bc
à cause du triangle équilatéral Ccd et de la
ligne c d parallèle à A j5 [ i . liv . 6 ] , les points
d et c seront déterminés dans cette seconde

solution comme dans la première .

pROBEÊME .

162 . Inscrire dans le quarré A B L F
[ fig . 80 ] un ti 'iangle équilatéî 'al , qui
a un angle B à l ’ un des angles du quarré .

I . ere Solution . Du centre A et du rayon A B ,
soit décrite la demi - circonférence BF E , en
faisant à F B — F E -, soit fait aussi à B E =

B Q = E Q : si on veut se servir des sections

des côtés donnés du quarré $ du centre F et
du rayon FQ , soit , décrit un arc qui coupe
deux côtés du quarré aux points M et N , les
points B } M , iVserontles sommets des angles
du triangle cherché .

Démonstration . L ’ angle QA B étant droit
( 83 ) , on aura :

( BQy = ( ABy + - ( AQy [ 4 7 . ii v . i ] 5
et faisant pour abréger AB = - 1 , on aura :

4 = n - { A QYj
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d ’où : ( FM ) * =z { FNy ~ 4 — a \ / 3 ;
et par conséquent ,
( MNy = 1 ( FM y -h ( FN y = 8 — 4 \/ 3 i
ensuite comme on a :
LM = LF — FM = i — ( \/ 3 — 1 ) = z — \/ 3j
on aura : { LMy =zj — 4 \/ 3 ; d ’où :
( BMy= (BLy + ÇL My = 8 — 4 x/ 3 = ( dfiV' ) 2 :
on démontre de même que ( BNy = ( ÆN ) 2 }
donc : B M — MN = B N .

II . e Solution . Si on ne suppose données que
les quatre extrémités A , B , L , F du quarré ,
après avoir trouvé comme dans la première
solution le point Q , soit décrite du centre
F , et avec le rayon F Q , la circonférence
QRSNM ; puis faisant à FQ = QR = RS
= S N j du centre B et avec le rayon B N , soit
coupée " cette circonférence au point M ; les
points B , N , M seront les sommets ' des angles
du triangle cherché .

Démonstration . L ’arc QRSN est la moitié
de la circonférence ( i5 . liv . 4 ) : donc le point
N est sur la droite QFA y et est aussi éloigné
de F que dans la première solution ; donc il
est le même . Le point M se trouve aussi dans
la première solution , comme dans la seconde ,
à l ’intersection des deux arcs décrits des cen¬

tres F et M et avec des rayons égaux à F Q et
a. B N ; donc il est le même ; donc , etc .
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P R O B 1 Ê M E .

i63 . Dans un triangle équilatéral

dojit les sommets p , q , R sont donnés ,

inscrire un exagone régulier .

Solution . Divisez la distance QR \_Jîg . 8i ]

en trois parties égales aux points c et <f ( 68 ) j
des centres c et d , et du rayon c d , décrivez
deux arcs qui se coupent en A , du même
rayon et du point A pris pour centre , décri¬
vez un cercle , faites sur la circonférence à de

■= . c B = B C = . CDz = . D E ; les points B , C ,

D , E , d , e } seront les sommets de l ’ exagoneinscrit .

Démonstration . Le triangle B c Q a ses côtés

B cet Qc égaux aux côtés A d et cd du trian¬

gle A de : de plus , l ’angle compris entre ces
côtés est égal dans chaque triangle à cause du
parallélisme des lignes B c et A d [ zy . liv . î ) :
donc ces deux triangles sont égaux ( 4 - Uv . 1 ) ,
et l ’angle c QB = dcA = cQP : donc le
point B est sur la droite P Q : on démontre
de la même manière , que les autres points

C ; D j E sont sur les côtés du triangle pro¬
posé : donc , etc .
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Problème .

164 . Daris un quarrè donné AB LF ,
inscrire un octogojie régulier .

I . ere Solution . Si l ’ on veut se servir des inter¬

sections des côtés du quarré donné , du point
A pris pour centre [ Jig . 82 ] , et du rayon
AB , décrivez la demi - circonférence BCDE ,
en faisant à A B — B CD = D E ; faites

kB F — B Q , à EA = . E Q ,m du rayon A Q ,

et du centre A , déterminez les points b et g ;

puis du même rayon et des centres B , L et F ,

coupez les côtés aux points a , d , c , f , e , h ,

ces points seront les sommets de l ’ octogone
a b c de f gh .

IL® Solution . Ayant déterminé le point Q

comme dans la première solution , du rayon
A Q et des points A et B pris pour centre ,

décrivez deux arcs qui se coupent en O ; avec

le même rayon et du centre A , déterminez

le point b sur le côté A B s du point O pris

pour centre , et du rayon O b , décrivez un

cercle qui coupe les côtés du quarré dans les

autres points c , d , e , f , g , h , a ; ces points

seront les sommets de l ’ octogone .

II I . e Solution . En supposant que les côtés

du quarré ne soient pas donnés , mais que l ’ on
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connût seulement les quatre sommets A , B t
L , F , on déterminera le point Q comme dans
la première solution ; on fera à E C = E AI }
à B F = B M : du rayon A M et du centre
A , décrivez un arc qui passe par les points
c et d ; du même rayon et du centre B , décri¬
vez un arc qui passe par les points fetg ; du
même rayon et du centre L , décrivez un arc
qui passe par les points h et a ; du même rayon
et du centre F , décrivez un arc qui passe par
les points h et c ; du rayon A Q et des centres
A j B j L j F , coupez ces arcs aux points b , g ,
d 3 a , c , f , e h ; ces points serontles sommets
de l ’octogone .

Démonstration . Supposons pour plus de
simplicité A B 1 , on aura : A M = \ \/ 6
[ 104 ] ; a/ Q = f i/ a , et au moyen de l ’équa¬
tion { B d ) z — { A Qy = z \ , on aura : ( A d ) 3
= { AM ) 3 = | = 1 - = { AB ) 2 - +- ( B d ) 3 :

donc l ’angle ABdsera . droit ( 48 . liv . 1 ) , et par
conséquent le point d sera sur la droite B L ;
on démontrera de la même manière que tous
les autres points sont sur les côtés du quarré
proposé $ on aura de plus L d — B L — Bd
= i — ' \/ a = Le j et {dé ) 3 = ( Ld ) z -t- { Le ) 3
[ 47 - Hv . 1 ] = 2. ( L d ) 3 : d ’où l ’on tire : de
~ L d . \/ 2. = v/ a — 1 . Mais on a c d = B L
— L d — B c = B L — a Z/ d = 1 — a ■+ * v / a
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= v/ z — i : donc c de ; on démontrera
delà même manière que tous les côtés de l ’oc¬
togone sont égaux entr ’eux . De plus , les trian¬
gles L de B b c , A a h , FJ 'g étant égaux en
tout , leurs angles aux points a , b , c , d , e , f 3
g , h seront égaux : donc leurs supplémens ,
c ’est - à - dire , les angles de l ’octogone seront
aussi égaux ( 1 3 . liv . î ) .

P R O B X Ê M B .

i65 . Etant donné un octogone j'égu -
lier ABhgfFGH , trouver faciletnent

[ fîg . 66 ] 7 i . ° le côté d ’ un octogone
régulier dont la surface soit double ;
2 . 0 le côté d ’ un octogone dont la sur¬

face soit triple .
Solution . Avec le côté AB de l ’octogone

donné , pris pour rayon , des points F et H
comme centres , soient décrits deux arcs qui
se coupent en a .

î . ° afovLaA sera le côté de l ’octogone
double .

a .° AB ou a g sera le côté de l ’octogone
triple .

Démonstration . Si on suppose AB — i , on
aura :

aA — afz = . v/ a [ 139 ] \ aB = . agz =. J 3 [ 2 ] :
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mais les surfaces des ligures semblables sont

entr ’elles comme les qnarrés des côtés homo¬

logues ( 20 . liv . 6 ) : donc a A sera le côté d ’un

octogone double et AB celui d ’un triple .

P r o B e i M E .

166 . Dans un cercle d ’ un rayon AB

[ fïg . 80 ] ^ inscrire trois cercles qui le

touchent et se touchent entr ’ euæ .

Solution . Dans la circonférence du cercle

donné , soit fait à A B = B C = CD = D E

■= . Ed — dc ; du centre B et du rayon BD ,

soit décrit un arc qui passe par les points a , p ,

et « ; du centre E et du même rayon BD , soit

coupé cet arc en a et a ; avec le même rayon ,

des centres C etc , soient décrits deux arcs qui

se coupent en V , et des centres D et d , deux

autres arcs qui se coupent en v ; des centres

E et v , et avec le même rayon , soient décrits

deux arcs qui passent par m et n ; des centres

« et a et du rayon AB , soit coupée la circon¬

férence du cercle donné en G , H , et en g , h ;

soit fait dans cette circonférence au même

rayon A B = G Lz = H . I — g I — h i ; soit fait

kAa = zBFjkIL = = L Y = IY = ly = iy ;

à Yy 7= . F m = i F n ; à Dnz = Dp • du centre
A
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A et du rayon mn , soit décrit le cercle
P SRXQTj sur la circonférence duquel ,

prenant un point arbitraire P , on fasse à . P A

= P S = SP = PX = XQ = QT : enfin , des

centres P , Q > R et du rayon p n , soient décrits

trois cercles ; ils seront tangens au cercle

donné , et tangens entr ’eux .
Démonstration , In droite IL étant corde

d ’un douzième 'de la circonférence ( 3a . ) , on

aura :

IL — \ / ( 2 , — \ / 3 ) [ i 6 o ] ;

et comme on a ( 47 . Uv . 1 . 3i . liv . 3 ) :

le carré du diamètre ( Li ) z = ( IL ) 2 ( Ii ) z ,

on aura : 4 = 2 . — y/ 3 ( Jz ' ) 2 ;

d ’ où : ( Ii ) 2 = 2 , - f - \ / 3 , etli = y/ ( 2 . -+ - \ / 3 ) .

On aura ensuite ( 20 ) :

( a / ) 2 = ( ffl5 ) a — Ii . Aa — 3 — y/ ( 4 - t - 2 \ / 3 )

= 3 — ( iW3 ) = 2 — ^ 3 ;

d ’ où al = I X = y/ ( z — \ / 3 ) 3

on aura par les mêmes raisons a L — L I

d ’ oùa : IYL sera un rlrombe , et on aura ( 139 ) :
( a F ) 2 = 4 ( û / ) 2 — ( / L ) 2 = 3 ( / L ) 2 ;

d ’ où : aYz = IL . y/ 3 : mais les points I et L

étant également éloignés du point A , les trois

points a , Y , A seront dans la même droite

( i3 ) j d ’où :

A Y -= . Aa — a Y = y/ z — y/ ( 6 — 3y/ 3 )

= \ / 2 — ( 3 \ / j — v / | ) = \ / ï — \ / \ — IL .L
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La même démonstration s ’applique à la ligne
Ay ; ensuite le point y étant sur la ligne a a ,
c ’est - à - dire , sur a A ( i 3 ) , on aura Yy ~
2 A Y : or les points V, B , A , E , v sont dans
la même droite ( i 3 ) . Si on suppose pour un
moment que les points m , n soient dans la
même droite , on aura :

A m = . A V — Vm = 2 — \/ 3 .
En effet , si on compare les points C, c , V, B ,
A , E avec les points A , B , Q , F , p , q de la
fîg . 3 , on aura dans cette fi g . 83 : V B •= A E
( 14 ) : d ’où A V '= 2 et Vm = . \/ 3 ; on démon¬
trera de même qu ’on & An = 2. — \/ 3 ; d ’où
on aura : { F m ) 2 = ( A m ) 2 -H ( A Fy ( 47 . liv . 1 )

= 7 — 4 \ / 3 - H 1 = 4 ( z — \/ 3 ) -,
d ’où : Fin = 2 \/ ( 2 — v/ 3 ) = 2 A Y ;
de plus on a , par la construction de la figure :

Fn = 2 \/ ( 2 — \/ 3 ) $
donc le point m sera dans la droite VA : on
démontrera la même chose pour le point n :
donc , puisque A 711= 2 — i/ 3 , on aura : 77171
= 4 — 2 \/ 3 5 puis les triangles Bp D , vnD
ayant les côtés égaux entr ’eux , on aura l ’angle
D v 71 = D Bp ( 8 . liv . 1 ) . Mais l ’angle Dv n
qui est le même que l ’angle Dv B , étant égal
à l ’angle DBV ( 5 . liv . 1 ) , on aura l ’angle
DBp = ■ DB v : donc le point p est dans la
droite A E ; on a ensuite Du = Dp •• on dé -
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montre dé même que dn -= . dp : donc compa¬

rant les points D , d , A , n , p J Eà & \ a . fig . 83 ,

avec les points A , B , Q , P , p , q de la fig . 3 ,

on trouvera [ Jig■ 83 ] :

p i ? = An — % —' v/ 3 ; d ’où :
pnz =zAE — % An = i — 4 - t- 2 v/ 3 = 2 v/ 3 — 3 .

De plus , le triangle équilatéral PQR étant sem¬

blable au triangle équilatéral BDd , et par

conséquent aussi le triangle ABE ) semblable

au triangle A P R ( 20 . liv . 6 ) , on aura :
ab : b d : \ ap : pr ;

c ’ est - à - dire ,

x : v/ 3 : : 4 — 2 v / 3 \ pr ;

d ’ où on tire : PR = z 4 v/ 3 — 6 = % p n .

Donc la ligne PR étant coupée par moitié au

point p , le point p se trouvera également sur

les deux circonférences des cercles décrits des

centres P et R , et sera le point de contact

( 12 . liv . 3 ) -, qu ’ on ajoute ensuite à la droite
AR -= . mn -= . 4 :— 2 \/ 3 , le rayon du cercle

décrit du centre R ou bien la droite Rr — np

c = 2 v / 3 — 3 , on aura :

A r — 4 — 3 -= . \ -= . A B .

Donc le point r sera également sur les deux

circonférences , et le cercle décrit du centre
R touchera intérieurement le cercle donné

( 11 . liv . 3 ) ; on démontrera la même chose

pour les autres cercles ; donc , etc .

L 2
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Ce problème se trouve élégamment résolu

avec la règle et le compas , par Thomas Simp¬

son , dans son ouvrage : Select Exercises , etc .

Géometncal Problems , problème i 3 : on voit

qu ’ on peut par notre construction résoudre ce

problème avec la règle et le compas plus briè¬

vement encore que ne le fait Simpson , en

menant la droite Va v , et après y avoir pris

à A B = B V — Ev } en faisant kB Dz = . Vm

— Bp -= . v m ; puis en décrivant du centre
A et du rayon m n le cercle P Q R , et faisant
tout le reste de la construction comme dans

la solution précédente .

Problème .

167 . Du centre A [ fig . 83 décrire

un cercle qui touche extérieurement les
trois cercles inscrits par le problème
précèdent ( 166 ) à cercle donné .

Solution . Cherchez une troisième propor¬

tionnelle aux deux droites A B , A m [ 86 ] ;

avec cette ligne prise pour rayon et du centre
A , soit décrit un cercle ; ce sera le cercle
cherché .

Démonstration . A B étant = 1 , et A m =

2 . — \ / 3 , on aura la troisième proportionelle

= 7 — 4 V 3 . Si maintenant du rayon A r — 1 ,
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on soustrait le diamètre q r du cercle décrit
du centre R , c ’est - à - dire , si on soustrait znp
^ 4 yj 3 — 6 , on aura précisément 7 — 4v/ 3 :
donc .un cercle décrit du centre A et avec cette
troisième proportionnelle pour rayon , sera
tangent au point <7 à ce cercle inscrit ( 12 . liv . 3 ) ,
et aux deux autres cercles .

Problème .

168 . Inscrire dans un cercle d ’ un

rayon donné A B [ fîg . 84 ] , quatre cer¬

cles qui lui soient taitgens , et qui soient

langens entr ’ eux .

Solution . Soit fait dans la circonférence dit

cercle donné , à A B = B C ■= C D = D E ;
à BDz = . B a ■= . Ea ; à A a ■= B F = Bf ; à#
AB — F N — F O ; et à B D± = N P = O F ;
du centre A et du rayon a . P , soit décrit le
cercle QRST ; puis prenant un point arbi¬
traire Q sur la circonférence , soit fait à B Q
= FR = E S = fT ; enfin des centres R ,

S , T , et du rayon a F , soient décrits quatrecercles : ils seront les cercles demandés .

Démonstration . Comine on a ( 27 ) :

B F — FE — Ef = fB ,

L 3
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on aura aussi ( 93 ) :

QR — RS — S T= TQ {

donc l ’angle TA Q sera droit ; donc :

( TQ ) ° = ( A Ty - h ( AQ ) * = 2 ( A T 7 ) 2 ;

puis ayant fait AB — 1 , on aura aussi ( i 65 ) :

FR r= . x j d ’où \ A P -̂ zq. \ on aura encore ( 27 ) :

Aaz = z \ / 2 ; d ’ où : a P — 2 .— \ / 2j aF — A 2 — ij

d ’où on tire :

x ( AT ) » z= n ( aPy — ( TQy = .z ( 2 — AzY )
et

TQ — ( l - \/ 2 ) v/ 2 = 2 \/ 2 - 2 = 2 ( \/ 2 - i ) = 2 aFi

donc la distance des deux centres T et Q est

égale à la somme des rayons des deux cercles

décrits de ces points comme centres : donc ils

sont tan gens en p au milieu de T Q . Gn prou -

veroit la même chose pour deux autres quel¬

conques . Soit ensuite rie point , où la ligne
A r prolongée coupe le cercle décrit du centre
Rj on aura :
Ar = A R -^ - Rr — aP ■+ ■ aFz = P F — r= AB :

donc le point / ' sera sur la circonférence du

cercle donné ; d ’où on voit que la ligne A r

passant par les deux centres A et R , sera per¬

pendiculaire à la tangente qui les touche tous

deux au point r : donc ils seront tangens

entr ’ eux ( i 3 et 16 . liv . 3 ) ; la même démons¬

tration s ’ applique aux autres cercles .
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Problème .

169 . Du centre A ( fig . 84 ) , décrire
un cercle qui touche les quatre que l ’ on
vient d ’ inscrire ( 168 ) dans un cercle
donné .

Solution . Cherchez une troisième propor¬

tionnelle aux deux droites FF , Fa [ 86 ] $ avec

cette ligne prise pour rayon et du centre A ,

soit décrit un cercle , il sera le cercle cherché .

Démonstration . F Fé tant égal à 1 , et Fa

— a/ 2 , — 1 , on aura la troisième proportion¬

nelle = 3 — 21 / 2 ; or soit q le point où le

rayon A r coupe le cercle décrit du centre R :

qren sera le diamètre = 2 , a F ■= 2 \ / 2 — a ;

Soustrayant de 1 = A r cette valeur , on aura :

A q — o — 2 \ / 2 = cette troisième propor¬

tionnelle : donc le point q sera dans les deux

circonférences ; mais il se trouve dans la droite

A R ; donc la perpendiculaire à cette droite

sera tangente en q , aux deux cercles , lesquels

se toucheront au point q ( i 3 et 16 . liv . 3 ) ;

on démontrera la même chose pour les autres
cercles .

L 4
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Problème .

170 . Trouver [ fîg . 85 ] un at 'c de

cercle dont le cosinus égale la corde .

Solution . D ’un rayon A B qu ’ on fait = 1 ,
soit décrit l ’arc BCDE , et soit fait à AB
= B C = CD = . D E = DP = CP j soit fait
ensuite à B D = B a — E a , et à Aa 'z=. B F :
du centre B , e t du rayon P F , soit décrit un
arc qui coupe l ’arc B C en Q j l ’arc B Q sera
celui que l ’on clierclie .

Démonstration . Les points A } F , a , P sont

dans la même droite ( i 3 ) ; puis les points B ,

A , D , P étant tous éloignés du point C de la
distance C B , sont dans la circonférence d ’un
cercle qu ’on décriroit du centre C et du rayon

CB : comme on a de plus à C B = B A = AD

= DP , B C P sera le diamètre de ce cercle

( i 5 . liv . 6 ) , et on auraJL / = \/ 3 [ 2 ] ; d ’où :

P F = \ / 3 — 1 z= zB Q :

si maintenant on abaisse sur A B la perpendi¬
culaire QR , on aura ( i 3 . liv . 2 ) :
( B Qy = 2 { A B ) * ->r { A QY — aAB . AR ;
d est - à - dire :

( \/ 3 1 ) 2 = 4 — 2 \ / 3 = 2 — 2 ARy
d ’où : A R — V 'à — 1 z=: B Q ;
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ainsi qu ’on s ’étoit proposé de le faire . Ces
derniers problèmes sont d ’Ozanam , qui les a
résolus ayec la règle et le compas .

Problème .

171 . Etant donnés les axes BE ^ MN
d ’ une hélice , décrire autour d ’ eux
un ovale composé de cercles qui soient
tangens entr ’ eux .

Solution . Du centre A où les axes se cou¬
pent et du rayon A B qui est la moitié du plus
grand axe , soit décrite la demi - circonférence
B DE , et soit fait kEA — E D ; du centre B
et du rayon BD , soit coupé l ’axe B E en d :
du centre A et du rayon A M , soit coupé le
demi - axe A E en m ; du même centre A et du
rayon Ad , soit décrit l ’arc de , et soit fait à
Em — de ; des centres d et e et d ’un rayon
pris arbitrairement , soit coupé l ’arc B DE en
«i' et i ; du centre A et du rayon J' s , soit coupé
l ’axe B E en P et Q ; des centres P et Q et du
rayon P B — QE , soient décrits les arcs F Bf ,
GE g , et soit fait à P B — B E = Bfz =z E G
:= Eg ; soit fait ensuite kP Q — PRt = P r =
QR = Qrj puis du centre B et du rayon RE ,
Soit décrit l ’arc F G qui passera par M : enfin
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du centre r et du rayon R F — rf , soit décrit
l ’arcy ’g ' qui passera par N , et toute la cons¬
truction sera faite .

Démonstration . Les triangles BFP , P QR
étant équilatéraux , les angles B P F , Q PR
seront égaux ( 8 . liv . 1 ) 5 et les deux lignes
F P , P R formeront une seule droite , parce
que les deux angles FPA ^ r- APR sont
égaux aux deux angles F PA ■+■ A P N ( i3
et 14 . liv . 1 ) : donc les deux arcs BF } FG
seront tangens l ’un à l ’autre en F ( i3 . liv . 3 ) :
la même démonstration s ’applique aux points
de contact f , G , g .

Soit fait ensuite pour abréger AB — 1 ,

on aura : BD — \/ 3 [ 2 ~\ — B d ; d ’ où :

Ad — \ / 3 — 1 j

et comme on a [ g3 ] :
A d \ d e \ \ A & \

On aura encore en multipliant les deux termes
du premier rapport par \/ 3 -4- i ( 4 . Hv . 5 ) :
Ad ( \/ 3 -h- i ) l de ( v/ 3 -+- 1 ) ; ; A £ l £ t ;
puis substituant les valeurs numériques de
Ad et A ^ j et exécutant la multiplication
dans le premier terme , on aura :

2. : de ( d 3 1 ) : i 1 :
d ’où :

2 ^ i = zAP = de ( \/ 3 -j- i ) — PQ — PR .
De plus , P R Qr étant un rhombe , on



Livre onzième .

aura ( 189 ) :
( R r ) a = 4 { P RT — { P QT — 3 { P RT y

R r = P R • i/ 3 = ^ e ( 3 + i/ 3 ) ;
et RA -= - \ de { 3 -t- v/ 3 ) .
Ou a ensuite :
AM = -Am = zAE —Erm=zAE — der= . \ — de ;
d ’où : RA -+ -AM = zi -+ - ^ de ( 1 ■+■do ) j
ou bien : R M — 1 -+- \ PR /
et comme on a :
P F = P B = ï — AP = i — j P R ,
on aura :
PF -+- PR = . i -¥- j PR , c ’est - à - dire , FR = RM .
Donc l ’arc F G passeta par M : on feroit
voir de même que l ’arc f g passe par n :
donc , etc .

172 . Décrire [ fîg . 87 ] une spirale
BLEMFNGPH , composée de plusieurs
arcs de cercle .

Solution . Soit B F, — B F la distance qu ’on
veut donner aux révolutions de cette spi¬
rale ; après avoir divisé B E en deux parties
égales au point A ( 66 ) ; de ce point comme
centre et d ’un rayon AB , soit décrite la

d ’ou :

Problème .
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demi - circonférence BLE ( 64 ) ; dn centre

B et du rayon BE , soit décrite la demi -
circonférence EM F } soit encore décrite
du centre A , et avec le rayon AF la
demi - circonférence F N G ; soit encore dé¬
crite du centre B , et avec le rayon B G la
demi - circonférence GP H , on pourrait ainsi
continuer cette spirale à l ’infini .

On pourra de la même manière doubler
cette spirale , en décrivant des centres A et
B alternativement les demi - circonférences

ble , e mf , f 71 g , g ph > etc . ; après avoir
pris le point b à une distance arbitraire de

B sur la ligne AB ( j3 ) .

Ce problème n ’a pas besoin dè démons¬
tration .

Problème ,

173 . Trouver ~\f \Zz et ~\/ 3 .

Solution . Avec le rayon A B — x , et du

centre A , décrivez {Jig . 88 ) la demi - circon¬
férence B C D E , en faisant à A B — B C

— CD — D Ei puis faites à B D = B az = .Ea ;

à A a — B P i à AB = EPi marquez sur la
demi - circonférence les points H , 1 , K j en
faisant à la même ligne A B — a H = HI
— IK .

Des centres E et H } et du rayon A P ,
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soient décrits deux arcs qui se coupent en
L et M ; on aura : LM — \/ 1/ 2 .

Des centres a et K j avec le rayon A B ,
soient décrits deux arcs qui se coupent en
Q et B j on aura Q R = v/ / 3 .

Démonstration . ELHM étant un rliombe ,
on aura ( 189 ) :

(LM ) *z= 4 {LH ) *— ( HEy = 4 (AFy — {AEy .
Mais ,
{APy = \ [ io 4 ~\ , ( HE ) * — 2 — \Zz [ 3 o et 36 ] :
donc ( LMy = \/ 2 ; d ’on on tire : LM — \/ 1/ 2 .
aQKR étant aussi un rhombe , on aura
également :

( QRY = 4 ( a QY — ( a K y .
Mais ( AQY = {ABy = x -, ( aK ) ^ = 4— */ 3 [ i 6 o ] :
donc ( QRy = : \/ 3 } d ’où on tire : QÆ = v/ 1/ 3 .

174 . On pourrait , par de semblables arti¬
fices , obtenir les racines quatrièmes des autres
nombres entiers , sans employer la méthode
de trouver les moyennes proportionnelles ( 99 ) .
Pour avoir 1/ 1/ 2 par cette méthode , on au¬
rait eu à trouver une moyenne proportionnelle
entre 1 et 1/ 2 , ou entre \ et 2 1/ 2 , ou entre
deux autres quantités qui , multipliées l ’une
par l ’autre , fussent égales à -\/ 2 . Mais cette
marche seroit beaucoup plus compliquée .

En cultivant cette géométrie du compas ,
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on en retirera de très - grands avantages . J ’ai
sur cette matière d ’autres recherches toutes
prêtes qui pourront trouver place dans un
ouvrage plus étendu que celui - ci . Voici une
application du problème précédent relative
à la pyramide tétraèdre régulière .

Problème .

175 . Etant donné le côté AB d ’ une

pyramide tétraèdre régulière S ABC
£ fîg . 89 ] ^ trouver ? i . ° sa hauteur ;

2 . 0 le côté d ’ un quarré qui lui soit égal
en surface $ o . ° le côté du quarré , sur
lequel il faudroit construire une pyra¬
mide qui eût pour hauteur le côté de
celle proposée , pour qu ’ elle lui fût
égale en solidité ; 4 - ° le côté du quarré
sur lequel il faudroit construire une
pyramide de hauteur égale à celle de
la pyramide proposée , pour qu ’ elle lui

fût aussi égale en solidité ; 5 . ° le rayon
d ’ une sphère circonscrite .

Solution . La figure 88 étant construite avec
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le rayon AB , comme dans le problème 173 ,

du centre B et du rayon B a , soit décrit l ’ arc

a N , et soit fait à A a — EN ; des centres A et
E , avec le ray on AN , soient décrits deux

arcs qui se coupent en n ; du même rayon
n A , coupez la demi - circouférence B C D E

au point S . Enfin divisez en deux parties

égales LM au point m ( 66 ) , ainsi que Q R

en q . i . ° BS sera la hauteur de la pyramide ;

2 . 0 Q R sera le côté du quarré qui lui est

égal en surface ; 3 . ° Mm sera le côté du

quarré qui forme la base d ’une pyramide de

hauteur égale au côté de celle proposée , et

qui lui est égale en solidité ; 4° Qq sera

le c .ôté du quarré qui sert de base à une py¬

ramide égale en hauteur et en solidité à celle

proposée ; 5 . ° AN est le diamètre d ’ une sphère
circonscrite .

Démonstration . Si du sommet S de la py¬

ramide on abaisse une perpendiculaire S m

sur le côté AB , à cause du triangle équila¬

téral SAB , elle coupera par moitié au

point m la droite AB ( 12 . liv . 1 ) . Donc

si , sur la base ABC , on élève au point m

de la droite AB la perpendiculaire jtl T ,

elle passera par C ( 11 . liv . 1 ) , et contien¬

dra le point T où tombe la perpendiculaire

abaissée du sommet S sur la base ( 11 . liv . 11 ) .
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On démontre de même que le point T est
dans la droite Bn , qui divise en deux par¬
ties égales le côté A C. Soit menée la droite
mn , elle sera parallèle à B C { 2 . liv . 6 ) ,
et le triangle A m n sera équiangle au triangle
A B C ( 27 . liv . 1 ) , et B C sera double de
mn ( 4 > liv . 6 ) ; puis les triangles BCT , mnT
auront les angles égaux chacun à chacun ,
et on aura ( 4 - liv . 6 ) :

B C r mn II C T \ m T .
Donc CT est double de mT ; d ’où m T 4
= j Cm ; puis faisant AB — 1 , on a Cm
— S m — \ v/ 3 [ 104 ] : donc T = 3 .
De plus , comme on a :

( S m ) z = ( m T ) 2 -t- ( S T ) 2 [ 4j . liv . i ] j
c ’est - à - dire l — — -+- ( ST ) z ‘,
on aura : ( S T ) 2= —■= | ; d ’où S T — v/ j .
On a ensuite ( Jig . 88 ) :

AN — { \/ (> [ io4 ] = \/ | = v/ A n :
on a aussi { Jig . 89 ) :

A n \ A S \ \ A S \ S B [ 86 ] j
c ’ est - à - dire , i / fliIJilÆi ? .;
d ’où on a : S B — \/ f = S T ; ce qu ’il fal-
loit i . ° démontrer .

Ensuite la surface de la pyramide tétraèdre
est égale au quadruple de la surface de la
base ABC \_jig • 89 ] $ laquelle étant égale
àji B . Cm — ~ \/ 3 [ 41 . liv . i ] > sera la

surface
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surlace de la pyramide = V 3 5 d ’où le côté du
quarré qui lui est égal = \/ 1/ 3 . Mais on a ( Jîg .
88 ) : <2Æ= vV 3 [ i 73 ] •• donc QR est le côté
du quarré cherché . C . Q . F . 2 0 . D .

Dans les pyramides égales , les bases étant
en raison inverse des hauteurs ( 9 . liv . 12 ) ,
on aura :

1 ; \/ j ; j \/ 3 : à la base de la pyramidequi
a pour hauteur ^ B— i ; d ’où la surface de
cette base = ^ \/ 2 , et le côté du quarré de
cette surface = | -\/ 3 ° . D .

Les pyramides de hauteur égale étant
entr ’elles comme leurs bases , le quarré , qui
est égal au triangle ABC ’= . \ \/ 3 , aura
pour côté \ y/ v/ 3 = Q q [ 173 ] . C . Q . F . 4° . D .

Enfin le quarré du diamètre de la sphère
circonscrite à la pyramide tétraèdre vaut une
fois et demie le quarré du côté de la pyra¬
mide ( i 3 . liv . i 3 ) , c ’est - à - dire le diamètre

— \/ \ : il est donc égal à A N . C . Q . F . 5 ° . D .

Problème .

1 ^ 6 . Etant donnée la hauteur ST
[ lig . 89 et 88 ] d ’ une pyramide tétraèdre
régulière , trouver son côté AB .

Solution . Avec un rayon A B ( Jig . 88 )
M
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égal h S T ( fig . 89 ) , soit décrit le demi -
cercle B CDE en faisant à A Bz= -B C = C D
= D E ; du centre B et du rayon BD ,
soit décrit l ’arc D Na ; du centre E et avec
le même rayon , soit coupé cet arc au point a;
du même centre et avec le même rayon
A a , soit coupé le même arc en N ; AN
sera le côté cherché égal au côté A B de la
figure 89 .

Démonstration . On a dans la figure 88 :
a b : a n : : 1 : [ i 7 è ] ;

et comme on a : i ; v/ 4" T T v/ y Tl » ainsi
que cela se démontre en égalant le produit
des extrêmes au produit des moyens , on aura :

A B l A N II Vj l 1 ;
c ’est - à - dire , que AB est à AN dans le rap¬
port de la hauteur de la pyramide tétraèdre
à son côté ( 175 ) . Donc , etc .

Problème .

177 . Diviser [ fig . 90 ] la ligne AB = i ,
en cinq parties égales , lors même qu ’ on
ne peut pas avoir une ligne quintuple
de AB , comme au n . ° 69 .

Solution . Après avoir , du centre A et du
rayon AB , décrit le cercle B Dp , et avoir
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fait dans sa circonférence à AB —BC — CD
z= DE , et à BD = zBa = B « — Ea =zE * ,
soit du centre <* et du rayon AB , coupée
la circonférence en g ; de ce point g comme
centre et du même rayon , soit décrit l ’arc
An a. ; maintenant du centre a et du rayon
B E , soit coupé cet arc en n ; du centre B
et du rayon a n , soit coupée la circonfé¬
rence en P et p ; des centres p et P } et du
même rayon p B soient décrits deux arcs
qui se coupent en Q ; A Q sera un cinquième
de A B , et sera placée sur sa direction .

Démonstration . Si on prend un point u
sur la direction de A E , et qu ’on aie Au
= A a > on aura , à cause des angles
droits a A u , <*■ A u :

( au ) 2= : 2.( A a ) *= 2.(* A ) *= ( azz ) 2= 4 — (BE ) 3 ;
d ’où : au = o. u = . BE = an ;
puis les angles égaux g A B , g A * valant
chacun la moitié d ’un angle droit ( 3 o ) , les
angles g A a , g A u égaux entr ’eux , vau¬
dront chacun trois fois la moitié d ’un angle
droit . D ’où les deux triangles g A a , g A u
ayant un angle égal compris entre côtés
égaux , le troisième côté g a sera aussi égal
au troisième côté gu ( 4 . liv . 1 ) : donc un
cercle décrit du centre g et du rayon g a ,

M a

/
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passera par le point u , et sera concentrique
au cercle A n * .

On a ensuite g a = \/ 5 [ iB 5 ] ; et comme
a n — u <*■ , on a [ ç 3 ] :

g a .* g A II a u \ n <* ;
c ’ est - à - dire , \/ 5 ; 1 l 2 * n * :

donc on aura : n a = d ’où aussi chaque

côté du rhombe P Bp Q — n a. ~ pr5 :

donc si on compare les points P , B , p , Q , A
de la fig . 90 avec les points A } p , B , P , Q de
la fig . 3 , on aura pour la fig . 90 :
BQ . B A = ( B P ) 2 [ 19 ] , c ’est à - dire , BQ ;
d ’où ^ Q qui est dans la même droite [ i 3 ] = j .

178 . Ce problème , qui a une solution assez
simple , devoit trouver place ici à cause de la
division décimale qu ’on exécute en divisant en
deux , puis en cinq ou réciproquement . Le pro¬
blème suivant est aussi de quelqu ’utilité .

Problème .

179 . Former [ fig . 90 ] un triangle
rectangle dont les côtés soient en pro¬
portion arithmétique .

Solution . Après avoir fait la construction
de la solution précédente ( 177 ) , du centre £
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et du rayon E Q , soit coupée la circonférence

en N ; le triangle BNE sera le triangle cherché .
Démonstration . Ce triangle sera rectangle

( 3 i . liv . 3 ) ; puis faisant AB — 1 , on aura :
E Q — EA -+- A Q_ z=z \ — EN ;

de plus on a ( 47 - Hv . 1 )
( JBE) * = (EN ) * - * - ÇBNy>, c . àd . 4 = % + (BN ) * j

on aura donc : ( B N y = : fy ; d ’ où B N — | ;

d ’ où on voit que les côtés EN = j , BN — j f
B E = ^ seront en proportion arithmétique .

Problème .

180 . Former ( fîg . 91 ) un triangle

rectangle dont les côtés soient en pj 'o -
portion géométrique .

Solution . Du centre A avec un rayon A B y
soit décrit un cercle BD d , et soit fait dans

sa circonférence à AB — BC — CDz = zDEz ^ zEd

:— de ; soit fait ensuite à B D — B a — E a et

kA a — D b -= .db — C $ — c (l ; maintenant du

centre E et du rayon b & , soit coupée la cir¬

conférence du cercle en N ; le triangle BNE

sera le triangle cherché .

Démonstration . La ligne A B est divisée
en b en moyenne et extrême raison ( 46 ) : donc

si on fait AB — 1 , Ab — æ , on aura :

B b — i — x j et a; 2 = i — xj
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et résolvant cette dernière équation ,
x -= . A b ■= . 5 — 1 ) ;

d ’ où résulte :
b & — iA b = \/ 5 — \ -= . ENs

on a ensuite ( 3i . liv . 3 ) ( 4 7 . liv . 1 ) :
( B E ) * t = ( EN ) * ■+■ ( B N Y ;

c ’est - à - dire ,
4 = 6 — 2 \/ 5 -H ( 5iV ) S-

d ’où on tire :
{ BNŸ — ^ ( V5 — i ) = BE . NE :

donc on a ( 17 . liv . 6 ) :
BE '. BNHBNlNE :

donc , etc .

181 . Lemme . Si on fait les côtés des cinq
polyèdres réguliers = 1 , on aura le rayon
d ’une sphère

I au tétraèdre = | v / | ,

au cube = \ \/ 3 ,
a 1 octaèdre = } \/ 2 ,
au dodécaèdre = i \/ 3 . ( \/ 5 -Hi )
à l ’icosaèdre

Démonstration . Le quarré du diamètre de
la sphère circonscrite à la pyramide comprise
entre quatre triangles équilatéraux vaut ( i3 .
liv . i3 ) , une fois et demi le quarré du côté
de la pyramide , c ’est - à - dire , en faisant le côté
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= i , le diamètre est égal à sJ d ’ où le rayon

Le qnarré du diamètre de la sphère circons¬

crite au cube , vaut ( i 5 . liv . i 3 ) trois fois le

quarré du côté de la pyramide , c ’est - à - dire ,

le diamètre = y/ 3 ; d ’où le rayon = \ A 3 .

Le quarré du diamètre de la sphère circons¬

crite à l ’ octaèdre ( corps régulier terminé par

huit faces qui sont toutes des triangles équila¬

téraux ) , est ( 14 . liv . i 3 ) , double du quarré

du côté d ’un de ces triangles , c ’ est - à - dire ,

le diamètre = 1/ 2 , ; d ’ où le rayon = { v/ a .

La sphère circonscrite au dodécaèdre ( corps

régulier , terminé par douze faces qui sont

toutes des pentagones réguliers ) , est aussi

circonscrite ( 17 . liv . i 3 ) à un cube qui a

pour côté une diagonale de ces pentagones .

Mais si on fait [ Jig - 6 4 ] le côté AB — 1 , la

diagonale B N du pentagone AB LM N

= | ( \ / 5 h - 1 ) ; en effet , on a ( i 3 7 ) : B N = 6 E

x= Ab -\- AE = : ~ { \/ 5 —■ 1 ") - t - 1 [ 180 ]

= - H 1 ) : donc BN ou la diagonale d ’un

pentagone qui a le cô té = 1 , est égale à ^ ( \ / 5 h - 1 ) *

Si sur cette ligne on forme un cube , on aura

le quarré du diamètre de la sphère qui lui

sera circonscrite = 3 ( B N ) 2 , et le diamètre

= -’ ( \ / 5 - t - i ) . \ / 3 : donc le rayon de l̂a sphère qui

comprend le dodécaèdre \ / 3 . ( \ / 5 - +- i ) .

M 4
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Si AB est le diamètre de la sphère qui com¬
prend l ’icosaèdre , \Jig - 92, ] , etqu ’après avoir
pris sur ce diamètre A C .= 4 CB , et élevé
la perpendiculaire CD qui rencontre en D la
demi - circonférence AD B , on décrive avec le
rayon D B un cercle , et dans ce cercle un
pentagone régulier , le côté de ce pentagone
sera [ 16 . Uv . i3 ] le côté de l ’icosaèdre ( corps
régulier terminé par vingt faces qui toutes
sont des triangles équilatéraux ) 5 or le côté
du pentagone est au rayon du cercle circons¬
crit comme B b est à B A [jig . 12 ] ( 4° ) j mais
faisant A B = 1 , on a :

A b = £ ( v/ 5 — 1 ) ;

( Ab ) * = i ( 6 — 2 . y/ 5 ) = \ ( 3 — v / 5 ) ;

{ Bb ) *= {AB ) * + - ( Aby [ 47 . Uv . 1 ] = •

d ’où , on aura : Bb \ AB \ \ ~y ^ (g ~g ~) * 1 î

mais on a : -j / .* 1 .* .* 1 :
Donc supposant le côté de l ’icosaèdre = 1 ,
on aura :

B D Ifg ' 9 * ] = y / ( £±£2 ) .On a ensuite :

( A B ) * = 5 ( BD ) » [ i6 . Uv . i3 ] = ^ -5 :

donc AB = y / et le rayonr ^
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Problème .

182 . Etant donné le côté A B des cinq
corps réguliers ( fig . trouver le
rayon des différentes sphères qu ’ ils
comprennent .

Solution . Du centre A avec le rayon AB ,
soit décrit le cercle B D d , e t soit fait dans
sa circonférence a. A B = B C = C D —D E
=zE d ; soit fait ensuite h B D = B ci —B a =
E cl — E a ; du centre a. et avec le rayon a a ,
soit décrit l ’arc a P ; du même centre a. et avec
le rayon a B ., soit décrit l ’arc Bpqs ; du
même centre a et avec le rayon AB , soit dé¬
crit l ’arc grt ; du même centre a et avec le
rayon B E , soit décrit l ’arc M QR S T ; des
centres D et d , avec le rayon A a , soient dé¬
crits deux arcs qui se coupent en b ; du centre
E et avec le rayon Ab , soit coupée la circon¬
férence en L ; soit fait a. AB P — MQ ;
à Aa — MR ; kEb — MS ; et à BL — MT ;
soit fait ensuite a. a B — Pp ; à MB — Q q
= . Ss ; et a. M g — Rr — T t ;

B p \ ( le tétraèdre ,
B q ! sera le rayon 1 le cube ,
g r \ de la sphère < l ’octaèdre ,
B s I qui comprend I le dodécaèdre ,
g t ) ( l ’isocaèdre .
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Démonsti 'ation . En faisant AB = 1 , on a :
a <Z = 2 \/ 2 [ 100 ] , a B — \/ 3 .

on a ensuite : <* a * a. B ; * a P \ Bp [ ç 3 ] 5
c ’est - à - dire , 2 v/ 2 ; \/ 3 ; ; 1 [ Bp ;

011 aura donc : Bp — { \ / { j d ’ où , etc . [ 181 ] .

On a aussi [ 93 ] ; a ilf ; <*■ B \ \ M Q \ B q }
c ’est - à - dire , i \ \/ 3 ; ; 1 ; Bq ; d ’où Bq - \ v/ 3 .
On a de meme : “üf ; <*■g ; ; MR ; gr ;
c ’est - à - dire ,

2 : 1 : : \ / 3 \ gr -, & <Axgr -= \ t/ a ;
on a également <* üf \ a. B \ \ M S ; B s .
Mais MS = à .E — ^ ( v/ 5 -+• i ‘ ) [ 181 ] :
donc 2 ; t/ 3 l ( t/ 5 -f- 1 ) ; B s ;
d ’où B s = | \/ 3 . ( v/ 5 + 1 ) .
On a enfin «■M \ <* g \ \ MT \ gt } mais MT - BL .
Déplus , ( BLy — {BEy - ( ELYi ?> i Mvà . ÿ . liv . 1 ] ;
c ’est - à - dire , ( B L ) * = ( B E ) » — ( ^ 3 ) »

— 4 — i ( 3 — v/ 5 ) [ 181 ] = J

d ’où BL — MT — ;

et par conséquent 2 ; 1 * * -y / l gt ;

d ’où gt = \ y /
Donc les distances Bp , Bq , gr , Bs , gt

seront respectivement les rayons des sphères
qui comprennent les cinq corps réguliers ,
savoir : la pyramide , le cube , l ’octaèdre , le
dpdécaèdre et l ’icosaèdre .
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Problème .

i83 . Etant donné ( fig . q4 ) Ie rayon

AB de la sphère qui comprend les cinq

corps réguliers , trouver leurs cotés .

Solution . Du centre A avec le rayon AB ,
soit décrit le plus grand cercle de la sphère
B Th d , et soit fait dans sa circonférence à AB
— B C = - C D — D E — E d ; puis à BD z= Ba
z= E a , et K A a — Jh b -z=zdb ; soit fait ensuite
dans la circonférence à AB = zaH , et à A a
— E F — H h ; du centre a et avec le rayon
aE , soit décrit l ’arc i ? iS QP ; dumême centre
a et avec le rayon ah , soit décrit l ’arc h T ;
soit fait kA a = E P ; à AB = E Q ; à A b =
ES ; à b E= h T . Puis , soit fait à EL = . Pp
e=-Qq = S s , et à h L = T t :
Lp sera le côté du tétraèdre ,
L q . du cube ,
A a . . . de l ’octaèdre ,
Es . du dodécaèdre ,
Et . de l ’icosaèdre .

Démonstration . On a l ’arc Eh égal à un
huitième de la circonférence ( 3o ) ; d ’où a h
= \/ 5 [ i85 ] $ et comme l ’angle droit b AF
est le même que B AF , parce que le point b



est sur la ligne A E [ i 3 . 27 ] , b F sera le côté
du pentagone ( 4° ) > et -Ab le côté du déca¬
gone inscrit au cercle B D d [ 4 1 1 ; faisant
donc AB — 1 , on aura : .^ 3 = f ( \/ 5 — 1 )
[ 180 ] j et ( b B y — { A F y -+- { Ab Y

= H - £ ( 6 — 2v / 5 ) = d ’où b F ,

On aura ensuite \ aE \ aL \ \ EP \ Lp [ 93 ] ,
c ’ est - à - dire , \/ 3 ‘ 2 ‘ ’ \/ 2 l Lp •.
donc on aura : Lp = 2 \/ f . Or le rayon de la
sphère est au côté du tétraèdre qu ’elle con¬
tient comme | v/ | I 1 t 181 ] ” 1 ; 2 \/ j : donc
faisant le rayon AB de la sphère — 1 , L p
sera le côté du tétraèdre qui y est contenu .

On aura aussi ( 98 ) : a E \ aL ; ; EQ * Lq ,
c ’est - à - dire ,

•v/ 3 ; 2 11 x l L q ; d ’où L q — 2 \/ y .
Or le rapport du rayon de la sphère au côté
du cube qui y est contenu , est :

I \/ 3 l x [ 181 ] ; ; x l 2 \/ j donc , etc .
On aura de même Aa — \/ 2 pour côté de

l ’octaèdre 5 car le rapport du rayon de la
sphère au côté de l ’octaèdre qui y est contenu
est : l \/ 2 * 1 [ 1811 * 1 x t; \/ 2 , donc , etc .

On aura également : aE \ aL \ \ ES \ Ls }

c ’est - à - dire , \ / 3 \ 2 . \ \ ^ 5 - r - î ) l L s ;
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d ’où L s = Or le rapport du rayon de

la sphère au côté du dodécaèdre qui y est
contenu , est :

i y/ 3 . ( v5 -h 1 ) : 1 [ 181 j : : 1 : ?
donc , etc . Enfin on aura :

ah l a L \ \ h T \ E t [ 98 ] ,

c ' est - à - dire , \/ 5 l 2 II y / L t :

d ’où : L t ■= . 2 y / ~ y) . Or le rapport du
rayon de la sphère au côté de l ’icosaèdre qui
y est contenu , est :

î ]/ : x c xBi ] : : x : 2 y/ ^ = £ 5) .
Donc , etc .

R O B 1 E M E .

184 . Etant donné un point B sur la
circonférence d ’ un cercle donné [ fig . 9 5 ] ,
trouver deux autres points LeïM , tels
que le triangle B L M soit équilatéral
et touche le cercle par le côté L M au
point E qui en est le milieu .

Solution . Soit fait dans la circonférence du
cercle donné à son rayon AB ~ B C — CD
z= D E — E di puis , soit fait à BD - Ba - Ea :
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du centre a , et avec le rayon a A 3 soit décrit
un arc qui passe par a > du centre E et avec le
rayon E A , soit décrit un arc qui coupe le
précédent en a ; du centre avec le même
rayon a E , soit coupée la circonférence en P .
Puis , du centre E et du rayon E P 3 soit dé¬
crit un arc qui passe par L et M ; des centres
D et d avec le rayon a P , soient décrits deux
arcs qui coupent le précédent en L et M ; les
points L et M seront les deux points cherchas .

Démonstration . Si on compare les points a t
A , EP delafig . 95 , avec les points A f

p , B , P de la fig . 3 , de l ’équation :
{ AQY — { ^ pY ^r { pQY ~ pP . pQ

qui appartient à la fig . 3 , on tirera poux la
fig . 9 5 celle - ci :

{ A a ) z = ( A Ey -\ - { E a Y — EP . Ea ;
et substituant les valeurs numériques [ 27 ] :

a = i + 3 - PPV3 ,
d ’où : a z= EP . \/ 3 et EP = f \/ 3 ;
et comme les trois points E , P , a sont dans la
même droite [ i3 ] , on aura :

P a — Ea — EP — -} \/ 3 .
Si on suppose menée la ligne B E qui coupe
en R la ligne D d , on aura [ 104 ] :

BR — \ S RD = ^ v/ 3 $ BE — z -,
d ’où la quatrième proportionnelle aux trois
lignes .P P j RD , BE sera égale à f v/ 3 = EMt
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on aura aussi [ 104 ] : RE — B D — \ / 3 [ 2 ] $

d ’ où la quatrième proportionnelle aux trois

lignes BR , BD , R E sera égale à y \ / 3 - DM :

donc les lignes EM , DM seront de la lon¬

gueur nécessaire pour que le triangle B E M

soit semblable au triangle B R D ( 2 . liv . 6 ) :

donc ils seront semblables j carie point M ne

peut être placé dans un autre endroit ( 8 . liv . 1 ) .

On prouvera de la même manière que le trian¬

gle BRd est semblable au triangle BEL ,* d ’ où

on voit que le triangle B D d est semblable au

triangle B ML ( 20 . liv . 6 ) : donc aussi ce

dernier est équilatéral . De plus , les angles

B E M , BEL égaux aux angles BRD , BRd

sont droits , et les lignes EN , EL sont égales :

donc B LM est le triangle cherché .

Problème .

1 85 . Dans un cercle dont le rayon

A B soit donné [ lîg . 9.6 ] , inscrire cinq
quarrés égaux , dont l ’ un soit concen¬
trique au cercle et les autres le touchent ,
chacun ayant un côté commun avec le
quai 'ré du milieu .

Solution . Soient faites égales au rayon A B

les cordes B C , CD , DE . Soit fait à B D =
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B n. — F, a ; faites encore égales à A a les cordes
B F , Bf : dn centre a , avec le rayon AB ,
coupez le cercle en G et faites la corde G g =
Aa ; du centre g avec le rayon ga , décrivez
un arc a P et faites sa corde a P z= .aA ; du
même centre g et avec le rayon g A , décrivez
un arc Ap sur la direction de l ’arc a P ; faites
haAt = Pp ; faites maintenant égales à A p
les cordes B q , fn , Em , FIj avec le même
rayon Ap et des centres B , q , f , n , E , m , F , l,
décrivez des arcs qui se coupent dans le cercle
en L , Q , N , M ; LM N Q sera le quarré cen¬
tral , et B L Q q , fQNn , EN Mm , FMLl
seront les autres quarrés cherchés .

Démonstration . Si on compare les points
a , A , G , B , gàe cette figure avec les points
Q , p , A , R , S de lafig . 4 , on aura ( 21 ) pour
lafig . 87 l ’équation :

( ag Y = ( aBY ~t~ G g . A a ,
c ’ est - à - dire , en faisant le rayon AB — 1 ,

( agY = 3 -+ - 2 = 5 [ 27 ] ; d ’où a g — A S .
De plus , on a a P — a A — A2 .
Or \ ga ; aP ‘\ \ g A \ Ap [ 98 ] ,
c ’ est - à - dire , v/ 5 ; \/ 2 * ; i * Ap ;

d ’où Apz =2 V̂ = E M ;
et comme B CD E est une demi - circonférence
[ 64 ] , B mE sera un angle droit ( 3 i liv . 3 ) ;

d ’où :



Livre onzième , i ^ 3
d ’où :
( B E ) 2 = ( Bm ) 2 -\- ( mE ) * ', c . à . d . 4 = ( Bm ) 2 -\~ | ;
d ’où ( Bm ) 2 = 9 . f , etBm - 3 \/ j = 3 mE .
On trouvera la même valeur pour q E , et on
démontrera que tous les autres angles du qua¬
drilatère Bm Eq qui sont inscrits et appuyés
sur un diamètre sont droits : donc ce quadri¬
latère est un parallélogramme rectangle . On
démontre de même que FIfn est un parallé¬
logramme rectangle .

Si on fait la corde Em — k , m F sera la
corde du complément de l ’angle droit = h
[ i59 ] , et on aura â 2 = 2 — zk \/ ( 1 — i k 2 ) /
d ’où , à cause de k 2 , on aura :
}p — z ~ zk v/ -^ = 2 — 2 x/ 2 — \ - ~ - zte y
c ’est - à - dii ' e j ( F m ) 2 = ( FM ) * -h ( M m ) 2 -,
d ’où l ’angle F Mm sera droit ( 48 . liv . 1 ) ,
ainsi que les autres angles B L l , f Qq , E Nn .
Puis , si on appelle x la distance du point m à
celui où tombe du point .Fia perpendiculaire
sur B m , on aura ( i 3 . liv . 2 ) :

( B F ) * = ( F m ) 2 -4- ( B m ) * — 2 B m . x >
c ’est - à - dire , 2 = y -+- ~ — 6 x \/ f ;
d ’où x \/ , et divisant par \/ j ,

x = \/ f- = m M .
Ensuite , si on nomme y la perpendiculaire
qui tombe du point F sur B m , on aura :

y * = ( F m Y — x * = | — f = f ;
N
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d ’ où on tire : y — d j = FM .

On démontre par - là que les points MetL sont

sur la ligne B m ; et comme on a :
B m = 'à . Emz = . M ttl -^- B L - t- Em ;

on aura donc aussi : L M x= . E m .

De plus , on démontre que les autres côtés
MN , N Q j LQ ont la même valeur . De tout

ce qui précède , il résulte que les angles exté¬

rieurs au quadrilatère L MN Q qui ont leurs

sommets aux points L , M , N , Q sont droits :

donc les angles intérieurs le seront aussi ; donc

on aura les cinq quarrés demandés .

Probeême .

186 . Etant donnés les cinq points
A , B , C , D , E , sommets des angles d un
pentagone régulier [ fîg . 97 ] , trouver
les cinq points a , b , c ? d , e ou se cou¬
pent les diagonales de ce pentagone .

Solution . Des centres A , B , C , D , E avec

le côté A B du pentagone pris pour rayon ,

soient décrits des arcs qui se coupent en a , b ,
c , d , e ; ces points seront ceux d ’intersection
des diagonales .

Démonstration . Si on suppose les diagonales

menées et les côtés du pentagone A B C D E

tracés , on aura l ’angle BAC - BDA ( 29 . liv . 3 )
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t = CA D : d ’ où A b z= 6D ( 6 . liv . i ) . On aura

ensuite B b A = b D A - + - b AI ) ( 32 . liv . i )
sz B A b -+ • b A D - BAD - A B D ( 5 . liv . i ) ;

d ’ où le triangle ^ B b sera isoscèle ( 6 . liv . i ) ,

c ’est - à - dire , on aura A B — Ab — b D ; donc , etc .

Problème .

187 . Dans un cercle d ’ un rayon AB
donné [ fîg . 98 ] , inscrire six pentagones
réguliers .

Solution . Soit fait dans la circonférence du

cercle donné , à A B - B C - CD - DE - Ed ;

à B D — Ba = Ea ; et à A a ~ BF - D b - d b }

soit aussi fait dans la même circonférence à

bF — BP — B <2 = Q R — RS ; avec le même

rayon b F et des centres B , P , Q , R , S , soient

décrits des arcs qui se coupent en g, , p , q , r , s .

Maintenant des centres H , F avec le rayon Æp 3

soient décrits deux arcs qui se coupent en c j

avec le même rayon et des centres P _, p , soient

décrits deux arcs qui se coupent en d ; on

aura deux des pentagones cherchés , savoir :

& p q rs qui a son centre en A } et g p dPc qui
touche le cercle donné en P . On trouvera de la

même manière les sommets des angles des

quatre autres pentagones p qfQe , qrhRg ,
rskSi , s $ mBl .

N 2
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Démonstration . Les points B , P , Q , R , S

seront les sommets des angles d ’un pentagone
régulier inscrit au cercle donné ( 4° • 12,8 ) ;
d ’où les points (&, p seront dans la diagonale
B Q , et les points p , q dans la diagonale P R
£ 186 ] 5 et comme Bp — & Q , on aura ^ /S ^ Ç .
On prouvera de même qüe Pp — q R , et à cause
de B Q — P R 27 . liv . 3 ] , on aura aussi B Æ
= P p , et Hp — p q . On prouvera aussi de la
même manière que tous les côtés du pentagone
ftpqrs sont égaux entr ’eux . De plus , on a
l ’angle $ p q , c ’est - à - dire , Bp R — B P R
-+- P Bp [ 02 . liv . il j mais P c ’est - à - dire ,
PB Qz= QP R : donc $pq = B P Q . On dé¬
montre de même que les autres angles du pen¬
tagone tip q rs sont .égaux aux angles du pen¬
tagone B P QR S : donc ils sont tous deux
réguliers . En outre , l ’angle QBR formé par
deux diagonales du pentagone BP Q RS , qui
est l ’angle & B s sera égal à l ’angle £ q s formé
par deux diagonales du pentagone fepqrs
( 20 . liv . 6 ) . Or comme les triangles & B s , & qs
sont isoscèles , ils auront aussi les angles à la
basecommune £ s égaux entr ’eux ( 5 . 3 a . liv . 1 ) ;
d ’où aussi les triangles seront en tout égaux
( 26 . liv . 1 ) ; d ’où les triangles BmH , P>pq
ayant tous les côtés égaux entr ’eux , auront
aussi les angles égaux ( 8 . liv . 1 ) , ainsi que les
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triangles Bis , srq •• donc tous les côtés et tous

les angles du pentagone Bmfcsl seront égaux

aux côtés et aux angles du pen tagone fipqrs ;

ils seront donc tous deux réguliers . O11 dé¬

montre la même cliose pour les autres pen¬

tagones /g cPdp , p e Qfq , q gRArj r iSks ;

donc , etc .

188 . Le point b sera le centre du pentagone
(ImBlsj et la distance b B le rayon du cercle

circonscrit à ce pentagone et aux autres qui

lui sont égaux , ainsi que nous le démontre¬

rons bientôt : ce qui ajoute encore une belle

propriété au point b que nous avons déjà re¬

marqué tant de fois dans cette géométrie . Car ,

outre les divisions en moyenne et extrême

raison qu ’il nous a fait obtenir dans le diamètre
BAE ( 4 5 y 46 ) > outre qu ’il a servi à détermi -

miner le côté b F du pentagone inscrit au

cercle du rayon AB [ 4 ° ] , le côté b .A du déca¬

gone inscrit au même cercle ( 41 ) ; on a encore

le rayon B b du cercle circonscrit aux six pen¬

tagones qu ’ on peut inscrire au plus grand

cercle du rayon A B , comme dans le présent

problème j car si on suppose le rayon A B = i t

on a : Ab — l ( \ / 5 — 1 ) [ 180 ] $ et comme

( 3 i . liv . 3 )

( BE ) * = { BQY -h ( QEy = { B QY + ( A b ) » ;
N 3
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on aura : B Q = y ~ ~ ) -

On a ensuite : 9> Qp .BP - bF - ^ / (̂ — ~ — ) [ 181 ] :

d ’où : bq : hq : : bq . hq : ( £qy : : \ / s : 5- ^ —

: : 1 :: i ( t / 5 - i ) : : b a : b a :

d ’ où : BQ : BQ — HQ ; : B A \ B A — b A ,

c ’ est - à - dire , B Q ; B & \ \ B A \ B b .

Donc les deux diagonales des pentagones .

BPQBS , Bm & sl seront entr ’elles comme

B A l b A : donc B A étant le rayon du pre¬

mier pentagone , B b sera le rayon du second

( 20 . liv . 6 ) .

Problème .

189 . Etant doJinés les sommets des
angles d ’un exagone régulier B C D E d c

[ fig . 99 ] , trouver les points \ , m , n , g , p , q

où se coupent celles de ses diagonales
qui ne passent pas par le centre .

Solution . Soit fait à BD = Ba = Fa ;

puis à B C = BA = CA = Ba ; à aA = a <* ;

à a B - a- P - AP . Maintenant des centres B , C

avec le rayon a P , soient décrits deux arcs qui

se coupent en l ; des centres C 3 F > , soient

décrits deux autres arcs qui se coupent en m ,
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et ainsi de suite ; ces points l , m , etc . seront

les points cherchés .

Démonstration . Supposons que les diago¬

nales indiquées se coupent en l , m , n , gjp , q ,

comme on a l ’angle BDc = DcE ( i 9 . liv . 'à ) ,
B D sera parallèle à c E ( 28 . liv . 1 ) : donc le

triangle CIm sera semblable au triangle CcE

( 2 , 5 . liv . 6 ) , et par conséquent équilatéral .

De même on aura le triangle B Iq semblable

au triangle BDd , puis les triangles CcE et
BdD ayant les côtés égaux , seront égaux ( 2 )
( 8 . 4 - liv . 1 ) j et le côté BD , et par consé¬

quent Im étant à égale distance du côté c E

que le côté Ce , ainsi que q l du côté dD ( 14 .
liv . 3 ) , si on applique le triangle BdD sur

le triangle C 'cE , la droite ql tombera sur la

droite lm , e t elles seront égales $ mais B l = lq :

donc Bl — lm . De même on démontre que
D m ]= - ml . Donc , en faisant le rayon du cercle
BC — AB — 1 [ 2 ] , on a :

Bl — \ BD = j \/ 3 ;

de même Cl - y \ / 3 . mais on a fait précisément

B lz= - Cl — aP — ÿ v/ 3 [ 184 ] :

donc l est un des points cherchés . On démontre

la même chose pour les autres points m , n , g ,
P > q » donc , etc .
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Problème ,

190 . Dans le cercle du rayon donné
A B [ fîg . 100 ] , inscrire sept exagones
réguliers , dojit un soit concentrique au
cercle et les autres soient disposés
autour du premier .

Solution . Soit fait dans la circonférence du

cercle donné à A B = B C — CD = DE - Edf

puis à DB ~ D dE . Des centres Cet A y

avec le rayon CE , soient décrits deux arcs

qui se coupent en P ; du centre P , avec le

même rayon P C , soit coupée la circonférence

du cercle en & ; sera le côté des exagones

à inscrire , et que l ’ on inscrira facilement l ’un

près de l ’ autre . Ensuite , des centres d et cf1,

avec le même côté d & pris pour rayon , soient

décrits deux arcs qui se coupent en <*• ,• du

centre a et avec le même rayon , soit décrit un

cercle dans lequel on inscrive ( i5 . liv . 4 ) un

exagone régulier d J ' m np q . Du centre A avec

le même rayon , soit décrit un cercle qui passera

par np ; soit décrit d ^ ns ce cercle l ’exagone

qui a pour un des côtés la ligne pn ; sur les

côtés de cet exagone , soient décrits les au¬

tres exagones , comme on a fait , d ’abord sur

le côté dS ' t et on aura les sept exagones de¬

mandés .
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Démonstration . En faisant pour abréger
A B = 1 , on aura C F — CV — 1/ 7 [ 100 ] — AF :

puis on aura A P \ A é \ \ A é \ é d £ 86 ] ,

c ’est - à - dire , 1/ 7 1 T 1 l éd ; d ’ où J ' d = 1/ 7 .

Supposons pour un moment inscrits les exa -

gones clierchés , et soit leur côté dé qui est la

quantité inconnue — cc ; on divisera cette ligne

en deux parties égales au point v , et on

mènera la droite Av , qui lui sera perpendicu¬

laire [ 83 ] , et passera par a centre de l ’éxa -

gone , dont dé est le côté , en coupant aussi

par moitié au point /u . le côté pn de l ’ exagone

central ; et comme on a dans le triangle équi¬

latéral Apn :
pn : a fj, i ; \ A 3 [ 1043 ;

011 aura x \ Aij . \ \ i \ \ \ / 3 ; d ’où An - - \ x \ / 3 ,

et A v = 3 Ati — ^ x \ / 3 , et encore dv = ^ x ;

puis , comme i - {Ady - iAv ) 2 ( dv ) z , on aura :

i a : 2 - )- ^ x z = yx 2 ', d ’ oùa : 2 = ÿ et 27 - \ Zy

valeur qui est précisément celle déterminée

pour la ligne dé dans la solution du pro¬

blème , ainsi qu ’ on vient de le démontrer ;

donc , etc .

On trouve dans Pappus , liv . 8 , probl . i 5 ,
prop . 19 , ce problème résolu avec la règle et

le compas , d ’une manière qui n ’ est pas plus

simple que la précédente . Il y a aussi ajouté

une construction mécanique .
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191 . Nous croyons avoir jusqu ’ici rempli

les promesses que nous avons faites ( 6 et 7 ) .

Quant au premier point , nous avons déjà

donné tous les élémens de la Géométrie du

compas } c ’ est - à - dire , la totalité des problèmes

qui suffisent pour trouver avec le compas seul

et sans la règle tous les points qu ’ on peut trou¬

ver avec ces deux instrumens réunis . Pour dé¬

montrer ceci [ 71 ] , on observe d ’ abord que la

géométrie élémentaire fournit le moyen de

trouver les points d ’un problème , ou par la

section des arcs entr ’ eux ( et ce moyen est

tout - à - fait propre à la Géométrie du compas ) ,

ou par la section des arcs et des lignes droites ,

ou par celle des lignes droites entr ’elles ( et

tout cela se trouve compris dans le livre 7 ) ,

[ 110 et suivans ] . Ensuite une droite quelcon¬

que nécessaire à la solution d ’un problème se

trouve déterminée de grandeur et de position .

Par rapport à la grandeur , nous avons enseigné

dans le liv . 3 , [ 64 et suivans ] , et dans le liv . 4 >

[ 72 , 73 , y 4 ] j à . aggrandir , diminuer , diviser

une grandeur quelconque finie en un nombre

quelconque de parties ; puis , dans le livre 5 ,

[ 86 et suiv . ] , à trouver les troisièmes , les qua¬

trièmes , les moyennes proportionnelles , ainsi

qu ’ à diviser une droite dans un rapport quel¬

conque donné . Quant à la position des droites ,
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elle se détermine par la position de deuxpoints

pour chacune d ’elles ; or le livre 4 C76 et sui -

vars ] enseigne à trouver les points pour tous

les cas des perpendiculaires et des parallèles .

Le livre 8 [ 11 3 et suiv . ] donne tout ce qui

est nécessaire pour déterminer la position des

lignes droites entr ’ elles sous un angle quel¬

conque , donné parle moyen de deuxpoints .

Ôn a épuisé dans le liv . 2 , [ 2 ,7 et suiv . ] les

divisions de la circonférence du cercle et de

tous lès arcs qui sont du ressort de la Géomé¬

trie élémentaire . Je 11e vois plus d ’après tout

cela quels autres élémens on pourroit desirer .

A l ’égard du choix des problèmes que nous

avons recueillis ici , nous laisserons aux

Mathématiciens le soin de juger si dans un

grand nombre de cas utiles ou récréatifs , il

n ’est pas préférable , non - seulement pour la

précision du résultat , mais encore pour la

promptitude de la construction , d ’ abandon¬

ner la règle et de se servir du compas seule¬

ment , jusqu ’ à ce qu ’ ayant trouvé les points

nécessaires au problème , on mène , s ’il le faut ,

d ’un point à l ’ autre une ou plusieurs droites

que l ’ on ne peut pas à la vérité tracer avec

le compas seul , et qui exigent l ’usage de

la règle .

/
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