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Vorrede .

Obgleich ich schon in der Vorrede zum ersten Theile
den Zweck angezeigt habe , den ich mir bei der AuS -
arbeuung dieses Buches vorsetzte : so ist es doch
wohl nicht überflüssig , auch hier noch einige Erörte¬
rungen hierüber müzurheilen .

Daß ich den mit wenigen Vorkenntnissen ausge¬
rüsteten Lesern ein ihnen völlig verständliches Buch ,
das zugleich über die meisten und wichtigsten Lehren
der Mechanik gründlichen Aufschluß gäbe , in die
Hände zu geben wünschte , habe ich schon in jener
Vorrede gesagt . Ich wünsche aber nicht so verstan¬
den zu werden , als wollte ich dadurch , daß ich eine
möglichst vollständige Mechanik ohne höhere Analy¬
sis zu lehren versuche , diesen höheren Kenmutsjen
ihren Werth absprechen , oder aiS hegte ich den küh¬
nen Gedanken , mein Buch könne für irgend eine
Classe von Lesern die Anwendung der Analysis ganz
entbehrlich machen . Wie weit ich hievon entfernt
bin , habe ich an mehreren Stellen des Buches wohl
deutlich genug gesagt , indem ich ausdrücklich auf¬
merksam darauf mache , wie oft die hier angestellten
Betrachtungen zwar wohl zu Beantwortung der
wichtigsten vorkommenden Fragen leiten , aber uns
doch das eigentliche Gesetz nicht erkennen lassen , nach
welchem die einzelnen Größen von einander abhan -
gen , und so uns über das Wesentlichste nicht beleh -
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ren . Jenen Vorwurf , daß ich die Nothwendigkeit
der Analysis zweifelhaft machen wolle , habe ich alfo
wohl nicht zu fürchten ; aber vielleicht kann man mir
dagegen einen andern Vorwurf machen , daß näm¬
lich mein Buch alle Zwecke nur halb erfülle , indem
es zu einer ersten populären Uebersicht der Mechanik
schon zu gelehrt sei , und dennoch auch den Leser , der
gern ganz in die Tiefe der Wissenschaft eindringen
will , unbefriedigt lasse . Ich will diesen Vorwurf
nicht dadurch abzuweifen suchen , daß ich an die
zahlreiche Classe von Lesern erinnere , die grade auf
dem Standpunkte stehen , welchen mein Buch vor¬
ausfetzt , die nämlich Belehrung über alle Gegen¬
stände der Mechanik bedürfen , ohne die erforderli¬
chen Vorkenntnisse aus der hohem Analysis zu be¬
sitzen ; sondern ich will meine aus der Natur der
Sache hergenommene Ansicht mitrheilen , die , wie
mich dünkt , einen Grund angiebt , warum jeder
Lehrling der Mechanik , wäre er auch mit den besten
analytischeil Vorkenntnissen ausgestattet , wohlrhut,
sein Studium mit einem elementarischen Buche an¬
zufangen . Es ist bekannt , ' wie oft die geschickte
Anwendung der Analysis , vorzüglich der Integral¬
rechnung , Ulis auf einmal zu den Formeln führt,
welche die Beantwortung aller Fragen enthalten,
wie aber auch sehr oft durch diesen glücklia en
Sprung der natürliche Zusammenhang der Formel
mit der Sache selbst uns ganz unbemerkt bleibt.
Wenn wir also gleich der höheren Rechnungen norh -
wendig bedürfen , um immer tiefer in die sa wierigen
Theile der Wissenschaft einzudringen , wenn wir
gleich ihrer nicht entbehren können , wenn wir neue
Forschungen anstellen wollen , und selbst schon , wenn
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wir den wahren Zusammenhang aller Erscheinungen
in einem leichten Gesetze darstellen wollen : so ist es
Doch sehr nörhig , daß wir im Anfänge unserer For¬
schungen uns jedes Schrittes deutlich bewußt wer¬
den , daß wir uns klar vorstellen , was uns zur Er¬
reichung des Zieles führen soll und geführt har , und
uns üben , die in der Natur der Sache liegenden
Umstände so zu erwägen , daß aus ihnen auch die
entferntem Erfolge erkannt , und , wo möglich , die
Gesetze , von denen sie abhängen , aufgefunden wer¬
den . Zu diesem Zwecke nun scheint mir für den
Anfänger ein solches Buch sehr nützlich , welches ,
wie ich es hier zu leisten gesucht habe , an die leichte¬
sten Lehren der Arithmetik , Geometrie und Trigo¬
nometrie die Lehrsätze der Mechanik anknüpft , das
alle diese Lehrsätze Ln klaren Worten aussimcht und
sich sogar nicht scheuet , oft die Sprache der Unge¬
lehrten zu reden , um selbst da , wo sich bis zu den
einfachen Hauprgesetzen nicht durchdringen läßt , doch
die Betrachtungen vollständig anzudemen , die man
anstellen muß , um zu Resultaten zu gelangen .

Wenn man so den ganzen Zusammenhang der
Erscheinungen übersehen , wenn man die Gesetze ihrer
gegenseitigen Abhängigheit aufgesucht hat : so ent¬
steht fast von selbst das Bedürfnis , mit Hülfe voll -
kommnerer Vorkenntniffe auch in Rechnungsformcln
die Resultate auf die leichteste Weise darzustellcu ;
und wer mit den Principien der Differentialrech¬
nung bekannt ist , fängt von selbst schon an zu be¬
merken , wie nützlich ihm die Anwendung derselben
hier werden könnte . Um nun hier den Leser bei der
ersten Anwendung der Analysis auf den rechten Weg
zu leiten , um ihm an einigen Beispielen zu zeigen ,
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wie er verfahren muß , habe ich einige Zusatze für
geübrere Leser dergefugt . Ich bin hierm Herrn Pro¬
fessor Bessels Rach gefolgt , der mir bemerklich
machte , daß junge Leure , wenn sie auch die Lache
selbst schon völlig übersehen , doch nicht .sogleich ein
Werk zu verstehen im Stande sind , , das weitere Aus¬
führungen mit Hülse der Analysis enthält , und daß
es daher nochwendig sei , auch schon bei Erklärung
Der Anfangsgründe zu zeigen , wie man durch die
Analysis dre Resultate in dem passendsten Ausdrucke
darstelle . Diese Bemerkung bewog mich , memen
ersten Plan ein wcnrg zu erweitern , und ich hoffe ,
Daß diese Zugabe den Anfängern um so angenehmer
sein wird , da allerdings der Uebergang von den Ele¬
menten zu einem Buche , wie etwa Poissons Me¬
chanik ist , viele Schwierigkeit hat . Daß ich diesen
Zusätzen nicht die Ausführlichkeit und Vollständig¬
keit geben konnte , die man in einem Lehrbuch der
analytischen Mechanik verlangen würde , bedarf
wohl keiner Entschuldigung , da ich besorgen mußte ,
Das Buch dadurch zu sehr zu vergrößern , und es
hier auch in der That hinreicht , nur den Weg ge¬
zeigt zu haben , indem das Lesen vollständiger Bü¬
cher über diesen Gegenstand doch immer unentbehr¬
lich geblieben wäre . In diesen Zusätzen habe ich
mehrmals auf Pasqu tchs Unterricht in der ma¬
thematischen Analysis ( Leipzig 1791 . ) verwiesen ,
wo man dre Integrationen ausführlicher dargestellt
findet .

Diejenigen , welche vollständigere Belehrung
wünschen , habe ich zwar im Buche selbst auf die
Schriften verwiesen , wo sie eine weitere Ausfüh¬
rung der hier abgehandelten Lehren finden , doch mö «
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gen hier noch die Titel einiger das Ganze umfassen¬
der Lehrbücher stehen . Für die Statik fester Körper
verdient

Eytelweins Lehrbuch der Statik fester Körper
( Berlin , iZoZ .) 3 Bande

vor allen empfohlen zu werden , da es zugleich leicht
verständlich , recht vollständig und gründlich ist , und
immer zugleich die Anwendungen berücksichtigt . Die
Mechanik fester Körper mit Einschluß der Statik
trägt koissonL kralte cle fehr
vollständig und in vielen Beziehungen fehr gut vor ;
indeß muß man schon gute Vorkenntnisse auch in der
Mechanik haben, um bei dem Reichthum von Gegen¬
ständen sich nicht überhäuft zu fühlen , und um unter
den immerfort an einander gereiheren Entwickelun¬
gen nicht zu ermüden . Wer mit den Hauptsätzen,
die in jedem Abschnitte Vorkommen , schon vertraut
ist , und also eine Menge von Anknüpfepüncten fin¬
det , an welche sich die Menge neuer Sätze anfchließt,
die er hier findet , der wird unstreitig hier reichliche
Belehrung und volle Befriedigung finden . Um aber
bloß die Sätze , welche astronomischen Lehren zum
Grunde liegen , vollständiger kennen zu lernen , thut
man wohl , sich lieber mit Schuberts theoretischer
Astronomie bekannt zu machen , deren dritter Theil
diese Lehren fehr gründlich und klar abhandelt . Doch
wer diesen Studien mehr Zeit widmen kann , dem
sind auch Eulers Schriften , weil sie so klar , so
ruhig verweilend bei jedem einzelnen Umstande , den
Leser ganz mit seinem Gegenstände vertraut machen,
sehr zu empfehlen . Von der Hydrostatik und Hy¬
draulik handelt zwar ebenfalls Poifson in dem
angeführten Werke ; aber ich kann nicht unterlassen,
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zu bemerken , daß mir hier Eulers Vortrag kn den
von mir übersetzten Gesetzen des Gleichgewichts und
Der Bewegung flüssiger Körper ( übersetzt mit Zu¬
sätzen von Brandes . Leipzig , 1806 . ) viele B e¬
züge zu haben schemr , indem er mit Voraussetzung
eben der Kenntnisse , die auch Poisson voraussetzt ,
den Leser viel vollständiger über alles belehrt , was
unsre theoretische Hydraulik lehren kann . Für Leser
von geringem Kenntnissen sind :

L o 88 ui iraiie ll clrocl ^ uurni ^ ue ( übers,
von Langsdorf . Frankfurth , 1791 . ) ,
Eytelweins Handbuch der Mechanik fester
Körper und der Hydraulik . ( Berlin , i8 ? i . ) ,
Langsdorfs Lehrbuch der Hydraulik ( Al¬
tenburg , » 794 -) ,

sehr zu empfehlen . — Mehrere Bücher hier anzu¬
führen , ist unndthig , da meine Absicht nur ist , das
zu bemerken , was sich als nächste Fortsetzung des
Unterrichtes etwa an dieses Buch anknüpfen läßt .

Ueber die von mir befolgte Anordnung und Dar¬
stellung der einzelnen Materien in diesem Lehrbuche
sage ich nichts , da , wie ich hoffe , fast überall die
Gründe , warum ich so geordnet und so dargestellt
Habe , sich von selbst ergeben , auch bei vielen schwie¬
rigen Lehren der eigenthümliche Gang meiner Be¬
handlung jedem Sachkundigen bcmerkuch werden
wird , und hoffentlich den Fleiß , den ich auf jeden
Gegenstand gewendet habe , bezeugen wird .

Breslau , am 13 . März 1313 .

H . W . Brandes .
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verstand wegen Krümmung der Röhren . § . ; 6 - - 41 . Be «
rechnung der Geschwindigkeit , welche verdichtete Luft oder
entzündetes Pulver der Kugel ertheilt , während diese bis zur
Mündung der Canone gelangt .

z . Abschnitt .

§ . 42 — 45 . Bestimmung der Osctllationszeit einer in der ge «
krümmten Röhre schwankenden Waffermasse . § . 48 — 5 r .
Wie hiemit der Montgolfiersche Sloßheber zusammen
hängt .

4 . Abschnitt .

§ . 52 — 55 . Wie die Geschwindigkeit eines Stromes vom Ab «
hange und der Tiefe abhängt . H. ; 6 — 57 . Mittlere Ge «
schwindigkeit . § . ; 8 - Etwas vom Ueberströmen über
Wehre .

5 . Abschnitt .

tz . ; y — 6i . Formel für den senkrechten Stoß des isolirten
Strahles , tz. 6 - . Lz . Stoß eines Stromes auf eine ein «
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getauchte Ebne . § . 64 . Bestimm » « «; des senkrechten Sko ,
ßeS auf bewegte Ebnen . H. 66 — 6z . tteber den Effect

des unterschlächtigcn Wasserrades .

6 . Abschnitt .

H . 69 . Formeln für die Kraft des schiefen Stoßes . § . 71 . Wie
verstand , den die Kugel leidet , ß . 74 . Widerstand der Ku ,

gel in der Luft . § . 7 ; . Vom Stromquadranlen zur Be ,

stunmung der Geschwindigkeit des Stromes . H. 77 . 78 .
Stoß auf Flächen , die selbst in Bewegung sind . h . 80 . An ,

Wendung auf W 0 ltmannS Windmesser , tz . 8 r . Wind ,

schiefe der Windmühlenflügcl .

7 . Abschnitt .
H . 8 ; — 86 « Gwas von der Rückwirkung des Wassers .



Die Gesetze der Bewegung fester Körper .

Erster Abschnitt .

Von der Bewegung im Allgemeinen , und
von der gleichförmigen Bewegung ins »

besondere .

§ . r . Wenn ein Körper sich bewegt ,
so können entweder alle einzelne Puncke de6 Körpers nach
parallelen Richtungen fongehen , oder es ist mit dem
Forkrücken des ganzen Körpers zugleich eine Drehung
desselben , die sehr mannigfaltig verschieden sein kann .
Verbunden . Um diese zusammengesetztem Bewegungen
zuerst ganz von unserer Betrachtung auszuschließen , be¬
schränken wir unsre Untersuchung auf die Bewegung eines
einzelnen Puncteö .

Die Bewegung eines Punctes kann entweder mit im¬
mer gleicher Geschwindigkeit geschehen , oder sie kann un¬
gleichförmig sein ; der Puncc kann entweder in grader oder
in krummer Linie fortgehen ; feig Weg kann entweder ganz
frei sein , so daß der Punct den auf ihn wirkenden Kräf¬
ten ohne Hinderniß folget , oder der bewegte Punct kam »
sich an der Oberstäche eines festen Körpers besinden , so
daß er nicht nach allen Richtungen frei dem Eindrücke der
<ruf ihn wirkenden Kräfte folgen kann .

, § . 2 . Bemerkung . Um die Bewegung eines
Punctes genau zu kennen , muß in jedem Augenblicke seine

II . Thl . A
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Lage und seine Geschwindigkeit bekannt sein . Seine Lage

wird bestimmt , indem man sie in Beziehung auf eine be¬

kannte Ebne und eine darin als bekannt angenommene

grade Linie betrachtet . Man thut dies am besten nach An¬

leitung der einen oder der andern von folgenden zwei Me¬

thoden .

Erste Bestimmungsweise . Eö sei ( Fig . r . )

L der Punct , dessen Lage man angeben will : so zieht

man von ihm auf die bekannte Ebne L6OI das Perpen¬

dikel LO , welches die Ebne in O schneidet . Ist nun in

dieser Ebne die Linie HL in bekannter Lage gezogen und H

ein bekannter Punck in ihr : so zieht man aus O , OL

auf HL senfrxcht . Wenn man jetzt HL und OL kennt ,

so ist des PuncteS O Lage in der Ebne L6OI völlig be¬

kannt . Senkrecht über diesem Punkte v befindet fich der

zu bestimmende Punkt L in dem Abstande — OL , und

man sagt nun , daß die Lage von L durch drei auf einan¬

der senkrechte Coordinaten HL , LO , OL bestimmt

sei , indem die eine OL seinen senkrechten Abstand von

der Ebne L6OI , die man wohl die Abscissen - Ebne

nennt , angiebt , die andre OL angiebt , wie weit die ,

Senkrechte LO von der Abscissen linke HL entfernt
ist , und die dritte , die man auch die Abscisse auf HL
nennt , den Punkt L bestimmt , neben welchem O und L

liegen .

Zweite Bestimmungsweise . Man denkt sich

wieder ( Fig . 2 . ) eine bekannte Ebne L6OI und in ihr

einen Punkt H , in Beziehung auf welchen die Lage des

Punktes L soll bestimmt werden . Legt man nun durch

LH eine auf L6OI senkrechte Ebne LHL , welche jene in

HL schneidet : so ist die Lage von L völlig bestimmt , wenn

man erstlich weiß , wie groß die Entfernung HL ist , zwei -

tens unter welchem Winkel — LHL die Linie HL gegen

die Ebne L6OI geneigt ist , und drittens , welchen Win¬

kel — LHL die Durchschnittslinie HL der Ebnen LHL

und L6OI mit einer in der letztem Ebne gegebenen Linie

HL macht .
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§ . z . Bemerkung . Wo sich in jedem Augenblicke
der bewegte Punck befinde , muß aus der Geschwindigkeit
desselben bestimmt werden . Ist die Bewegung gleichför¬
mig , so ist die Geschwindigkeit oder der in einem Zeit -
theile , wofür man gewöhnlich eine Secunde annimmt,
durchlaufene Raum immerfort gleich ( vergl . Einleitg .
§ . 6 . ) .

§ . 4 . Lehrsa tz . Bei gleichförmiger Bewegung ist
der durchlaufene Weg , der Geschwindigkeit und der Zeit
proportional , und kann als ein Product aus beiden Grö¬
ßen dargestellc werden .

Beweis . Nennt man s den in der Zeit — r durch¬
laufenen Weg und e die Geschwindigkeit : so bedeutet ja
( Llnieitg . § . 10 . ) c den Weg , den der Punct in einem
Zeittheilchen durchläuft , und r die Anzahl derjenigen Zeik-
theüchen , in welchen der Weg — s durchlaufen wird »
Wegen der Gleichförmigkeit der Bewegung ist also

6 5 8 --- 1 : t , oder 8 — c . t .
H . 5 . Dieses Product bedeutet also nichts anders , als

der Weg — c ist so oft zu nehtnen , als die Anzahl der
Zeittheilchen angiebt .

§ . 6 . In dieser einzigen Formel liegen die Beant¬
wortungen aller hier vorkommenden Fragen . Ist die Ge¬
schwindigkeit gegeben uud eine gewisse Zeit -- t bestimmt,
so wird der in dieser Zeit durchlaufene Weg gefunden .
Kennt man den Weg , welcher durchlaufen ist 8 , und
die Geschwindigkeit 2-- e , oder den Weg für jede Se -

s
cunde , so findet man r — ^ als Anzahl der Secunden ,
welche verwandt sind , um den Weg — 8 zu durchlaufen .
Wenn endlich der Weg 2-: 8 bekannt ist , welcher in
einer gegebenen Anzahl von Secunden - - r durchlaufen

wird : so ist e — die Geschwindigkeit oder der Weg in
einer Secunde .

A -
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Zusatz für den geübteren L 'eser .

Die Betrachtung der gleichförmigen Bewegung ist so einfach ,

daß mau der Differential , Rechnung nicht dabei bedarf . Um indcß

die in der Folge vorkommendcn Anwendungen der Differential ,

Rechnung zu erleichtern und darauf vorznbercite » , theile ich hier
die Darstellung so mit , wie sie den Bezeichnungen der Differential ,
Rechnung gemäß ist .

Heißt der in der ganzen Zeit -- - t .durchlaufene Weg — 8 ,

so wächst dieser um äs , indem die Zeit um ät zunimmt . Bei
gleichförmiger Bewegung wird in der Zeit — ät mit der Ge¬

schwindigkeit — c , der Weg äs eät durchlaufen , woraus

durch Integration die Formel s — e . t folgt . Eigentlich

s o . t 6onst , wenn nämlich der durchlaufene Weg nicht

von dem Punkte an gerechnet wird , wo der Körper sich im An ,
fange der Zeit t befand . Rechnete ich zum Beispiel in Fig . z .
den Raum — s von H an ; der Körper wäre aber für t — o in

L gewesen und nach O zu gegangen , so daß er nach Verlauf der

Zeit — t in v ankam : so ist L0 o . t , aber s , welches
hon H an sollte gerechnet werden , ist — HL o . i , weil »

schon — AL war , für i — o . bei der Integration unbe ,

stimmt hinzukommende beständige Größe wird also hier dadurch be ,

stimmt , daß man für eonst — HL den Werth setzt , den s hatte ,

als t — c> war . Soll « von L an gerechnet werden , so ist

6c >nst o . Die Geschwindigkeit ist nun aber nicht — ,

wenn s aus einem nicht in der Zeit t durchlaufenen Stücke , und

einem von r abhängigen Stücke besteht . Allemal ist die Geschwin¬

digkeit — ^ ; und da ^ — e , unveränderlich bleibt ,

so ist hier äo — o , oder — o , woraus umgekehrt
(I3

— — 6c >nst , ober die Zunahme des Weges als der Zunahme

der Zeit proportional folgen würde , wenn man nach einer Bewe -

gung gefragt hätte , für welche sei .

§ . 7 . Aufgabe . Wenn ein Punct sich in gradee
Linie gleichförmig fortbewegt , den Ort zu bestimmen , wo
er sich in jedem Zeitpunkte befindet .

Auflösung . Damit dieses geschehen könne , mnß
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die Lage der Linie , auf welcher es fortgeht , und des Kör¬
pers Lage in einem gewissen Zeitpunkte gegeben sein .

Erster Fall . Wenn die Lage des bewegten Punk¬
tes bezogen wird auf eine Linie , die mit dem von ihm
durchlaufenen Wege in derselben Ebne liegt . ( Fig . z . )

Es sei HD die bekannte Linie , auf welcher die Entfer¬
nungen von dem Anfangspunkte H an gerechnet werden ;
der gradlinigte Weg 68 des Körpers - cs gegen HD ge¬
neigt . Wenn nun bekannt ist , daß beim Anfänge der
Bewegung der bewegte Punkt sich in 6 , in der Ent¬
fernung L6 — Ir von der Linie HD befand , und daß
HL — s , damals den Abstand des von 6 auf HD ge¬
setzten Perpendikels von dem bekannten Punkte H angab :
so ist , wenn der bewegte Punct in der Zeit — r den
Weg — e . r — 68 durchläuft , am Ende der Zeit
- -- r , sein Abstand von HD ,

— 8O ^ Ir -j- e « t . Lin « ,
und des Punktes D , neben welchem er sich befindet , Ab¬
stand von H , — HD -- a -s- c . r . 60I « .

Zweiter Fall . Wenn die grade Linie 68 , auf
welcher der bewegte Punct fortrückt , nicht in der Ebne
86DI ( Fig . 4 . ) liegt , in welcher sich die zur Bestimmung
Des Ortes dienende Linie HL befindet : so muß erstlich die
Lage des Punktes 6 , wo sich der bewegte Punct im An¬
fänge der Zeit r befand , durch Coordinaten HL — a ,
LD — d senkrecht auf HL , und D6 — f senkrecht auf
Die Ebne H.LD gegeben sein ; zweitens muß man die Ge¬
schwindigkeit — e des Körpers und folglich seinen in der
Zeit — t durchlaufenen Weg 68 — a . r kennen ;
drittens muß der Neigungswinkel — cs der Linie 68 ge¬
gen die Ebne 86DI bekannt sein , nebst dem Winkel — A ,
unter welchem die DurchschnitkSlinie DK der durch 68
auf86DI senkrecht gesetzten Ebne 6DK8 mit jener , ge¬
gen HD geneigt ist . Heißt hier 68 — e . r , so ist
OK — e . r . 6 o 5 « , und die mit Hk parallele
OHl - - OK . 6ol ' /Z ; MK — DK . sin /Z . Die Lage
L des bewegten Punktes wird also am Ende der Zeit — r
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bestimmt durch die Abscisse — ^ 8 -s- 8L ^ 8 -s- OM
— » -i- e . r . Lol « . Lol /Z ;

durch die in der Ebne L6OI liegende Ordinäre
8K — OM ^ - MK --- O8 - s- MK -

— b 6 . t . Lol « . Sin /Z
und durch die auf jene Ebne senkrechte Ordinäre

KL --- l -j- 0 . t . Sin « — LO -s- NL , wenn Ll ŝ
mit OK und OM nrit i^ 8 parallel ist .

§ . 8 . Der Abstand KL des bewegten Körpers von
der Ebne L6OI ( Fig . 4 .) nimmt also in gleichen Zeiten
gleich viel zu , wenn die Bewegung gleichförmig und
gradlinigt ist ; denn in der Zeit — t hat dieser Abstand
um c . t . Sin « zugenommen und diese Zunahme ist
der Zeit proportional . Auf eben diese Weise ist im zwei¬
ten Falle das Wachsen der beiden andern Coordinaten der
Zeit proportional ; und auch im ersten Falle ist

OL — 86 e . t . Sin « , und
^ O — ^ 6 — e . t . Lol « , also das Zunehmen

der Coordinaten gleichförmig .
§ . 9 . Erklärung . Man nennt es , die Bewegung

nach den Richtungen der Coordinaten zerlegen , wenn
mau so , wie wir eben geihan haben , sucht , um wie viel
jede der Coordinaten zunimmc , indem der bewegte Pnuct
Den Weg ^ 0 . t in gegebener Richtung zurücklegt . Sucht
man bloß , wie viel jede Coordinake in einem Zeittheil »
«Heu zunimmt , so heißt der so gefundene Weg : die mit
dieser Coordinate parallele Geschwindigkeit
des bewegten PuncteS .

In unserm eben betrachteten zweiten Falle würde also
die mit parallele Geschwindigkeit — o . Lol « . Lol /Z .
die mit 8O oder LK parall . Geschw . — e . Lok « . 8io /Z
die mit OL oder KL parall . Geschw . — e . Sin « sein .

§ . io . Aufgabe , der in der Zeit — t von einem
bewegten Puncte durchlaufene Weg — 6L ( Fig . ; . ) ist
gegeben ; zu bestimmen , wie viel der Punct nach Rich¬
tungen mit LO , L6 parallel forkgerückt ist .

Auflösung . Man ziehe vom Endpunkte L aus die
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Linie 66 mit 86 und 66 mit 1) 6 parallel : so sind die
abgeschnittenen Stücke 66 , 66 die Wege , welche jener
Punct mit 68 und 6O parallel durchlaufen hat . Heißt
also 866 — « ; O66 — /3 , so ist der mit 66 parallel

66 . 8ii ' /Z
durchlaufene Weg 66 — mit 6V pa -

66 . Lin «

rallel durchlaufene Weg 66 — ( « chH '
§ . n . Alle hier vorkommeude Aufgaben werden auf

ähnliche Weise , mit Hülfe des Parallelogramms , ganz
so wie es beim Parallelogramm der Kräfte der Fall war ,
aufgelöst .

Zusatz für geübtere Leser .

Wenn in Fig , 4 . der Punct nach der Richtung 68 mit
der Geschwindigkeit — 0 fortgeht , so durchlauft er den kleinen
Raum e8 — ä8 — c . clr in der Zeit — ät . Offenbar ist hier
LX — 0 . ät . 6c>f « lind r»M — o . ät . 6ota . also
wenn ^ 8 — 8 heißt , nM — e8 — <18 — v . ät . 6of « . 6uf /S
und ^<8 — Oonst - s- o . i . 6ol ?« . 6of /1. Da hier für t — «
schon die Abscisse — war oder — a , so ist Oonst — a und
^ 8 — a - j- o . i . 6c>i « .

Auf ganz ähnliche Weise wird die Betrachtung in Beziehung
auf die übrigen Coordinaten angcstcllk .

§ . 12 . Bemerkung . Wenn ein Körper sich so
bewegt , daß alle seine einzelnen Puncte nach parallelen
Richtungen fortgehcn : so ist die Bewegung des ganzen
Körpers oder jedes Puncreö in ihm bekannt , wenn man
die Bewegung des Schwerpunktes kennt . Eine solche Be »
wegung heißt eine parallele Bewegung des Kör¬
pers , und läßt sich völlig nach denselben Gesetzen betrach¬
ten , wie die Bewegung eines einzelnen Punktes .
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Zweiter Abschnitt .

Von der relativen und scheinbaren Bewe »

gung .

gung , wenn man die jedesmalige jage des bewegten Punk¬
tes auf einen Puncc bezieht , der selbst nicht ruhet . Stellt
man sich in dem letztem Puncte einen Beobachter vor ,
welcher die Bewegung des erster » bloß nach der in' Bezie¬
hung auf sich veränderten Lage und Entfernung beurtheilte :
so hieße das , bloß die scheinbare Bewegung be -
Mmmen .

§ . 14 . Wenn der Beobachter von nach O ( Fig .
6 .) fortrückt , und nun , etwa so wie wir auf Norden und
Süden , Westen und Osten zu beziehen gewohnt sind , die
jage eines andern Körpers auf Richtungslinicn bezieht ,
die mit den auf einander senkrechten jimen ^ 8 , ^ 6 pa¬
rallel sind : so wird er den bewegten Körper kl immerfort
nach der Richtung ^ 8 hin zu sehen glauben , wenn dieser
in eben der Zeit gleichförmig von kl nach k fortgeht , in
welcher gleichförmig nach -1 fvrtgcführt wird . Die
scheinbare Bewegung des Punctes kl wird also in einer
klotzen Annäherung bestehen , da k' a kleiner als kl ^ ist .
'Härte der Beobachter seine eigne Bewegung gar nicht em¬
pfunden , so würde er glauben , der Punck kl sei bloß von
kl nach k gerückt , weil er selbst immer noch in ^ zu sein
glaubt , und er ihn immer noch nach der mit ^ L paralle¬
len Richtung ( z . B . nach Norden hin ) sieht .

Auf eine ähnliche Weise wird jede relative jage be¬
stimmt .

K . rz . Aufgabe . Die relative Bewegung eines

gradlim ' gt und gleichförmig fortrückmden Punktes kl in

rklärung Relativ heißt eine Bcwe -
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Beziehung auf einen gleichfalls gradlinigt und mit gleich «

förmiger Bewegung fortrückenven Punrc ^ zu bestimmen .

( Fig . 7 )

Aufiösung . Man ziehe durch die anfängliche Lage

^ de6 letztem Puncteö die auf ei -ander senkrechten Linien
7LL , ^ 6 , deren man sich zu Bestimmung der Richtung

bedienen will ; so wird die anfängliche Rge L , des Pune «

tes IL leicht bestimmt . Ist nun nach O gekommen ,

während L nach ^ kömmt : so hat k gegen Ob und Da ,

weiche mit ^ .6 parallel sind , eben die Lage , welche

iP gegen iLV und hat ; und wenn der Beobachter sich

als ruhend in ^ denkt , so wird er glauben , der Punct L

sei nach <p gerückt .

Auf diese Weise konnte man die gegenseitige Lage bei¬

der bewegten Puncke , oder die relative Bewegung des

einen gegen den andern in jedem Zeitpunkte bestimmen .

H . 16 . Lehrsatz . Wenn der Punct L ( Fig . 7 . )

gradiinigt und gleichförmig fortrückt : so ist auch seine

relative Bewegung auf einen gleichfalls gradiinigt und

gleichförmig fortgehenden Punct , eine gradlnngte und

gleichförmige ; oder ein mit dem letzter » Punkte forcbeweg -

ter Beobachter würde die Bewegung des erster « für grad -

linigt und gleichförmig halten , wenn er selbst zu ruhen

glaubte .

Beweis . Es sei ^ die anfängliche Stellung des

Beobachters , L die anfängliche Stellung des beobachte¬

ten Punktes : so ist des letzter » Lage durch die Entfernung

ÜL.L — a und den Winkel — « , welchen st -lil mit

der fest bestimmten Linie ^ 6 macht , gegeben , und es ist

Nun des Punktes L senkrechter Abstand von - - - s . Lok « ,

sein senkrechter Abstand von — n . Lin « .

Die Linie , auf welcher der Beobachter sich forkbewegt ,

sei unter dem Winkel — /Z , die Linie Lb ' , auf wel¬

cher sich der beobachtete Punct fortbewegt , sei unter dem

Winkel ^ 66 — gegen - L. 6 geneigt . Bewegt nun jener

sich mit der Geschwindigkeit - - - 6 , dieser mit der Ge¬
schwindigkeit — e fort : so ist nach Verlauf einer Zeit
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t , des Beobachters durchlaufener Weg — 6 . t — AO ,

sein senkrechter Abstand von ^ 8 , — OO — L . t . Lok / Z ,

sein senkrechter Abstand von A .L , — Ol - - L . r . Sin /? -

Der beobachtete Punct hat in der Zeit — r , den Weg

- - L8 — e . t zurück gelegt , und wenn L8 mir AL , LO

mit A8 parallel ist , so hat man nach Verlauf dieser Zeit

den senkrechten Abstand von

A8 8O O8 — 6 . t . Lok -/ - j - a . Lok « ,

Ken senkrechten Abstand von

AL — - - kM -s- LO — a . t . Sin -/ - s - a . Sin « .

' Hieraus ergiebt sich , wenn man llOe durch O mit AL

und bOI durch I ) mit A8 parallel zieht , nach Verlauf der

Zeit — r , des beobachteten Punctes Abstand von Ob ,

e . t . Lol -) / - j- -r . Lok « — L . t . Lol ,2 ;

deö beobachteten Punctes Abstand von Oo oder IlO ,

— c: . t . Sin -/ - j- s . Sin « — L . t . Lin / ? .

Wenn also der Beobachter seine Bewegung nicht em¬

pfindet und in A zu ruhen glaubt , so wird er des bewegten

Puiicces in der Zeit — t erlangten Abstand von A8 ,

88 — <PS — 6 . t . Lok -/ - s- s . Lok « — L . t . Lok /Z ,

ansetzen , und den erlangten Abstand von AL , so ansehen ,

als ob er — 8O — chll

v . t . Sin -/ - j - a . Sin « — L . t . Sin /Z wäre . Die re¬

lative Bewegung stellt sich also dar als eine durch — t

( o . Sin -/ ^ - 6 . Lin /? ) ausgedrückte Zunahme der

senkrechten Entfernung von AL , und als eine durch

t ( a . Lok -), — L . Lok /Z ) ausgedrückte Zunahme

der senkrechten Entfernung von A8 . Beide Abstände

wachsen also gleichförmig , oder im Verhältniß der Zeit ,

und folglich ist auch der scheinbar durchlaufene Weg 8P

der Zeit proportional oder gleichförmig durchlaufen ; er ist

aber auch grade , weil in dem recbcwiuklichten Dreiecke

LVP , für jeden Zeitpünct 8V : VP ^

( o . Lok -/ — L . Lok /? ) : ( o . Sin -/ — L . 8in /Z ) ,

also für jeden Zeitpünct mit LV einen Winkel macht ,

o . Sin -/ — 6 . Sin /?- st- "
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§ . 17 . Der aus ^ nach O forkrückende Beobachter ,
welcher in zu ruhen glaubt , betrachtet also die von 8
nach I? gehende Bewegung des Puncces 8 als eine von 8
nach P gehende . Es kann sich daher ereignen , wie eS
die Figur vorstellt , daß der Beobachter glaubt , der be¬
wegte Punct rücke z . B . ostwärts fort , obgleich beide Be¬
wegungen nach Westen gehen ; dieses geschieht nämlich
dann , wenn der Beobachter ihm in der westlichen Bewe¬
gung voreilt , also ihn ostwärts hinter sich zurück läßt ,
und so in ähnlichen Fallen .

§ . 18 . Wenn der Punct 8 ganz ruhet , so kann
dennoch von einer relativen Bewegung desselben in Bezie¬
hung auf die Rede sein In unfern Formeln wäre
dann e — o , und folglich P0 > 3 . 3 in « — 0 . r . 3in S

— 80 — Öl
und P8 — kt . 0ok « — 6 . t . 0 o 5 S — H.0 — der
Beobachter in würde also , indem er alle Bewegung auf
8 bezieht und sich selbst ruhend glaubt , es so ansehen ,
als ob ( Fig . 8 . ) 8 die Linie 8 <p , welche seinem eignen
Wege gleich und parallel ist , rückwärts durchlaufen hätte ;
denn 8 scheint senkrecht gegen zu um — 0 . r . 0 vs /3
und senkreck) t gegen ^ 6 zu um — 0 . r . 3 in /3 fortge -
gangen zu sein , also eine Bahn — . 8 in ^ /3
>-s- . 0os - /Z ) ^ 0 . t durchlaufen zu haben , die zo¬
gen ^ ,0 unter einem Winkel 088 geneigt ist , dessen Tan -

0 . t . 8in /3 . , st.
§ . 19 . Lehrsaß . Wenn ein Beobachter seine eigne

Bewegung nicht bemerkt , sondern sie als Bewegung der
ihn umgebenden Körper ansiehk : so muß er glauben , die
um ihn ruhenden Körper liefen in Bahnen , die seiner
Bahn gänzlich gleich sind , aber die entgegengesetzteLage
hätten . ( Fig . 9F

Beweis . Indem -4. nach 0 geht , glaubt er dm
ruhenden Punct 8 von 8 nach 8 gehen zu sehe » , und der
dem 8 beigelegte scheinbare Weg 88 ist gleich und paral -
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lel indem der Beobachter von O nach 6 geht , legt
er dem ruhenden Punkte die Bewegung nach l? I4 bei und
RH ist gleich und parallel der 1) 6 , also auch die Winkel
^ V6 — RRI4 . Und so wird die ganze Figur LRHRIVl
gleiche Seiten und Winkel wie die Figur ^ .O6IR haben ,
wenn man jene so zeichnet , daß R eben die Lage gegen X.
hat , welche R gegen O hat , daß eben so gegen ^
liegt , wie R gegen O , daß R eben so gegen ^ liegt , wie
R gegen I und so weiter .

Die bekannte Erfahrung , daß der Beobachter auf der
Erde , der Sonne grade eben die Kreisbewegung zu¬
schreibt , welche der Erde wirklich eigen ist , erklärt sich
hieraus völlig .

H . 20 . Aufgabe . Wenn beide Körper sich in
krummen Linien und ungleichförmig bewegen , die schein¬
bare Bewegung des einen Körpers in Beziehung auf den
andern bewegten Körper zu bestimmen .

Auflösung . Man bemerke die von beiden Körpern
gleichzeitig erreichten Standpunkte ; ziehe für irgend einen
Augenblick die grade Linie zwischen diesen gleichzeitigen
Standpunkten , und damit durch den Standpunkt , wo
Der Beobachter zu ruhen glaubt , eine jener Abstandölinie
gleiche und parallele Linie , so ist die scheinbare Lage des
andern bewegten Punktes in Beziehung auf den als ru¬
hend gedachten bestimmt . Sind zum Beispiel ( Fig . i o . )
R . R , 6 , 14 , L die Orte , welche der beobachtete Kör ,
per erreicht , indem der Beobachter in L . 6 , O , I
ankömmt : so zieht man die Linien R6 , 66 , 144) ,
RI zwischen den gleichzeitigen Standpunkten , nimmt

gleich und parallel mit R6 ,
gleich und parallel mit 66 ,
gleich und parallel mit 141) ,

Kt^ gleich und parallel mit RI :
so sind k , § , K , Punkte in der relativen Bahn des
beobachteten Körpers , oder dem Beobachter , der sich in

ruhend glaubt , scheint der Körper in der Bahn
UM ^ henrmzugehen .
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Anmerkung . In den hier betrachteten Fällen lag immer
der beobachtete Pnnct in derselben Ebne , i» welker der

Beobachter sich fortbewegt ; es ist aber leicht zu übersehen ,

wie die scheinbare Bahn bestimmt würde , wenn nicht

alle zu bestimmende Punrte in derselben Ebne lägen .

Dritter Abschnitt .

Von den beschleunigenden Kräften , von der

Schwerkraft und dem freien Falle der
Körper .

§ . 21 . Erfahrung . Die Schwerkraft verursache
nicht bloß , daß die Körper vertical herabwärtS zu fallen
anfangen , sondern wir bemerken , daß der Körper im
freien Falle eine immer größere Geschwindigkeit erlangt ,
und sehen dieses als einen Beweis an , daß die Schwer¬
kraft fortdauernd auf den Körper wirkt , und seine Bewe¬
gung immer mehr beschleuniget .

§ . 22 . Erfahrung . Obgleich zwei ungleiche Kör¬

per , während sie ruhen , einen verschiedenen Druck aus¬

üben : so bewegen sie sich doch mit gleicher und auf gleiche :

Art zunehmender Geschwindigkeit , sobald sie ohne alles

Hinderniß fallen können .

§ . 2Z . Wir schließen aus diesen Erfahrungen , daß

die Schwerkraft auf alle Theilchen der Materie mit glei¬

cher Gewalt wirkt , und daß sie daher alle Theilchen in

gleich schnellem Falle herunter zieht . Verhält es sich so ,

so kann der schwerere Körper nicht schneller fallen , als

der leichtere , weil jeder so fällt , wie die einzelnen Theil -

chcn fallen würden , wenn sie ohne festen Zusammenhang

neben emander herabsänken , indem sie auch dann ihre

gegenseitige Lage unverändert behalten würden .
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§ . 24 . Daö verschiedene Gewicht der Körper deutet
uns alierdiogö eine verschiedene Einwirkung der Schwer¬
kraft an ; aber diese , bei doppeltem Gewichte doppelt so
große , Einwirkung wird verwandt , um einer doppelt so
großen Masse Bewegung zu ertheilen , und daraus erklärt
sich , warum die Bewegung nicht schneller wird , als bei
einem Körper von geringerm Gewichte .

§ . 25 . Bemerkung . Da die Erfahrung zeigt ,
daß die Bewegung frei fallender Körper immer schneller
tvrrd : so ist es am natürlichsten , zu vermuthcn , daß die
Schwerkraft immerfort mir gleicher Gewalt auf die
Körper wirke oder die Bewegung gleichförmig be¬
schleunige . Ist dieses wirklich so , so muß es sich in
einer immer gleichen , oder der Zeit proportionalen Zunah¬
me der Geschwindigkeit zeigen , indem diese immer gleiche
Einwirkung der Schwere in jedem folgenden Zeiträume
die Geschwindigkeit um eben so viel vermehren wird , als
in j dem vorhergehenden Zeiträume . Nach dieser Vor¬
aussetzung werden wir die Wirkungen der Schwere berech¬
nen und dann Mittel finden , auö Beobachtungen die
Richtigkeit unsrer Voraussetzungen darzuthun .

§ . 26 . Bemerkung . Wir könnten uns andre
Kräfte denken , die auf ähnliche Weise wie die Schwere ,
aber mit ungleicher Gewalt auf die Körper wirkten ^ Eine
solche Kraft würde doppelt so mächtig als die Schwerkraft
heißen , wenn sie verursachte , dqß derselbe Körper ruhend
einen doppelt so großen Druck ausübte , und bei freier Be¬
wegung in gleicher Zeit eine doppelt so große Geschwindig¬
keit erhielte . So würde uns also die in bestimmter Zeit
erlangte Geschwindigkeit als Maaß der beschleunigenden
Kraft dienen .

§ . 27 . Erklärung . Schon die Ueberlegung , daß
der doppelt so schwere Körper mit doppelter Gewalt zur
Erde hin getrieben wird , und dennoch nicht schneller fallt ,
als der nur halb so schwere , veranlaßt uns , die bewe¬
gende Kraft von der beschleunigenden Kraft
zu unterscheiden . Die gesammke , offenbar dem Gewichte
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des Körpers proportionale , Einwirkung der Schwere , ist
hier die bewegende Kraft : aber da sie verwandt wird ,
um alle körperlichen Theilchen in Bewegung zu setzen , so
kömmt auf jedes zur Beschleunigung seiner Bewegung
nur ein der Maste umgekehrt proportionaler Theil .

Im Allgemeinen heißt also bewegende Kraft die
gesammte Gewalt , mit welcher der ganze Körper zur Be¬
wegung angetrieben wird ; diese wird als beschleuni¬
gende Kraft zur Vermehrung der Geschwindigkeit
jedes Theilchenö verwandt , und man kann daher , wenn
man diesen Ausdruck richtig versteht , sagen , man finde
die beschleunigende Kraft , wenn man die bewegende
Kraft durch die in Bewegung gesetzte Masse dividirt .

§ . 28 . Wir können offenbar die bewegenden Kräfte ,
wie Zahlen , mit einander vergleichen , und folglich auch
eine bestimmte bewegende Kraft als Einheit bei der Ab¬
messung der übrigen zum Grunde legen . Diese als ein¬
wirkend gedacht , auf eine als Einheit angenommene
Masse gäbe uns also dis Einheit der , beschleunigendem
Kräfte . Wirkt eben jene bewegende Kraft — i auf eine
Masse — 2 , so bringt sie in Beziehung auf jedes Theil ,
chen nur die beschleunigende Kraft — hervor , eine be ,
schleunigende Kraft , die jedem Theilchen in derselben Zeih
nur eine halb so große Geschwindigkeit erkheilt . Und so
läßt es sich nun leicht übersehen , warum wir die beschleu-x
rügende Kraft — ^ setzen , wenn k die bewegende Kraft

und lVl die bewegte Masse ist .

Bei der Einwirkung der Schwerkraft ist ? allemal
x

der Masse proportional , und folglich der Quotient ,^
immer gleich . Wir pflegen ihn hier --- 1 zu setzen , und
die Schwere als Einheit zu Vergleichung andrer belchleu -
rügender Kräfte zu gebrauchen . Bei andern Kräften , die
so wie hie Schwerkraft auf alle körperliche Theilchen zu
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x
wirken scheinen , ist auch der Quotient ^ unveränderlich ;

er könnte aber größer oder kleiner als für die Schwerkraft
sein , und darnach würden wir die Größe der beschleuni¬
genden Kraft bestimmen .

Es giebt andre Kräfte , die nicht mit einer der Masse
proportionalen Gewalt den ganzen Körper zur Bewegung
antreiben . So zum Beispiel reißt ein Strom den schwim¬
menden Körper mit fort , und übt auf ihn eine bloß von
des Körpers Größe und Gestalt abhangende Gewalt aus .
Diese bewegende Kraft — ? , treibt jedes Theilchen des
Körpers mit desto mehr Stärke zur Bewegung an , je
geringer die Zahl der Theilchen ist , auf die sie sich ver¬
theilen , oder die sie in Bewegung setzen muß , und wennx
folglich die Masse — M heißt , so ist hier — ^ der Aus¬

druck für die beschleunigende Kraft .

H . 29 . Bemerkung . Die Vergleichung der be¬
schleunigenden Kräfte unter einander beruhet in den mei¬
sten Fällen nur auf der Vergleichung ihrer Wirkungen .
Wenn eine mit immer gleicher Gewalt wirkende Kraft
dem ihrer Wirkung frei folgenden Körper am Ende der
ersten Secunde die Geschwindigkeit — n . K extheilt hat ,
so nenne » wir diese Kraft das vfache derjenigen , die ihm
in i Secunde nur die Geschwindigkeit — k ertheilt u . s.
w . Aber selbst die Bestimmung dieser Geschwindigkeit
ist nicht so leicht ; denn da die stetig fortwirkende Kraft in
jedem noch so kleinen Zeitmomente die Geschwindigkeit
vermehrt , so können wir nicht unmittelbar beobachten ,
wie groß die Geschwindigkeit am Ende der ersten Secunde
oder in irgend einem andern Zeitpunkt war , sondern müs¬
sen erst aus andern Umständen schließen , welchen Raum
der Körper mit dieser Geschwindigkeit in 1 Secunde
durchlaufen Härte , wenn sie durch diesen Zeitraum rmver -
änd . rr geblieben wäre .

§ . z 0 . Lehrfatz . Wenn eine gleichförmig befehlen-
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nigende Kraft auf den fl ei beweglichen Körper wirkt : so

ist der Weg , welchen er vom Anfänge der Bewegung an

durchläuft , dem Quadrate der Zeit proportional .

Beweis . Wir denken uns einen ruhenden Körper ,

der durch die Einwirkung der beschleunigenden Kraft grade

anfängt , sich zu bewegen , und wir sangen die Zeit von eben

diesem Momente zu zählen an . Da nun die gleichförmig

beschleunigende Kraft dem Körper in jedem Aemheilchen

gleich viel Geschwindigkeit ertheilt , oder seine schon erlangte

Geschwindigkeit um gleich viel vermehrt : so ist die Ge »

schwindigkeit — ^ Kt am Ende des Zeittheilchens - r : — r ,

wenn sie — kr ist am Ende der Zeit — t , oder -- - k ist

am Ende der ersten Secunde . Ist also t die ganze seit An¬

fang der Bewegung vcrfiossene Zeit , so können wir uns

diese in n gleiche Theile zerlegt denken , und haben dann

im Anfänge der Bewegung oder für die Zeit — o , die

Geschwindigkeit — o ;

am Ende des ersten Zeittheilchens , oder nach Verlauf der

Zeit — ^ . t , die Geschwindigkeit — ^ kt ,

am Ende des zweiten Zeittheilchens , oder nach Verlauf der
2 2

Zeit — — . t , die Geschwindigkeit — ^ kr

u . s . w .

Da die Geschwindigkeit anzeigt , welchen Raum der

Körper in der Zeit - Einheit durchlaufen würde , so bedeu -« 1

tet eine Geschwindigkeit — ^ - kt , daß der Körper ver¬

möge derselben in der Zeit — ^ t den Raum — ^ K . t ?

durchlaufen würde . Offenbar nun legt der Körper in

jedem Zeittheilchen , das — ^ - t ist , einen größer » Weg

zurück als der Geschwindigkeit gemäß ist , welche er im

Anfänge dieses Zeittheilchens hatte , und einen kleinern

U . Theil - B
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als der Geschwindigkeit am Ende dieses Zeittheilchcns ge -
maß sein würde . Folglich ist der durchlaufene Weg ,

wenn wir jedes Zeittheilchen — ^ t setzen ,

im i . Zeitth . größer als — o ; kleiner als — ^ Kt - ;
1 2

im 2 . Zeitth . größer als — kt - ; kleiner als — ^ kt - ;

2 Z
im z . Zeitth . größer als — — kt - ; kleiner als — — kt -j

3 4im 4 - Zeitth . größer als — — kt - ; kleiner als — — kt - ;

u . s. w .

im rttenZeitth . gr . als — kt - ; kleiner als — ^ kt -.
Denn im Anfänge des ersten Zeittheilchens ist die Ge¬

schwindigkeit — o ; am Ende desselben — ^ kt ; im
r

Anfänge des zweiten Zeittheilchens — — Kt , am Ende
2

des zweiten Zeittheilchens — — Kt u . s. w . Der ge¬

summte in der Zeit — t oder in n jener Zeittheilchen
durchlaufene Weg ist also größer als

k . t -
( i - s - 2 - s- z - s- 4 - j - ; - f - . . . - s - . . - s- ( n — i ) ) '

k t -
und kleiner als - ^ - ( i -i- 2 -f- z -s- 4 -s- z ^ . -f- n ) ,
da der eingeschlossene Factor eine arithmetische Reihe ist,
und aus der Summe der natürlichen Zahlen , in der
ersten Formel bis ( n — i ) , in der zweiten bis n fortge¬
zählt , besteht , so ist der durchlaufene Weg größer als
k . r - k . t -

( Z n ( n — , ) ) und kleiner als ( n -i- i ) . n ) .

( Arithmetik . § . iz6 .)
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also der durchlaufene Weg > ^ K . 1? — ^ — ,

^ 1> .
und zugleich < ^ K . r? -j-

Diese beiden Grenzen sind strenge richtig , wir mögen die
Zeit — t , in welche Anzahl — n von Zeittheilen wir
wollen , zerlegen ; je größer aber n wird , desto unbedeu -

- ,
tender wird ' ^ - und da für jeden Werth von n ,

der Weg > ^ Ir . r ^ — — ^ —

und < b . t - - s- ist,

so muß er nothwendig — ^ sein , also der in jeder
Zeic — r durchlaufene Weg dem Quadrate der Zeit pro¬
portional .

H . Zt . Diese Regel giebt uns nun ein Mittel , um
erstlich zu bestimmen , ob die Schwerkraft wirklich eine
beschleunigende sei , und zweitens zu bestimmen , welche
Geschwindigkeit sie dem frei fallenden Körper am Ende
irgend einer Zen ertheilt hat . Genaue Versuche zeigen .
Laß der Weg frei fallender Körper wirklich dem Quadrate
der Zeit proportional ist , und folglich die Schwere als
gleichförmig beschleunigende Kraft wirkt ; sie zeigen auch ,
daß k — zo , 2 pariser Fuß die Geschwindigkeit am
Ende der ersten Secunde ist , indem jeder wirklich durch¬
laufene Weg — 15 , I . i? in t Sekunden gesunden
wird .

§ . Z2 . Aus der Formel , daß der durchlaufene Weg
— 8 — ^ k . t? sei , folgt für r — 1 Sec . , daß der in
i Secunde durchlaufene Weg — halb so groß sei ,
als derjenige , welchen der Körper mit seiner am Ende
der ersten Secunde erlangten Geschwindigkeit durchlaufen
würde , wenn er diese Gejchwmdigkeik eine Secunde lang
unverändert behielte . Diesen Fallraum in der ersten Se¬
kunde , den wir mit g bezeichnen wollen , § ^ k ,
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pflegt man am liebsten in den Formeln zu gebrauchen und

s — § . t - zu setzen .

§ . zZ . Aufgabe . Die Geschwindigkeit zu bestim -

men , welche ein frei , fallender Körper erlangt hat , wenn

er fallend den gegebenen Raum — s durchlaufen hat , oder

wenn wahrend seines Fallens die Zeit — r verflossen ist .

Auflösung . Wenn k die Geschwindigkeit am

Ende der ersten Secunde bedeutete , so ist ( § . 32 . )

Ir — 2A , und folglich am Ende der Zeit — r , die Ge¬

schwindigkeit , die wir mit v bezeichnen , v — 2A . r .

Ist 8 gegeben , so gehört ein bestimmter Weg — s

zu der Zeit t - - - weil s — A . i ? ist , p, nd folglich

wird v — 2A . r — 2 ^ / §s , oder — 4A . 8 .

H . z z " . Man findet daher auch 8 — als den

Weg , welchen der Körper frei fallend muß durchlaufen

haben , damit er die Geschwindigkeit — v erlange . Die¬

ser Weg heißt : die der Geschwindigkeit v zu¬

gehörige Höhe .

H . 34 . Diese Formeln v — 2§ . t ;

» — 2 8 2 -

r ; V — 2 » beantwor -
48 '

ten alle Fragen , die bei der freien Bewegung fallender

Körper Vorkommen können .

Zusätze für geübtere Leser .

Wenn ( Fig . 14 ) der frei fallende Körper , weicher in 6 ohne

alle anfängliche Geschwindigkeit seine Bewegung anfing , den Weg

OL — » in der Zeit — t durchlaufen , und hier die Geschwindig¬

keit — v erlangt hat : so wissen wir , daß er den sehr kleinen Weg
Lb , — v . ät in der Zeit — <lt zueücklcgen würde , wenn die Ge¬

schwindigkeit unveränderlich bliebe . Obgleich nun hier die Ge¬

schwindigkeit veränderlich ist , so erhellt doch aus den Principien

der Differential - Rechnung , daß man ä » — vät setzen dürfe ; .
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denn gewiß ist / da die Bewegung eine beschleunigte ist , äs vät
und <( ( v -s- äv ) ät , wenn die Geschwindigkeit bis zu v - j- äv
zunimmt , wahrend des kleinen Zeittheilchens ät , und die Differ
rential - Rechnung giebt die Gründe an , warum das Product
äv . ät hier nicht beachtet wird .Bei dem freien Falle der Körper ist ( § . 2 ; .) die Geschwin ,
digkeit der Zeit proportional , wenn zu Anfang der Bewegung die
Geschwindigkeit — 0 war . Es ist also v - -- K . r und folglich
äs ----- kt . ät , woraus durch Integration folgt s — Laust -s- ^ Kt *
oder , wenn s — 0 ist , für t — 0 , das heißt , wenn man den
Weg von da an rechnet , wo die Bewegung anfing , s — ^ lci? .
Woran sich dann alle Schlüsse , wie in H. ; i . zr . knüpfen .

Die Geschwindigkeit selbst erhält in jedem Zcitmomeiue einen
gleichen Zuwachs , welche der Länge dieses Zeirmomcntrs propor ,
rional ist , also äv — k . ät , woraus v — Laust - s- k.t folgt,
oder hier v ---- Ir . t , . weil für t ---- 0 die Geschwindigkeit — 0
sein sollte .

§ . zz . Bemerkung . Ganz ähnliche Formeln gel¬
ten offenbar für jede andre gleichförmig beschleunigende
Kraft , und sie würden sich von diesen , die sich auf die
Wirkungen der Schwere beziehen , nur darin unterschei¬
den , daß statt A derjenige Raum müßte gesetzt werden ,
welchen ein , dieser andern Kraft frei folgender Körper in
der ersten Secunde durchlaufen würde . Nenne ich diesen
Raum — 6 , so wäre hier die am Ende jeder Zeit — t
erlangte Geschwindigkeit — 2O . t , statt daß sie bei Ein¬
wirkung der Schwere -- 2A . r war ; wir würden also
( nach § . 29 .) sagen , jene beschleunigende Kraft verhalte
sich zur beschleunigenden Kraft der Schwere wie 6 :
oder sie verhalten sich zu einander , wie die in gleichet ! Zei¬
ten vermöge der Einwirkung der einen und der andern
durchlaufenen Wege .

§ . z6 . Bemerkung . Da die Schwere auf alle
Körper mit gleicher Gewalt einwirkt , sie mögen schon eine
beträchtliche Geschwindigkeit erlangt haben oder nicht : so
ist wohl einleuchtend , daß ein verrical niederwärts ge¬
worfener Körper , der also gleich im Anfänge seiner
Bewegung eine gewisse Geschwindigkeit— c nach der
Richtungslinie der Schwere hat , eben so an Geschwindig -
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keit gewinnen wird - wie ein ohne anfängliche Geschwin¬
digkeit bewegter Körper . Fing er also cm , sich nach ver¬
tikaler Richtung Niederwärts mit der Geschwindigkeit — o
Zu bewegen , so wird ferne am Ende der ersten Sekunde
erlangte Geschwindigkeit ^ e -s- 2A , und seine nach Ver¬
lauf der Zeit — r erlangte Geschwindigkeit ^ e - s- sgt
sein .

Eben so wenn der Körper mit der Geschwindigkeit
e vertikal aufwarcs , der Richtung der Schwere grade

entgegen , geworfen wird , so raubt ihm die Schwere in
Der Zeit — t eben so viel von seiner Geschwindigkeit , als
sie ihm ercheilen würde , men » er frei fiele ; seine Ge¬
schwindigkeit ist also am Ende der Zeit r , nur noch

6 — 2A . t .

§ . Z7 . Lehrsatz . Wenn ein Körper mit einer ge -
Ivijsen anfänglichen Geschwindigkeit vertikal niederwärts
oder vertikal aufwärts geworfen wird : so ist im ersten
Falle der in der Zeit — r durchlaufene Weg gleich der
Summe desjenigen Weges , welchen er in derselben Zeit
gleichförmig mir der anfänglichen Geschwindigkeit , und
Desjenigen , welchen er vermöge der Schwere ohne anfäng¬
liche Geschwindigkeit durchlaufen würde ; im zweiten Falle
» st der durchlaufene Weg der Differenz dieser Wege
gleich .

Beweis . Erster Fall . Es sei o die anfängliche ,
niederwärts gerichtete Geschwindigkeit , so würde der Kör¬
per vermöge dieser Geschwindigkeit in der Zeit ^ t , den
Raum ct durchlaufen ; vermöge der Schwere durch¬
liefe er den Raum — A . i? ; wir behaupten also , daß der
wirklich durchlaufene Raum — et - j- sei . Thcilen
wir wieder die Zeit — r in n gleiche Theile : so ist am
Anfänge des ersten ZeittheileS die Geschwindigkeit — e ,
am Ende des ersten ZeittheileS die Geschwindigkeit

t
e -j- 2A . — ; um Ende des zweiten ZeittheileS die Ge -
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schwindigkeit — e -s- 2gu . s. w . , weil jedes Zeit »

thejlchen — — ist .

Der durchlaufene Weg ist also ^

im i . Zeittheile größer als kleiner als ^ 2" »
^ er , 2 ^ . r ^ er

im 2 . Zeittheile > ^ 2 ' ; und < „ s ;
er 6 ^ . r ^

und < — s -
et 4 L . t ^

im z . Zeittheile > — -j-

^ . er 2L; . ( n — 1 ) 1^ er n . 2L . t ^
rm nten Zettth . > - -j- ^ - ; u . < - -!—
also der in allen diesen Zeittheilen oder in der Zeit — r
durchlaufene Weg

n - er . 2^ . 1? ^ , , , ,
( i - j- 2 - s- . . . . . - j- ( n —- r ) ) .>

n

und zugleich
n . et . 2p - . r ^ . . , , .^ " ( 1 - j- 2 - j- z - j- . « . . . « ^ - n ) ;

n

das ist , der durchlaufene Weg > er -j- Ai? —
8 ^
Q

und zugleich < er -j- §r° - j- - ^ .
also --- er - j- , da jene Grenzen gelten für jeden
Werth von u .

Zweiter Fall . Wird der Körper mit der anfäng¬
lichen Geschwindigkeit — e aufwärts geworfen , so würde
er vermöge dieser Geschwindigkeit gleichförmig den Weg
— er in der Zeit — r aufwärts durchlaufen , wenn die
Schwere nicht auf ihn wirkte . Diese dagegen würde ,
allein wirkend , ihn durch den Raum — ^ herabwartö
treiben . Wir behaupten daher , daß er wirklich den
Raum — er — ^ r ^ aufwärts in der Zeit — r durch¬
laufe . Der Beweis wird völlig , wie im ersten Falle
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geführt , nur daß jetzt die Geschwindigkeit am Ende des

erstenZeittheiles " e — Lg - , am Ende des zweiten

Zeittheiles
48 - t

n ist u . s. w .
Der Weg in dem ersten Zeitthcile ist also

er , 2 ^ . t ^
< -77" und großer als —

n

e . t
im zweiten < — und >
also in allen n Zeittheilen zusammen

8 ^ "N ^ und > er< ct
8 ^

das ist , da diese Grenzen immer gelten , man mag n so
groß man will nehmen

der Weg — cr — Ai? .
§ . z8 . Man kann hier sowohl als in § . zo . den

durchlaufenen Weg durch einen ihm proportionalen Flä «
chenraum geometrisch darstellen . Trägt man nämlich auf
der graben Linie ^ 8 ( Kg . n .) gleiche Stücke von ^ an
auf , um gleiche Zeittheile bildlich darzusicllen : so würde ,
wenn man bei gleichförmiger Bewegung die Geschwindig¬
keit — e durch die immer gleiche senkrechte Linie Xo —
vorstellte , das Recht - Eck -46ss8 c . -48 oder — c . r ,
wenn Man -48 — r als die Zeit darstellend betrachtet oder
der Zeit — r proportional setzt , das ist -48 ^ 6 dem von
dem bewegten Körper durchlaufenen Wege proportional
sein .

Läßt man eben so bei gleichförmig beschleunigter Be¬
wegung die auf -48 ( Fig . 12 . ) genommenen Stücke -4m
die Zeit bedeuten , und trägt in jedem Puncte m die Senk¬
rechte mn derjenigen Geschwindigkeit proportional auf,
welche am Ende der Zeit — -4m — r Statt findet , so ist
der von dem Körper durchlaufene Weg dem Flächenraume
^ Lnm proportional . Hier ist nämlich -46 der ansäng -
lichen Geschwindigkeit gleich -- c aufgelragen , und jede
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Senkrechte rnn , welche dem Ende der Zeit ^ in — t ent«
spricht , ist — c -s- 2 A . t genommen .

Es ist leicht zu übersehen , daß die durch alle so be¬
stimmte Puncte n gezogne Linie 6n eine grade Linie
ist , weil , wenn LO mit parallel gezogen worden ,
i/ z/ : rix — ist , welches zeigt , daß n ' Lz/ . n6x
ähnliche Dreiecke sind , also die Linie r/ n sich als Verlän¬
gerung an 6n ' anschliesit . Wenn man sich die durch
vorgesiellte Zeit — t in n gleiche Therle gerheilt denkt ,
und cs stellen -̂ ea , sd zwei dieser Theile dar , so ist

t 4§r
^ .6 --- o , aä — — c -l- 2§ . — ; — so — 6 ch ,

und der trapezische Raum ist < und
> . ^ 6 , oder

^ .Lcka < — . l 6 -i— -— ) und > c . — ;rr V ' rr / n '
und eben so

und wenn man diese Betrachtung , welche mit der in
§ . Z7 - genau übereinstimmt , fortsetzt ^ so erhellt , daß

— cr -i- §t ^ eine dem durchlaufenen Wege pro¬
portionale Größe ist .

§ . Dieses führt uns zu einer , oft sehr vortheil -
haften Darstellung des von bewegten Körpern durchlaufe¬
nen Weges . Wäre nämlich die Bewegung nicht gleich¬
förmig beschleunigt , das heißt , nähme die Geschwindig¬
keit nicht in gleichen Zeiten um gleich viel zu , so könnte
man eben so die Zeilen durch Stücke einer Linie ( Fig .
, z . ) t vorstellen , und in jedem so bestimmten Puuete
rn eine senkrechte Linie inn der Geschwindigkeit proportio¬
nal errichten . Wenn die Zunahme der Geschwindigkeit
nicht gleichförmig ist , so liegen die Puncte i / , n in einer
krummen Linie , aber auch hier stellt der durch , mn
und den Bogen eingeschlojsene Flachenraum den
Weg dar , oder ist dem in jeder Zeit — t durchlaufenen
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Wege proportional . Hat man also Mittel , um den

krummlimgc begrenzten Flächen raum zu berechnen , so ist

mir dem Gesetze für der Geschwindigkeiten zugleich be¬

stimmt , wie sich dee in versch . ebenen Zeiten durchlaufenen

Wege zu einander verhalten , ( vergl . tz . ; ü . )

§ . 40 . Aufgabe . Wenn der Körper mit einer an¬

fänglichen , verticai niederwärts gehenden Geschwindigkeit

- - - e geworfen wird , und zugleich der Wirkung der

Schwere überlasten , frei fällt , die Zeit zu bestimmen ,

in welcher er de » gegebenen Raum — 8 durchlaufen wird ,

und die Geschwindigkeit zu bestimmen , die er am Ende

deö Weges — 8 erlangt hat .

Auflösung . Da § . z 7 . s — er - j - gefunden

wurde , und die Geschwindigkeit — V in jedem Augen¬

blicke v - - c - j- 2§r ist , so hat man

oder -f- 4A . 8 .

§ . 41 . Auf ähnliche Art würde dieselbe Aufgabe

aufgelöst , wenn der Körper auswärts geworfen wäre .

§ . 42 . Aufgabe . Wenn ein Körper mit der an¬

fänglichen Geschwindigkeit ^ 0 vertieal aufwärts gewor¬

fen wird , die Höhe zu bestimmen , welche er erreicht ,

und die Zeit , die er zu seinem Steigen verwendet .

Auflösung . Da die Geschwindigkeit des steigenden

Körpers immer abnimmt , und ( H. z6 . 37 . ) nach Ver¬

lauf der Zeit — r nur noch — v — a — 2A . t ist , so
c

istv — o , für t — — . Dieses ist also die Zeit , nach

welcher der Körper zu steigen aufhört , oder wenn er sei -

r - -j- - r

also r - f -

und folglich v
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nen höchsten Punct erreicht hat . Da nun für jeden Werth

von r die erreichte Hohe — s — c. t — ist / so ist für
6 .

t — — , s — — — — — — die ganze Höhe , wel -

2g ^ - A 48 ^ 4Z ss » ^
che der Körper erreicht , «sie ist einerlei mit derjenigen

Höhe , durch welche der Körper fallen mußte , um die

Geschwindigkeit — e zu erlangen .

§ . 4Z . Man hätte den größten Werth von 8 auch so

finden können . Da allgemein 8 — cr — 8 «̂ ,er 8 e / 8X

oder r ^ — — — — — ; oder t - - - - s - z / l — - )8 8

ist , so wird r unmöglich für 8 > — , und s kann folglich

keinen größer « Werth erlangen .

Hier hat der doppelte Werth für r eine richtige und

leicht nachzuweisende Bedeutung . Wenn der Körper von

^ aus ( Fig . 14 . ) aufwärts geht , so erreicht er den Punck

L oder die Höhe — 8 erstlich beim Steigen , wenn

die Zeit — — verflossen ist , und

zweitens beim Fallen , wenn die Zeit

— ^ 4 - ^ ( 48 " Spangen ist .

Beispiel . Hiernach also sollte eine mit 2000 Fuß

Geschwindigkeit vertikal aufwärts abgeschossene Eanonen -

kugel eine Höhe von 6622 ; Fuß oder ; Meilen erreichen

und 66 Sec . steigen . Der Widerstand der Lust verur¬

sacht , daß die Höhen unvergleichlich viel geringer auS -

fallen . e
§ . 44 . Am Ende der Zeit r — — kömmt der Kör¬

per im Fallen wieder in ^ an , oder 8 ist dann - - - o , und
0

jeine Geschwindigkeit — v - - - e — 28 - r — 0 — 28 - ^ 7

ist — — 0 geworden . Er hat also beim Fallen in
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eben die Geschwindigkeit niederwärts ( welches durch das
^2. Zeichen aiigedeutec wird ) , welche er im Anfänge der
Bewegung aufwärts hatte .

Zusatz für geübtere Leser .
Bei jedem der Schwere frei folgenden , i» vertikaler Nicht

tung bewegten Körper erhält die Geschwindigkeit in dem Zeitrhcil -
chen — clr einen Zuwachs — clv , der — lcät oder ( § . ; a .)
— rg . ät ist . Dieses ist eine wirkliche oder positive Zunahme der
Geschwindigkeit , wenn der Körper sich herabwärts bewegt ; hin¬
gegen eine Abnahme oder negative Zunahme der Geschwindigkeit,
wenn der Körper sich vertikal aufwärts bewegt .

Wir haben also ganz allgemein clv — rg . ät und folglich
v — Lonst -s- rgt , wenn positive Wcrlhe von v einer herab -
Ivärts gehenden Bewegung angchören sollen . War nun am An¬
fänge der Zeit t , oder für t — o die Geschwindigkeit — c , so
ist allgemein v — v -s- rZt , und diese Formel gilt für alle ver¬
schiedenen anfänglichen Geschwindigkeiten , nur daß man o als po »
sitiv an sehen muß , wenn der anfängliche Wurf herabwärts , als
negativ , wenn er hinaufwärts gerichtet war . Im ersten Falle
also ist v — o -j- agt , und bei der Bewegung niederwärts nimmt
der in der Zeit " t durchlaufene Weg s , um äs ^ vät
---- cät - s- rgt ät wahrend der Zeit — clt zu . Die Integration
lehrt , daß hieraus s — (lonst -s- ct - s- gt ^ folge , oder , weil wir
am natürlichsten s von da an rechnen , wo der Körper sich befand ,
als t — o war . 8 — ct - s-

War die anfängliche Geschwindigkeit aufwärts gerichtet , so
würde s — — ot -j- gt^ tvcrden , wenn man auch hier den Weg
--7 8 positiv nennt , wenn er her u nlcrw ä r ts gerechnet wird .
Der Weg also , der aufwärts durchlaufen worden , ist

Wollen wir hier den Werth finden , welchen s hat , wenn
der Körper seine höchste Stelle erreicht hat : so suchen wir , wenn
vt — seinen größten Werth erhalt . Da 8 — ct — war ,
so ist — v — azt — o die Gleichung für die Zeit , da der

e
Körper den höchsten Punkt erreicht hat . Diese giebt t — — ,

Für t > — erhält 8 eben die Werthe wieder , die es schon
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einmal hatte .

8 — Lt —-

Sehe ich nämlich allgemein t ^ 4 - r , so ist

0 ^ _
— — - t- or — - 1- er — ;

-- zg - 4g d ,

L — - mag x positiv oder negativ

sein .

§ . 45 . Bemerkung . Um zu prüfen , ob die Ge¬

setze des freien Falles genau den in § . zo bis Z4 . gelehr¬

ten Bestimmungen gemäß sind , dienen zwar allerdings

genaue Beobachtungen über die Zeit des Falles von be¬

stimmten Höhen ( * ) ; aber da die Beschleunigung bei

freiem Falle so sehr groß ist , so hat man es bequemer ge¬

funden , die Versuche mit einer verminderten beschleuni¬

genden Kraft anzustellen . Dieses geschieht durch die von

Atwood angegebne Einrichtung . Hängen an einem

über die Rolle ^ ( Fig . i z . ) geschlagenen Faden an den

entgegengesetzten Enden die ungleichen Gewichte ? und p ,

so ist es so gut , als ob die auf das größere ? wirkende

bewegende Kraft nur — k — x wäre ; diese muß die

Moste - in Bewegung setzen , und folglich wirkt

auf die Beschleunigung der Bewegung nur eine Kraft

^ H > wenn man die beschleunigende Kraft der

Schwere — 1 setzt . DaS Gewicht k sinkt also zwar auch

mit gleichförmig wachsender Geschwindigkeit ; aber wenn? — p ^

man x so nimmt , daß ^ n zum Beispiel nur ^ ist ,

so wird 6 ( § . z z . ) nur — Fuß , und

man kann bei dieser langsamen Bewegung an einer ange¬

brachten Scale bequem genug sehen , daß das Gewicht in

( *) Benzenbergs Versuche über den Fall der Körper , den

Widerstand der Lust und die Umdrehung der Erde ( Dort ,

mund 1804 .) , zeigen , wie genau sich solche Beobachtungen
anstelle » lassen .
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einer Secunde den Raum von i , ; iF „ ß , in zweiSecundcn
tzen Raum von 6 , 04 Fuß und so welker durchläuft .

Man muß bei diesen Versuchen allerdings noch we -
gen der Friction eine kleine Correction der Gewichte an -
brnigen , was sich aber auch leicht ausführen läßt .

Vierter Abschnitt .
Vom Falle der Körper auf einer geneigten

Ebne . ,

§ . 46 . 8 ^ emerkung . Wenn ein Körper auf der
geneigte » Ebne ^ 6 ohne Reibung hinabgleitet : so ist cs
( Fig . 16 .) nicht die ganze Kraft der Schwere , die ihn
auf ^ 8 herabwärtS treibt ; sondern eö ergiebt sich , indem
wir u -b die vertical niederwärts wirkende Kraft — ? in
eine mit ^ 8 parallele und in eine darauf senkrechte Kraft
zerlegt denken , nur 8 . Lin ^ 86 als die nach H.8 wir¬
kende Kraft , welche sich zur Schwere wie Lin ^ .86 zu r
verhält . ( Statik . H . 177 . )

Wir setzen also die nach ^ 8 wirkende beschleunigende
Kraft — Lin ^ 86 .

§ . 47 . Aufgabe . Der Körper bewegt sich frei
auf einer unter dem Winkel ^ .86 — « geneigten Ebne ;
man sucht den in der Zeit — t durchlaufenen Weg — s ,
und die am Ende dieser Zeit erlangte Geschwindigkeit

Auflösung . Da ein frei fallender Körper in eiscv
Secunde vermöge der — r gesetzten beschleunigenden
Kraft der Schwere den Raum — § durchlauft : so wird
( H Z ; .) der Körper auf der geneigten Ebne in r Secunde
de » Raum — § - Lin « , vermöge der beschleunigende »
Kraft . — Sin « durchlaufen .

Da diese Kraft gleichförmig beschleunigend wirkt, sv ist
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der in tSecunden zurückgelegte Weg — Ai ? . 8ir>« , und die
aittEnde dieser Zeit erlangte Geschwindigkeit — 2p: t . 8in « .

48 . Wenn ( Fig . i6 . ) der Körper auf der geneig¬
ten Ebne in der Zeit — r den Weg — -L.8 durchlaufen
har : so findet inan den Weg - -Pr , den er in eben der
Zeit frei fallend durchlaufen hätte , wenn man in s die
Linie 8t auf -PL senkrecht errichtete , und -Pr durch den
Anfangspunct -P der Bewegung vertical zieht . Hier ist
nämlich -PLO — « — -Pt8 , und ^ 8 — ^ t . Lin « . Es
war aber der Weg auf der geneigten Ebne — gk? Sin «

-p8 , und der in eben der Zeit in freiem Falle durch -

laufcne Weg — §t ? — — -Pt .
§ . 49 . Lehrsatz . Der auf der geneigten Ebne von

^ an , ohne Einwirkung einer andern Kraft , außer der
Schwere / frei herabgleitende Körper hat in jedem Puncte
8 ( Fig . 16 . ) eben die Geschwindigkeit , welche ein verti¬
cal und frei herabfailender Körper erlangt hätte , wenn er
von -p an frei fallend bis zu der durch 8 gezognen Horizon¬
tallinie gelangt wäre .

Beweis . Da der Körper in der Zeit — t auf der
geneigten Ebne die Geschwindigkeit — v — 2Zt . Lin «
erreicht hat, » ach Vollendung des Weges 8 — gt - . Lin « :

so ist hier t — und v — 2 >/ §8 . SG « ,

oder v — 2V^ § -Gu , wenn ^ 8 — 8 und 8 » horizontal
ist . Aber auch der von -p aus verrical herabfallende Kör¬
per hat ( K . Z4 -) in der Tiefe — ^pu die Geschwindigkeit
— v — 2Vß . ^ n erlangt ; beide Geschwindigkeiten sind
also gleicb .

52 . Hätte der auf der Ebne herabgehende Körper
in ip eme anfängliche Geschwindigkeit — a gehabt : so
wäre in 8 seine Geschwindigkeit — c -s- . -pn , und
eben diese Geschwindigkeit harre er erlangt , wenn er frei

fallend den Weg — -j- -Pr , zrirückgelegt hätte .
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§ . ; i . Lehrsatz . Es ist ( Fig . 17 .) -L. KLO ein ver -
ticaler Kreis , ln welchem der verticale Durchmesser ^ .O
gezogen ist . Stellt man sich nun mehrere durch den End -
punet O dieses Durchmessers gezogene Sehnen KO , LO
vor , auf welchen , wie auf geneigten Ebnen , Körper her¬
abfallen : so kommen Körper , welche durch die Schwere
angctrieben auf den Sehnen und auf dem verticalen
Durchmesser herabfallend , ihre Bewegung gleichzeitig in
ä . , in k , in L anfangen , gleichzeitig in O an .

Beweis . Wenn der Winkel ^ .Ok — A ist , so ist
die Sehne OL unter dem Winkel — KOI? — 90° — ^
gegen den Horizont geneigt . Die Sehne KO wird also

, KO KO
in der Zeit — r — ^ ^ ool /3
lausen . ( § . 48 . 49 -)

Da aber KILO — 2 . LOk ' ( Geoin . «K. 269 .) ,
so ist KO - - 2 . Lk . 8in ^ KLO — 2 . Lk . Lo5 /3

und folglich r — Eben diesen Ausdruck fände

man für die Sehne OL und jede andre . Aber auch der
durch ^ O — 2 . LL vertikal und frei herabfallende Kör¬
per durchläuft den Weg — 2 . Lk in der Zeit - - t

— i — , ( K . 94 .) folglich kommen alle von L , 6

ohne anfängliche Geschwindigkeit auf ^ O , KO , LO
fortlaufende Körper gleich schnell in O an .

§ . ; i ^ . Erklärung . Die so in gleichen Zeiten
durchlaufenen Wege ^ O , LO , LO heißen » so chro¬
nische oder gleichzeitige .
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Fünfter Abschnitt .
Von ungleichförmig beschleunigenden Kräf -
ren , und von der durch sie bewirkten grad -

linigten Bewegung .

§ . 52 . 8 ^ emerkung . Die beschleunigenden Kräfte ,
welche einen Körper zur Bewegung aiureiben , sind oft
nicht in allen Puncten des Raumes gleich , und ihre Ein -
Wirkung wird daher anders und anders , wenn der Kör¬
per nach und nach in andre Stellungen gelangt . Diese
Verschiedenheit würde schon beim freien Falle der Körper
merklich sein , wenn sie aus sehr großen Hohen Herabsie¬
len , indem die Schwere in großem Entfernungen von der
Erde geringer ist .

Zuweilen wirken auch die beschleunigenden Kräfte mit
mehr oder minderer Gewalt auf den schnell bewegten , als
auf den langsam bewegten Körper , wie dieses z . B . bei
dem Widerstande der Luft der Fall ist .

§ . 53 . Erklärung . Wenn man auf eine grade
Linie ( Fig . 13 . ) Stücke von her gerechnet der
Zeit — t proportional aufträgc , und in dem Endpuncte
jedes Stückes eine Senkrechte 16 ^ der am Ende jener
Zeit erlangten Geschwindigkeit proportional zeichnet : so
bestimmt sich eine Reihe von Endpuncten Vieser Senkrech¬
ten , und durch diese eine grade oder krumme Lime , die
nun die Scale der Geschwindigkeiten in Be¬
ziehung auf die verflossene Zeit heißt .

Beispiel . Wenn die Geschwindigkeit der verflos¬
senen Zeit proportional ist , so wird , wenn eine be¬
stimmte und ^ 1 " eine andre bestimmte Zeit darstellt , 13
die Geschwindigkeit am Ende jener , 1 ' 8 " die Geschwm -
digkeit am Ende dieser vorstellen , wenn 18 : l ' 3 ' .s

H . Theiß C
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ist . Hier würde die Scale der Geschwindig¬
keiten eine grade Linie ; aber wenn sie auch in andern Fäl¬
len eine Curve wird , so ist sie doch , wenn das Gesetz für
die Geschwindigkeiten gegeben war , bekannt , weil sich si)
viele Puncte der Curve , als man verlangt , ergeben .
Diese Scale legt nun deutlich das Gesetz des Wachsens
oder Abnehmens der Geschwindigkeit vor Augen .

§ . 54 . Man könnte eben so eine Scale der Ge¬
schwindigkeit in Beziehung auf die durchlaufenen Wege
zeichnen . Würden nämlich auf ^ 8 ( Fig . 18 . ) die durch¬
laufenen Wege aufgetragen , und in jedem Puncte 1 dir
Senkrechte — 18 so genommen , daß sie derjenigen Ge¬
schwindigkeit proportional wäre , welche der Körper nach
Vollendung des Weges --- ^ .1 grade erreicht hat : so
würde der Endpuncc jeder dieser Senkrechten einen Punct
in der verlangten Scale der Geschwindigkeiten bestim¬
men .

Beispiel . In Fig . 19 . stellt 688 " die Scale der
Geschwindigkeiten eines der Schwere frei folgenden , mit
der anfänglichen Geschwindigkeit — ^ 6 fortgehenden Kör¬
pers , in Beziehung auf die verflossenen Zeiten vor , wenn
nämlich diese in ^.1 , ^ .1 " aufgclragen sind .

Dagegen ist Lss " die Scale derselben Geschwindigkei¬
ten in Beziehung auf die durchlaufenen Wege , wenn diese
durch l? , dargestellt waren .

Die Figur zeigt , daß die Geschwindigkeit in gleichen
Zeiten gleich viel zunimmt , daß aber am Ende des dop¬
pelten Weges die Geschwindigkeit nicht um das doppelte
dessen gewachsen ist , was sie am Ende des einfachen We¬
ges zugenommen hatte , welches auch mit § . z6 . 40 . über¬
einstimmt .

Fig . 19 . d . stellt ebenfalls beide Scalen für die an -
fangkche Geschwindigkeit - o oder für den Fall dar ,
da der Körper ganz allein den Wirkungen der Schwere
folgt .

H . Erklärung . Auf ganz ähnliche Weise
würbe sich eine Scale der Kräfte in Beziehung auf
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den zurückgelegten Weg ergeben > wenn man in dem End -
puncte jedes von ^ her auf aufgekragenkn Wegeo eine
Senkrechte , derjenigen beschleunigenden Kraft proportio¬
nal , zeichnete , die grade am Ende dieses durchlaufenen
Weges auf den Körper wirkte .

Eine ähnliche Scale ließe sich in Beziehung auf die
verflossene Zeit denken , wenn man die Meissen
den Zeiten proportional nähme und 'H 'OS ^ den Kräf¬
ten proportional , die grade am Ende dieser Zeiten auf
den Körper wirken . Endlich erhielte man eine Scale
der durchlaufenen Wege für deflimnne Zeiten ,
wenn man die Absclffen den Zeiten , die Ordinären dem
in jeder dieser Zeiten durchlaufenen Wege proportional
nähme . '

§ . ; 6 . Lehrsaß . Wenn man eine Scale der Ge¬
schwindigkeiten in Beziehung auf die verflossenen Zeiten
zeichnet , so daß ( Fig . 20 . ) jede auf ^ 6 aufgecragene Ent¬
fernung Xi eine Zeit , die Senkrechteis die am Ende
dieser Zeit erlangte Geschwindigkeit barsiellt : so iss der
krummlinigt begrenzte Flächenraum ^ L3i genau dem
Wege proportional , der in jener Zeit durchlaufen wird .

Beweis . Wenn die anfängliche Geschwindig¬
keit vorsiellt , und Lr mit parallel gezogen wird , so
ist die Fläche ^ Lri dem Wege proportional , welchen der
Körper mit dieser anfängliche » Geschwindigkeit m der Jeit

— r zurücklegen würde , und diese Fläche kann uns
zum Maaße bei Vergleichung andrer Bestimmungen die¬
nen . ( § . z8 . )

Stellt man sich nun die Zeit — r — r in r > gleiche
Theile zerlegt vor , von denen ^ O , OK , kk einige dar¬
stellen : so bedeutet hier die anfä > gliche Geschwindig¬
keit — v ; O6 — die Geschwindigkeit am Ende des
ersten Zeittheilchens ; LII — v " die Geschwindigkeit am
Ende des zweiten Zeittheilchens . Nun ist offenbar , wenn
Pie Geschwindigkeit zunehmend ist , her durchlaufene Weg

C s
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I 1 I
in der Zeit . t , größer als t . v u . kleiner als ^ r . v ';

2

der in der Zeit — ^ k durchlaufene Weg
i i > . r i

größer als — r . v -l- — r . v « . kleiner als 17t . r . v " ,

und so weiter , und dieses gilt , man mag die Theilchen

^ tso klein nehmen als man will . Und eben so ist
der Flächenraum größer als oder

t 1 ,
--- — t . v ; u . kleiner alsoder

n n

Der Flächenraum größer als

-l- O 6 klI2 oder ^ t ( v -f- V ) »

und kleiner als ^ c6O -s- OgUL oder ^ t ( v " - j- v . )

Der zurückgelegte Weg in den Zeitkheilchen ^ r »

2- : t , und so in allen folgenden , ist also allemal zwi -

schen Grenzen eingeschloffen , die sich zu dem mit der Ge¬

schwindigkeit — H.L -- - v gleichförmig in der Zeit — ^ r
2

oder — ^ r durchlaufenen Wege genau so verhalten ,
wie die eben erwähnten Parallelogramme und Summen

von Parallelogrammen zu oder zu
2

oder v - ^ t und so weiter . Da nun diese Pa -
rallelogramme und Summen von Parallelogrammen zu¬
gleich Grenzen sind , zwilchen denen die kruinmllnigc be¬
grenzte Fläche liegt , m V dlesis immer der Fall ist , man
mag für t , welchen Werth man will , annehmen , und
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man mag t in eine willkürlich große Zahl — n von Thei -
len theilen : so verhält sich allemal der in der Zeit ^ 1 ^ r
durchlaufene Weg zu dem Wege , der mit der Geschwin¬
digkeit — ^ 6 gleichförmig durchlaufen wäre , wie der
krummlinigt begrenzte Raum ^ 681 zu ^ 6 t 1 .

K . 57 . Wir könnten sagen , die Fläche H.631 ' stelle
den durchlaufenen Weg dar ; denn sie enthält eben
so viele bei der Flächenmessung zum Grunde gelegte Ein¬
heiten , als der zurückgelegte Weg Längen - Einheiten ent¬
hält . Jene bei der Flächenmessung zum Grunde liegen¬
den Einheiten sind aber Rechtecke , deren eine Seite durch
die Linie , welche die Zeit - Einheit vorstellt , die andre
durch die Einheit der Geschwindigkeiten gegeben ist .

K . ; 8 . Lehrsatz . Wenn ( Fig . 2 r . ) die
Scale der beschleunigenden Kräfte in Bestehung auf die
verflossenen Zeiten darstellt , das ist , wenn überall die
Senkrechten 16 , 16 " sich so zu ^ verhalten , wie die
am Ende der Zeiten — tVl , — Hl " wirkenden beschleu¬
nigenden Kräfte zu der im ersten Augenblicke der Bewe¬
gung wirkenden beschleunigenden Kraft : so ist der Flächen -
raum H ^ 61 allemal der in der Zeit — Hl erlangten
Geschwindigkeit proportional , oder proportional dem Un¬
terschiede der anfänglichen und der am Ende der Zeit
— Hl Statt findende » Geschwindigkeit .

Beweis . Da wir die Größe einer gleichförmig
beschleunigenden Kraft ( § . 29 . ) nach der Geschwindigkeit
abmessen , welche sie den Körpern in der Zeit - Einheit
ertheilt , oder ( § . gz . ) nach dem Raume , welchen der
Körper vermöge ihrer Einwirkung in der Zeit - Einheit ,
wofür ich i Sec - sehe , durchläuft : so uxrden hier die
Ordinate » HZ , 10 und so weiter den Geschwindigkeiten
gleich oder proportional genommen , welche ein von die¬
sen Kräften beschleunigter Körper am Ende der ersten
Secunde angenommen hätte , wenn die Kraft so lange
gleichförmig gewirkt hätte .

Nennen wir also die beschleunigende Kraft derSchwe -
re — l , und bezeichnen durch Zahlen ^ 0 das Ver -
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hältmß irgend einer andern beschleunigenden Kraft zur
Säin - ere : so ist v — 2 A . 6 . t der allgemeine Ausdruck
für d . e vermöge der Kraft — 6 in der Zeit — r erlangte
Geschwindigkeit , wenn ^ den Füllraum in der ersten Se -
cunde fue die Einwirkung der Schwerkraft bezeichnet .
Diese Gelchwmdlgkeit ist also einem Rechtecke proportio¬
nal , depen eine Seite der Zeit proportional , die andre
— 2 L - 0 ist . Be « unsrer jetzigen Betrachtung sehen wir
die beschleunigende Kraft als veränderlich an , und folg¬
lich ist , der wachsender beschleunigender Kraft , diese in
jedem folgenden Zettthetlehen größer , als sie im vorigen
war , so wie bei abnehmender Kraft das Gegentheil Statt
findet . Denke » wir uns also die Zeit AI — t in n glei¬
che Theile gecheilt , von denen AL , LL einige andeuten ,
so ist bei wachsender beschleunigender Kraft ,
wenn iin Anfänge die Kraft — 6 ,

<rm Ende des ZeittheilchenS — ^ r , die Kraft — 6 ",

am Ende des ZeittheilchenS — r , die Kraft — 6 "

war , die im ersten Zeittheilchen erlangte Geschwindigkeit

größer als 2 A . 6 . ^ - r und kleiner als t , weil

die Beschleunigung in dieser Zeit von L auf 6 " stetig zu -
nahm . Diese Geschwindigkeit wird al >o durch einen
Flachenraum dargestellc , der größer als ein Rechteck von

den Seiten ^ 2§0 und — r , und kleiner als ein

Rechteck von den Seiten — 2 K und — — r ist . Eben

so ist die in zwei Zeittheilchen oder in der Zeit — ^ r

erlangte Geschwindigkeit größer als sie sein würde , wenn ,
wahrend jedes ZeittheilchenS die anfängliche Kraft , — 6
im ersten , - - 0 ' im zweiten gewirkt hätte ; aber kleiner
als sie sein würde , wenn während des ganzen ersten Zeit -
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theilchenS schon die erst am Ende einkretende Kraft - -- 6 ' ,

während des ganzen zweiten die Kraft — 6 " gewirkt hätte .

Die am Ende der Zeit — — r erlangte Geschwindigkeit ist

also größer als t ( 6 O ' ) und kleiner als

2A . der ihr entsprechende Flächenraum

also größer , als zwei Rechtecke über den Grundlinien

^ r , von den Höhen O und -- - 6 ' , und kleiner

als zwei Rechtecke über denselben Grundlinien , deren

Höhen 2 - - 6 ^ und 6 .

Ist also unsre Scale der beschleunigenden Kräfte so ge¬

zeichnet , daß ^ A — 2§ . 0 ; Lk ' — 2A . 6 "

u . so ferner : so ist der Flächenraum ^ O6 > 2ss . 6 . ^ r ,

und < 2§ . 6 " . r ; der Flächenraum

äZb ' L > 2Z . ( 6 - f - 6 ' ) r . und < . ( 6 ,' 4 - 6 ") r .

Diese Flachcnräume liegen also zwischen denselben Gren¬

zen , zwischen welchen die Flachenräume liegen sollten , die

wir als den Geschwindigkeiten entsprechend fanden , und

da dies immer Statt findet , wie klein man auch die Zeit -

theilchen - - - ^ r nehme : so erhellt deutlich genug , daß

die in der Zeit — — t , vermöge der einwirkenden

beschleunigenden Kräfte erlangte Geschwindigkeit , durch

den von der Scale der Kräfte begrenzten Flächenraum
^ 61 dargestellt wird , oder daß die hier erlangte Ge¬

schwindigkeit sich zu der ! Geschwindigkeit , die durch eine

gleichförmig beschleunigende Kraft — O in eben der Zeit

bewirkt wäre , verhalt , wie der Flächenraum ^ 6 '! ' zu

dem Rechtecke 2§ 6 . r — ^ .1 .
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Hatte 0 ex Körper schon eine anfängliche Geschwindig¬

keit — c , so muß man diese zu der eben bestimmten er¬

langten Geschwindigkeit hinzurechnen , um die gesummte

am Snde der Zeit r dwkt findende Geschwindigkeit

zu paben .
h . ; y . Anmerkung . Fig , ro , und Fig . n . d stellen ein

wirkliches Beispiel zu h . ; 5 und ; 8 . dar . Die Scale der
Geichwindigkeilen in Fig . ro . ist nämlich so gezeichnet ,

daß allemal v — o -s- 1i . <.2 , nämlich AL — c , g6 — Ii
und jede Ordinale — v ist , AI ) stellt die Zeit - Einheit
vor . Fig . r i . b . zeigt diejenige Scale der Kräfte , welche
die in Fia . ro angegebnen Aendernngen der Geschwindig¬
keit bewirken . Hier ist nämlich für jedes A I' — t , die

Ordinate '16 — - g . 6 — L Ii . und folglich für die
Zejtr Einheit — AL , LI) — ^ Ii . Ha die Zeichnungen
denselben Beweaunasgesetzen entsprechen und AI ' — AI ,
A 'l - — Al^ in beiden Figuren ist : so ergiebt sich , daß

16 — AL : '1 -8 - — AL — A61 : A6 - 1I
oder §0 : 1, 11 ( Fig ro . ) — ALI ) : All ( Fia . 2 1 . d . )

Auch Fia . rr . gjebt ein Beispiel von Scalen der
Kräfte und Gclchwindigkeiten, die eben den Zeupuncten
entsprechen ; AI stelle nämlich die Zeit , '16 die am
Ende derselben wirkende Kraft , 'IV die erlangte Ge «
schwindiakeit des Körpers dar . Hier ist also ' IV : '1 " V "
— AgO 'lA§6 " 1 " und so für alle Werkhe von t ,

§ . 6 o , Lehrsaß . Wenn man eine krumme Linie

zeichnet , deren Abfelßen -^ 3 den von einem bewegten

Körper durchlaufenen Wegen direct proportional , und

dery . Ordinären 5V den am Ende dieser Wege erlangten

Gejchwludigkeiten umgekehrt proportional sind : so ist

der von ihr begrenzte Flächenraum ^VDV3 der während

der Bewegung durch ^ 3 verstoßenen Zeit proportional .

( Fig . 2Z . )

Beweis . Bei gleichförmiger Bewegung wird der

Weg — 8 in der Zeit t — durchlaufen , svenn c die

immer gleiche Geschwindigkeit ist . ( § . 4 . ) Wenn die

Bewegung ungleichförmig ist , so siele ^ 3 ^ 8 den in der

Zeit - - - r durchlaufenen Weg vor , und man cheile diesen
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in n gleiche Theile , so daß H8 — 8O — ist ; war

nun im Anfänge der Bewegung die Geschwindigkeir v ,

«un Ende des Weges ^ s die Geschwindigkeit --- v ' ,

am Ende des Weges s die Geschwindigkeit ----- v " ,

am Ende des Weges -- s die Geschwindigkeit — V und

so ferner , so nehme man HO ; 86 — ^ ;
^ 2 ^ 2

OL — — ; 8V und so weiter , wo a eine will -v V
kürliche Linie ist , die nach eben dem Maaße wie v und
HO abgemessen wird . Nach dieser für alle Punkte gel¬
tenden Bestimmung zieht man nun die Curve O6LV .
Dann ist , wenn v wachsend war im Fortgänge der Be¬
wegung , der Flächenraum HO68 kleiner als HO . H8

rO r . . . -1 ^ r
— s und großer als 86 , H8 — ^ — 8 ; aber

lz
würde die Zeit sein , die der Körper gebrauchte, um mit

der Geschwindigkeit v den Weg ^ 8 zu durchlaufen ,

würde die bei der Geschwindigkeit — v ' für eben den

Weg erforderliche Zeit sein , und zwischen diesen Grenzen
liegt die wirklich verwandte Zeit , indem die Geschwindig¬
keit allmählig von v bis v" wachset . Die für den Weg

— H8 — s erforderliche Zeit liegt also , n mag , wel¬

che Größe man will , haben , zwischen eben den Grenze » ,
^ O68

zwischen welchen — liegt . Eben so erhellt , daß die
2

Zeit , in welcher der Weg — — s durchlaufen wird , al -

lemal zwischen eben den Grenzen ist , zwischen welchen
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liegt , wenn den krummlinige begrenzten

Flächenraum anzeigt . Und so ließen sich die Schlüsse fort «
setzen . Jene Grenzen aber , deren eine etwas zu großes ,
die andre etwas zu kleines gab , lassen sich so nahe als
man will an einander rücken , indem man die Thcile

— ^ s sehr verkleinert , und da die beiden erwähnten

Größen immer zwischen denselben Grenzen bleiben , wie
sehr M i ^ sie auch einander napern mag , so müssen jene

beiden Größen gleich , die für ^ 8 verwandte

Ze «t —

Zeit — — ^ 2 '— » die für den Weg ^ 3 verwandte

die für ^ s verwandte

Zeit — äI7V8 .— sein .

§ . 61 . Lehrsatz . Wenn ( Fig . 24 . ) die
Scale der beschleunigenden Kräfte in Beziehung auf die
jn ^ 8 aufgetragenen Wege ist : so verhalte » sich die Flä¬
chenräume , K ^ 68 und alle ätznlichen , wie die
Differenz der Quadrate der anfänglichen Geschwindigkeit
und der am Ende der zugehörigen Wege ^ 8 er¬
langten Geschwindigkeiten .

Beweis . Da bei der Einwirkung einer gleichför¬
mig beschleunigenden Kraft , die sich zur Schwere wie 6
zu 1 verhält , — 4 ^ . 63 ist und g . O der in der ersten
Secuude durchlaufene Weg ( K . 54 . z ; . ) : so erhellt , daß
für verschiedene durchlaufene Wege 8 und 8 , die Qua¬
drate der am Ende derselben erlangten Geschwindigkeiten
durch v " — 4 ^ O . 8 und ^ 4 ^ 6 . 8 ausgedrückt
werden . Der Unterschied der Quadrate derjenigen Ge¬
schwindigkeiten also , welche nach Vollendung der Wege
— 8 und ^ 8 vermöge der beständigen Kraft — 6 er¬
langt sind , wird dem Unterschiede der Wege proportional
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sein . Das ist V2 — 4 ^ . 6 ( 5 — s ) . Ebendas

findet Statt , wenn der Körper schon mit einer gewissen

anfänglichen Geschwindigkeit — c seine Bewegung anhob .

Dann nämlich ist ( K . 37 . ) 8 - - - ct - s- g6l ? und v —

ess - 2 ^ . 6r , also v - - c - -s - 4 . A . 6 . ct - ft4 . A . 6 . g . 6t - ,

oder — 4A . 6 . 8 ch - und folglich

— 4A 6 8 .

Auf ähnliche Art wird die am Ende des Weges r - - S

erlangte Geschwindigkeit — V bestimmt und
4 ^ . 6 . 8 gefunden .

Denken wir uns in unserm Falle , wo ungleichförmig

beschleunigende Kräfte wirken , den ganzen durchlaufenen

Weg — ^ 8 — s in nTheilc , - - ^ 8 , LO — ^ s

und so ferner getheilt und nennen 6 , 6 , O " u . s . w . die

beschleunigenden Kräfte , die im Anfänge der Bewegung ,

die nach Vollendung des ersten Theilchenö , die nach Voll¬

endung des zweiten u . s . w . wirken : so ist für die anfäng¬

liche Geschwindigkeit — v , für die am Ende des Weges

^ 8 Statt findende — v ' , und die am Ende des We¬

ges — ^ « Statt findende v " , gewiß für wachsende

beschleunigende Kräfte

v ' 2 — > 4§ 6 — und < 4§ 6 " — >

v " ° - > 4§6 ' . - s und < 4A6 " ^ - s ,

v '" ' - v " ' > 48 6 " s und < 4§ O '" ^ 8 ,

also , wenn man addjrt ,

v '" 2 — v - > ^ . ^ - 8 ( 6 - f - 6 ' - s - 6 " ) und



44 ll - Theil . Die Gesetze der Bewegung fester Körper .

Aehnliche Bestimmungen gelten für die am Ende aller
übrigen Theile erlangten Geschwindigkeiten .

Ist nun unsre Scale der beschleunigenden Kräfte s-

gezeichnet , daß — 6 , hie im Anfänge der Bewe¬

is
Zung ;

OL

kende ; ^ — 6 .

die am Ende des Weges ^ ^ s wir -

die am Ende des Weges — s wir¬

kende Kraft darstellr : so ist der Flachenraum
i , i

äßcL > 4A . 6 . 8 und < 4§ . 6 . - s

V6LO > 4 ^ . 6 ' . ^ 8 und < 4 ^ . 6 " . ^ - 8 V . s. w . ,
und e6 erhellt leicht , daß der Flächenraum alle¬
mal zwischen denselben Grenzen enthalten ist , zwischen
welchen v " ^ — liegt , und auf ähnliche Weise der
ganze Flächenraum Ag68 zwischen denselben Grenzen ,
zwischen welchen V ? — v ? liegt , wenn V die Geschwin¬
digkeit am Ende , v die Geschwindigkeit am Anfänge des
Weges ^ 8 — 8 bezeichnet . Jener Flächenraum stellt
also diesen Unterschied der Quadrate der Geschwindigkeiten
genau dar , da beide zwischen einerlei , einer willkürlichen
Annäherung fähigen Grenzen liegen .

§ . 62 . Bemerkung . Alle bisherigen Sätze hät¬
ten eigentlich in Beziehung auf zwei Fälle bewiesen wer¬
den sollen , nämlich theilö so gut in Beziehung auf ab¬
nehmende als auf wachsende Kräfte , theils so gut in Be¬
ziehung auf abnehmende als auf wachsende Geschwindig¬
keiten . Ich habe nur einen dieser Falle durchgeführk , in¬
dem der Beweis für den andern , der eben so geführt wird ,
dann leicht zu übersehen ist ,

Zusähe für geübtere Leser ,

Alle in diesem Abschnitte vorgetragenen Sähe lqssen sich Mit

Hülfe d : r Integral , Rechnung viel leichter darßellen .
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Denn allgemein » den am Ende der Zeit — t zurückgelegten

Weg bezeichnet , und v die am Ende dieser Zeit erlangte Gcschwin «

digkeit : so ist äs — vät . Wir dürfen nämlich cs so ansehen , als
ob die Geschwindigkeit , während des kleinen Zeitinomenlcs — ät ^

unverändert — v bliebe , weil , wie die Differential . Rechnung

lehrt , wir Nur das erste Glied , oder dasjenige Glied , worin die

erste Potenz der Differenzen vorkömmt , zu berücksichtigen brau «

chen . Jene Differentialgleichung giebt also s — ^ vät , welches
Integral gefunden wird , wenn v als Function von t gegeben ist .

Aus der Integral - Rechnung ist zugleich bekannt , daß /̂ vät die
Flache angiebt , welche durch die Curve begrenzt wird , deren
Abscissen — t und Ordinalen — v sind ; es erhellt also von selbst ,

wie die bildliche Darstellung in 56 . sich hieran anschließt .

Auf ganz ähnliche Weise läßt sich tz. ? 8 - mit Hülfe der In «

tegral « Rechnung betrachten . Wenn eine unveränderliche bcschleu «

nigende Kraft — 6 während der Zeit — t auf einen bewegten

Körper wirkt : so nimmt seine Geschwindigkeit um 2g6t zu ( Z .

z ; . ) . Hier , wo 6 eine veränderliche Kraft sein soll , können

wir sie doch so ansehen , als ob sie während des kleinen Zcittheil «

chens 6t unveränderlich bliebe , und wir sage » daher : die wähl

rcnd dieses Zeinnomenles ^ ät erfolgende Vermehrung der Ge «

schwindigkeit sei — äv — 2§6 . ät ^ woraus v — 2g / 6ät folgt ,
wenn 6 als Function von t gegeben ist . Und hier ist das Jnre «

gral rZ / Ollt wieder der Inhalt einer krummlinigt begrenzten Flä «
che , wenn der Curve Absciffen --- - t und Ordinate » ^ 26g sind .

An diese Formeln schließen sic !» mit Leichtigkeit zwei andre ,

erstlich äs — veltz giebt offenbar -̂ 7 — är , und folglich

§ . üc >. ; und zweitens aus ä v — 2g 6 . ät folgt die Formel

— ^ 2§ät und agt — , die man oft gebraucht , wenn

6 als Function von v ausgedrückt wird . UebrigenS erhellt leickt ,

daß h . 60 . eben das darstcllt , was wir hier in der Formel

In unsrer jetzigen Darstellung läßt sich das , was Z . 6i .
enthält , überaus leicht ableitcn .

Wir hatten äs — vät .

und äv — 2§ . 6ät ,

also Lväv ^ 4g . O vät ,

- - - 4g . t» äs ,

1 — übersehen .
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woraus sich durch die Jutegralrechnuntz ergiebt :
Oons t - f -

Hier ist die in § . 6r . betrachtete Fläche , die mit s — r »
an fängt , also — o ist für » — o . Abee für s — o soll v eine »

bestimmten Werth haben , den ich v — o setzen ' will , also da

^ 6sts mit s zugleich verschwindet ,
Loiisi — o , oder 6on »t — —

wodurch die allgemeine Gleichung in v - — c - — 4Z / Oäz übe »

geht , wie in § . üi .

Wäre O als Function von v gegeben , so hätte man auch- vclv .
- 77- —

oder

vclv
6 ^ 48 ».

§ . 6z . Bemerkung . Wenn , wie wir hier offen¬
bar immer vorauöfetzen , die Richtung der beschleunigenden
Kraft mit der Richtung der Bewegung zusammen fällt :
so geht .der Körper immer in derselben gradlinigken Rich -
tung fort , und seine Bewegung wird nun beschleuniget ,
wenn die Kraft nach eben derselben , ffie wird verzögert ,
wenn die Kraft nach der entgegengesetzten Richtung wirkt .

Ein Beispiel solcher Bewegungen können wir von dem
Falle eines aus großen Höhen herabfallenden Körpers
hernehmen . Die Schwerkraft ist in großen Entfernungen
von der Erde nicht überall gleich , sondern verhält sich um¬
gekehrt , wie da6 Quadrat der Entfernungen vom Centro
der Erde . Nennen wir also die Schwerkraft — i in der

^ 2
Entfernung — H vom Mittelpunkte , so ist sie — ^ in

der Entfernung — kr vom Mittelpunkte ; und cs wird
folglich ein von der Entfernung — k gegen den Mittel¬
punkt herabfallender Körper , wenn er den Weg — g
durchlaufen hat , also sich in der Entfernung — b — s

vom Centro - befindet , von der Kraft — 2 ) 2 be -
schleuniget , und diese würde ihm , wenn sie unveränder¬
lich fortwirkte in r Sekunde die Geschwindigkeit

— 2§ . ertheilen .
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§ . 64 . Aufgabe . Ein von sehr großer Höhe her -

abfallender Körper , dem keine anfängliche Geschwindig -

keit ertheilt war , hat einen bestimmten Raum — s durch¬

laufen ; man verlangt die Geschwindigkeit zu bestimmen ,

die er grade dort erlangt hat .

Auflösung . Befand er sich im Anfänge der Be¬

wegung in der Entfernung — k vom Mittelpuncte , also

in dem Momente , für welchen die Bestimmung der Ge¬

schwindigkeit - - v verlangt wird . , in der Entfernung
4A

— d — 8 , so ist § ) ' wenn ^ den Halbmes¬

ser der Erde bedeutet , und A den der Kraft 1 entspre¬

chenden Fallraum in i Secunde .

Beweis . Denke ich mirsFig . 25 .) die Scale der

beschleunigenden Kräfte in Beziehung auf die durchlaufe¬

nen Wege gezeichnet , fo daß jedes auf der Absciffenlinie

aufgetragene Stück Xö — 8 den durchlaufenen Weg dar¬

stellt , und jede zugehörige Ordinate 80 der am Ende

desselben wirkenden beschleunigenden Kraft , oder vielmehr

derjenigen Geschwindigkeit , welche sie dem Körper in

i Secunde mittheilen würde , wenn sie unverändert wirkte ,

proportional ist : so kann ich in jedem Puncke , für den

^ .8 — s ist , 86 — 4§ - ( ssch . ^ 2 nehmen , da die Kraft

— ( i, — Vs - denr Körper dle Geschw . - - 2§ .

ertheilen würde .

Der Weg H .8 sei in n gleiche Theile getheilt , von de -

nen , ad die ersten vorstellen mögen , so ist der Fiä -

chcnraum

^ 7 > 48 ^ und < 48 . ^ 8 . - - ^ - 7 .( d — - « ) -

werk ^ 7 — j 77 48 und so - -- 4§ . - - 7 - — ist .

I
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1^ 2
Ehen so ist der Flachenraum

scäb > 4g . -^- s . - u . < 4S . -^- 8 .
" ( k — ^ - s ) - "

u . s. w . Der ganze Flächenraum ist also
4 » ch^> 48

( k -

» . . . "s"

- ^ 8 ) -vl ^

( K
1^ 2 X

- ^ 8 ) V
und

< 4 L ^ 8 . s - ^ -
n V ( I, __ ^

-k ch . . . «

. . . . . -s»
1^ 2

( Ir - 8 ) ^
Es läßt sich aber leicht beweisen , ( vergl . § . 65 . ) daß

^ 7- - . immer zwischen diesen Grenzen liege , wie groß
Fl ( o 8 ^
man auch tr nehme , obgleich dadurch diese Grenzen nach
Belieben verengert werden können , und folglich ist

4L kl , 2 8 4 A l ^ . S
L -i-SS -- i^ 7) > » » ° ">- l ! auch
hier 36 — 4g . 6 genommen ist , wie in § . 6r .

4 L k^ 2 8
§ . 6 ; . Daß g) allemal zwischen dm erwähn¬

ten Grenzen liege , läßt sich so erweisen .
Die Vergleichung

4 L ^ 8 ^
8 ) > r -s- . . .

und < 4g

8 ) -
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giebtn - . r . l
t> ( k - s ) ^ tr - 'N ^ ^ 8 ) 2

( k . n — I ^ >- s ) 2ir ^
und

r
< - 4

L- s ) - ( N — s ) ^( Ir — ^ s) r ( !r -

oder wenn ich u !- -- ^ s sehe
n r , i , r

k ( ll — QU ) ^ ' ( N — u ) ^ ' ( 1l — 2U ) 2 ^ ^

^ ^ ( II — ( N - I ) u ) - '
und

_ r , _ , i , r , , , i
^ ( N — u ) ^ ' ( ll — 2U ) ^ ' ( tl — ' ( ll - vu ) r '

Diese Grenzen sind richtig für v — i , da

— u ) ti - — u ) r
Sie sind noch richtig für n ^ 2 , weit der vor dem

Ungleichheitözeichen stehende Theil aus ^ ^ in

tr ( tr — 2u ) übergeht , wenn man statt n -2- r , jetzt
» — 2 setzt , dieser also um

2 1 t
k ( k — 2U ) " " 1l ( l> — U) " ( Ü - U ) ( K - 2U )
statt daß der erste nach dem Ungleichheitözeichen stehende
Ausdruck um weniger , nämlich nur um , wel¬

ches < ( k __' u ) ( i , - 2u) ' b , wächst , und der zweit «
II . rheisi D

und < ist -
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nach dem Ungleichheitszeichen stehende Ausdruck um zu

viel , ttSmiich um
Es läßt sich auch zeigen , daß diese Grenzen richtig

bleiben für n — m -j- r , wenn sie richtig waren für
n — nn Ist nämlich wirklich

ti (k —- nur) > Ii - ^ ( Ir — ( k — 2n ) -

^ ^ ( Ir - ( in - i ) n) »
I , I , i

« Nd < u ) r -N ( k — 2n) - "N " " ( Ir — mu) - '
so geht , indem man n UNI eins größer — IN -j- I nimmt,
das vor dem Ungleichheitszeichen stehende Glied in

°d » ist um
NI - s- I Nt I

1t ( tr — ( rn -s- 1 ) n ) 1t . ( It - irru ) ^ ( it — inu ) ( b — ( in 1 i ) u )
größer geworden ; die nach dem Ungleichheitszeichen ste¬
hende erste Reihe erhält dagegen mir das neue Glied
— 77" — Ts , welches kleiner als 7?— ^ 77—7- 7^ ^ <

( Ir - rnu ) ( 1t - rnu ) ( N — ( litchr ) u )
ist , und die zweite Reihe erhält das neue Glied

- ck - c°, -^ 77 - . «- . H . - g - sß - r - is
War ° >s° di - erst - Reihe

zu klein und die andre zu groß , so bleibt das auch noch
jetzt der Fall . Da nun die Grenzen gelten für n r
Und n — 2 , so gelten sie für n ---- Z u . s. f.

Aber auch das läßt sich leicht übersehen , daß der für

gefundene Ausdruck — zwischen immer enge¬
re Grenzen eingcschlossen wird , je größer man n nimmt .
Denn d . efe Grenzen waren
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und da diese fast ganz aus denselben Gliedern bestehen ,

so erhellt sogleich , daß ihr Unterschied

- - -" 4 L ^ ^ ( ( i^ - 8 ) 2 ^ 1̂ ) welches , weil li und

s ihre Werthe behalten , desto kleiner ist , je größer n

wird , und folglich durch die Vergrößerung von n , oder

durch die Zerlegung der s in mehrere Theile so klein als

man verlangt , werden kann .

Beispiel . Wäre k » — LU und U der Halbmesser

der Erde , so käme der Körper , welcher in der Höhe

— U über der Erdoberstäche sich zu bewegen anfing , mit

der Geschwindigkeit — v — auf der Oberfläche

der Erde an , nachdem er den Weg s — U durchlaufen

hatte . Diese Geschwindigkeit hingegen wäre —

gewesen , wenn während der ganzen Bewegung die

Schwere ^ 1 beschleunigend auf den Körper gewirkt

hätte .

H . 6 ; . Anmerkung . Könnte der Körper sich im Fallen
bis an den Mittelpunkt der Erde fort bewegen , und würde

er immerfort nach demselben Gesetze beschleunigt , so würde

« sich dem Werthe -- - Ir immer mehr nähern , und der

Werth von v also ohne Grenzen wachsen ; der Körper

würde also dann , im Mittelpunkte der Kräfte selbst , mir

einer unendlichen Geschwindigkeit ankommcn . Versucht

man 8 > lr zu setzen , so scheint V — / - " o ^ ^ ^ linmögk

sich zu werden ; e§ läßt sich aber durch einige UcberleguiiAD 2 ,
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leicht einsehen , daß dieses hier nicht heißen kann , 3 könne
nie größer als Ir werden , oder der Körper könne nicht über

den Mittelpunkt hinausgehen ; vielmehr ist offenbar , daß

seine im Mittelpunkte erlangte ungeheure Geschwindigkeit
ihn über denselben hinausführt , und daß nun die Kraft ,

welche ihn zurück gegen den Mittelpunkt treibt , seine Ger

schwindigkeil nach und nach eben so vermindert , wie die an¬

ziehende Kraft sie vorhin verstärkte , so daß die Geschwin¬

digkeit vor der Ankunft im Cenlro und bei dem Hinausge¬

hen über dasselbe in gleichen Entfernungen gleich ausfalleN
wird .

Daß dieses in der That so sei , und daß in unsrer Ana¬

lysis nur darum dieses nicht hervortrele , weil in dem Aus¬

drucke für die Kraft das Quadrat von ( Ir — s ) vorkömmt ,

läßt sich leicht zeigen . Die Kraft ist immer gegen den Mit¬

telpunkt wirkend , sie ist also keinesweges , wie ihr Werth
Ar

- ^ anzugeben scheint , auch dann positiv oder die Be ,

wegung beschleunigend , wenn 3 > K oder der Körper schon

über den Mittelpunkt hinausgegangen ist ; sondern die Na¬

tur der Sache fordert , daß wir die Kraft als negativ zu
betrachten anfangen , sobald Ir — o negativ wird . In uns¬

rer vorigen Reihen - Entwickelung läßt sich dies darstellen ,

wenn man die Eintheikung von s in n Theile so annimmk ,

daß der Mittelpunkt der Kräfte mitten zwischen zwei Ab¬

theilungen der nuen und der ( m - s- i ) tcn fällt , ist näm¬

lich Ir -- --- s und < i , so würde

- l - - 1-

( 1. - ^ ) - ( Ir - ^ ) ,

- i -

. . -s-
( L -

IN — I
3) - ( I , . - 3) 2rr

inl - l ^
( n - 8) »N

( II - 8) 2 0

und auf ähnliche Weise würde die Reihe , welche > ist ,
ausgedrückt . Hier heben nun die Glieder

und eben so
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«) - ( i. iri ^ 2 einander auf , da die er,
N

sieren , wenn man den Werth von K berücksichtigt , geben

übrigen auf ähnliche Weise bestimmten Glieder .
Hier tritt also ein Fall ein , wo die Analysis nicht , wie

wir es sonst gewohnt sind , alles von selbst rein ausspricht ,
was sich in allen Umständen ereignet , sondern weil es uns
an einer Bezeichnung fehlt , wodurch das Quadrat einer
positiven Größe anders als das Quadrat einer eben so gro ,
ßen negativen in Rechnung gebracht würde , so sind wir hier
genöthigt , die Untersuchung da zu schließen und ne » anzur
fangen , wo die bisher beschleunigendeKraft in eine ver¬
zögernde übergeht . ( *)

§ . 67 . Mit Hülfe unsrer vorigen Lehrsätze ließe sich
nun auch die Zeit bestimmen , in welcher der hier betrach¬
tete Körper einen gewissen Raum durchläuft . Man hätte
nämlich nur nöthig , auf eine grade Linie die Abscissen
gleich den durchlaufenen Wegen aufzutragen , und die
senkrechten Ordinate « den Geschwindigkeitenumgekehrt

würde der durch die so bestimmte Curve begrenzte Flächen¬
raum , dividirt durch , die Zeit darstellen . Aber einen
analytischen Ausdruck hierfür kann man nur mit Hülfe der
Integral - Rechnung mit einiger Leichtigkeit finden .

Die weikläuftigen Rechnungen in § . 6 ; bis 67 . kürzen sich
sehr ab , wenn man höhere Rechnungen zu Hülfe nimmt .

( *) A n m . Daß hiebei dennoch einige Schwierigkeit übrig
bleibt , ist nicht zu leugnen .

die zweiten —— — 0 , und so alle

Zusatz für geübtere Leser .
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Wenn der Körper den Weg - - - s durchlaufen hat , also sich

in der Entfernung — Ii — s vom Mittelpunkte der Erde befindet :
^ 2.

so ist die beschleunigende Kraft der Schwere — - 77- — 7- ,
' ' ( tt - '

also äv - -

pder da vät — äs ist , väv —

das ist , da ä . ( K — s ) — —

v . äv

" b ' ( 1r - s ) -
äs ,

ä . ( Ii — s )

äst .

2 § .

also , integrirt , ^ ^ — Ooust - s- ^ -

Da nun v — o sein soll , für s o , so ist

- , 20 ^ 2o — t^onst - t- -— ;
' ti

lloust " —^ ^— ,

jV - ^ - zk - (j^ - , -
wie es in H. 64 . 6 ; . gefunden ward .

Hier wird ^ 2 — 4g . K2 . ^ ( I >— ») ' für ^ —

oder bei der Ankunft des Körpers im Mittelpunkte der anziehenden

Kräfte . Die Bestimmung der über den Mittelpunkt hiuqusgehcuden

Bewegung hak wegen der beständigen Größe einige Schwierig /
keil .

Hier läßt sich min auch die Zeit — t bestimmen , in welcher

der Körper einen bestimmten Raum — s durchlaufen hat , dcnw

ist , so findetda äs vär oder ät
- k

sich t durch die Integration der Formel äs . - - —
^ 8 - »
Wenn man hier , um die Formel rational zu machen ,äi — s Ii ll 2 >väu

V ^ seht , also 8 - -- und äs

^ ^ äs . U- / Ii — s tt - ^ ' 2 clxvs0 ist ät - - V -
k -

§L >
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" « b « -- - Z7A c° « 5t

r ^ ro tan§ ( /̂ - ^ ) )
^ Pasquichs Analysis . - . Band § . ; 8 . 6 . Zusatz . )

Soll t — 0 sein , für s — 0 , so ist

Aorist - --- Z ^ ^ . ^ .ro . t -mx ,
li . 8 »

K-

ftlglich
eher 6oost ^ ^— x . j ir-

i » - . . . » x s

2 k . °ßl Ir
Für den Fall also , da Ir — 2H wau , oder der Körper beim

Anfänge seines Fallens um einen ganzen Erdhalbmesser über der
Oberfläche der Erde sich befand , gebraucht er , um die Ober¬
fläche der Erde zu erreichen , oder , den Weg — s — k zu <

rück zu legey , die Zeit r^ s ( ß - s- Lr° Lol - ^/ r )

- 8 8
weil zum Bogen -- - Hrr der Cosinus — gehört . Fiele der
Körper aus der Höhe Ir — 2H bis zum Centry selbst , so Ware

/ 2 ^
s — Ii und die Fallzeit -- -- Z er v

2R. .
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Sechster Abschnitt .
Von der Bahn geworfener Körper , auf wel¬

che die Schwere wirkt .

Richtung HL geworfen wird , ( Fig . 26 .) und es wirket
auf ihn eine beschleunigende Kraft nach einer Richtung ,
die nicht mir HN übereinstimmt : so kann der Körper nicht

der araden Linie HL folgen , sondern , indem die bescbleu -
mgenoe Kraft lyn nöthigek , von ihr abzuweichen , zwingt
sie ihn , in einer gekrümmten Bahn fortzugehen .

Sind die Richtungen der beschleunigenden Kraft in
allen den Orten , die der Körper bei seiner Bewegung er¬
reicht , unter sich parallel : so ist eö hier am bequemsten ,
die anfängliche Geschwindigkeit nach Richtungen , mit der
Richtung der beschleunigenden Kraft parallel und auf diese
senkrecht , zu zerlegen , indem es einleuchtend ist , daß die
beschleunigende Kraft nur eine Geschwindigkeit nach der
Richtung heryorbringen oder zerstören kann , nach welcher
sie wirkt , und folglich die auf die Richtung senkrechte Ge¬
schwindigkeit ganz ungeändert läßt ,

H . 6c - , Aafgab e . E >» der Schwere unterworfener
Körper wird mit einer Geschwindigkeit — a , nach der
Richtung HL ( Fig . 26 . ) , die unter dein Winkel LH6
gegen den Horizont geneigt ist , geworfen : man sucht eine
Bestimmung für den Ort , welchen der Körper am Ende
der Zeit — t erreicht hat ,

Auflösung . Man trage auf der anfänglichen Rich -
fungslinie den Weg --- HL auf , den der Körper
vermöge seiner anfänglichen Geschwindigkeit ohne Einwir¬
kung der E -chwere würde durchlaufen haben ; durch den so
bestimmten Prmet L ziehe man eine Verticallinie M und

emerkuLg Wenn ein Körper nach der
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nehme auf ihr L6 --- ZI? , gleich dem Raume , welcher
ein frei fallender Körper in der Zeit — r durchläuft : dann
Ist der Punct , weichen der geworfene Körper am Ende
der Zeit — r erreicht hat .

Beweis . Da die Schwere , als eine nach vertika¬
ler Richtung wirkende Kraft , die horizontale Bewegung
des Körpers weder beschleunigen noch verzögern kann ; so
ist es offenbar , daß der Körper m jeder gegebenen Zeit sich
bis zu eben der Verkicallinie fortbewegr har , die er ohne
Einwirkung der Schwere in eben der Zeit erreicht hätte .
Seine verticale Bewegung dagegen wird durch die Schwe¬
re , welche auf bewegte und auf ruhende Körper ganz
gleich einwirkt , eben so verzögert , wie etz bei einem ver -
tical aufwärts geworfenen Körper geschieht ; sie zieht ihn
nämlich in jedem Momente um eben so viel niederwärts ,
als einen ihrer Einwirkung ganz frei folgenden Körper ,
und der Körper befindet sich also in der verticalen Tiefe

Ai? unter dem Puncte L , den er ohne Einwirkung der
Schwere erreicht hätte .

§ . 70 . Diese geometrische Bestimmung läßt sich
leicht in einer Formel darstellen , welche dann besser dien ^
um das Gesetz der ganzen Bewegung zu übersehen . Die
Richtung der anfänglichen Bewegung sei unter dem Win¬
kel L ^ t?. gegen den Horizont geneigt : so hat man
für jede Zeit — r , die Entfernung — e . r , die hori¬
zontale Entfernung ^ 0 . r , Ccrk « ; die Höhe
— e . t . sin « , also L . r . Sin « Al? , wenn A
den Fallraum schwerer Körper in her ersten Secunde be ,
deutet .

tz . 71 . Aufgabe , Die Höhe zu bestimmen , in
welcher der Körper , bei den eben angenommenen Be¬
dingungen der Bewegung , sich befindet , wenn er eine ge¬
wisse horizontale Entfernung x vom Anfangspuncre der
Bewegung erreichr hat .

Auflösung , Da die erlangte horizontale Entfer¬
nung in der Zeit — r , durch — « . r . Lok « ausgedrückt
wurde , wenn wir alle vorigen Bezeichnungen beibehglten ,
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so ist e . c . 6 o 5 « — X , oder es muß die Zeit — r

" verflossen sein , wenn der Körper eine gewisse
horizontale Entfernung — x soll erlangt haben . Da nun
am Ende irgend einer Zeit — r , die erreichte Höhe des
Körpers — c . r . Sin « — Z . i? ist , so wird diese für

X AX ^
r ^ ^ 5 « durch x ran§ « - ausgedruckt .

§ . 72 . Aufgabe . Zu bestimmen i , wenn und an
welchem Orte der Körper seine größte Höhe erreicht , und
2 , wenn und wo er zu der Horizontallinie wieder zurück¬
kehrt , von welcher er ausgegangen war.

Auflösung , i . Nenne ich die zu irgend einer Zeit
erreichte Höhe so ist ^ — ct Sin « — oder

^ — x . tang « — woraus , wenn man die
quadratischen Gleichungen auflösek ,

, ^ c Sin « / c ^ Sin ^ « vumgekehrt r - - — -— 4^ -

und x ^
- 8

Sin « Lok «
- s-

46 ' 8 )
Sin " « 6ol ^

«
48

' ^ Lok-

5 )
folgt . Es würden also t sowohl als X unmögliche Werths

erhalten , wenn man
Sin - «

folglich ist x
46 ^

48 setzen wollte , und

die größte Höhe , die der Kör¬
per erreicht . Wann er diese Höhe erreicht hat , wird

eSin «
durch t ---- bestimmt , und seine horizontale Enk-28
fernung von ^ ist , indem er diese Höhe erreicht , durch

e ^ LIrice dok « Sin 2 «oder x --- — 77— auSgedrnckt .28 48
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2 . Wenn der Körper sich wieder in derselben Hori -
zontallinie befinden soll , von welcher er ausgegangen war ,
so muß ^ — o sein . Aber ^ o giebt

0 - - x tan§ « —^ ö » ^ entweder x — 0 , oder

sx Lin « 60b «

ranZ « --- - 0 - eoi ^ ' das »st x ^ — - -

. Lin 2 «

In den beiden Puncten , welche durch diese Werthe
von x bestimmt werden , schneidet die Curve die Horizon¬
tallinie ^ ,6 , und diese Entfernungen x hat der Körper
erreicht , die erste , wenn r — o ist , oder im Anfänge

e Sin «

der Bewegung ; die andre , wenn t ^ ^ — ist ; letz¬
teres ist also die Zeit , welche der Körper gebrauchen
würde , um wieder bis auf die Erde zu fallen , wenn er
sich in an der Oberfläche der Erde befand .

§ . 7z . Die größte Höhe , und die Zeit , wenn sie
erreicht wird , hätte sich auch dadurch finden lassen , daß
man bestimmte , wenn die immer verminderte vertikale
Geschwindigkeit ganz verschwindet ; denn dann muß , in¬
dem der Körper zu steigen aufhört , sein Fallen wie¬
der anfangen . Des Körpers vertikale Geschwindigkeit ist

— 6 Lin « und diese wird eben so wie bei vertikaler Be¬
wegung in der Zeit ^ r um vermindert , sie wird
also durch -m 0 Sin « — 2A . t am Ende der Zeit " t

, e Lin «ausgcdruckt , und verschwindet folglich , — -— ,

welches mir dem Vorigen ubereinstimmt .

§ . 74 . Wir fanden die Weite des Wurfes auf deb

. . , . Lin 2 «Horizontal > Ebne - - . Diese wird

bei gleichen Werthen von a am grosssten , wenn « —
45 Grade ist , indem dann Sin 2 « - -- i wird . Für
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andre Werche von « wird diese Welke des Wurfes auf
der horizontalen Ebne kleiner ; erhält aber für die Winkel
— « und l- - — pr gleiche Werthe , oder erhalt gleiche
Werthe , wenn man den Winkel um gleich viel über oder
unter 45 Grad nimmt .

K. 7 ; . Wenn man ( K . 72 . l . ) r und x durch ^ be »
stimmt , so erhalten jene Größen einen doppelten Werth ,
weil das irrationale Glied das positive Zeichen so gut als
das negative haben kann . Der kleinere dieser Werthe
ergiebt , wenn und wo der Körper vor seinem höchsten
Steigen die bestimmte Höhe erreicht , der größere , wenn
und wo der Körper nach seinem höchsten Steigen wieder
zu jener Hohe zurückkehrt .

Will man aus der Gleichung ( § . 72 . )
c " SIN « . „

x — — H - - itl " 2 ^ ^ 0- — , AHden Punct auftragen , über welchem sich der Körper befin¬
det , indem er die gegebene Höhe — ^ erreicht hat oder
fallend zum zweiten Male erreicht : so muß man auf ^ .0

a « Lin cs Oos «
zuerst ^ .1 — — ^ - — Z iio oder gleich der
Entfernung , in welcher der höchste Punct I? der Bahn
liegt , nehmen , und von da an

o 60k «

10 ^ — >/ ( c « Sin « cs 4 § 7 ) vorwärts oderIk' --- 10 rückwärts auftragen . Hieraus ergiebt sich ,
daß die gleich hohen Puncte O . in gleicher horizontaler
Entfernung von dem höchsten Puncte liegen , und daß
folglich die durch den höchsten Punrt der Bahn gezogne
Verticallinie HI die Curve in zwei symmetrische Hälften
theilt .

Eben so zeigt der Werth für r
0 Lin «

28
-s - V/

<

0 « Lin « «
an , daß

V 48 "die bestimmte Höhe ^2 um eben so lange vor , als
nach dem Eintreffen im höchsten Puncce erreicht wird,
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denn ^ ist die Zeit , welche verflossen ist , indem

der Körper im höchsten Puncte der Bahn ankömmt .

§ . 76 . Beispiele . Nach diesen Formeln sollte
eine mit 2000 Fuß anfänglicher Geschwindigkeit — 0
unter dem Winkel « --- 45 Grad abgeschoffene Cano -
nenkugel eine Höhe von 33112 Fuß erreichen , oder
etwa i H Meile steigen , und erst in einer Entfernung
- -- 132450 Fuß oder 5 ^ Meilen wieder auf die Erde fal¬
len . Bei zc>Oo Fuß anfänglicher Geschwindigkeit und
eben dem Richtungswinkel würde die grüßte Schußweite
298013 Fuß oder 124 Meilen betragen und die Kugel
ginge bis zu 745 -20 Fuß oder 3 Meilen Höhe .

Anmerkung « Es ist bekannt , daß wir so große Entfernung

gen und Höhen bei weitem nicht mit unfern Canoncnschüssett

erreichen könne » . Der Widerstand der Luft ist die eine

zige Ursache dieser so stark verminderten Wirkung unsrer
Schüße .

§ . 77 . Aufgab e . Es ist die Entfernung --- s
( Fiq . 26 .) und Höhe O ? — k> nebst der anfänglichen
Wurfgeschwindigkeit — v gegeben ; man sucht den Win¬
kel 8 ^ .6 — unter welchem der Körper muß geworfen
werden , damit er den Punct k treffe .

Auflösung . Allgemein war ( § . 7 2 . 1 . )
Lx ^ ,

7 -- - x . — ^ ooj -2 « ' ülso hrer , wo
7 — d und X — 3 gegeben ist ,

b — a . rrwAcs — ^ 00 ^ « " ^ tsnZ « - - ^ - -

--- - 3 . tanAoe — ^ ( l - s- ^

Aus dieser Gleichung ergiebt sich die unbekannte Größ ^
ranZ « , durch Auflösung der quadratischen Gleichung

-
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welche ^
giebt .

Diese Formel findet auch da Anwendung , wo k tie¬
fer als oder unterhalb ^ .6 liegt , wo also K nega¬
tiv ist .

H . 78 . Die gefundenen zwei Werthe für tan » « zei¬
gen , daß man den Puliet ? bei zwei verschiedenen Rich¬
tungen des anfänglichen Wurfs treffen kann .

Der Werth von tan ^ « wird unmöglich , wenn

^ -^ < 1 -s- ^ ; ödere « < 4 ^ 2 ^ - 4gbe - ist,
oder wenn 0 ^ — 4 §dc ^ < 4 ^ 32 ,

oder — 4§ d e2 -s- 4 ^ 2 1) 2 < 40 -r ( g2 , s. 1) 2 )
oder < 2A ^/ ( g2 ^ 2 )
oder 02 < 2Z -ch k>2 ) ) ist . Dieses hak

darin seinen Grund , weil Höhe und Entfernung des ge¬
gebenen PuncteS so groß sein könnten , daß sie bei der ge¬
gebenen Geschwindigkeit — e unter keinem Neigungswinkel
erreicht werden könnte .

Setzt man ^ 2 ^ 1, -j- 2§ ^ ( .̂ 2 1) 2 ) , so ist

tanx « — -s- ch

Bei kleinern Werthen von e wird die Gleichung unmög¬
lich .

Wir werden die Umstände , wenn dieses Unmöglich
werden eintritt , noch näher untersuchen . ( § . 88 )

§ . 79 . Aufgabe . Außer der Entfernung — a
und Höhe O ? — d , wo der beim Wurfe zu treffende
Gegenstand liegt , ist der Neigungswinkel — « der an¬
fänglichen Richtung gegeben ; man sucht , wie groß die
Geschwindigkeit — a sein müsse , damit der Gegenstand
getroffen werde .
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Auflösung . Die Gleichung § . 77 .
^ bt

^ " 3 8ln «^ öl' c« -^ - b eo52 « ' wodurch
s bestimmt ist .

§ . 80 . 0 wird nur dann unmöglich , wenn
b 6 o 5 « > a Lin « , oder b < a tanZ « , das ist , wenn
der zu treffende Punct oberhalb der anfänglichen Rich¬
tungslinie liegt , in welchem Falle er freilich , wenn man
den Werth von « nicht ändert , nicht kann getroffen
werden .

§ « 8r . Bemerkung . Obgleich diese Sähe hin¬
reichen , um alle Fragen zu beantworten , die hier vorzü -
kommen pflegen , so zeigen sie uns doch noch nicht in der
leichtesten Form das Gesetz , nach welchem die Wurf --
linie , — denn so können wir diese Curve am besten
nennen , bestimmt wirb .

Wir haben schon gesehen ( § . 7 ; . ) , daß die Vertical-
linie HI durch den höchsten Punct der Wnrslinie , diese in
zwei symmetrische Hälften theilt , und daraus läßt sich
schon schließen , daß es eine bequemer zu übersehende Be¬
stimmung der Curve giebt , wenn wir die horizontalen
Entfernungen jedes Punckeö in ihr von der verticalen Axe
HI an rechnen . Die Angaben werben noch bequemer,
wenn wir zugleich die Höhenbestimmung auf den höchsten
Punct H zurück führen .

§ . 82 . Lehrsatz . Wenn man durch den höchsten
Punct H der Wurflinie ( Fig . 26 . ) eine Verticallinie zieht ,
und jedes andern PuncteS k vertikale Tiefe HI . unter N
und horizontalen Abstand — lu ? von III bestimmt : so ist
das Quadrat , welches diesen horizontalen Abstand L,?
zur Seite hat , allemal der verticalen Tiefe m . propor¬
tional .

Beweis . Da der Abstand des Anfangspunktes A.
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von der Verticallinie 81 - oder Lin o - L

48
( in § .

72 . r . ) , gefunden ist , so wird für irgend einen Punct k -

dessen Abscisse — x war , IO — x — ^ 48
c - Sin - ot

48 "
welches ich --- 2 nennen will . Die Höhe 18 wurde ü:

( in § . 72 . 1 . ) gefunden , also ist eines Punctes ? » dessen

Hohe über I , ^ war , Tiefe unter 8 — — — — —

nennen wir dieses - -- u , so ist
e ^ Lin ^ « Sin ^ öL

11 — - — y , also x — - — - -48 . ' 48
und da allgemein (§ . 71 . ) die Höhe durch

8 ^ ,
^ — x . tsn ^ oe — ÖHöH ausgedruckt wurde ,

oder umgekehrt ( § . 72 . ) die horizontale Entfernung durch
a ^ Lin 2 « , e 6o5ce / « » Lin ^ « X

so ist X —

48.
Lin 2 «

48

das ist 2^

48
, 6 6of «Ln - . vu.

§ . 8z . Das Quadrat des horizontalen Abstandes 2
von der Axe 81 ist also für alle Puncte der Curve gleich
einem Rechteck aus der Tiefe — u unter dem höchsten
Puncte und aus einer für alle Puncte gleich bleibenden Li«

cos -
nie — «

H . 84 . Erklärung . Die Curve , deren Abfcissen
88 auf der Axe 81 vom Scheitel 8 an gerechnet , dem
Quadrate der auf sie senkrechten Ordinären 8 ? proportio »
nal sind , heißt die Parabel ; die für alle Puncte gleich

8c >f2 «
bleibende Linie - - - heißt ihr Parameter .8
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§ . 8 ; . Bei der Wurflinie ist also der Parameter
o - Los - «

^ ^— " gleich der vierfachen Höhe , welche der ho «
rizontalen Anfangsgeschwindigkeit , die ---- e Lok « war ,
zugehören würde . ( H . zz .)

§ . 86 . Anmerkung . Die Parabel ist eine von den Linien ,
die als Durchfchnittslinien der Kegel - Oberfläche mit einer
Ebne entstehen können . Zieht man nämlich in des graden
Kegels Oberfläche eine grade Linie von der Spitze nach einem
Puncce der Grundfläche , und legt mit ihr eine Ebne paral¬
lel : so ist dieser Ebne Durchschnittslinie mit der Kcgelfläche
eine Parabel .

H . 8 7 . Bemerkung . Um die Wurflinie in allen
Fallen zu zeichnen , dienen also folgende Regeln ( Fig . 27 . ) .
Man trägt auf der durch -4. gezogenen Horizontallinie ,
wenn der Puncc ist , von wo aus mit der Geschwindig¬
keit - -- 0 unter dem Neigungswinkel — « der Körper ge -

. . . . . ^ e°Lin « . 6ok «
werfen wird , die Entfernung ^ 1 — - - —

auf , errichtet dort die Senkrechte IÜ
Lin " «

4 §
— ^ . ^ 1 . tanA « , oder zeichnet M ^ I — « , und hal -
birt MI in um den höchsten Punct der Bahn zu
finden . Ist so die Axe kZI der Bahn und ihr höchster
Punct bestimmt : so berechnet man den Parameter

«

8 x , trägt auf die Axe von H her die

Abscissen — p , M , 2p ; Hx zx und die zu¬

gehörigen Ordinaten ein — p , Iar - - - p . ^/ 2 , pt -

nv 2x u . s . w . auf ; oder zu den Abscissen — ^ x ,

— ^ p ; — A x ; die Ordinaten — ^ p ; - r - ^
§ x u . s. w .

§ . 88 . Bemerkung . Hier laßt sich nun auch
etwas Näheres über die Umstände sagen , unter welchen
es unmöglich wird , den in der Entfernung — a und in
der Höhe — lr liegenden Punct zu treffen , wenn die Ge¬
schwindigkeit gegeben ist . Wir fanden oben ( § . 7 ? . ) ,

II . Theil . E
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daß nicht kleiner als 2Ab -s- 2§ sein
dürfe , wenn sich für « ein möglicher Richtungswinkel ,
um jenen Punct zu treffen , ergeben sollte . Offenbar giebt
es also für ein bestimmtes c eine ganze Folge von Punk¬
ten , welche die äußersten für diese Anfangsgeschwindig¬
keit noch erreichbaren sind ; denn jeder Entfernung — a
entspricht ein andres d als Werth der Höhe . Soll
nämlich c unveränderlich sein , so ergiebt die Gleichung
<- 2 - -- 2§d -1- 2A

oder ( v? — 2A b ) 2 — 4 » 2 ( ^ 2 -j- dr ) ;
— 4 A d c-2 — 4 ^ 2 ^ 2 ^

das istb — ^ als Bestimmung für
die Höhe , welche der in der Entfernung — a liegende
Punct höchstens haben darf , um noch von dem mit der
Geschwindigkeit — e geschehenden Wurfe getroffen zu
werben . Wenn man hier s veränderlich setzt , so liegen
diese sämmklichen Puncte auf einer Parabel , deren Axe
die durch den Anfangspunkt der Bewegung gezogne Ver -

ticallinie ist , deren Scheitel in der Höhe i-- — , das ist
in derjenigen Höhe liegt , welche die der Geschwindigkeit

---- c zugehörige ist , und deren Parameter ist .

Für a — o darf offenbar b nicht größer als ^ stin ;
denn eine größere vertikale Höhe kann mit der Geschwin¬
digkeit — a nicht erreicht werden ; für k — o darf s nicht

größer als — ^ sein ; denn dieses ist ( § . 74 .) die größte
Entfernung , bis zu welcher man auf derselben Horizon -
tallinie werfen kann . Beides giebt unsre Parabel richtig
an .

Zeichnet man die eben angegebne Grenzparabel
Fig . 28 . , in welcher alle Punkte liegen , welche mit der
Geschwindigkeit - -- c noch als die äußersten erreichbar
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sind : so läßt sich leicht einsehen , daß irgend ein Punctk
in derselben , bei einer größeren Geschwindigkeit — 6 des
anfänglichen Wurfes , auf doppelte Weise könnte getrof¬
fen werden , nämlich eben so gut in der Parabel OLLk' ,

6 - Lok- . IO6
deren Parameter ^ ^- > als in der Parabel

^ o . cok- . iWo
VeLli deren Parameter ---- - - - ist , und

.w

hier stellen IV6 , ROL die beiden Werthe vor , die in
Z>. 77 . 88 . « erhielte , wenn die Geschwindigkeit — 6 »
größer als c wäre . In diesen beiden Parabeln ist L der
Durchschnitrspunctmit jener Grenzparabel und zwar ( da
jede die Grenzparabel zweimal schneidet , ) bei der einen der
oberste , bei der andern der unterste der beiden Durch »
schnittspuncke .

Die drei DurchschnittSpuncte L , L , X jener beiden
durch L gehenden Wurflinien mit der Grenzparabel rücken
desto näher zusammen , je weniger 6 von v verschieden ist,
oder je näher man der letzten , allenfalls noch brauchbaren
Geschwindigkeit kömmt . Nimmt man diese äußerste Ge¬
schwindigkeit selbst zur Anfangsgeschwindigkeit , so bewegt
sich der Körper in der Parabel welche die
Grenzparabel in L nur noch berührt , aber nicht Mehr
schneldet .

Die Grenzparabel berührt also alle die Wurf¬
linien , welche der kleinsten ebenfalls noch anwendbaren
Wurfgeschwindigkeit — 0 entsprechen , und diese ist für
alle in derselben Grenzparabel liegenden Puncte als die
kleinste paffend .

Die Parabeln Okdk , lDZdn , ilebtn zeigen eben
das für einen andern Punct d .

§ . 89 . Aufgab e . Aus der gegebnen anfänglichen
Richtung und Geschwindigkeit des Wurfes zu bestimmen ,
in welcher Richtung und mit welcher Geschwindigkeit sich
der Körper in jedem Puncte seiner Bahn forcbewegt ,

Auflösung . Man zeichnx ( Zig . 2 ^ . ) die Bahn
E 2
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des geworfnen Körpers , wozu die nöthigen Stücke gege .
de » smd ; ziehe die durch den höchsten Punct derselben
gehende verticale Axe HI und verlängre sie unbestimmt
oberhalb man ziehe nun durch den Punct 6 , für den
man Richtung und Geschwindigkeit der Bewegung zu be¬
stimmen wünscht , die Horizontallinie 6N , welche die
Axe NI in N schneidet ; endlich trage man NO — NN
oberhalb auf der Verticallinie auf und ziehe 60 , so ist
60 die Richtung der Bewegung in 6 .

Um auch die Geschwindigkeit zu bestimmen , trage
man auf die Horizontallinie 6N eine Linie 6n gleich der
horizontalen Geschwindigkeit des Körpers — er Oo 5 «
auf , ziehe no vertical , so ist 6o der Weg , welchen der
Körper in i Secunde durchlaufen würde , wenn er die
Richtung und Geschwindigkeit , die er in 6 hatte , so
lange unverändert behielte .

Beweis . Wir haben uns ( Z . 6g . ) die anfängliche
Geschwindigkeit in eine horizontale und verticale zerlegt
vvrgestellk ; die horizontale war , wenn ich alle bisherigen
Bezeichnungen beibehalte , -- - e 6 o 5 « , und da dieser
keine Kraft entgegen wirkt , so bleibt sie während der gan¬
zen Bewegung ungeändert . Die verticale anfängliche
Geschwindigkeit fanden wir — cLin « ; sie erleidet aber
im Fortgänge der Zeit die ganze Aenderung , welche der
Einwirkung auf fallende Körper gemäß ist , und ist daher
am Ende der Zeit t , nur noch — L Lin « — 2 Ad .

^ Der Körper hat also am Ende der Zeit — t , eine
horizontale Geschwindigkeit c . Oos « -- - 6n ( Fig . 29 . )
und eine verticale Geschwindigkeit — c Lin « — 2 Ar
— 6in ; er geht also nach der Richtung 60 fort , die ge¬
gen den Horizont unter dem Winkel o6n geneigt ist , des-

> 6ni c Sin « — 2 At.
s, n r - ug - n , - t - nx ^

und die Geschwindigkeit selbst ist
— — 4Act Lin « -si 4 ^ t ^ ) .

Jener Richtungswinkel o6n oder 06 n laßt sich noch
bequtmer ausdrucken . Es ist näinlich ( § . 71 . )
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X

X ct 60s « , also t - - - 0^ 05 « folglich

2 ßx
c 8in « ^ Ool « <- 2 8in « . Ook « — 2 ^ x

tsnb obn —' o ool « "" e-2 60t " «

In § . g2 ' aber fanden wir für jeden Punct 6 der
(- 2 . iM . 6or2 «

Bahn (M2 — - - - , wenn H der höchste
Punct der Bahn , UN vertical und 6N horizontal ist .

, ttN 8 - ON
Diese Gleichung giebt ^ oder rsn ^ H 6 N - ^ - oor ^ '

e ^ 81 n « 6 or «
aber 6N rst - - - - - x ( nach § . 72 . , wo

( Fig . 29 .) —

tSNA HON

28
(- 2 8in « 60I «

2 ? ist ) , also

<- 2 8 in « 6 o 5 «
2 ß
60I - «

4 e° 8in « 6c>r « - Zx
e ^ 6ot2 «

das ist , wenn man den obigen Werth für tanA o6n
vergleicht , tan ^ o6n 2 . tan§ HON oder wenn O der
Einschnittspunct von 60 auf der Axe ist , NO — 2 . IM .

Die Geschwindigkeit selbst war
^ — 4§ot . 8in « -s- ^ 2 ) , das ist
^ L 6 ok « . 8 ec OON , indem

V/ ( <- 2 — 4At e 8in « 4- 4 ^ 2 r - )
8 ec: oOn - ^ ^6 Ool «
die Geschwindigkeit — 60 , wenn On — e Lok « .

ist , also ist

§ . 90 . Die Geschwindigkeit
- 2 4 ^ Sin « -s> 48 ^ ^ ) läßt sich , da ( § . ? ! . )
x6 — <-r8in « — §rr jst , auch durch v - z/ ( c2 — 4§ -I ' 6 )
ausdrückcn , oder die Fallhöhe , welche der Geschwindig¬
keit in jedem Puncte zugehört , ist
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- - ^ 6 , oder daI ' L
46 48

c ^ Lol ^ «
war « .

6 ^ 8in ^ «

48

— UN

- s - 14 ^ ' .

§ . 91 . Die Richtung der Bewegung in jedem Puncte
6 ist offenbar die Tangente der Wurflinie in diesem
Puncte ; denn ste ist diejenige Linie , auf welcher der Kör¬
per gradlinigt fortgehen würde , wenn die Kraft der
Schwere inLaufhörre , auf ihn zu wirken , Die Tan¬
gente der Parabel an irgend einem Puncte schneidet also
die Axe eben so hoch über dem Scheitel , als der Punct
selbst unterhalb liegt , indem seine Tiefe — IM ist .

Siebenter Abschnitt ,
Von der Bewegung im Kreise und von der

Schwungkraft ,

§ . 92 . Ä -ufgabe . Ein Körper , der sich ( Fig . zo .)
auf der graden Linie ab mit dex Geschwindigkeit — o fort -
bewegt , trifft in b auf die Ebne de und ist genöthiget vie¬
ler z » folgen ; eben so trifft er in o auf die Ebne cä , in cl
auf die Ebne cls u . s. w > ; welche Geschwindigkeit wird er
auf jeder dieser Ebnen , deren Neigungswinkel gegen ein¬
ander bekannt sind , haben .

Auflösung , Es sei cbk kV der Winkel , unter
welchem die zweite Ebne gegen die erste geneigt ist , und
eben so sei ^ /Z , ecjb — <), für die folgenden Ebnen .
Indem der Körper auf ab mit der Geschwindigkeit — c
forrgeht , hat er eine mit bo parallele Geschwindigkeit
^ a Lol « und eine auf bc senkrechte Gesärwindigkeit
^ c . Sin « . Die letztere wird , indem der Körper in b
auf die Ebne ba übergeht , völlig aufgehoben , und der
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Körper geht auf dieser Ebne mit der Geschwindigkeit
^ c 6 ok « fort . Zerlegt man diese Bewegung wieder
nach Nichtungen mit cä parallel und daraus senkrecht : so
ist die mit parallele Geschwindigkeit — e 6 ok « . Lok /Z ;
und da bei dem Uebergange auf die Ebne ccl die ge¬
gen diese senkrechte Geschwindigkeit zerstört wird , so
ist die Geschwindigkeit auf der Ebne erl nur noch
— c . 6o5 « . Lok -Z . Aus ähnlichen Gründen ist die Ge -
schwindigkeit auf cls noch — e . Lok « . Lok -Z . Lok -/
u . s. w -

Wären alle Neigungswinkel gleich , so würde die
Geschwindigkeit auf der zweiten Ebne — o . Lok « ; auf
der dritten - - c . Lok ^ « , auf der nten — c . Lok " — ' «
sein , oder nach ii Ablenkungen — e . Lok "

§ . 9 z . Lehrsaß . Wenn ( Fig . z i .) der Körper ,
auf den übrigens keine beschleunigenden Kräfte wirken ,
sich auf den Seiten eines gleichwinklichten Polygoncö fort¬
bewegt , und bei dem Uebergange auf jede neue Seiten¬
linie den eben betrachteten Verlust an Geschwindigkeit lei¬
det : so ist , bei gleicher gesammter Ablenkung von der an¬
fänglichen Richtung , die Abnahme der Geschwindigkeit
desto kleiner , je vielseitiger das Polygon ist , oder je mehr
die Ablenkung allmählig hervorgebracht wird .

Beweis . Wenn die gesammte Ablenkung von der
anfänglichen Richtung - - /Z heißt , oder der Winkel , wel¬
chen die erste und letzte Seite des polygonischen Bogens
mit einander machen , — /Z ist : so kann man sich immer
ein gleichseitiges oder ungleichseitiges Polygon gezeichnet
denken , dessen Seiten gegen einander unter gleichen Win¬

keln — B geneigt sind . Zeichnet man mehrere solche
Polygone , wie ^ LLLLO , ( Fig . zi . ) , de »
ren letzte Seiten dieselben sind ; so ist die Geschwindigkeit

in Ov allemal — e . Lok " ^ -Z , und fällt also verschieden
aus für verschiedene Werthe von n , wenn sie in
— o war . Die Abnahme der Geschwindigkeit ist also
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- - - o ( i — Lok " /Z ) , und diese ist desto kleiner , je grö¬

ßer r > ist , indem Lok ? ^ / Z > 6ok / Z , weil Lok ? 2 A

Lok /Z , Lok4 z / Z > Lok - 4 s u . s . w .

Um sich zu überzeugen , daß diese Verminderung der
Abnahme der Geschwindigkeit , so weit als man verlangt ,
getrieben werden kann , braucht man nur zu überlegen ,

Daß für den Neigungswinkel — ^ /3 die Geschwindigkeit

um e ( i — Lok — A ) abnimmt , indem der Körper von

der ersten Seite auf die zweite übergeht . Die jetzt noch

übrige Geschwindigkeit — e Lok — /Z geht in — oLok - -^ /Z
über , indem der Körper auf die dritte Seite gelangt , und
offenbar ist die jetzt erlittene Verminderung der Geschwin¬

digkeit — o Lol ' /Z ( r — Lok ^ /Z ) , geringer , als
bei der ersten eben so starken Ablenkung , und folglich
Die Verminderung bei zwei Ablenkungen kleiner als

2 . o . ( r — Lok -b /Z ) . So erhellt , daß , nach n Ablen¬

kungen von der ersten Richtung , die Verminderung der

Geschwindigkeit kleiner als n . o . ( i — Lok /Z ist , da
bei jedem folgenden Winkel die gestimmte Verminderung
Der Geschwindigkeit immer kleiner wird . Bekanntlich ist

scl

( Fig . Z2 . ) — r — Lok -̂ - ,2 , wenn bä auf N6 senk¬

recht und aob — A Zugleich erzieht die Ähnlichkeit
Der Dreiecke » bä , aeb , daß

aä : ab — ab : 36 ,
oder aä ; ab ^ ab : 236 ,

ab ? aä
das ist ach — oder 7 - -

ab *

2ac ? '

Die gestimmte Verminderung der Geschwindigkeit
nach n elblenkungen ist also kleiner als

aä ab ?

» der kleiner als n . o . — , folglich gewiß
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, n . c . ( Bogen ^
klemer als - 1— 77^ - . Da dev Bogen ad zur . ae ^

dem Winkel — /Z gehört , so ist seine Länge

^ ^ 180° ' ^ ^ in Graden ausgedrückt und
^ die bekannte Zahl 3 , 14159 ist ; also die Verwinde «

. N . 6 scr . 2 - A - 7r -

xung dev Geschwindigkeit < oder

c . 7r ^

^ 2 . n . i8c >̂
zu jeder gegebenen Grenze und über sie hinaus verkleinert
werden , wenn man n immer mehr vermehrt «

2 ' igo ^ . ae ^

und diese Verminderung kann offenbar bis

Zusatz für geübtere Leser .

Die Analysis lehrt , daß st -- -

^ s -, — st « ^ . st «
I - ^— -st- ,- - :- 7 -st> etc . und nach

2 r . ; . 4 - . ; . 4 - Z . 6

dem Polynomischen Lehrsätze ergiebt sich daraus st ^
I IX

k — " - dl " - -- - d ^ n ? j st « - st- tzto .

211 ^ Xn ^ r . Z .4 ' - - - / ^ '

wo alle folgende Glieder eine höhere als die zweite Potenz von »
im Nenner haben . Hieraus ergiebt sich

r
r — 6ol " . — st — — , wenn man Glieder , die höhere

Potenzen von ir im Nenner enthalten , weg läßt . Daraus er «

hellt , daß für immer größere Werthe von n r — st

immer kleiner wird , und --- 0 wird , für n — n , wie es her
stetiger Krümmung der Fall ist .

§ . 94 . Lehr sah . Wenn ein Körper sich ohne Ein ,
Wirkung fremder Kräfte auf der stetig gekrümmten Linie
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HL ( Fig . zz . ) forrbewegt : so bleibt seine Geschwindigkeit
» » geändert .

Beweis . Wenn man sich an zwei Puncte H , 6
der Curve Tangenten HD , LO gezogen denkt , so giebt
der Winkel LOL an , um wie viel sich die Richtung des
Körpers auf seiner ganzen Bahn HL geändert hat . Denkt
man sich um den Bogen HL ein Polygon gezeichnet , des¬

sen n Seiten unter den gleichen Winkeln — ^ LOL ge¬
gen einander geneigt wären , so daß die erste mit der Tan¬
gente HO , die letzte mit der Tangente OL zusammen
siele : so würde die Geschwindigkeit , welche Anfangs — o

war , sich bis auf o . Lok " -H LOL vermindert haben .

Diese Verminderung wird immer unbedeutender , je grö¬
ßer die Anzahl der Polygonseiten ist , und durch Ver¬
mehrung der Seitenzahl kann man die Verminderung bis
über jede gegebne Grenze verkleinern . Aber wie groß
man auch die Anzahl der Seiten des Polygons nehmen
mag , so ist dych immer ein vielseitigerS möglich , und die
zwischen den Tangenten HO , LO liegende Curve , die
sich an beide anschließt , wird immer noch eine geringere
Verminderung der Geschwindigkeit geben , indem sie über
jedes , wenn gleich noch so vielseitige Polygon , hinaus »
liegt , und auf ihr die Aenderungen der Richtung noch in
unmerklichern Abstufungen erfolgen , als in irgend einem
Polygone . Der Körper alfo , welcher die Curve selbst
durchläuft , leidet gar keine Verminderung der Geschwin¬
digkeit ; Venn da diese Verminderung schon auf den Poly¬
gonen von einer bestimmteren Anzahl Seiten kleiner wer¬
den kann , als irgend eine bestimmte Größe ; so muß sie
auf der Curve ganz verschwinden .

§ . 95 . Bemerkung . Wenn ein Körper auf der
stetig gekrümmten Linie HLL ( Fig . z z . ) fortgeht , so be¬
hält er also seine Geschwindigkeit « » geändert ; ' zugleich
aber übt er einen Druck , der in jedem Puncte der Curve
senkrecht gegen diese ist , aus , weil er immerfort das Be -
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streben behält , in jedem Punkte nach der Tangente der
Curve fortzugehen , und sich von der Curve zu entfernen .

Stellen wir uns einen Körper ^ vor , der durch einen
in 6 befestigten Faden von unveränderlicher Länge 6 ^ . in
L gehalten werde ( Fig . 34 . ) : so wird der Körper , wenn
er nach einer auf den grade ausgedehnten Faden senk¬
rechten Richtung zur Bewegung angetrieben wird ,
genöthigek sein , den Kreisbogen H.LO zu durchlaufen ,
weil der Faden ihn hindert , die anfängliche Richtung
seiner Bewegung zu verfolgen . Der Faden wwd hier
offenbar durch die Kraft , mit welcher der Körper sich
vom Centro ^ zu entfernen strebt , gedehnt , ja diese
Kraft könnte den Faden zerreißen , wenn er zu schwach
wäre ; und wenn das letztere erfolgte , so würde der Körper
seinem Bestreben , in der Tangente der Curve sortzugehen ,
Folge leisten können .

H . 96 . Erklärung . Die Kraft , welche den Fa¬
den spannt , oder welche grade vom Mittelpunkte abwärts
wirkt , heißt die Schwungkraft oder Centrifu -
galkraft . Sie ist , da der Körper sich im Kreise , mit
immer gleicher Geschwindigkeit bewegt , als eine beständig
wirkende und immer gleiche Kraft anzusehen , welche in
jedem Puncte der Kreisbahn gleich stark den Faden spannt ,
weil in jedem Puncte die Ablenkung von der schon erlang¬
ten Richtung gleich stark ist .

K . 97 . Als eine gleichförmig wirkende bewegende
Kraft , welche immer auf dieselbe Masse einwirkt , kann
die Schwungkraft mit der Schwere verglichen werden ,
und wir können das Verhältniß beider Kräfte aus den
Wegen bestimmen , welche ein Körper vermöge der Ein¬
wirkung der einen und der andern in gleichen Zeiten durch¬
lauft oder durchlaufen würde ,

§ . 98 . Lehnsätze . I . Wenn man ( Fig . Z4 -) am
einen Endpuncte des Kreisbogens K.L die Tangente
zieht , und auf ihr das Stück durch den verlänger¬
ten Radius LL abschneider : so ist größer als der Bo¬
gen
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Denn wenn man von L aus die zweite Tangente LO
zieht , so ist gewiß der Bogen ^ 8O kleiner als
oder 2 .̂ .8 < ( vergl . Geom . § . 2 ; g . 259 . )

2 . Wenn man vom einen Endpunctc 8 des BogenL
H.8 eine Senkrechte 8 ^ auf den nach dein andern End -

^ 8 *
puncte gezognen Radius ^ .6 zieht : so ist ^ ,

wenn man hier unter ^ 8 die Sehne und unter r den Halb¬
messer des Kreises versteht .

Es ist nämlich 1*6 r —
8 ^ 2 — r - „ — sr . ^ - ^ 2 ,

UNd ^ .82 — 8I ? 2 — 2r .
^ 8°

oder ^

z . Hieraus folgt , daß ^ < ( B " gen^ 8^ ^ ^
der Bogen ^ .8 größer als seine Sehne ist .

4 . Wenn man an einem Endpuncte des Vogens
die Tangente zieht , und diese durch den nach dem an¬
dern Endpuncte des Bogens gezognen , verlängerten Ra¬
dius abschneidet : so ist das zwischen 8 und der Tangente

^ 2
abgeschnittene Stück 8L kleiner als - .

ES ist E - r - - j- ^ L2 , also 8L - z/ ( r 2 ss. ^ L 2 ) — r ;

NUN ist >/ ( r 2 - j- ^ 2 ) < r - s- 4 , indem , wenn

man die Quadrate nimmt ,

r - - s- ^ - < r2 -s- E -s- i —2- , ist ;

^ ,U2
also 8L < L — — .

§ . 99 . Lehrsatz . Wenn ( Fig . 54 .) ein Körper ,
der durch den Faden ^ 6 genöthiget wird , in der unver¬
änderlichen Entfernung vom Mittelpuncke 6 zu
bleiben , sich auf dem Kreise L8V mit der Geschwindig -
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keit — e fortbewegt : so verhält sich die beschleunigende

Kraft der Schwungkraft zur beschleunigenden Kraft der

Schwere , wie — zur , wenn r des Kreises Halbmes -

ser und § den Fallraum in der ersten Secunde für einen

der Schwere frei folgenden Körper bezeichnet .

Beweis . Wenn der Körper in einem kleinen Zeit »

theile — r den Kreisbogen durchläuft , so ist dieser

— o . r , weil die Bewegung gleichförmig ist , indem ( § .

94 . ) die Geschwindigkeit des , bloß vermöge der Trägheit

fortgehenden Körpers keine Aenderung leidet .

In ^ hatte der Körper die Richtung der Tangente

und würde auf dieser fortgegangen sein , wenn nicht

die gegen den Mittelpunkt ziehende Kraft ihn gcnöthiget

hätte , der Kreislinie zu folgen . Diese Kraft hat also

durch ihre , während der ganzen Zeit — r thätige Einwir¬

kung , ihn um so viel als die nach der Richtung der Kraft

genommene Entfernung des PuncteS L von der Tangente

beträgt , von seinem Wege abgelcnkt . Mißt man diese

Entfernung , um welche der Körper von der Tangente ab¬

gelenkt ist , nach der Richtung ^ 6 der im Anfänge wir¬

kenden Kraft , so wird sie durch — ^ angegeben ; mißt

man dagegen den Abstand von der Tangente nach der

Richtung L6 der am Ende wirkenden Kraft , so ist sie

— LL . Da nun die Kraft während der verschiedenen

Momente der Zeit r immer gegen 6 gerichtet ist , so ist

es irrig , wenn man jene Ablenkung ganz auf die anfäng¬

lich wirkende , aber auch irrig , wenn man sic ganz auf die

am Ende wirkende Kraft bezieht , und wir müssen daher

den Weg , um welchen diese während der Zeit — r wir¬

kende Kraft den Körper von seiner ursprünglichen Rich¬

tung abgelenkt hat , oder den Weg , den er vermöge die¬

ser Kraft in der Zeit — t durchlaufen hat , großer als

und kleiner als Lk ansehen .

Nenne ich die gegen den Mittelpunkt treibende befehlen '

nigende Kraft , welcher offenbar die Schwungkraft gleich
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ist , — x , oder fetze ihr Verhaltniß zur Schwere , wie
p : i , so ist der Weg , durch welchen sie den Körper in
der Zeit — t treibt — x . A . i? , weil die Schwere ihn in
eben der Zeit durch den Raum — 8 - ^ treibt . ( § . z ; . )
Dieser Weg ist aber > ^ 8 und < L8 , wie klein man
auch die Zeit — r und folglich den Bogen ^ 8 nehmen
mag .

, ^ ^ ( Sehne ^ 8 ) 2
Da nun ( § . 98 . No . s . z . 4 . ) ^ 8 — - ^ -

und L 6 < -77- ,

so ist >

und xxt ? <

( Sehne ^ 8 ) 2
sr

ar

2r Es ist aber auch

( Bogen ^ 8 ) 2 ( Sehne ^ 8 ) 2

2r ^ 2r '

. ( Bogen ^ 8 ) 2 ^
und - 71- < ^777 , und folglich liegen x . g . i?

und

2r
( Bogen ^ .8 ) 2 ,

sr

2r immer zwischen denselben Grenzen , wie

klein man auch die Zeit und den Bogen nehme . Solche
Größen , die allemal zwischen einerlei , einander so nahe
als man will rückenden Grenzen liegen , sind gleich ; und

. . ( Bogen -^ 8 ) - o - t »
es ist folglich x . ß . r - - - - —- - -7^ , also2r

x i-i- — , gleich der beschleunigenden Kraft , welche
2ßr

auf jedes Theilchen des Körpers wirkt , um ihn in
unveränderlicher Entfernung von 6 zu halten , oder
gleich der Schwungkraft , die als Gegenwirkung jener
gleich ist .

§ . roo . Wenn man unter 8 die bewegende
Kraft versteht , die bei der Schwungkraft wirksam ist ,
und unter IVl die Masse des bewegten Körpers : so ist
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k ^ , <? M
( § . 27 . ) x — ^ und folglich ? — — und die «

ses ist die gesammte Kraft , welche den Faden zu zerreißen
strebt .

H . ror . Aufgabe . Auf einem Kreise von gegeb -
nein Halbmesser — r , bewegt sich ein Körper ; wie groß
muß seine Geschwindigkeit — 6 sein , damit die Beschleu¬
nigung durch die Schwungkraft , gleich der Beschleuni -
gung durch die Schwere sei .

Auflösung . Da hier x — i sein soll , so muß

cr — 2 A r sein .

§ . 1O2 . Wenn ein Körper sich in einem Kreise be¬
wegte , dessen Halbmesser — r dem Halbmesser der Erde
gleich ist : so wäre c — v^ - Z . r die erforderliche Geschwin¬
digkeit , damit die Schwungkraft der Schwere gleich sei .
Es wäre nicht grade nöchig , daß dieser Körper durch
einen Faden festgehalten würde , sondern wenn er sich
über einem größten Kreise der Erde frei fliegend fortbe¬
wegte , so würde die Schwere ihn in jedem Augenblicke
gegen den Mittelpunkt zu herabziehen , die Schwungkraft
aber mit eben so vieler Gewalt ihn davon zu entfernen stre¬
ben . Der Körper würde also mit der Geschwindigkeit
— z/ rH über einem größten Kreise der Erde fortflie¬
gend , seinen Kreislauf um die Erde unaufhörlich forc -
setzen , ohne auf die Erde zu fallen .

Da r ohngefehr — 19630200 Fuß ist , N . § 15 , 1 ,
so müßte die Geschwindigkeit o — 24360 Fuß in i Se -
cunde sein , damit ein solcher nahe an der Oberfläche der
Erde hinfliegender Körper nicht auf sie Herabsalle .

H . loz . Lehrsäße . i . Die Schwungkraft verhält
sich direct wie das Quadrat der Geschwindigkeit und um¬
gekehrt wie der Halbmesser des durchlaufenen Kreises .

2 . Die Schwungkraft wird ausgedrückk durch den
Quotienten , welchen man erhalt , wenn man die der Ge -
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schwinbigkeit zugehörige Höhe ^ — mit dem halben
Halbmesser des Kreises dividirt .

z . Wenn ein Körper , dessen Masse — ^ ist , sich
mit der Geschwindigkeit --- o auf einem Kreise vom Halb¬
messer — r forlbewegt , und M ' » e , r haben für einen
andern Körper eben die Bedeutungen , so ist das Verhält -
niß der den Faden spannenden Kräfte oder das Verhält -
niß der gelammten bewegenden Kräfte , zusammengesetzt
aus dem directcn Verhältnisse der Massen , dem dirccten
Verhältnisse des Quadrates der Geschwindigkeiten , und
dem umgekehrten Verhältnisse der Halbmesser , oder diese

IVl c - iVl " </ -Kräfte verhalten sich wre — — zu —— .
Die Beweise sind schon im Vorigen enthalten .

§ . 104 . Lehrsatz . Wenn zwei Körper sich in Krei¬
sen von ungleichen Halbmessern bewegen , so sind die be¬
wegenden Kräfte ? , k ' der Schwungkraft , direct den
Massen , direct den Halbmessern der Kreise , und umge¬
kehrt den Quadraten der Umlaufszeiken proportional .

Beweis . Es ssei 1 die Umlaufszeit des Körpers ,
der mit der Geschwindigkeit — 0 den Kreis vom Halb¬
messer — r durchläuft , so ist der in der Zeit --- 1 durch -

2r ,
laufene Weg — 2r . 75 , also 1 — —-— , oder

e —
ar . 7r e - M

und ( §>. 102 .) -
2 i - §

2r . Tr ^ lVI
— ? .

1 ^ 2 r§ "
Eben so ist für den andern Körper , wenn r ' , ^ ' die

2 . l ' . 7x2 , ^übereinstimmende Bedeutung haben , - - — ,
woraus die Richtigkeit des Lehrsatzes hervorgebt .

§ . 10 ; . Sollte hier — r sein , so wäre
217 !^

^ 2 — - Ein Körper also , der nahe über der Erde
forkfliegend frei seinen Kreis durchlaufen , oder durch di
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Schwungkraft grade genau am Fallen gehindert werden
2V

sollte , müßte eine Umlaufszcit — P - ^ Haben¬

wenn mai « für r den Halbmesser der Erde setzte . Da der
Durchmesser desAequatvrS — 65452 io Toisen , also sein
Halbmesser — 19629650 Fuß ist , wofür ich i ^ zosoo

59260000
setze , so ist 1 — 7r . v -— — — 5054 Secunden -

oder ohngefehr — i Stunde 24 Min . , und in so kurzer
Zeit müßte ein nahe über der Oberstache der Erde hin -
laufender Mond einen Umlauf vollenden , wenn nicht die
Kraft der Schwere ihn aus seiner Bahn herabziehen und
auf die Erde fallend machen sollte .

Achter Abschnitt
Vom einfachenPendel ^

§ . 4 06 . Erklärung . Wenn ein der Schwere unter¬
worfener Körper ( Fig . 54 . ) vermittelst eines Fadens
oder dünner Stange an den festen Mittelpunct 6 geknüpft
ist , so daß der Körper , indem die Schwere ihn herab -
warrö treibt , wenn er von der Vcrttcallinie 60 entfernt
war , genöthjgt ist , auf dem Kreisbogen ^ L6 fortzu¬
gehen , so heißt diese Vorrichtung ein Pendel .

H . 107 . Wenn das Pendel von der Verticallinie
66 , in welcher es ruhen würde , entfernt und in eine
Lage , wie 6 ^ gebracht wird : so wird der Körper ver¬
möge seiner Schwere , mit beschleunigter Bewegung auf
^ .6 herabfallcn ; er wird in 6 mit einer gewissen Ge¬
schwindigkeit ankommen und vermöge dieser Geschwindig¬
keit über 6 hinaus nach II zu gehen , wo er aber , weil
die Schwere seiner Bewegung entgegen wirkt , nach unh
nach seine Geschwindigkeit verliert - gegen 6 zurück zu ge¬

ll . Pheil . F
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her , anfängt , und so seine Bewegung in abwechselnden
Hingängen und Rückgängen fortsetzt .

§ . iO8 . Erklärung » Diese Bewegung heißt die
SchwingungSbewegung des Pendels ; ein einzelner solcher
Hingang oder ein einzelner Rückgang heißt eine ganze
Pendel - Schwingung , oder wenn sie sehr klein ist ,
wenn nämltch das Pendel nur wenig aus der vertikalen
Lage gerückt war und folglich sehr kleine Hin - und Her¬
gänge macht , eine Oscillation des Pendels .

§ . 109 . Erklärung . Das Pendel heißt ein ein¬
faches Pendel , wenn bloß ein Punck ^ desselben
als der Schwere unterworfen betrachtet wird . Die in der
Wirklichkeit verkommenden Pendel , bei denen nicht bloß
jeder Punct deö Körpers sondern auch der Faden oder
dre Stange 6 ^ der Schwere unterworfen ist , heißen zu¬
sammengesetzte Pendel .

Wir sehen für jetzt das Pendel als ein einfaches an ,
indem wir bloß ^ als einen schweren Punct , und die übri¬
gen Puncte dagegen als der Schwere nicht unterworfen
betrachten .

§ . uv . Bemerkung . Wenn ein der Schwere
unterworfener Körper auf der Ebne ab ( Fig . zz . ) ohne
anfängliche Geschwindigkeit herabsinkt : so erlangt er ( K >
49 .) in b eben die Geschwindigkeit , die er bei freiem
Falle in 6 , welcher Punct mit b in einerlei Horizontale
liegt , erlangt Härte . Ginge er nun mit dieser schon er¬
langten unverminderten Geschwindigkeit --- 2 . z/ g . » s auf
die Ebne de über , so hätte er in e die Geschwindigkeit
— V 2 z/ x . ss -ch . Sin beb . wenn ob horizon¬
tal und e die zu dem Falle durch de verwandte Zeit ist .
In dieser Zeit ist der durchlaufene Weg

be — 2t . ao ch Al? Lin beb ,
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das ist r — be . 8in bck -l - ge

Lin bok
§ . Lin - bakLin - bak

^ ek ge Xoder t
. Lin bok L - Lin -

/ ek -^- ae

^ . Lin - bck
folglich v 2 ^/ g . z/ ( sl -s- ne ) — 2z/ § . gj -.
Die Geschwindigkeit würde also in c eben so groß sein,
als die , welche ein von a bis zu der Horizontallinie k « frei
herabfallender Körper in k erlangt hatte . Und so läßt sich
ferner zeigen , daß der auf den aneinander gefügten Ebnen
herabfatlende Körper in jedem Puncte ä die seiner vertica -
ien 'Liefe unter dem Ansangspuncce entsprechende Ge¬
schwindigkeit — 2 sg würde erreicht haben , wenn ec
ohne Verlust an Geschwindigkeit von einer Ebne zur an¬
dern hinüberginge .

H . m > Lehrsatz . Wenn ein schwerer Körper auf
der stetig gekrümmten Linie ^ 6 ( Fig . z6 .) vom Puncte
an sich ohne anfängliche Geschwindigkeit herabbewcgt : so
Hat er in jedem Puncte 6 völlig eben die Geschwindigkeit
erlangt , die er bei freiem Falle von aus , in dem , mit
6 auf einerlei Horizontallime liegenden Puncte O erlangt
hätte .

Beweis . Da bei der krummlinigten Bewegung
( H . 94 .) kein Verlust an Geschwindigkeit Statt sinder , ob¬
gleich der bewegte Körper seine Richtung ändert : so ist
klar , daß der im lehren als hypothetisch gesetzte Fall,
hier wirklich eintritt . Der Körper erlangt also in jedem
Puncte 6 die Geschwindigkeit oder geht in 6 auf dec
krummen Linie mit der Geschwindigkeit fort , die er bet
freiem Falle bis zu dieser Tiefe unter dem Anfangöpuncte
würde erreicht haben .

§ . H2 . Bemerkung . Dieser Sah könnte in
manchen Fällen zu sehr bequemer Darstellung der Zeit die¬
nen , die der Körper gebraucht , um gewisse Theile seines
Weges zu durchlaufen .

Zeichnet man nämlich , so wie in tz . 6c>. ( Fig . z6 . ) ,
eineCurve , deren Absciffen ac gleich den vom fallenden

F -
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Körper anf ^ 8 durchlaufenen Wegen sind , also nc — ^ 6 ,
26 ad ^ 8 , und nimmt die Ordinaten nA ,
cd u . s. w . den Geschwindigkeiten umgekehrt proportional ,

also a§ — cd — wenn o die Geschwindigkeit in

und v die Geschwindigkeit in L bedeutet : so ist die
Fläche apcho der auf dem Wege — ac verwendeten Zeit
proportional .

Wenn ich die anfängliche Geschwindigkeit in ^ als der

Höhe — 6 ^ — — zugehorend ansetze , so würde in 0

die Geschwindigkeit ( H . zo . ) — 2 - 00 ; in L die Ge «
schwindigkeir — 2 . 61-' sein ; und die Curve Add wäre
völlig bestimmt , wenn man die Abscissen soBogen ^ 6 ,
die Ordinaten aber als der Geschwindigkeit umgekehrt
proportional austrüge . Aber hier entstände eine große
Schwierigkeit , wenn die anfängliche Geschwindigkeit

- - 0 ist ; denn dann müßte 8A — — unendlich sein

( vergl . Trig . § . 4 z ) und es würde nun nicht mehr mög¬
lich sein , den Flachenraum ( Fig . Z 7 . ) mit einiger Leich¬
tigkeit auszurechnen . Es ist zwar einleuchtend , daß die¬
ser Flächenraum , obgleich er sich unendlich in die Höhe
ausdehnt , doch nicht grade ungeheuer groß zu sein braucht .
Denn befolgte zum Beispiel die Curve das Gesetz , daß für
kip — ai — di — dl — der Linie .1 ) der Flächenraum
idnm — ^ ; klon — A u . s. w . jeder (n i ) te
folgende ^ ^ jsi einleuchtend , daß der
ins Unendliche sich auödehncnde Flachenraum doch nur
— ( i - s- ^ - s- Z- - j- ^8, - s- - s- ) -- z .̂ 2 ( Arithm .
§ . 211 . ) Es ist also nicht ungereimt , nach dem Inhalte
dieser Flache zu fragen , aber sehr oft mögte es uns zu
schwierig werden , diesen Inhalt wirklich zu bestimmen .
Wir werden daher für die Bewegung des Pendels eine
andre Darstellung der Zeit wählen müssen .

§ . nZ . Bemerkung . Wenn ( Fig . z 8 . ) das
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um den festen Mittelpunct 6 bewegliche Pendel ist , dessen

einziger Punct ^ der Schwere unterworfen , den Kreis

^ 8 O durchläuft : so ist nun , wenn in A . die Bewegung

ohne anfängliche Geschwindigkeit begann , die Geschwin¬

digkeit in k ' , — 2 wenn Horizontal -

linicn sind . Im niedrigsten Puncte 8 ist die Geschwin¬

digkeit — 2 und mit dieser fängt das Pendel an ,

gegen O zu steigen ; da es aber hier offenbar seine Ge¬

schwindigkeit ganz nach eben den Gesehen verliert , nach

welchen es sie beim Hcrabgchcn auf ^ 8 gewonnen halte :

so ist in b die Geschwindigkeit eben so groß , als sie in

dem eben so hoch liegenden Puncte ^ war ; und wenn O

in der Horizontallinie liegt , in welcher bei A , die Bewe¬

gung anfing , so ist in O die Geschwindigkeit — o gewor¬

den , und daS Pendel fängt hier wieder an zu fallen . Wä¬

ren keine Hindernisse der Bewegung , keine Reibung u . s .

w . vorhanden , so würde dieses Hin - und Herschwingen

des Pendels unaufhörlich fortdauern , da das Pende im¬

mer wieder eben so hoch steigt , als es gefallen ist .

§ . 114 . Aufgabe . Ein schwerer Körper durch¬

läuft den Weg ^ 86 , der aus zwei graben unter einem

Winkel zusammengesetzten Linien ^ 8 , 80 besteht ( Fig .

zy . ) ; man verlangt für den Fall , da 80 horizontal ist ,

zu bestimmen , ob und in welchen Fällen die dazu ver¬

wandte Zeit kleiner sein könne , als die Zeit , welche der

Körper auf dem graben Wege ^ 0 zubringen würde .

Auflösung . Es sei der ersten Linie ^ 8 — u Nei¬

gung gegen den Horizont — O ', die zweite Linie 80 sei

— Da die letztere horizontal ist , so hat man 7V8O

180 ° — P und A .0 — - s- - si, 2 uw Ook ^ ) .

Der auf ^ 8 durch die Schwere herabgetriebene Körper

gebraucht , um von A . nach 8 zu gelangen ( H. 47 . ) , die

Zeit und hat , indem er in 8 ankömmt ,

die Geschwindigkeit ( § . 49 . ) — 2 . Sin P . Aber in¬

dem er auf 80 hinübertritt , verliert er einen Thcil seiner

Geschwindigkeit und diese bleibt nur noch ( H. 92 .)
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^ 2 60 ^ . v/ ( § . u . S ! n ^ >) ; mit dieser durchläuft er
. . iv

r . n W .g - ^ » , d . ° S - >- - -

Folglich ist die ganze Zeit , in welcher er auf dem Wege
von ^ nach 6 gelangt ,

^ ^ s col ' cp Wäre er
dagegen auf der graden Linie nach 6 gekommen , so
wäre die verwandte Zeit

^ 6 ^ 6 L6
t ---- z/ -

A . Liii ^ LO

oder -
v/ g . ^ t-! . Lin^ 6

z/ g . u . 8iu P '
Man hat also r/ < r ",

iv ^ 6
wenn z/ u -j- < 77- ,

' sLol ^ . z/ u >/ u.

°b°r " 4 - < ^ 0 ist.

Dieses ist die Bedingung , welche Statt finden muß,
wenn der Körper schneller auf dem längern Wege
als auf dem kürzern -^ 6 von nach 6 gelangen soll .

§ . uz . Daß u -j- ^ oderDaß u
2 Lok <̂

" ^ 2 ^ 5 ^ ^ ^ 2 U ^ 6ok <p -j- xv ? )
werden könne , ergiebc sich leicht ; es muß nämlich , wenn
man quadrirt

IIIV IV " .
4 -

. II IV ^ ,

c ^ tZ -i - ^ ^ " s« " '

- der u ( i — - Los - P ) < « ( cot K —
IV . ( 4 ^ — l )oder u <

4 6 ok ^ ( l — 2
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Dieser Formel kann , da sie nicht negativ werden darf.
Genüge geschehen , wenn zugleich ^

und < 4 ist , oder
P zwischen 4 ; Graden und 60 Graden liegt .

Wäre z . B . --- so würde der Körper
auf schneller als auf ^ 0 nach L gelangen , wenn

u < — - — lst .

§ . 116 . Hieraus erhellt die Möglichkeit , daß viel¬
leicht der auf dem Kreisbogen herabgehende Körper
schneller nach L gelangen könne , als der auf der Sehne

herabfallende Körper .
§ . nLohnsatz . Wenn ein Körper ( Fig . 40 . )

gegen den Mittelpunct 6 mit einer Kraft angezogen wird ,
die der Entfernung vom Mittelpunkte direct proportional ,
und — x ist in der Entfernung 6 ^ — a , so bewegt er
sich , wenn die Bewegung gegen den Mittelpunct , in ^
ohne anfängliche Geschwindigkeit begann , auf dem Durch¬
messer so fort , daß ein den Kreis durchlaufen¬
der Körper ihn immer begleiten , oder sich mit ihm in
einerlei Ordinate kiVl befinden würde , wenn des letzter »
Geschwindigkeit immer gleich und so groß wäre , als die¬
jenige , weiche der andre Körper im Centro erlangt hat .

Beweis . Wenn der von ^ gegen 6 angezogene
Körper in der Zeit --- t von nach M gelangt ist : so
behauptet der Lehrsatz , daß der im Kreise gleichförmig
bewegte Körper allemal von nach k , als dem in der
senkrechten Ordinate durch iVl liegenden Puncte gekommen
sei , und so den auf ^ v forrgehenden Körper während sei¬
ner ganzen Bewegung begleite .

Ist der angezogene Körper nach M gekommen , und
nenne ich den durchlaufenen Weg --- 8 , ^ 6 aber

a : so ist LIVl — a — 8 , und die in M auf ihn wirken¬
de Kraft verhält sich zu x , wie die Entfernung — ( » -— §)
zu a , weil die Kräfte den Entfernungen direct proportio¬
nal sind , und in der Entfernung a die Kraft --- x ist .
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In M also ist die beschleunigende Kraft — ^ ^
und hiernach könnte die .Scale der wirkenden Kräfte am 6
gezeichnet werden . Man zeichnet diese am besten so ( H ,
6 i . ) , datz man die Ordinären Min doppelt so groß
als die Geschwindigkeiten nimmt , welche von den darzu -
stellenden Kräften in einer Secunde hervorgebracht wü »
den . Diese Geschwindigkeit am Ende der ersten Se¬
kunde würde — 2 Ap sein , für die Kraft ^ x , sie würde

p . ( a — s ) ^ . p - ( a — s )
—. 2 ^ . - -- - ftin für die Kraft — - ^— - u .
s. w . Nimmt man also die Abflüssen — s , und

zeichnet die Ordinalen ^ a — ; lVkm
48 ? ( a — s )

so erhält man die Scale arn 6 der beschleunigenden Kräfte ,
die hier eine grade Linie wird , und der trapezische Raum
^ nnilVl ist ( H. 61 . ) , wenn v die in iVs
erlangte Geschwindigkeit bedeutet . Es ist also

V - — ^ " ^ 8 — ^ - ( 23 — s ) s .Zeichnet man mit dem Halbmesser um 6 einen
Kreis , so ist bekanntlich

: MI » — M ? : MV ,

oder 8 : M ? — IVl ? : 23 — s ,
2LP 2L . p

also v » - - . lVli- 2 , oder v — M ? .

2 ^ D
welche im Mittelpunkte ---- a wird , und hier ihren

größten Werth erreicht , weil , wenn der Körper über 6
hinausgeht , die nach L ziehende Kraft feine Geschwindig¬
keit vermindck .

Denken wir uns nun einen mit der gleichförmigen Ge¬

schwindigkeit ---- auf dem Kreise

förttzeheuhey Körpep , so werden wir , wenn er in ? ange -
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langt ist , leicht bestimmen können , um wieviel er vermöge

jener Geschwindigkeit in einer Secunde nach einer dem

Halbmesser parallelen Richtung fortrücken würde . Da

der Körper in ? die Geschwindigkeit — zZ - g - a - p hat , so

würde er , wenn er nicht genöthigt wäre , der Kreisbahn

zu folgen , auf der Tangente den Raum — v/ - Z . -i .p

in i Secunde zurücklegen , und folglich nach einer mit ^ 6

parallelen Richtung um rkt fortgerückt sein . Es ist aber

xy : rkr - - : riVl ,

oder z / - -; . !r . x : kli — 3 :

folglich kks - - riVl .

also die mit ^ .6 parallele Geschwindigkeit des im Kreise

bewegten Körpers allemal — v , derjenigen Geschwindig¬

keit gleich , die der auf ^ 6 fortgehende angezogene Kör¬

per hat . Wenn also beide Körper zugleich von ^ aus¬

gehen , so werden sie , weil ihr mit paralleles Fort¬

rücken immer gleich viel beträgt , so mit einander sortge -

hen , daß sie sich immer beide in derselben gegen ^ .6 senk¬

rechten Linie ? lVI , t ^ 8 u . s . w . befinden .

§ . n8 . Lehnsaß . Wenn ein Körper durch eine ,

den Abständen von L proportionale Kraft gegen 6 hin

angezogen wird , und von ^ an , ohne anfängliche Ge¬

schwindigkeit , seine Bewegung qnfängt : so ist , wenn alle

Bezeichnungen so bleiben , wie im vorigen § . , die Zeit ,

in welcher der Körper von ^ nach 6 gelangt ,

4 nV - , wenn 77 d »e bekannte Zahl — 3 , 14159 . . ,

bedeutet .

Beweis . Wir haben eben gesehen , daß der Kör¬

per , welcher von -V. nach 6 angezogen wird , den Weg

^ 6 in eben der Zeit durchläuft , in welcher ein mit der

Geschwindigkeit — auf dem Kreise fortgehen¬

der Körper den Quadranten durchläuft . Der leß ,

tere macht den Weg - - - - - - L 3 77 in der Zeit
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kl 7k
N ^ — - ; in eben der Zeit. - S - ax 2Z - ?

gelangt also der angezogne Körper von ^ nach 6 ,
§ > ny . Jener angezogene Körper geht mit beschleu¬

nigter Bewegung bis in 6 fort ; hei seinem Fortgange über
6 hinaus , nimmt seine Geschwindigkeit ab , und ver -
schwindet in L , wo 68 — ist . Die gegen 6 anzie¬
hende Kraft treibt dann den Körper wieder gegen 6 zu ,
und er wird unaufhörlich zwischen ^ und 8 hin und Her¬
zchen . Stellen wir uns zugleich den im Kreise mit der
vorhin erwähnten Geschwindigkeit gehenden Körper vor ,
so gehen beide zugleich von ^ aus , gelangen am Ende

nach 6 und nach O , und kom -der Zeit - - H >/
2A ?

men am Ende der Zeit - -
s

2A ?
wieder in 8 zusam¬

men . Dann geht der im Kreise laufende auf dem anhern
Halbkreise 86 ^ . und der angezogne Körper auf dem
Durchmesser 8 ^ . in gleicher Zeit nach zurück , und die¬
ser Kreislauf des einen könnte , so wie das Hin - und Her¬
zchen des andern unaufhörlich fortdauern .

K . i 2 v . Diese Sätze zeigen , woher es kömmt , daß
die zu bestimmten Wegen verwandte Zeit bei einer Kraft ,
die immer dem bis an 6 noch übrigen Wege proportional
ist , mit der Zeit , die ein im Kreise laufender Körper ge¬
braucht , kann verglichen werden . Es kömmt nämlich da¬
her , weil die Geschwindigkeit der Ordinate dieses Kreises
proportional ist .

H . i 2 i . Lehrsatz . Die Zeit einer halben Pendel -
Schwingung , oder die Zeit , in welcher das Pendel den
Weg ^ .8 durchläuft , wenn in ^ die Geschwindigkeit — s

war , ist sehr nahe — Z -r v — , wenn der Bogen ^ 8
2A

sehr klein und die Länge des Pendels — s ist . ( Fig . Z8 -)
Beweis . Indem der Körper sich in e befindet , übt

die Schwere , deren Kraft ich --- r setze , eine nach der
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Tangente ek wirkende beschleunigende Kraft -- - Sin L60

aus , die also — ^ und bei sehr kleinen Bogen beinahe
Bogen La

—: der letztere Ausdruck genau , so

verhielte sich hier wirklich die beschleunigende Kraft , wie
der bis an L noch übrige Weg , und die Gesetze der
Bewegung würden die in § . n ? bis 120 . gefundenen
sein .

Fing also die Bewegung in 0 an , und war dort die
Geschwindigkeit — o , LLc aber — « , und der Bogen
Le — a . cs , wenn die Lange des Pendels - -- a : so ist die
Zeit , in welcher der Körper von 0 nach v gelangt , so
groß als diejenige , welche er gebrauchen würde , um mit
der in L erlangten Geschwindigkeit den Quadranten eines
Kreises vom Halbmesser — a . « zu durchlaufen . Dieser
Quadrant ist --- 4 rr . a . « , die Geschwindigkeit in L

--- 2 Vs - äö ^ 2 ( Sehne Le ) >/ — , weil

( Sehne <B ) r ^ .
68 — - - Darf rch also , wre es ber kleinen

Bogen beinahe erlaubt ist , die Sehne mit dem Bogen
vertauschen und Sehne Le — « . a schreiben , so ist die

A _
Geschwindigkeit in L , — 2 « . a und die

Zeit , in welcher der Quadrant — ^ na « gleichförmig
^ Na « a

durchlaufen würde — - — 2 ^ V
' « v - ag 2§

§ . » 22 . In dieser Ableitung ist nun wohl alles ver¬
ständlich . Man denkt sich den kleinen Bogen , welchen
der Pendel bei seinem halben Schwünge durchlauft , als
gradlinigt ausgedehnt , und diese grade Linie — a . « ist
in Fig , 40 . der Halbmesser des dortigen Kreises 6 ^ ,.
Der schwere Punct des Pendels wird auf jenem Bogen
von einer Kraft fortgetrieben , die wir als dem noch zu
durchlaufenden Bogen proportional angesehen haben , und



§2 II . THeil . Die Gesetze der Bewegung fester Körper .

die dem Körper , da wo d ie Kraft — o wird , die Ge¬
schwindigkeit — 2 . ^/ g , SL ( Fig . z8 . wo äL die Tiefe des
Falles ist ) ertheilt . Die Zeit des Falles durch Fig .
40 . ist nun so groß als die Zeit des Laufes durch den Qua¬
dranten mit der Geschwindigkeit , die in 6 erlangt war
u . s. w .

§ . 12z . Die Zeit , in welcher das Pendel sich an
der andern Seite wieder erhebt , ist eben so groß , als die
Zeit seines FallenS , und folglich die ganze Zeit eines Pen -

a
delschwunges — V — ,

wenn der Bogen , um welchen das Pendel aus der verti¬
kalen Lage gerückt war , so klein ist , daß man Sehne , Si¬
nus und Bogen mit einander vertauschen darf .

§ . 124 . Eigentlich ist dieses nur die Grenze , welcher
die Schwingungszeit des Pendels desto näher kömmt , je
kleiner die Schwingung ist . Größere Schwingungen er¬
fordern etwas längere Zeiten . Wir wollen jene Zeit , die
Zeit einer Oscillation nennen ,

Zusätze für geübtere Leser .

Wenn das Pendel LS . ( Fig , ; 8 . ) in S ohne anfängliche Ge «

schwindigkeit seine Bewegung angefangen hatte , und nun in I? an «

gekommen ist : so ist , wenn ich ^ L6 SLk HL — a
nenne , die Kraft , welche in k den Körper forttreibl — 81 » ( « - P ) .

Die in k schon erlangte Geschwindigkeit — v nimmt also in der

kleinen Zeit Sr , in welcher die wirkende Kraft als » » veränderlich

angesehen wird , um
Sv — 2Z . 81 » ( « — </, ) - Sr

zu . Multiplicire ich hier an beiden Seiten mit - v und überlege ,
daß vckr der kleine , mit der Geschwindigkeit v in der Zeit

— Sr zurückgelegte Weg ist , dieser aber offenbar dem Dogen acl <x

gleich ist , weil das Fortrücken des Pendels eine Aenderung ^ Sg ,

des Winkels P oder — » SP des Bogens Sk — » P hervorbringt :

sh erhalte ich avSv ^ 4§aäP . 8 i» ( « — P )
oder avSv — — 4ga . S ( « — P ) , 81 » ( « —

Hierans folgt — Lonst -j - 4g » Lok ( °^ — </ ) ,

yder da für g-> — 0 , — s war , welches
.L.» » » r - ^ 7 4g » Lol ^ , stiebt,
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9 )

das ist
48

4Za ( Los — hc) — Los « ) ,

: a ( Los ( « — P ) — Los « ) L6 —- LH

als die Höhe , welche der in I ? erlangten Geschwindigkeit zugchört .
( wie in H. no . m .)

Auch für ät können wir jetzt einen Ausdruck finden ; denn daväv — 2 Z !lä kp . 8in ( « — P ) ,

v aber — - . V^ ( 8 -̂ ( ^ °s ( « — 4 ) Lol « ) )
rZ « ä -p . 8in ( « — P ) _ e>P . Sin ( « — </ )

" v ^ ^ / ( Los ( « - 4 ) —.

ist , so wird aus äv — LZ . 8in ( « — </ ) . äs , nun

also äv

ät —
äP >/ -

^/ ( Los ( « — gc) — Los«) '
Diese Formel ist allgemein ; wollte man sie in völliger Allgemeine

« L

heit integriren , so müßte man ( Los ( ^ — « ) — Los « ) * in
eine Reihe verwandeln , was mit Hülfe der bekannten Reihen für

die Kreisfunctionen und mit Hülfe des Polynomischen Lehrsatzes
eben nicht schwer ist .

Hier will ich mich begnügen , das Integral für sehr kleine

Werthe von « und P zu suchen .

Für sehr kleine Winkel ist nahe genug ( Pasquich Anal . '

i . Thcil . h . i ; 8 .)Los ( « — - ) — r — 4 ( « — g^) ^
Los « I — ^

also Los ( « — gl>) -— Los « — tt P '

Zn diesem Falle also ist

äs —

oder ät

äP . ^

^ / ( « P — ^ P ^ ) '

2Z ^
äP

c! H
^ / ( « ->— ( « — gd) r )

- -k>)

_ « ' » 8 _ _ »

woraus t Lonss — . ^ rL . Sän ( Pasquich
Analys. 2 . Theil . h . ra .) folgt -
<r — o , als» Lonrt — ^-7—

V - L

Wir wissen , daß so für

. ^ re . Lchi i — o , oder die ZUM
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Lin — r . Der Dogen — L- gehört , 6onst — Z 7r z/ -

« Nd t — — ^ ro . Sin ^E - Z i V « / l
Wenn wird , oder das Pendel die vertikale Lage erreicht

hat , ist t -- - Z7r v ^ , wie wir es vorhin fanden . Die allge¬

meine Integration erfordert eine weitläustige Rechnung , zu der

hier nicht der Ort ist .

K . i2z . Bemerkung . Kennte man eine Curve,
deren Krümmung so wäre , daß genau ( Fig . 41 .) für
jeden vom niedrigsten Pnncte L an gerechneten 'Bogen L ^ >
die Neigung der am Endpunkte -4. deö Bogens gezognen

Berührungölinie durch Sin -LR6 --- ^ gegeben würde ,
so fände Hier für Bogen von jeder Größe dis vorige
Betrachtung ihre genaue Anwendung . Eine solche Linie
ist die Cycloide , die wir schon in der Statik § . 220 . 221 .
kennen gelernt haben . Wird die dortige 8ite Figur so
gezeichnet , daß das Oberste zu unterst gekehrt ist , so
würde sie so wie Fig . 42 . ausfehen , und es läßt sich ziem¬
lich leicht zeigen , d aß jede r Bogen LR

— 2 ist , wenn r der Halbmesser des
walzenden Kreises ist ( Statik K . 221 . ) , die Lage der
Berührungölinie in R ist aber dadurch bestimmt , daß

LL ^8m RMN — z/ — ,

oder daz / Ll - —
z LR Lin RMdis — 5 Vogen LR

2r
Bogen LR

4r
Bewegt sich ein schwerer Körper auf der Cycloide ^ RL
herab , so ist in jedem Puncke R die beschleunigende Kraft,
welche ihn hier nach der Richtung der Tangente oder des
Bogens forttreibt , dem noch zu durchlaufenden Bogen
LR proportional . War also in R der Anfang der Bewe¬
gung , und folglich in L , im tiefsten Punkte die Geschwin -
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bigkeit 2 z/ Z . i .L , so ist die auf den Bogen KL ver¬

wandte Zeit --- ^ da Bogen KL

Diese Zeit ist also immer gleich , man mag den Körper
von ^ an , von K an oder von L an auf der Cycloide her -
ablaufcn lassen , denn die Formel für die Zerr hängt gar
nicht von der Lange des Bogens ab .

Die Cycloide heißt um dieser Eigenschaft willen eine
tautochronische Curve , das ist eine Curve von im¬
mer gleicher Falizeit , der Bogen sei welcher er .voll » .

Diese Gleichheit der Zeiten hängt davon ab , daß ,
wenn der Körper von ^ an zu fallen an fängt , er wegen
der starken Neigung der Curve sogleich eine erhebliche Ge¬
schwindigkeit erlangt , also den folgenden Bogen z . B .
KL mit weit größerer Schnelligkeit durchläuft , als er ihn
durchlaufen würde , wenn er erst in K seine Bewegung an -
stnge . Diese größere Schnelligkeit ersetzt grade die Zeit ,
welche zum ersten Thcile des Bogens verwandt ist .

§ . 126 . Die eben angeführten Eigenschaften der Cy¬
cloide ließen sich auch hier wohl strenge beweisen , wenn
ich nicht fürchtete , zu ausführlich zu werden . Schwerer
mögte eö sein , hier die Gründe anzugeben , warum die
Cycloide auch die Linie des schnellsten Falles
oder die Brachystochrone ist . Verlangt man nämlich für
zwei in derselben Vertical - Ebne liegende Puncte , die we¬
der vertical über , noch horizontal neben einander liegen ,
die Linie zu bestimmen , auf welcher der fallende Körper
am schnellsten vom einen zum andern gelangt : so ist auch
diese Linie die Cycloide .

Zusähe für geübtere Leser .

Die Gleichung für die Cycloide war ( Statik . § . 220 . )

^ 7r Vogen KL

^ z / 21 - .3z / 21- . ich ist , die Zeit ) 2 z/ x . lch

F -2- r . ^ ro , Liii 21 -x — x ^ )

L .
^ — z/ ( ? r ^ ^ „ üb
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hier bedeutet ( Fig . 42 . ) , X — kl . ) ^ — LL , r ^ L ? denHalbmesser des wälzenden Kreises . Die Neigung der Tangente

AL gegen H wird gefunden durch ^ — tung LAN , ,

oder Lotung LAN - ^ -̂ -

denn wenn ich 8in - >—

^/ < 21- X — X - ) O .I 'L >/ ( 2rx — x? ) '

_ ^/ ( rrx — x ^)
setze »

also ^ — rP — r 8i » ^
so ist ä ^ — i- ägo — x 6 <x (üol' P

ä . 8in P _ ( r — x ) äx i
r — x ^/ ( 21- x — x ^ ) ' i — x '

ä . 8iiigo
über - - -

ä ) '
« lso — Lotung LAN — — — - - - - - 7- r - 2 — .
" äx o ^ / ( rrx — x ^ ) ^ / ( ar x — x ? )

^ / ( rrx — x ^ ) '

Und 8in LAN - 2-
>/ ( sr x — x ^) — x

21 x

Das Differential des Bogens .4 L wird

äs ( äxr - s- 6 ^ 2) — äx . ^ i - s-

dder äs

^ / ( 21 X - X2 )

— ä . ( rr — x ) .
v - r ;

— äx
ar

rr — x gefunden -

^ / ( Lr — x ) ^
woraus 8 — Lvnst — 2 ^ / 21 . — x ) folgt .

Soll der Dogen nicht von ^ an gerechnet werden , sondern von

L an , wo x — 2i - ist , so kömmt keine beständige Größe hinzu -

und es ist 8 — 2 ( 41 -2 — 21 - x ) — - ,

a>dcr 8in LAN — — 7.
41 -

Die Gleichung äv — 2g . 8in LAN . ät giebt also Nu »
2väv 4g , 8111 LAN . ä8 ,

wenn ich unter 8 den in der Zeit — t durchlaufenen Weg verstehe .
Nenne ich u den ganzen Bogen LO , um welchen für t — 0 der

Körper von L entfernt war , so ist s — u — 8 , also

ä8 — är und aväv " — —
41 -
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lüonsi — ^ -— § 2 ) , weil V — c>2i - rr ^ ^

für » — s . Wir erhalten also üt ^ z / — ,

1 Lonst — . ^ ro > 8i >. — ,
v/ Z 2

t ^ o 8in , weil t verschwinden
soll für s — s oder 8 — o . Die ganze ^ allzeit bis an L ist also

— ^ unabhängig von der Gräße des durchlau »

fenen Bogens a .

§ . 127 . Lehrsaß . Die Oscillationszeiten zweier
Pendel verhalten sich wie die Quadratwurzeln aus ihren
Längen , wenn beide derselben beschleunigende Kraft » er
Schwere unterworfen sind .

Der Beweis liegt in der Formel § . 12z . , wo die
n

ganze Oscillationszelt — 1 — 77 und s die Länge des

Pendels war .
Das Pendel , welches Secunden schlagt , ist also

4Mal so lang , als das , welches halbe Sekunden schlägt .

§ . 128 . Lehrsatz . Wenn auf zwei Pendel unglei¬
che beschleunigende Kräfte wirken , so läsit sich das Ver -
hältniß dieser Kräfte aus den Längen der Pendel und ihren
Oscillationözeiten bestimmen ; die Kräfte verhalten sich
nämlich direct wie die Längen der Pendel , und umgekehrt
wie die Quadrate ihrer Oscillationözeiten .

Beweis . Wenn auf zwei Pendel von den Langen
— a und — verschiedene beschleunigende Kräfte wir¬
ken , nämlich auf das erste eine Kraft , die den fallenden
Körper in der ersten Sekunde durch den Raum — §
treibt , auf das zweite eine beschleunigende Kraft , für
welche dieser Raum — ist : so verhalten sich diese
Kräfte wie § : ß ' ( § . z ; . ) , und die Oscillationszeicen
1 ? und 1 ^ der beiden Pendel würden kein

II . Theil » G
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'5 — n und -r '

- a , „— und § —

sr >/ —
2 ^

27 27 ^ N

also § — ^

§ . 129 . Hieraus erhellt , wie die Pendellänge dazu
dienen konnte , zu entdecken , daß die Schwere am Aequa -
tor schwacher wirke , als in großem Breiten . Die Oscil »
larionSzeic eines Pendels wird nämlich durch die , vermit¬
telst der Uhr abgezählten Oscillationcn wahrend eines gan¬
zen Sterntages , der auf der ganzen Erde gleich ist , sehr
genau angegeben ; mißt man die Länge deö Pendels gleich¬
falls mit großer Genauigkeit , so findet man , ob der Quo¬

tient ^ unter allen Breiten gleich , oder wie er verschie¬

den ist .

H. 1 zo . An m erkung . Da sich für größere Schwingungen
des Pendels die Schwingungszeilen nicht ohne Integral ,
rechmmg bestimmen lassen , so will ich hier nur die Formel
dafür hcrsehen , damit man allenfalls darnach rechne » könne .
Behalten a , Z , n ihre vorigen Bedeutungen und ist — l,
die verticalc Tiefe , um welche der schwere Punct vom An¬
fänge der Bewegung bis zu seiner größten Tiefe sinkt , oder
L — a — a OofP , wenn P der Vogen ist , um welchen
das Pendel beim Anfänge der Bewegung gehoben war : so
ist die Zeit eines ganzen Schwunges oder die Zeit der gan ,
zen Schwingung durch ( Fig . z3 . )

Eine Reihe , deren folgende Glieder bald ziemlich klein
werden , zumal wenn K nur klein ist .
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Neunter Abschnitt .

Von den Centralkräften und der Bewegung
der Körper um anziehende Mittel '

p u n c t e .

§ . izi . Erklärung . Centralkräfte sind alle die,
deren Richtungen gegen einen bestimmten , unveränder¬
lichen Mittelpunct gehen , welche also die ihrer Wirkung
unterworfenen Körper entweder gegen diesen Mitcelpunet
anzieben , oder davon zu entfernen streben .

In der Natur kommen uns meistens nur anziehende
Kräfte vor .

§ . iZ2 . Bemerkung . Wenn ein ruhender Kör¬

per durch eine Cemralkraft in Bewegung gesetzt wird : so

erhält er eine gradliuigte , gegen den Mittelpunkt der An¬

ziehung ( wenn es eine anziehende Kraft ist , ) gerichtete Be¬

wegung , deren Untersuchung ( wie die Beiip . ele § . 64 .

117 . zeigen , ) nicht so sehr schwierig ist . Wird aber der

Körper durch einen seitwärts gerichteten Stoß in Bewe¬

gung gesetzt , so daß die anfängliene Richtung seiner Be¬

wegung nicht mit der Richtung gegen den anziehenden

Punct hin , oder mit der grade entgegengesetzten Rich -

rung übereinstimmt : so muß er eine krummlinigte Bewe¬

gung anfangen , und die Betrachtung wird nun deswegen

schwieriger , weil die Richtungen , nach welchen die anzie¬

hende Kraft in verschiedenen Zeitpunkten auf den Körper

wirkt , nicht unter sich parallel sind .

H . 1 zz . Bemerkung . Die in der Natur vorkom¬

menden anziehenden Kräfte hangen immer auf gewiste

Weise von der Entfernung vom anziehenden Mutilpuncte
ab , so daß der bewegte Körper gleich stark angezogen

G 2
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wird , wenn er in verschiedenen Punkten seiner Bahn glei¬

che Entfernungen von demselben erreicht . Geht er daher

im Kreise um den anziehenden Mittelpunkt herum , so ist

für ihn die anziehende Kraft eine unveränderliche , in

jedem Puncte der Bahn senkrecht gegen die Richtung der

Bewegung wirkende Kraft .

§ . r̂Z 4 . Aufgabe . Ein Körper ( Fig . 4 Z . ) der sich

in befindet und mit der beschleunigenden Kraft — x ge¬

gen den Mittelpunkt 6 angezogen wird , hat in -ä . eine

auf ^ 6 senkrechte Bewegung ; wie groß muß die Ge¬

schwindigkeit — v sein , damit der Körper auf einem

Kreise fortgehe .

Auflösung . Da die Richtung der Bewegung in

^ senkrecht gegen ^ 6 ist : so hat der Körper ein Bestre¬

ben , sich nach der Richtung tVR von 6 zu entfernen .

Soll also die Bahn des Körpers ein Kreis sein , so muß

seine , vermöge der Geschwindigkeit entstehende Schwung¬

kraft , gleich der anziehenden Kraft sein , also — x .

Wenn der Abstand ^ .6 des Körpers vom anziehenden

Mittelpunkte — s heißt , so ist die Schwungkraft - - - - -
LAU

( H . 99 «) und diese muß — p sein , also — 2 A L

Es bedeutet nämlich hier p eine beschleunigende auf jedes

Theilchen des Körpers wirkende Kraft , die hierin mit der

Schwerkraft übereinstimmt .

H . izWenn die Kraft p von der Entfernung nach

einem bestimmten Gesetze abhängc , so lasten sich also die

Geschwindigkeiten bestimmen , mit welchen Körper in ver¬

schiedenen Entfernungen vom anziehenden Mittelpunkte

ihre Umläufe vollenden müssen , und es lassen sich folglich

auch ihre Umlanfözeiten bestimme » . - Bei der Kreisbewe¬

gung nämlich wird die Geschwindigkeit weder vermehrt

noch vermindert - sondern bleibt , weil die anziehende

Kraft immer senkrecht gegen die Richtung der Bewegung

ist , unverändert . Die Uinlaufszeit 1 durch einen

Kreis vom Halbmesser - - - a ist also für die Grschwindig -
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2 3 7k
keit - -- v , durch 1 ausgedrückt , weil in der

Zeit — 1 der Weg — 2 a ?r mit der Geschwindigkeit
— v zurückgelegt wird . Unsre vorige Gleichung giebt

also als Werth des Quadrates der Umlaufs¬

zeit .

H . rz6 . Lehrsah . Wenn um einen anziehenden
Mittelpunkt , dessen anziehende Kraft dem Quadrate der
Entfernung umgekehrt proportional ist , sich mehrere Kör¬
per auf kreisförmigen Bahnen in ungleichen Entfernungen
bewegen : so verhalten sich die Quadrate ihrer Umlaufszei -
ten , wie die Cubi ihrer Abstände vom anziehenden Mit¬
telpunkte .

Beweis . Wenn sich die anziehende Kraft — ?
umgekehrt wie das Quadrat der Entfernung vom anziehen¬
den Mittelpunkte verhält : so ist sie in der Entfernung — a ,

— — , wenn sie in der Entfernung — d , - -- r ist , oder

derjenigen beschleunigenden Kraft gleich ist , dis wir als
Einheit der Kräfte ansehen , und welche den ihr frei fol¬
genden Körper durch den Raum ^ A in der ersten Se¬
kunde treibt . Befinden sich also Körper in den Entfer¬
nungen --- 3 , - -- 3 , .1 " vom Mittelpunkte der Anzie¬
hung , so ist die anziehende Kraft für den ersten ^ x

kl - . , k>2
— — , für den zweiten — für den dritten —

und folglich sind die Umlaufszeiren durch folgende Glei -
chungen ^ bestimmk .

" l" 'Für den ersten 1 ^

für den zweiten 1 ' - —

für den dritien 1 " - - - -

a ' 2
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Die Quadrate der Umlaufszeitcn verhallen sich also wie

die C ivt ver Abstande .

§>. eg ? . Kepler hakte in den Bewegungen der

P / amren , deren Bahnen man beinahe als Kreise ansehen

kann , das Gesetz entdeckt , daß die Quadrate der Um -

lauibzeilen sich wie die Cubi der Entfernungen von der

Sonne verhalten . AuS diesem , durch Beobachtung ge »

fundeneii Gesetze ergab sich also — wo k eine be »j - Z '

3 ^

ständige Linie bedeutet , indem die Gleichung — —

nur das Verhaltniß andeuten soll , in welchem die Zei¬

ten mit den «Lntfernungen zunehmen . Da nun auch
3 3 ^2 71^ 3 ^ ^ , . 2 7^

^ — — — - stm muß ( § . rzz . ) , also
8 x

so ist 2 ^ 5 ^ — » p 3 ^ ,
2 ? r - k ^

8 k

oder p — n , die Kraft x dem Quadrate des

Abstandes umgekehrt proportional , indem k und g gegebne
unveränderliche timen bedeuten .

So ließ sich also aus jenem Kepler scheu Gesetze fin¬

den , nach welchem Gesetze die anziehende Kraft der

Sonne m größeren Entfernungen abnehme .

§ . iz8 - Dieses Gesetz tst nun richtig für die anzie¬

hende Kraft der Sonne , indem die Umlaufszeicen aller

Planeten sich demselben gemäß findenz es ist richtig für

Dre Planeren Jupiter , Saturn und Uranus , de¬

ren Blonde , wenn man die Umlaufszeiten der verschiede¬

nen Monde desselben Planeten vergleicht , eben das erge¬

ben ; es ist auch richtig für die Erde ; denn die Schwung¬

kraft des Mondes in seiner Bahn ist genau so groß , als

erfordert wird , um einer anziehenden Kraft daö Gleichge¬

wicht zu halten , die sich zur Schwere auf der Erde ver¬

halt , wie das Quadrat des Erdhalbmessers zum Quadrate
des Halbmessers der Mondbahn .

K . iZ9 . Aufgabe . Wenn um zwei anziehende
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Mittelpnncte ^ und v sich Körper , 6 und v in Kreis¬

bahnen bewegen , 6 nämlich um den ersten , O um den

zweiten ; aus den Entfernungen dieser Körper von ihrem

anziehenden Mittelpnncte und aus den Umlaufszeiten bei¬

der zu bestimmen , wie sich die anziehenden Kräfte der

Puncce ^ und L in bestimmter gleicher Entfernung ver¬

halten werden , wenn die Kräfte dem Quadrate der Ab¬

stände umgekehrt proportional sind .

A u fl ö su n g . Es sei a die Entfernung des Körpers

6 von a " die Entfernung des Körpers O von v ; 1 ?

sei des ersten , 1 ^ sei des zweiten Umlau fszeit ; man ver¬

langt zu bestimmen , wie sich die anziehende Kraft von ^

in der Entfernung - - n , zu der anziehenden Kraft von

k in der Entfernung — a verhalte .
2 ^ 3

Da 1 - - - - sein muß ( § . rz ; . ) ,

so ist x - - - die anziehende Kraft des ersten Körpers

in der Entfernimg — a . Eben so ist x ' - - - des

zweiten Körpers anziehende Kraft in der Entfernung

a , und seine anziehende Kraft — g in der Entfernung

p ' ^— a , wird h - das rst

2 3

— — 17 ." sein .
A 3 ^ I ^

Die anziehenden Kräfte beider Körper in gleichen Entfer¬

nungen — 3 verhallen sich al >o wie

27x ^ 3 2 7r ^ 3 ^
zu

A 3 ^ '

oder wie

L

das ist , direct wie die Cubi der

Entfernungen und umgekehrt , wie die Quadrate der Um -

iaufszeiren .

H . 140 . Hieraus wird klar , wie man die anziehende

Kraft der Sonne mit der der Erde , des Jupiters
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u . s . w . vergleichen kann , da diese Planeten Monde um

sich haben , deren Entfernungen und Umlaufzettel , sich

mir ven Entfernungen und UmlaufSzeicei , der Planeten

um die Sonne vergleichen lassen .

§ . 141 . Bemerkung . Nicht bloß bei der Bewe¬

gung im Kreise findet eine Schwungkraft Statt , sondern

bei jeder Bewegung in einer gekrümmten Bahn , denn die

Schwungkraft entstand ja nur aus dem Bestreben des

Körpers , nach der Tangente der Bahn fortzugehcn , und

dieses Bestreben ist bei jeder krummlinigten Bewegung

da . Je kleiner der Halbmesser des Kreises war , auf

welchem der Körper sich nuc bestimmter Geschwindigkeit

bewegt , desto größer war die Schwungkraft , und eben so

wird sie für andre Curven desto größer sein , je stärker diese

gekrümmt sind . Um aber die Krümmung einer Eurve an

jeder gegebenen Stelle bestimmt auezuorücken , können wir

uns einen Kreis denken , der eben so stark gekrümmt wäre .

Wir könnten dam , die Bewegung in jener Eurve für einen

kurzen Zeitraum so betrachten , als ob es eine Bewegung

auf dem eben so gekrümmten Kreise wäre , und darnach

die Schwungkraft bestimmen .

Bewegt sich ein Körper frei auf einer Curve , das

heißt , wird er nicht durch einen festen Widerstand oder

einen Faden und dergleichen fest gehalten : so muß die aus

den wirkenden Kräften entstehende senkrecht gegen eine be¬

stimmte Stelle der Bahn gerichtete Kraft , genau der

Schwungkraft daö Gleichgewicht halten , und hierin liegt

eine der Bestimmungen , deren wir bedürfen , um entwe¬

der bei gegebener Kraft zu bestimmen , in welcher Bahn

der Körper sich bewegen wird , oder bei gegebner Bahn

des Körpers eine Vergleichung zwischen der Geschwindig¬

keit des Körpers und der Größe der wirkenden Kraft an -

zu stellen .

§ . 142 . Bemerkung . Wenn die Richtung 86

der Eentralkraft ( Fig . 44 . ) nicht senkrecht auf tue Bahn

in demjenigen Puncce L ist , wo sich der Körper befindet :

so wird offenbar , wenn der Körper sich gezen Q zu be -
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wkgt , oder seine Richtung mit der Richtung der Kraft
einen spitzen Winkel macht , dre Geschrvmdigkeit des Kör¬
pers durch die Centralkraft vermehrt, wenn diese anziehend
gegen 6 zu wirkt . Wik müßten uns hier die Kraft nach
Richtungen LL , LI? , mir der Tangente übereinstimmend ,
und auf sie senkrecht zerlegt denken ; die nach der Richtung
der Tangente würde die Geschwindigkeit des Körpers ver¬
mehren oder vermindern ; die auf die Tangente senkrechte
Kraft würde den Körper in seiner Bahn erhalten , oder
hindern , daß er nicht dem Antriebe der Schwungkraft
Folge leistend sich von ihr entferne .

H. 14z . Erklärung . Die vom Mittelpunkte der
anziehenden Kräfte nach irgend einem Puncte der Bahn
gezogne grade Linie heißt ein Radius Vector der
Bahn « Stellt man sich den Radius Vector gegen den
Punct hm , wo der bewegte Körper ist , gezogen , und
mit diesem fortrückend vor : so beschreibt er eine gewisse
Fläche , z . B . den Sector LLO ( Fig . 44 .) , während
der Körper von R nach O fortgehk . Die Größe dieses
Flächenraumes hängt von der Richtung und Geschwindig¬
keit der Bewegung des Körpers , aber auch vyn der anzie -
henden Kraft ab ,

§ . 144 . Lehrsatz , Wenn auf den bewegten Kör¬
per Ä keine andre als die gegen den Mittelpunct 6 ( Fig .
4 ; . ) gerichtete Kraft wirkt : so sind die in gleichen Zeiten
vom Radius Vector beschriebenen Flächenräume gleich .

Beweis . Obgleich die anziehenden Kräfte als stetig
wirkende zu betrachten sind , so können wir sie uns hier
doch wohl so vorstellen , als ob ihre Wirkung ln einzelnen
Stößen im Anfänge jedes Zeittheilchens geschehe . Diese
Vorstellung nähert sich desto mehr der Wahrheit , je klei¬
ner wir die Zeittheilchen ansetzen .

Der Körper konime also in v mit einer Geschwindig¬
keit an , die ihn in einem Zeittheilchen nach der Richtung
LO bis O fortführen würde , wenn keine fremde Kraft
auf ihn wirkte . Aber im Anfänge dieses Zeittheilchens
ertheilt ihm die nach L hin anziehende Kraft einen Stoß ,
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der ihn bis nach I? in einem Zcittheilchen treiben würde ,
wenn nicht seine schon erlangte Geschwindigkeit ihn fort¬
risse . Vermöge der gleichzeitigen Einwirkung der schon
erlangten Geschwindigkeit und der anziehenden Kraft durch¬
lauft also der Körper die Diagonale KL eines Parallelo¬
gramms , dessen Seiten KO , KL sind . Der Raum
KLL , welchen hier der Radius Vector beschreibt , ist
eben sogroß als der KLO , welchen ec beschrieben hatte ,
wenn keine anziehende Kraft den Körper von seiner Rich¬
tung abgelenkc hakte ; denn die Dreiecke KLO , KLL ha¬
ben einerlei Grundlinie KL und ihre Spitzen liegen in
einerlei zu KL parallel gezognen Linie OL .

Im zweiten Zcittheilchen würde der Körper auf der
Verlängerung von KL nach 6 fortgehen , und einen Weg
L6 — KL durchlaufen , wenn nicht die anziehende Kraft
abermals auf den Körper wirkte . Errheilr sie ihm also
hier einen Stoß , der ihn durch LI in einem Zeitcheilchen
triebe , wenn er keine Geschwindigkeit gehübt hatte : so
durchlauft er die Diagonale LO des Parallelogramms
LLOI , und es ist wieder der vom Radius Vector beschrie¬
bene Flächenraum LLO — LLü , aber zugleich L66
— KLL , weil diese Dreiecke gleiche Grundlinien L6

KL und in L zusammcnfallende Spitzen haben . Der
im zweite » Zeitcheilchen vom Radius Vector beschriebene
Raum ist also eben so groß als der im ersten Zeitcheilchen .
Und so läßt sich ferner zeigen , daß im dritten Zeitcheilchen
der Körper auf der verlängerten LO nach K , wo OK
^ LO , gelangen würde , wenn nicht die anziehende Kraft
ihn in eben der Zeit durch OL führte , daß er also die
Diagonale OM durchlaufen wird , und daß dann der
vom Radius Vector beschriebene Flachenraum OLM

OLK — LLO — KLL auch in diesem Zcittheilchen
eben so groß ist , als in jedem der vorigen .

Da diese Betrachtungen ganz dieselben bleiben , wenn
man die Zeitcheilchen auch noch so sehr verkleinert : so gilt
offenbar auch bei der stetigen Einwirkung der Centralkrast
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das Gesetz , daß diese Flächenraume in gleichen Zeittheil-
chm gleich , oder daß sie der Zeit proportional sind .

§ . 14z . Da die Größe dieser Sektoren DLL , MM
u . s. w . , auögevrückc wird durch ein Producc aus dem in
einem Zcicrheilchen durchlaufenen Wege DL oder I4M in
die von 6 auf diesen Weg gezogne Senkrechte 6 ? , :
so verhalt sich DL : ILVl — Lf ) : 6 ? , oder oie Geschwin¬
digkeiten verhalten sich umgekehrt wie die von L auf die
Richtuugslinien gezogenen Senkrechten .

H . 146 . Ist die nach dem Mittelpunkte 6 ziehende
Kraft eine stetig wirkende , so beschreibt der Körper statt
des bisher betrachteten Polygons eine Cnrve DLDM ( Fig .
46 . ) . Die Richtung der Bewegung in L oder in Dl ,
wird hier durch die Tangenten DD , DM bestimmt . Durch¬
läuft also der Körper in gleichen Zeiten die Wege DL .
DM , so müssen die Sectoren DLL und DKM gleich
sein ; also , wenn L ? , Lf) die Senkrechten auf die Tan¬
genten smd ,

DM . Lfl — DL . 6 ? ,
oder DI ^ : DL — LD : 6 (Z .

und auch hier stellen die Bogen DL , DM die Geschwin¬
digkeiten oder die in einem als Einheit betrachteten Zeit¬
räume durchlaufenen Räume dar .

§ . 147 . Auch der umgekehrte Schluß würde nun gel¬
ten , nämlich daß 6 der Mittelpunkt der Kräfte sein
müsse , wenn sich aus der Betrachtung der Bahn zeigte.
Daß die Flächenräume , die ein von L ausgehender Ra¬
dius Veccor beschreibt , der Zeit proportional sind .

Diese Betrachtung war es grade , die in Beziehung
auf die anziehende Kraft der Sonne Statt fand . Kep¬
ler hatte aus den beobachteten Bewegungen der Planeten
die Gleichheit der Sectoren oder derjenigen Flächenräume
gefunden , die ein von der Sonne nach dem Planeten ge¬
zogener und mit dem Planeten fortrückender Radius Vi¬
ctor in gleichen Zeiten durchläuft ; hier also mußte nun
die Sonne der Mittelpunkt der anziehenden Kräfte sein ,
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durch welche die Planeten in ihren Bahnen erhalten
werden .

§ . 148 . Bemerkung . Schon diese Bekrachtun -

gen geben einige Bestimmungen für die Geschwindigkeit

des um einen anziehenden Mittelpunkt sich bewegenden

Körpers ; wir können indeß diese Bestimmung auf einem

andern Wege vollständiger erhalten , wenn nur uns zu¬

gleich einen Körper denken , der auf der gekrümmten

Bahn fortgeht , und einen zweiten , der von eben der

Kraft angezogen , in grader Richtung gegen den Mirrel -

puucr der Kräfte zu fallt . Hat nämlich ( Jig . 47 . ) ein

auf der Bahn AH bewegter , gegen 6 ungezogener Kör¬

per in II eine gewisse Geschwindigkeit erreicht : so können

wir unö einen eben so weit von 6 entfernten Körper k den¬

ken , der durch gradlinigtes Fallen gegen 6 zu in k eben

die Geschwindigkeit erlangt Härte , und es wird eine be¬

stimmte Höhe L ? gehen , von welcher der in L ruhende

Körper müßte gegen L herabgefallen sein , um in I > jene

Geschwindigkeit zu erreichen . Wir werden sehn , welche

Bestimmungen in Beziehung auf die Bewegung beider

Körper Statt finden .

§ . 149 . Lehrsatz . Wenn zwei Körper H und k

von derselben anziehenden Kraft gegen 6 getrieben werden ,

so daß in gleichen Entfernungen von 6 die Kraft auf beide

gleich wirkt : so erhält H , indem er sich frei auf seiner

Bahn nach I . fortbewegk , eben die Vermehrung seiner

Geschwindigkeit , welche ein von I * nach frei gegen 6

fallender Körper erhält , wenn dieser in k eben die Ge¬

schwindigkeit hatte , wie jener in R , und die Puncte II ,

, so wie 1 ^ , sl gleich entfernt vom Centro 6 sind .

Beweis . In k wirkt die beschleunigende Kraft

eben so stark als in dem eben so entfernten Puncte k ; aber

da die Richtung der Bewegung des Körpers in Ix von der

Richtung gegen den Mittelpunkt hin abweicht : so muß

man diese nach IM wirkende Kraft gehörig zerlegen . Es

stelle IM - -- den Raum vor , welchen die Körper H
und k in einem Zeittheilchen durchlaufen würden , wenn
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sie bloß der anziehenden Kraft folgten : so wird , wenn
KIV4 die Tangente der Bahn in k ist , durch die aufkNI
senkrechte Linie NO eine Linie KO abgeschnikten , welche
angiebt , wie weit jene Kraft den Körper nach der Rich¬
tung der Tangente forttreiben würde . , Die zur Beschleu¬
nigung von k wirkende Kraft verhalt sich also zu der - zur
Beschleunigung von K wirkenden Kraft , wie KO zu KN »
oder wie KN . Ook ' NKO zu KN -

Diesr Kraft , die wir für den ganzen Raum ? K oder

KN oder kNl als unveränderlich annehmen können , er -
theilt dem Körper eine Vermehrung der Geschwindigkeit ,
die der Kraft und zugleich der Zeit , wahrend welcher sie
wirkt , proportional ist . War nun die Geschwindigkeit
beider Körper — v » so gebraucht der Körper ? , um von

k nach K zu gelangen , eine Zeit — " — u . folg¬

lich ist die Zunahme der Geschwindigkeit , indem der frei

fallende Körper bis K gelangt , — wenn §

den Weg bedeutet , welchen ein Körper , vermöge der
Kraft — 1 , in der Zeit - Einheit durchläuft , und wenn ?
die beschleunigende Kraft bedeutet . Der Körper k . » wel¬
cher in K die Geschwindigkeit — v hatte , gebraucht , um
nach Nl zu gelangen , die Zeit

KNl KN . ^" v- - - " " d -» - Zun - Hm - s- „
ner Geschwindigkeit ist dem Producte aus der ihn beschleu¬
nigenden Kraft — ? . Ook MKN in diese Zeit proportio¬

nal , oder —

Beide Körper also erhalten , wahrend sie sich dem Mittel -
puncte um gleich viel nähern , einen gleichen Zuwachs der
Geschwindigkeit , weil die Geschwindigkeit des in der ge¬
krümmten Bahn fortgehenden Körpers zwar durch eine
schwächere beschleunigende Kraft , die über längere Zeit
durch wirkt , vermehrt wird .
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Es ist klar, daß sich dies von einem Puncte der Bahn
zum andern so fort beweisen läßt ; daß also die Geschwin¬
digkeit deö in der Bahn RI , lausenden Körpers immerfort
derjenigen gleich sein wird , die ein von dem Puncte L ge¬
gen 6 herabfallender Körper in eben den Entfernungen
von 6 erlangt hätte , wenn man nämlich k so angenommen
hat , daß für 6k — 6R die in k erlangte Geschwindigkeit
so groß sei , als die gegebene Geschwindigkeit in R .

Zusatz für geübtere Leser .

Wenn in k sowohl als in L die erlangte Geschwindigkeit — v
ist , und l? L — 6 « in der Zeit — cit ,

LLI — <18 , in der Zeit — <1'l durchlaufen wird : so ist,
vermöge der beschleunigenden Kraft k , die auf k wirkt,

dsdv ---- 2§ k ät — 2Z k .

Da nun in L die Kraft — k . t ' ol KLO zur Beschleunigung der
Bewegung wirkt , so ist für L die Zunahme der Geschwindigkeit
während der Zeit <11 , — - g . 1? . Lol KLO . ä '1?

— - Z . k . Lol KLO v

weil <18 —

— rZ . k . LolKLO .

28 ll --
- - '

Lol KLO

<!»
v . Lol KLO

Die Geschwindigkeit beider Körper , die mit gleicher Schnel¬
ligkeit in L und k ankamcn , nimmt also um gleich viel zu , mäh¬
rend sie sich dem Mittelpunkte um gleich viel nähern ; diese Zunah¬
me gehl folglich nach eben dem Gesetze immer fort , und es wird
also der krummlinigt bewegte Körper in L eben die Geschwindig¬
keit erlangt haben , welche der grade gegen L hcrabfallcude Körper
in tz erlangt halte , wofern LL — LO ist .

Daß hiebei vorausgesetzt wird , daß irgend einmal für gleiche
Entfernungen LL — L ? die Geschwindigkeit gleich gewesen sei ,
versteht sich von selbst ; denn sonst wäre die Zunahme der Ge¬
schwindigkeit des einen , anders als die Zunahme der Geschwindig¬
keit des andern ausgefallen .
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Zehnter Abschnitt .
Von der elliptischen Bewegung der Pla »

neten .

Hülfssätze von der Ellipse .

§ . izo . Erklärung . Wenn man in der Ebne , in
welcher sich die beiden Puncte ^ , v befinden ( Fig . 48 . ) ,
eine Curve so zeichnet , daß für jeden Punct O ihres
Umfanges , die Summe der Entfernungen von jeden
beiden Puncten immer gleich groß sei , also - j- O8
--- -f- L8 und so in allen Puncten der Curve : so
ist diese Curve eine Ellipse , und -k. , L heißen ihre
Brennpunkte .

H. 1 ; 1 . Aufgabe . Weng man die eben ermähnte
Eigenschaft der Ellipse zum Grunde legt , durch eine all¬
gemeine Gleichung zu bestimmen , wie groß für irgend
einen Punct im Umfange der Ellipse der senkrechte Ab¬
stand von der durch beide Brennpuncte gehenden Axe
I ' O ist .

Auflösung . Nenne ich die Entfernung beider
Brennpuncte von einander — 2 k , und die immer gleiche
Summe der Abstände irgend eines Punctes der Ellipse
von beiden Brennpunkten — 23 , so ist für jeden Punct
O im Umfange der Ellipse die Senkrechte HO -- - v ,

3 - — s -
durch ^ — ( 3 »— x? ) bestimmt, wenn 6 ^ cL
— k und M - - x ist .

Beweis . Thcile ich in 6 in zwei gleiche Hälf¬
ten — k' , und nenne M — x : so ist ^ 5 — x und
W — k -s - x . Die in dem willkürlichen Puncte er -
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richtete Senkrechte HO trifft die Ellipse irgendwo in v ,
und da dieser Punct , in Umfange der Ellipse liegt , so müs¬
se , , seine Entfernungen von den beiden Brennpuncten H
und k adoirt , 2a geben , das ist VH . ff- OK — 2a .
Eö ist aber , da ich OO 7 nenne ,

HO ^ — ^ -s- ( k —- x ) ^ ; und LVr 7 ^ - s- ( k - j- x ) 2,
also — x ) - ) -s- ^ ( ^ - ff- ( f -s. x ) 2 ) 23 ,

oder V^ v2 - j - ( k - — x ) - ) — 23 — ^/ ( 7 ^ ff - ( ^ ff - x ) 2 ) ,
oder wenn ich quadrire

^ 2 -s. Fr — 25x -s- x 2 432 - — 43 ^ ( 72 ff- ( kff- x ) ^) -s-
zLx -s- x2 ;

oder — kx 32 — 3 v " ( 7 ^ ff- ( kff- x ) 2 ) .
Dieses giebt ( 32 ff- kx ) ^ 32 72 - j- 3r Lr -s- 232sxff - a2x2,

sder 3 ^ -ff- V x - ^ 32 72 - s. ^2 4. x ^,
3 ^ - 32 I - — 32 x ^ - s . 52 x2

oder 72 - - ^ -

( 32 — s 2) ( AL - x 2)V2 — - - - .
/ 32

§ . r 5 2 . Durch diese Gleichung ist für jeden Werth ,
den man x geben mag , oder für jeden Punkt V der Axe,
bestimmt , in welcher senkrechten Entfernung von der Axe
man die Ellipse ankrifft . Offenbar wird 7 — o , wenn

x — ff - 3 ist , und in O und kff wo L6 Lk ' 3 ,
schneidet die Ellipse die Axe . Für Werthe von X , die
großer als 3 wären , ist 7 unmöglich , das heißt über 6
Und 1? hinaus giebt es keine Puncte der Ellipse mehr , oder
dn Frage , wo die Senkrechte Ili die Ellipse treffe , ist
eine ungereimte .

Sehr man in unserer Gleichung x — 0 , so bestimmt
man , in welcher Entfernung senkrecht von der Axe man
die Ellipse antrifft , wenn man vom Mittelpuncte 6 aus ,
stch senkrecht von der Axe entfernt . Hier hat 7 seinen
größten Werth und ist 7 — ffi k^ ) — LI . — 6IVI .

§>. izz . Erklärung . Die durch beide Brenn «
puncte gezogne und bis zu den Durchschnittspuntten mit
der Ellipse verlängerte Linie I ' L heißt die große Axe
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der Ellipse ; die durch den Miktelpunct 6 auf sie senk¬
recht gezogne und bis an die Ellipse verlängerte Linie LAl
heißt die kleine A / e der Ellipse . Die durch einen
der Brennpunkte gezogne auf die große Axe senkrechte
Sehne NO heißt der Parameter der Ellipse .

§ . 154 . Die Halde große Axe ist also — 3 , die halbe
kleine Axe - - z/ (> 2 — k-) , wofür ich — d setze .

Der halbe Parameter LiV ist der Werth , den ^ er »
halt für x — - s- k oder x — — k , aber für x k jst

( a - —
^ 2 — — — — » also der Parameter

§ . izz . Die Gleichung für die Ellipse ( K. 149 .) ist
1) 2 1) ^ x ^

also ^ 2: , — — x2) oder — b>2 .- — .

§ . 156 . Lehrsatz . Wenn man um den Mittel¬
punkt 6 der Ellipse mit dem Halbmesser — 3 einen Kreis
beschreibt , und in irgend einem Punkte der großen Axe
der Ellipse eine senkrechte Ordinate errichtet : so verhält
sich die Ordinate Hk des Kreises ( Fig . 48 . ) zur Ordinate
HO der Ellipse wie 3 : d .

Beweis . Bekanntlich ist im Kreise kO2 -- kO
— 6O2 — 32 — x2 ;

oder klk : HO ----- 3 : b .
§ . 157 . Diese Vergleichung giebk uns ein leichtes

Mittel , um so viele Punkte der Ellipse , als man will , zu
zeichnen , indem man nur den Kreis über der großen Axe
zu ziehen , und alle seine Ordinaten in bestimmtem glei »
chem Verhältnisse OO : k » - - 8K : 8t^ -- k : 3 zu
thcilen braucht , um Punkte O , K im Umfange der El¬
lipse zu haben .

H . 158 . Aufgabe . Eine Tangente an einen be¬

stimmten Puntt Nl der Ellipse zu ziehn ( Fig . 49 . )

H . Thels . H

also O ? 2 : OV
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Auflösung . In der verlängerten großen Axe
nimmt man einen Punct 1 so an , daß

Lk : L ^ — : er , und zieht IVir , welches
die verlangte Tangente ist , wenn nämlich e ? ---- x die
Abscifse des Punctcö lVl oder der Abstand der Senkrechten
x >VI vom Miktelpuncte , und 6 ^ . die halbe Axe ist .

Beweis . Wenn man nach dieser Regel
6 ^? a -

er — ^ also rr — er — x , oder

xr — ^ ^ ^ nimmt : so erhält der Winkel rrüVl grade
den Werth , den er für den Punct lVI haben muß , damit
lVir eine Tangente werde .

Zieht man nämlich von lVk aus nach einem willkür¬
lichen Puncte der großen Axe oder ihrer Verlänge¬
rung die grade Linie lVltz , die mit Ltz den Winkel
— rf ) !Vl — macht , so ist , wenn ich L <̂ — u setze
und — v , x — u — v Lok ^ und ^ — v . Lin
also , wenn ich in § . rzz . diese Werthc substituire,

v ^ Sin ^ -- - — ( a ^ — ( n — v Lc»5 ,E ) ;

s ^ v ^ Lin ^ — vLoI /-k — d ^ v ^ Lol ?^ ,
oder
Lin ^ -l- Lo5^ ) — 2 ^ u v Lol ^ — ( rL — u )̂ ,

2 u V Lol / r

^ """ a ^ 8in ^ -s- d ^ Lo1 ^ a ^ Lin ^ - s- d ^ Lol ? ^ '
endlich

u Lvs />e ( a ^ — u ^)
^ s ^ Lin ^ - s- b ^ Loi ?^ — 8in ^ /^ -f- Lok^ /^

d ^ n ^ Lok^ ^c ^
^ O Lin ^ /̂ - j- Lol ^ ^ ) / '

oder v - --
( a " 8in ^x lr - Lo1 -' />c) — rL 8in ^ )

8in ^ /^ -s- b " Lol ^
Hier erhält offenbar v zwei ungleiche Werkhe , die durch
das doppelte Zeichen der Wurzel angedeutet werden .
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Trägt man nämlich den rationalen Theil des Werts , es von
dr u Lo 5 ll

" d - r -- s° « lch - di - str

— (ZK biö in die Mitte der Sehne MS und man bestimmt
die Endpuncte M , S der Sehne , indem man den irratio¬
nalen Theil dee Werches von v , nämlich

ab . >/ ( « 2 Zin2 « - st- 1) ^ <̂ ol L ^ — ^ 2 8in2 // )
» 2 3 in 2 ^ -ft- 82 " '

einmal von k vorwärts nach KM , das andre Mal von
k rückwärts nach K 3 aufträgt . Die beiden Puncte M , 3
in der Ellipse liegen also desto naher zusammen , je kleiner
jener irrationale Theil wird , und fallen ganz zusammen ,
wenn der irrationale Theil verschwindet . Da wo das letz¬
tere der Fall ist , har die Linie <ZM oder IM nicht mehr
zwei verschiedene Durchschnjttspuncte mit der Ellipse ge¬
mein , sondern nur einen Berührungspunct M , oder die
Linie wird eine Tangente . Aber der irrationale Theil des
Werthes von v verschwindet , wenn

32 31 n 2 ^ — u? 3 ir , 2 ^ -j- 1>2 Lol ^ — c»
1) 2

oder ran§2 ^ »st.

1>2 u 605 / /Fü - dl - smW . - - Sist

weil der irrationale Theil des WcrthcS von v verschwindet ;
also da 32 8in2 // -ft- 1»2 60I2 // ^ u2 8in2 // war ,

1) 2 6o5 «v — — YM oder vielmehr 1?M,

das ist v

u 8m2 //
1) 2

(ZM oder vielmehr
1) 2

u rgoA / / . Sin / /

b ( ) ) 2 — 32 )

u L ) )i // . ^

1) 2
u Sin / /

Da nun 7 — v Sin / / und zugleich x2 ist ,

so , ergiebt sich für den Werth von ÄH , wo diese zur
H »
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8

Tangente wird , v oder — — s - ) - - -

8 , 8 ,
7 - - - - — X - ) — - ( n - — a - ) ,

das ist u - ( a- — X -) — a -

oder u - ;

X

so groß ist also u oder ( 71 ? » wenn für den bestimmten

Punct lVl der Winkel / < den Werth haben soll , der der

Berührung entspricht .

§ . 159 . Liegt der Brennpunkt in L » so daß

68 — k — z/ ( a - — Kr ) ist : so findet man die Entfer¬

nung vom einen Brennpunkte 8 bis zuin Einschnitte 1 ?

der Berührungslinie Ml in die große Axe ,
^ 2

81 - - - u — — d - ) — ^ — b - ) ; und die

Entfernung desselben Punktes 1 vom andern Brennpunkte

v ist Ol - ^ - j - - 1- - ) ( Fig . 4S >

§ . 160 . Lehrsatz . Wenn man von beiden Brenn¬

punkten O , 8 grade Linien OlVI , 8M nach irgend einem

Punkte lVI im Umfange der Ellipse zieht , an welchen die

Berührungslinie lVIl gezogen worden ist : so machen

IM . 8lVl mit dieser die gleichen Winkel OlVM - - 8 lVI 1

( Fig « 4L «) -

Beweis . Ist 848 - - - y - die von lVk auf die große

Axe gezogne Senkrechte , also , wenn LI — x ,
8 -

so ist 88 — k — X — >/ ( s - — 8 - ) — x ,

O8 — r / O — d - ) - s - x ,

884 - — - s- 88 - ; VIVl - — - j- O8 - ,
oder 884 — — 8 - -j- x- —- 2X ^/ ( a - -- - b -) ) ;
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oder , wenn ich für seinen Werth setze,
/ 1) ^ X ^ ^

LM — V^( — br -s- x? — 2x ^/ ( a ^ — l>2)

x^ — ? x ^/ ( a ^

oder da sich hieraus die Wurzel wirklich ziehen läßt,
x . ^/ ts ^ - l>2 )

LM — s - -

Und eben so ergiebt sich
DM — x ^ » s - ^ x ^ ( rr ^ — ^ ) ) »

— — - - - - - 2X . z/ ( a2 —
x

Da nun Ll ^ — l ^ ) ,

Dl kr) ,

so ist allemal LM : Ll — DM : Dl ,

indem Ll . LM und Dl — — . Dl ist .x x '
Aber in den Dreiecken LMl , DMl ist

Lin LIM . LI a
Sin LMl — - - n - - - . Sin LIM ,LM x '

Lin LIM . Dl g
Sin DMl — - - . Lin LlM ,DM x

also Sin LMl Sin DMl , und
LMl ---: i8s° — DMl — DMD .

Anmerkung . Dieses ist der Satz , auf den in der Statik
h . 2zr . hingedeutet wurde .

§ . 161 . Lehrsatz . Wenn man an irgend einen
Punct M der Ellipse eine Berührungslinie Ml zieht , und
auf diese aus dem einen Brennpunkte 8 eine Senkrechte

LV : so ist LV — d oder - - b



8 H . TH 1. Die Gesetze der Bewegung fester Körper .n

Beweis . Offenbar ist LV — 81 . Sin 81M .
Aber 81M ist der Winkel , der in § . 156 . ^ hieß , nutz
für den dort

8
tsuZ r -m§ LUVl — .

also
Da nun LI u — ^/ ( s ^ — 8 ^ ) ,

Ol ? — u -s- z/ ( a ^ — 8 ^) , .
81 . O1 u - — — b ^ ) >

so ist auch Sin 81IVl
V/ ( 81 . O1 ) '

I) 6 ^ 6 ^
also die Senkrechte 8V — — b

8 Vl
welches nach § . iz8 - mit 8 einerlei ist .

§ . 162 . Lehrsatz . Wenn man an irgend einen
Punkt M der Ellipse die Tangente Vtl zieht , und auf
diese von einem der Brennpunkte 8 auö die Senkrechte
8V , welche die Tangentein V trifft : so ist allemal dieser
Punct V um 6V --- s --- LH. vom Mittelpunkte 6 ent¬
fernt ( Fig . 49 . ) .

Beweis . Im Dreiecke 68V ist 68 - --
als Abstand des Brennpunktes vom Mittelpunkte , ferner

888V — b ( § . IZ9 -) , und

68 V — r 8 o° — 18V — 90 ° - s - lVl18 ,8
also 6o5 68V -- - — Sin 81iVl — —

Die dritte Seite 6V ist
^ ( 68 ^ -s- 8V - 268

" ^ 2 . z/ ( aOl
, 8 ^ . 81 . 2 82 .

b ' -!-

V/ ( 81 . Ol '

8V . 6ok 68V ) ,
z/ 81 b ^

VO1V ( L 8 . O1 ) .
8 -) '

Ol
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oder da Ll - - vl — 2 z/ ( 3- - b - ) ,

6 V - - b ^ -l- ^ ( Dl - 2 ^/ ( a-- d )̂ -s- 2
--- >/ ( 3 ^ — -s- b ^)
— 3 .

Da nun dieses von jedem ganz unbestimmt angenommenen
Puncte HI gilt : so gilt es für alle Puncte im Umfange
der Ellipse und für alle an die Ellipse gezogne Berührungs -
linien .

§ . i6z . Wenn OI7 die aus dem andern Brenn -
puncre auf die Tangente gezogne Senkrechte ist : so findet
man OI7 — b
und 017 — VI 7 - — 2 OO . DI7 . sin 1 ) ,

/ . Il - . OTl ? 3V / ( g2 - d2 )

- ^ 6
l) 2

— 2 ^ / ( 3 ^ — 1 >2 ) I

^ 3 .
Der Saß gilt also für beide aus den Brennpunkten auf
irgend eine Tangente gesetzten Senkrechten .

§ . 164 . Erklärung . Zieht man ( Fkg . 49 .) im
Berührungspunkte M eine Linie HM auf die an Hl ge¬
zogne BerührungSkinie senkrecht : so heißt diese die Nor¬
mal l i n i e für den Punkt HI . Wenn von der Länge der
Normallinie die Rede ist , so versteht man darunter das
zwischen dem Puncte HI und der großen Axe abgcschnittene
Stück derselben .

§ . 165 . Aufgabe . Die Normaklinie HM der
Ellipse ihrer Lage und Länge nach zu bestimmen ( Fig . 49 . ) .

1) ^ X
Auflösung » i . Es ist OotgnAHIlVL

2 . ist Nk X ( 32 - 1) 2 )oder LM - - —^— Z— endlich
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z . die Länge der Normallinje

wenn alle Buchstaben ihre vorige Bedeutung behalten .
Beweis , Da der Punct lVl , für welchen die Nor¬

mallinie gesucht wird , durch die Coyrdinaten 61' — x ,
klVI — X bestimmt ist ; so wird ( H , 156 .) die Lage der

32

Tangente durch 61? ^ angegeben ,
1 , Da das Dreieck HMr bei HI rechtwinklicht ist ,

also 6otgriA HMk tanA lVIl ? »
so ist 6otgn§HMk 2^ ^

Ir -
g° X ^oder weil ^ — ( q2 — x ^ ) , jst ( ^ 2 — x2 ) —

1) 2 X6otans IVIHlk — — .
^ a ^ X

2 , Die Dreiecke HsHIk , IVll ? stnd ähnlich , also

Hw : X -2? X ; I' l ? , das ist , da kr -22 -—

Kk - x ^ X ^ X ( a2 - x - )

g2 - ^ 2

— — x ( a° — b2 )

1) 2 X^ woraus

6Hs --- x — — — -- ^ 2 folgt .
Z , Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke folgt auch

HM ; Mk — riVI : kr .
— x2 ) i? X ^ 2 — x2

- ^ 2 - ^

. ^ . . ä ^ — x2 ) 2 / I) 2 k» 2 , x2X
oder dg x ^ - — ^ — - 2

HM 1) 2 g2 , ^ 2V ^/ ( g - - x2 )b „ / 1) 2 g° - x2X
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bx l

folglich M
x°

oder AM

g ' '
lr s x ^

x ^

—^x ^ ^
! -

^ t j

— - ^ ( LM , OlVl ) nach K, 160 ,

§ . 166 , Bemerkung . Wenn man eines Kreises
Mittelpunct irgendwo auf der Normallinie AM annimmt ,
und seinen Halbmesser so groß nimmt , daß er durch Al
geht : so hak er offenbar in As mit der Ellipse eine gemein¬
schaftliche Tangente . Unter den Kreisen , die so eine ge¬
meinschaftliche Tangente mit der Ellipse in demselben
Puncte A4 haben , schließt der eine sich mehr , der andre
minder genau an die Ellipse an ; wir wollen jetzt den
Kreis suchen , her sich genauer als irgend ein andrer an
sie anschließt , oder der mit ihr in N gleiche Krümmung
hat .

§ . 167 . Erklärung . Dieser Kreis heißt der
Kr ümmungs kreis für den gegebnen Punct , sein
Halbmesser heißt der Krümmungshalbmesser der
Ellipse in AI .

§ . 168 . Lehrsatz , Der Krümmungshalbmesser
für beide Endpunkte der großen Axe der Ellipse ist —

Beweis , Am Endpuncte O ( Fig . 50 .) der großen
Axe der Ellipse steht die Berührungslinie senkrecht auf diese
Are , Die Mittelpunkte aller Kreise also , welche die El¬
lipse in O berühren sollen , liegen auf der großen Are «
Soll einer jener Kreise , welche in O mit der Ellipse einer ,
lei Tangente haben , zugleich durch den Punct L gehn ,
dessen Abscisse 6 A4 ^ x und Ordinate AM — ^
ist : so muß für diesen Kreis LLO , dessen Halbmesser ich
--- k setze , KV M und LE E . MD sein . Es
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ist aber MV ^ a — x , KM — ( a — x ) und

^ 2 __ ___ ( ^ 2 ^ . x2 ) .

also (> 2 — x ^ ) --- ( a — x) ( 2K — ( s — x ) ) ,

b - . ^
oder ^ ( u -s- x ) --- 2K — s - s- x ,

^ 2 ( Z2 _ d2 )
yder 2K — -s- s — — x .

Dieser Ausdruck gilt für alle Kreise , die in O die Ellipse
berühren , und außerdem noch in einem andern Punete
die Ellipse schneiden . Je näher dieser DurchschnittSpunct
k nach v zu rückt , desto weniger ist x von a verschieden ;
es sei also x — a — ^ 3 , also

_ b - . ^
2k - — -s- a - - - - l- L - - -

oder 2K
2i ) 2

L

Da hier ^ so klein werden kann , als man will , oder über
jede bestimmte Grenze hinaus abnehmen kann , so nähert
k sich der Grenze

k — — , und dieses ist der Halbmesser des Krüm¬

mungskreises . Der Kreis von diesem Halbmesser nämlich
entfernt sich nicht mehr außerhalb bei v von der El¬
lipse , um sie in einem andern Puncte k zu schneiden ; ec
entfernt sich aber auch innerhalb weniger als jeder
andre Kreis von der Ellipse ; denn es ist leicht zu über¬
sehn , daß es Kreise von kleinerm Halbmesser giebt , die
sich mehr von der Ellipse entfernten , und daß dieser den
Ilebergang zu den großem Kreisen macht , die noch einen
andern , von v entfernten , Durchschnittspunec mit dev
Ellipse haben .

§ . 169 . Bemerkung . Um für einen andern
Punck der Ellipse den Krümmungshalbmesser zu finden ,



ro . ' Ab . Von der elliptischen Bewegung der Planeten , , 2z

müßte man offenbar den Mittelpunkt auf der Normallinie
lVM ( Kg . Z l .) suchen , und könnte ans ähnliche Weise ,
wie im vorigen § . bestimmen , welcher Grenze der Halb¬
messer deö in M berührenden und durch V gehenden Krei¬
ses sich nähert , wenn man v immer näher an M rücken
laßt .

Die hiebei vorkommenden Rechnungen werden etwas
verwickelter , obgleich sie zu einem sehr einfachen Resultate
führen ; ich will daher , um nachher die Formeln beque¬
mer zu machen , hier einige vereinfachte Formeln hersetzen ,
deren wir bedürfen werden .

Nenne ich die Normallinie lVM — N , so war in
§ . i6z . Nr . z ,

( kt- -
» ° - / '

- k>2 ) x2 3 ^ ^ 2 g2
- - a - - — - - -also ^

und M , welches ich — k setze , war ( K . l6z . Nr . 2 . ) ,
( L - - k»r ) x ^ 3 - - 14 ^

^ x
6 N — k

Eben dort fanden wir
l^ x

Lotung also lrm§ lVIlXL — ^

und daher ( Trigon . § . 42 . ) ;

d » -

3 ^ X

Sin
3 ^ ^ 3 ^ ^

>/ ( 3 ^ ^ -s- k) ^ X ^ ) k> . ^ / ( 3 ^ - ( a ^ — k>2 ) x ^ )

das ist Lin lVML r - : ^ 7 ; und auf ähnliche Weise
k X X

Nenne ich IVlNL — x , so ergeben diese Formeln
k>2 ^ k>^

s / 3 ^ -

3 - 6ok^ X -s- b - 8in -X

und 3 ^ Lln ^x -s- b>2 Lok^x — - x
- s -
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§ . >170 . Aufgabe . Für irgend einen durch Abscis«
sen 6 ? — x und Örhinaten ? M x bestimmten Punct
M der Ellipse ist die Normallinie XM bestimmt : man
sucht eine Gleichung , welche eines andern PuncteS 17 der
Ellipse senkrechten Abstand 17X von der Normallinie durch
MX oder XX ausdrückt .

Auflösung . Es sei des PuncteS 17 Lage zuerst
Lurch Abscisten auf der Hauptaxe 6 W ^ u , und darauf
senkrechte Ordinate » MM — iv gegeben ; auch sei Lage
und Größe der Normallinie durch die gegebnen . Größen
ex — Ir , XX ? --- MX ^ X bestimmt .

Da 17 in der Ellipse Umfange liegt , so ist

— 1>2 - und man kann nun eine Gleichung
zwischen XX — 17 und der Senkrechten 17X — fin -l-
Len . Es ist nämlich
11 - <mv - 6 X 4 - XX - X 2 - Ir 4 - 17605 ^ ^ - ^ 8111
und — MM — 4 - 26 — 17 8in -< -f- M' 6o5 -^,
folglich , wenn man diese Werthe in die Gleichung

1 >2 ii ^
setzt,

17 - Lin ^ -s- ? -W17 Sin -e . 6o5 -^ 4- ^ Lost" -e --

d - ( K 4- 17 . 6o5 -^) r ch ^ 'iV SI 11 -c ( k -j- 17 6o5 -^)

oder bester geordnet
6o .M4 ^ d ^ 8 iii ^ ) 4 « rVV 8 in L ( 17 60 IL ( -1 ^ — 1>2 ) — 1 '' Ic)

1>2 ^ 2 ^ — rl .2 ^ II60IL — ( b - Copr -I -j- a - H) ,

Die im vorigen § . gefundenen Werthe für die einzel¬
nen Coefficienten geben nun :

Ferner ist Ir . 6 ol>
a ? X — X ^
dH j X f

und Ir . 8 inX —

d ^
- - ^ 2 8ili ^ -c ;
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sl 7 x- , -r ^ X . )
oder M - ( a' - d - ) - ^ ( d - - X ' ) ^

^v - 2 X . II ' ^ ll ^ t d ^ x )
-- ^ (° -- ^ > - --- ^< — - ) s .

Um hieraus W zu entwickeln muß bekanntlich an bei¬
den Seiten des Gleichheitszeichens

— b>2) a ^ X ( d ^ — X ^^ ^
^ f l>4 x ^

addirt werden , wodurch man hinter dem Gleichheitszeichen
folgendes erhält ;
( g - - , k - ) N - . y ' s4X ' ( 1/ — X ' ) ' sx ( l) - — X * )— - — 211 ^ -

^ — X - f - ^ 4 ^ a4 f -

Hier läßt sich jedes einzelne Glied noch bequemer aus -
drücken ; denn eö ist
( a - __ . y ' a 4 X * ( d * — X *) *

b « x ^ ^ s d -

- ^ - - 1

7- -- 7- 7-^ - ^

ii - ^ bti "

X ' / ( ^ x — x° )) ^
- X^ s . n - ( l . ' - X - ) - )

d » j '
X

ferner ( d -
X ( l? -

- x ^ ) -s-
X

^ ( a ' ^ b ' ) X ( l? — XH

- x° ) ( a ' -
Is '

Dl
1
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N ' ) s -̂ - ( s ' — x ' 1
— d " t 3 ^ j ^

2 - j Nt ,

der letzte Ausdruck — — -

oder weil

endlich ist — ^ b -

d ' )
- -- - - - X- s - - ^ b - ^ o - ^

( 3 ^ — 6 ^ ) x ^ s / s ^ b ^ x ^

- c " - L ! l - »- - x - l
— L — ^ 4 ^ 2L V / )

s ( a - - b - ) x ^ ^ -

t ' ,
Der hinter dem Gleichheitszeichen stehende Theil wird also

3 ' ^ s ( b ^ —

-- - ^ — ^ 4 j " ( b — ^ )
ri ^ s ( 3 - — b - ) x ^ ^ ''

" j ^ ^ 3 ^ j '
oder weil, im letzten Gliede

I . / 2 O — K2 ) x ^ ^ 3
3 ^ 3 ^ l) ^ ^

jener ganze nach dem Gleichheitszeichen folgende Theil
3 » s2b -

^ ir ^
r17 - ^ 3 '

'

Also endlich

- - v > ( 3 ^ - ^ ) 3 ^ 7
^ X^ ^ ^ ( d ' - ^ )

L V^ j 2d - —^ — — — H ) ^
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Setze ich hier lVlX — 2 , also

so wird der rationale Theil

— s Nx ( a - - b - ) k - ^ 3 ^ x 2 ( 3 - - b - ) )

§ . 172 . Lehrsatz . In jedem Puncte der Ellipse

ist der Krümmungshalbmesser — — .

Beweiö . Verlangt man ( Fig . ; r .) einen Kreis ,
der in M die Ellipse berühren und in 17 ste schneiden soll :
so ist der Halbmesser derselben durch

( 2H — 2 ) 2 ^ , oder

2 ?r --- 2 -ss- bestimmt .

Dieser Halbmesser würde mit Hülse der Gleichung § .
169 . ganz allgemein gefunden ; aber wenn man 2 immer
kleiner und kleiner nimmt , so nähert sich 2R derjenigen
Grenze , die durch das von 2 unabhängige Glied darge -

( 32 -

3 - b - z
— X x ^ 3 "° , x » 3 ^ ( 32 — l >2 '^ 7 - H " - t- - X2 — ^ 7—

3 ^ j '

( 3 ^ — d ") , X - 3 s2d
^ ^ X

also — -f- x . ^ . 2 ^
Folglich ist

( 3 ^ — ^ ) X » 3 . j2d - 2

ein höchst bequemer Ausdruck für W .

wird also

X - 3 ^

stellt wird , das ist durch --- ^
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und folglich ist der doppelte Krümmungshalbmesser
2lv L -

oder k
b »

oder auch nach § . 165 . Fig . 49 . R --r
a . t >

Zusätze für geübtere Leser .

. Mit welcher Leichtigkeit die Differentialrechnung alle hier ge¬

fundenen Ausdrücke ergiebt , ist bekannt genug . .

Wenn die Gleichung ^ -- - für die Ellipse ge ,

geben und ( Fig . 52 . ) er — X , ? L1 ist : so ist fü -̂ die Lage

der Berührungslinie KU ,
. cl) - b ^ x

taug LI 5 ? -- - - - — ,
o üx ^

r ?
re ^

x x

daraus folgt

also 6 ? —
wie m

§ . e ? 8 -

Hieraus folgt auch

^ ? 1 '

rm -- - - x , ? l^l

s ?

_ X > wie § . 165 .

und KM

— —

° t

x ^ — l >2 )
wie§ . , 6 ; .

Um den Krümmungshalbmesser zu finden , denkt man sich den

kleinen Bogen <ls — ^ / ( clx ^ - f - ch ^ ) pxx Ellipse , als einen Kreis ,

bogen , der dem Centriwinkel - - - ÜP zugehört , wenn KU ? — P

ist .
Heißt also der Krümmungshalbmesser — k » so ist

k . clw — cls , oder ? — -7;— .
UP

Es ist aber P durch seine Tangente gegeben , und bekanntlich

. _ cl . imig P
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also , da i -mZ <x
b ^ X

lr » , d « x - 7
i . tanZP - ^. gr f s 7 ^

^ ^ ( ^ i- 8 ^ ) 1, . 4 x

also äg> — <— —I -4- i.<in

: - äX

ä tanz P N * äx . ^ . ( -? — x ' -

'8 >
X — x ^) ( u4 ) ' - s- t >4 x ^) '

4 x . -t 4 ^

— x ^ ) ( » 4 HrL 1) 4 x ? ) '

Wir finden äs — äx ^ i -s- -^ — ^ ^ äx ^ i >4-. ^ -^- ^
^ s ' äx ^ / ^ ^ /

L--: äx . ^ / ( » 4 - s- b 4 x ^ )

, äs ^ ( ->2 .— x ^ ) 7 ^ - s- x ^ )
und daher — — k — !̂ — - 7" — - ^

( « 4 -̂ L -s- 1) 4 x ^ ) ^ l>̂ ( a ^ — x ^ l>̂ ) ) ^
d4 g.4 1, 4 ^4

also K
UZ

d 4 > wie in § . r ^ r .

Betrachtung der Bewegung in der Ellipse .

§ . 17z . Bemerkung . Da aus Keplers Ver «
gleichung der vorhandenen Beobachtungen schon bekannt
war , daß die Planeren in Ellipsen , in deren einem Brenn «
puncte die Sonne sieht , um die Sonne laufen , und daß
der von der Sonne aus zu einem Planeten hingezogne Ra «
dius Vcccor Flachettraume beschreibt , welche den Zeiten
proportional sind : so konnte man zuerst ( H. 147 . ) mit Si «
cherheik schließen , daß die Sonne der Mittelpunkt der
Kräfte sei , und es ließ sich dann das Gesetz bestimmen ,
nach welchem in verschiedenen Entfernungen von der
Sonne diese Kräfte wirken .

Die Planeren bewegen sich frei in ihren Bahnen , also
muß die aus der anziehenden Kraft der Sonne emsprin «

H . Thers . A
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gende , gegen die Richtung der Bewegung oder auf die
Tangente der Bahn senkrechte Kraft , der Schwungkraft
an dieser Stelle gleich sein , indem sonst die Krümmung
der Bahn , die sich allein durch die erlangte Geschwindig¬
keit und die anziehende Kraft bestimmt , eine andre sein
würde . Außerdem muß auch die Geschwindigkeit in der
Bahn , deren Beschleunigung oder Verzögerung bloß eine
Wirkung der anziehenden Kraft ist , in jedem Puncte der
Bahn dieser Kraft gemäß gefunden werden . Hierin lie¬
gen Bestimmungögründe genug , um das Gesetz , wie die
anziehende Kraft von der Entfernung abhängt , anzu -
geben .

H . 174 . Lehrsatz . Die Bewegung der Planeten
in der Ellipse ist wenigstens an beiden Endpunkten der gro¬
ßen A.re so beschaffen , daß eine dem Quadrate der Entfer¬
nungen umgekehrt proportionale anziehende Kraft der
Schwungkraft das Gleichgewicht hält ( Fig . z z . ) .

Beweis . Es fei die halbe große Axe der Ellipse
--- a , die halbe kleine Axe --- b , also der Abstand
des Brennpunktes ( § . 154 . ) vom Mittelpunkte — k
--- — b - ) , der Abstand des Brennpunktes , in
welchem die Sonne steht , vom einen Ende der Axe
-- a — — b>2) , vom andern Ende der Axe

a -s- z/ ( k̂ — i>2) — 83 . Da die in gleichen Zeiten
beschriebenen Sektoren ^ .SL und USD gleich sind und diese
für sehr kleine Zerren als Dreiecke , welche bei ^ und 8
rechtwinklicht sind , können angesehen werden , indem S -L,
L8 senkrecht auf die Tangenten in und 8 sind : so er -
giebt sich aus der Geschwindigkeit — e in ^ die Geschwirr -

e . 3 ^ , e ( a — z / ( rr ^ — i >^) )
d ! gk - i - m L -- c -
An beiden Enden der Axe ist der Krümmungshalbmesser

kr
gleich , — ( § . 163 . ) , und folglich in ^ die Schwung .

2 ^ 2 '
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in L die ' Schwungkraft —
c - ( 3 — V^ ( ^ - d - ) ) - . 3

2 § ( 3 - I- >/ ( 3 -

Es muß folglich , wenn die anziehende Kraft IN ä ,

- - - x ist , die anziehende Kraft in L ,? ( a — V^ ( ^ — b ^) ) ^ . ^

— - - sein , das ist

Kraft in ä : Kraft in L 6L - : Sä - .

H . 175 . Lehrsatz . In allen Punkten der Ellipse

ist die Schwungkraft so groß , daß sie genau durch den

auf die Richtung der Bahn senkrechten Thcil der auzichen -

den Kraft , wenn diese gegen den Brcnnpunct gerichtet

ist , und stch umgekehrt wie das Quadrat der Entfernun¬

gen von demselben verhalt , im Gleichgewichte gehalten

wird ( Zig . z z . ) .

Beweis . Die Geschwindigkeit des Planeten »st in

jedem Puncke M so groß , daß der in der Zeit - Einheit

beschriebene Seccor MLO — ^ e . äS ist , wenn e die

Geschwindigkeit in ä bedeutet , also , wenn SN vom

Brennpunkte 3 senkrecht auf die Tangente gezogen ist ,
MO . SN — e . äS ;

Geschwindigkeit in M ,

--- MO - - V — - ( 3 — ^ ( 32 — l ^ ) )

SN

oder nach § . 161 .
e ( 3 — ( 3 - -— k >- ) )

wenn V der andre Vrennpunct ist .

Der Krümmungshalbmesser ist in M
SM . vm

VLll

3 kr V ^ 6N . VN K ,

älso die Schwungkraft - - -

v - c - ( 3 - v/ ( ar - k>2 ) ) 2

28 " " 2 ^ ^ . 8M - V8N . VN

Nenne ich nun die in M gegen 8 zu wirkende beschleu¬

nigende Kraft — so ist die nach der Nsrmallinie M <Z

wirkende Kraft - - r ^ . Lok LM <̂ - - - . Lin 8MN
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8lV cz k)- 4 - ^ Diese soll der Schwung.
e2 ( g — — 1, 2 ) >

kraft gleich sein , also - .
2§ . 8M2

62 . a ( s — k>2) ) 2
- ZM »

und folglich , wenn wieder die in ^ wirkende Kraft — x

— ^ ss. ist , x : 1 — SlVl2 :
Damit überall die Schwungkraft gleich sei der nach

der Normallinie wirkenden anziehenden Kraft , muß also
die anziehende Kraft der Sonne sich umgekehrt wie die
Quadrate der Entfernungen verhalten .

§ . 176 . Bemerkung . Auch die Geschwindig .
kciten sind in der Ellipse dem Gesetze der Kräfte , daß
diese sich umgekehrt , wie die Quadrate der Entfernungen
verhalten , angemessen.
- Um dieses zu übersehen , haben wir nur nöthig , uns

an den Satz ( H . 149 . ) zu erinnern , baß die Geschwindig¬
keit eines In der gekrümmten Bahn fortgehenden Körpers
bei seiner Annäherung zum anziehenden Mittelpunkte eben
so viel zunimmt , als es bei einem gradlinigt gegen den
Miktelpunct zu fallenden Körper bei gleicher Annäherung
der Fall sein würde , wenn eben die Kraft auf beide wirkte,
und beide anfangs in gleicher Entfernung vom Miltel -
puncte waren und gleiche Geschwindigkeiten hatten . Daß
eben das für die Verminderung der Geschwindigkeit bei
zunehmender Entfernung vom anziehenden Mittelpuncte
gilt , erhellt aus de » dortigen Beweisen von selbst .

Die schon früher ( § . 6 z . 64 . ) gefundenen Bestim¬
mungen für die Geschwindigkeit eines Körpers , der grab -
linigc gegen einen Miktelpunct zugeht , welcher ihn mit
ein er , Kraft , dem Quadrate der Entfernungen umgekehrt
proportional , anzieht , kann » ns hier dienen , um die in
der Ellipse erlangten Geschwindigkeiten , mir denjenigen
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zu vergleichen , welche jener gyadlinigt fortgehende Körper
erlangt hätte . Wir fanden nämlich , daß dieser in der
Entfernung k — s die Geschwindigkeit — v

4L 8

^ erlangte , wenn er von der Entfernung

- -- st her gegen den Mittelpunkt zu gefallen war , und die
anziehende Kraft in der Entfernung — kl die Stärke hatte ,
welche erfordert wird , um in der ersten Secunde den
ohne anfängliche Geschwindigkeit fallenden Körper durch
den Raum — § zu treiben .

§ . 177 . Lehrsatz . Wenn der die Ellipse durch¬
laufende Körper sich so bewegt , daß die vom Radius
Vector um den Brennpunct 3 beschriebenen Flächenräume
der Zeit proportional sind und die anziehende Kraft im
einen Endpunkte ^ der großen Axe so wirkt , wie es die
Schwungkraft dort erfordert : so ist in jedem Punete lVk
der Ellipse die Geschwindigkeit so groß , als diejenige ,
welche ein von der Höhe -- - 23 gegen den anziehenden
Brennpunct fallender Körper in der Entfernung — 8stl ,
vermöge einer den Quadraten der Abstände umgekehrt pro¬
portional - anziehenden Kraft , erlangen würde .

Beweis . Wenn die Geschwindigkeit de - in der
Ellipse um 8 laufenden Körpers -- - 0 ist in dem Puncte

wo er dem anziehenden Mittelpunkte am nächsten ist :
so mußte ( § . 174 .) die in ^ wirkende anziehende Kraft

- - - - sein , jn der Entfernung - - - a — st *)

vom anziehenden Mittelpunkte .

Soll also diese anziehende Kraft umgekehrt den

Quadraten d - r Entfernung proportional sein , so ist sie

— i , in der Entfernung — ( a - - z / O » — st ^ ) ) v "- — -

Diese Entfernung ist also das , was in der Formel des
64 . H . die Größe kl war .

Heißt hier wieder — st die Entfernung von 8 , von

welcher an der Körper fallen müßte , um eine bestimmte
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Geschwindigkeit erlangt zu haben , indem er in der Ent¬
fernung ^ ji — 8 vom anziehenden Mittelpunkte an -
ko u » c so muß hier , wo die Geschwindigkeit -- c in der
Encstl ' ung — a — — H2) -- k — 8 ist,

c sein . Da nun k — s — 3 — >/ ( 3 - - ^ )
lind 8 Ir — 3 -f- ^ ( 32—

n aber — ( 3 ^- ^ — ^ ) )

so ist ^
^ ^ 4§ . A ( a - v/ ( 3 - - d 2 ) ) - . ^ ( k - a -f- V^ - b - )

kr ( a — ( 3 ^ — k>2 ) ) '

oder Ir 2 ( 3 — ^ ( 0 * — k>2 ) ) , ^ ( lr 3 -s- z/ ( a^— b - ) ) ,
woraus Ir —
23 ( 3 — z/ ( 3 ^ — Ir - ) ) ^ 23 ( 3 — — Ii ^ ) ) ^

2 32 — — ? -r ( 3 ^ — 1>" ) 3 ^ — 23 ^ / ( 3 ^ — b ^) -f - ( 3 ^ —

23 ( 3 — z/ ( a ^ — b ^ ) ) ^

^ — ( 3 — z/ ( a ^ — ^
folgt . Der in der Ellipse laufende Körper müßte also
aus der Entfernung — 23 herabgefallen sein , um in der
Entfernung -- 3 —- z/ ( 3 ^ — b ^) die Geschwindigkeit er¬
langt zu haben , die er hier wirklich hat , und die ihm
grade die hier nöthige Schwungkraft crkheilt .

Stellen wir eben diese Betrachtung für einen andern
Punck M der Ellipse an , so ist dort ( § . 175 .) die Ge -
r- > - e v e ( 3 — — d - ) )schn ndigkcrt ^ —

d ^ 8 ^1

Ein Körper aber , der von der eben vorhin gefundenen
Entfernung — 2 -, — Ir gegen 8 herabficle , hätte in der
Entfernung SM - - K — s — 23 — 8 , die Geschwin¬

digkeit 2-2 z/
4 ^ 1^ ( 23 — SM )

erlangt , oder , wenn ich23 . SM

für II? den gehörigen Werth sehe , die Geschwindigkeit

»
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( a — v ^ <>

sä . 3 M
( 2 a — SM )

-- ^ ( a — >/ ( ar — d - ) ) ^
2a — 8 M

SM
c ( a — d ^ ) )

weil 2s — SM --- VM , wenn V der andre Brennpunkt
jst . Dieser Körper erlangt also in jeder Entfernung
--- SM vom anziehenden Mittelpunkte eben die Geschwin¬
digkeit , welche der in der Ellipse laufende Körper wirklich
hat (H . 175 . ) , und es erhellt folglich , daß der Körper ,
» » dem er die Ellipse so durchläuft , daß die Flächenräume
Den Zeiten proportional sind , grade die Geschwindigkeiten
erlangt , welche er nach § . 149 . vermöge jener anziehenden
Kraft erlangen würde .

§ . 178 . Aufgabe . Es ist ( Fig . 54 .) der Mittel¬
punkt 3 der Kräfte gegeben , gegen welchen ein Körper
ungezogen wird ; dieser Körper bewegt sich in M mit der
Geschwindigkeit — 6 nach der Richtung Mk , die mit
M8 den gegebnen Winkel 8M ? --- ?e macht : man ver¬
langt die Ellipse zu bestimmen , in welcher der Körper M
»im S , als Brennpunkt der Ellipse laufen wirb , wenn die
anziehende Kraft den Quadraten der Entfernungen umge¬
kehrt proportional ist .

Auflösung . Wir haben eben gesehen ( § . r ? 7 >).
Daß der Körper , um die Geschwindigkeit zu erlangen ,

.welche er in der Ellipse hat , immer aus der Entfernung
— li — 2a gleich der großen Axe der Ellipse herabgefallen
fein müßte , wenn er nämlich in der bestimmten Entfer¬
nung ^ 8M die bestimmte Geschwindigkeit sollte erlangt
lvaben . Nenne ich also SM — I , so muß hier
c > ^ ^

ch - 1 za 1 ' *

4L ^ 1als» - q sein , und dieses ist die große Axe
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der Ellipse , i » welcher der Körper laufen muß . Hier ist
H bekannt ; denn die anziehende .Kraft muß für irgend eine
Entfernung gegeben sein .

Hiemit ist also die Länge her großen Axe — und
die Lage ihres einen Brennpunktes bekannt . Um auch die
Lage der Axe zu bestimmen , dient die Auffindung des an¬
dern Brennpunktes . Die Richtungöliuie lVl ? ist offenbar
klne Langente der Ellipse ; nimmt man also () MV — klVIZ ,
so liegt der andre Brennpunkt auf i!VlV ( H . i6o . ) , und
zuglelch muß seine Entfernung VlVI von iVl , — aa — LlVI
sein , da allemal VM - ff- SlVl --- ? n » wenn V und 3 die
Helden Brennpunkte sind «

Htemlt ist also die Lage V8 der großen Axe bestimmt ;
man braucht nur noch V 3 IN o zu halbiren , O -L. n auf¬
zutragen , und dann die Ellipse um die Brennpunkte V , 9
zu zeichnen .

§ . 179 . Bemerkung . Bei dieser Bestimmung
. E kl?

zeigt sich , daß ^ — sein muß , wenn hie Bahn

eine Ellipse werden soll ; denn im entgegengesetzten Falle
würde die Formel für 2a etwas Negatives geben , oder

< 4L ^ .auch 2n - - eo , wenn L ? — — wäre .

Diese Bestimmungen der Formel sind ganz richtig ,
denn eine nähere Untersuchung zeigt , daßDcr Körper eine

4L
Parabel durchliefe , wenn 6/^ --- - -- -- - , und eine Hyper »

, . 4L
vel , wenn ^— wäre .

Ich muß hier diese nähere Untersuchung übergehen ,
da ich zu lange bei Erklärung der Eigenschaften jener bei¬
den Curyen verweilen müßte .

6 ? IAus der Bestimmung , daß U - > sein muß ,
wenn der Körper eine Ellipse durchlaufen soll , erhellt zu .
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Lleich , wenn ich die in m , in der Entfernung - - - 1 wir¬
st ^

kende Kraft — x nenne , daß p , welches — ist ,

wenn in der Entfernung - - - K , die Kraft - - - 1 wur , daß
er

sein muß , wenn die Bahn eine Ellipse wer -

den soll ,

Zusähe für geübtere Leser .

I . Um die Gesetze der Bewegung eines Körpers , der durch

anziehende Kräfte gegen einem bestimmten Mirreipunct getrieben
wird , mit Hülfe der Differential - Rechnung zu entwickeln , wol ,

len wir u » 6 zuerst an .die bisher entwickelten Lehren möglichst a >»

schließen . Es ist klar , daß ( Jig , die nach ölk auf öl wir¬

kende anziehend ? Kraft , hie — z> heißen mag , die in N nach der
Richtung ölV gehende Bewegung beschleuniget , mit einer Kraft

— p . cot LNT ; und daß dagegen die auf die Tangente senkrechte

Kraft , -- - - p . 8u » MIT , die aus der Zerlegung der Kraft x ent ,^ 2

steht , genau der Schwungkraft gleich sein muß , also — — ,

wenn v die Geschwindigkeit in Äl , r der Werth des Krümmungs¬

halbmessers an dieser Stelle ist ,

Aus diesen beiden Bestimmungen ergeben sich theils die Ge ,

setze der Bewegung auf der Curve , theils die Gleichung für die

' Curve selbst ,

II . Es sei die veränderliche Entfernung des bewegten Pnnc -

tes vom anziehenden Mittelpunkte MI — 2 ; die von ö auf die

Nichtunasiinic der Bewegung oder auf die Tangente ä -IT der Bahn

gesetzte Senkrechte ^ cv ; so ist

8in LölT - - - ^ ; cot LNT - - -

woraus die nach der Tangente wirkende Kraft

— - gefunden wird , Da diese als be ,

schleunjgeude Kraft die Geschwindigkeit — v vermehrt , so ist

0 . . « z - s. tz , » r .

Ms der Bestimmung der Schwungkraft hingegen , welche
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gegen die Richtung der Bahn senkrechten Kraft gleich sein muß .

In diesen Gleichungen ist allemal der Krümmungshalbmesser
^ 8

eine bekannte Function von 2 und ^ ; auch ist , wen » wir — — ät

setzen , und unter äs den in der Zeit — ät durchlaufenen Weg
verstehen , äs leicht durch 2 und Xv auszudrücken , wodurch dann ,

wenn x eine gegebne Funktion von 2 ist , alle vorkommenden Grö ,

ßen auf die drei Größen v , 2 , w zurückgcführr werden , zu deren
gegenseitigen Bestimmung zwei Gleichungen gcgedcn werden ,

III . Es ist , wenn man das kleine Srück läm der Bahn
- - -- äs nimmr , und nrn senkrecht auf Löi zieht ( Fig . da -
Dreieck Urnn c/ > l ÎVL , und folglich , da ö -In — Ü2

äs : ä2 — 2 : — vv ^ . Hieraus folgt für

chung verber Wcrtye von r > folgt — --- -- - .
>v . r

IV . Um den Krümmungshalbmesser — r durch 2 und >v
auszudrücken , dient folgende Ucberlegung . Zieht man au lVI und
in die Tangenten NV , int : so schließen diese den .Krümmungs ,
Winkel — ä <p — tö-H rin , und bekanntlich ist äs — r . ä <̂ .
Aber wenn rnt auf LV das Stück Vv — abfchncidet , so istauch ärv — nrV . äyi ---- bi v . ä <p — äP . ^/ ( 2 ^ — vr ? ) ,

weil äs : ä2 - --- 2 : ,

p . >v
Wird - — ^ gefunden .

V

8 . ? cit

ober väv
Z ? . vät

väv --- - - rgx . äs . — — — 2Zxä 2 ' weil ,

abnimmt , wenn LöH spitz oder äv positiv ist ,

— - , siebt auch p — — - , und aus der Verglei «

also x - -- - -^ n » Aber die zweite obige Gleichung
p . 'rv v ^ r :

Die Gleichung —
262

giebt also
V . r
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vclv - — ckw

^ 2 v / '

oder V - - -
6

oder Z log . v ^

^ — log w log 6ov8t s

Um hier die ( lonsisns -- - 6 zu bestimmen , muß in irgend

einem Punctc ^ der Bahn die Geschwindigkeit bekannt sein . Sie
sei - - - e jn demjenigen Punkte ^ der Bahn , wo die Senkrechte

0

auf die Tangente , nämlich -- --- ft wird , so ist v

ft . o
also allgemein v --- --

V . Diese Gleichung gilt allgemein für jede nach dem Mite

telpuncte L zu wirkenden Kraft , und sie drückt offenbar ganz eben
bas aus , was wir in h . 14 ; . fanden .

Gebrauchen wir nun diesen Werth für v in der Gleichung

x -- - - — — , so istsg ^vr
0 ^ 2 ft ^

- xgr --- n - ,
ft ^

oder sZx . a - — — — — .

Diese Gleichung kann immer aufgelöset werden , wenn x eine

Function der Entfernung ist .

Vl . Wir können nun hier zwei Aufgaben aufzulösen uns

Vorsitzen . Erstlich , die Function x zu bestimmen , wenn die

Bahn gegeben ist ; zweitens , die Bah » zn bestimmen , wenn p
gegeben ist , oder wenn man weiß , nach welchem Gesetze die Kraft

von der Entfernung abhangt .

VII . Die erste Aufgabe wollen wir sogleich auf die Ellipse
anwenden .

l ) 2
Die bekannte Gleichung für die Ellipse . z, 2 — — x ? .

wox , x Coordinaten , den beiden Hanptaxcn a , ft parallel vom

Mittelpunkte an , u und ft aber die Hälfte dieser Hauptaxen be¬

deuten , läßt sich leicht so umändern , daß darin 2 durch >v gegeben

werde . Zuerst ist 2 — ^ ( p — x ) ^ ) , wenn ich den Ab¬
stand des Brennpunktes vom Mittelpunkte -- --- — §
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nenne , also ? — ^ x - - s- x » .
IX — 1) 2) ^

^ — b ^ ) _ — jx
2 ^ '

Für iv aber findet man leicht auch einen durch x ausgedrück «

ten Werth , «isrefil nämlich öl ' eie verlangerre große Axe der El «

lipse vor und KIT ihre Tangente ; so ist tLuZ L 'l - l -- -- ^ —

und LT -- -_ > 2 2 - —
k>2 X

- X ^

X

LT e-- LT - ( f - x ) ^ - L ^ - ^ ( 2 - - d - ) .

also LV — w — LT . 8in LTäl

- - -
L - x

^ X ( l >̂ x2 - s- ^ 2)

( 2 ^ — x ^/ ( o2 — b ^) ) . b ^ ( 22 - x — !) 2 ) )
^ / ( t^ x? - f - 2 ^ ( 2 ^ — X ^) ) ( 2 ^ -^ ( 2 ^ —- 1) 2 ) x2 )

l 2 ^ — lxtoder ve ^ — I — - - — t
^ 2 ^ - s- lx /

l

1) 2 !i

x - 1) 2)

2 ? - j - x ( 2 ^ — 1) 2 )

12 — L
_ 12 I

w2 i) 2 2 1) 2 '

woraus durch Differcnkiirung folgt
c1>v 2 <1 ?

1)2 2 ^ '

Nun sollte , vermöge der oben gefundenen Gleichung
,, » 2 1)2

- sp clm - — sein ,

, , ^ « 2 Ii2 ^ ^ z
also - Zx -I --

_ e-2 I12 2

^ » §1 ) 2 ^ 2 '

Die anziehende Kraft muß also dem Quadrate des Abstandes

- umgekehrt proportional sein , wenn die Bahn elliptisch sein soll .

Vlll , Ist die umgekehrte Aufgabe vorgelegt , nämlich die

Dahn zu bestimmen , wenn die anziehende Kraft eine gegebne

Function von ? ist , , so wird aus der Gleichung
, , , » elvv

2APÜ2 — « 2 Il2 — -
vv ?
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sogleich rx / xä -r — 6 — - gefunden .
k -°

Es sei x also die Kraft umgekehrt den Quadraten der Ent ,

fernnng proportional , und K die Entfernung , , wo x — . r der
Schwerkraft gleich wird : so ist

rg/ xä !- -- - - — — 6 - -^ 7 .
Wir wollen hier , um die Eonstaus zu bestimmen , annehmen,
die Geschwindigkeit " o finde an derjenigen Stelle der Dahn
statt , wo das Perpendikel auf die TangeNte — L , die Entfernung

s aber — lc ist ; dann wird

also
2 g 2 g

--- — —^ Eoust ,L
r

Durch diese Gleichung zwischen 2 und v ist die Bahn schon bee
stimmt .

IX . Um hier eine bequemere Gleichung zu finden , sei
LL /L eine durch den anziehenden Punkt L . gezogne , willkürliche
grade Linie , und für den unbestimmten Puncc kt sei LN --- 2 , .
LNL — ej- ; also Nu — Ü2 , tun — ä2st, , Und

2 ^ clst<
>> weil 2 . vv !--- cls : 2äst/ war ;

( c!22 - s- 2. ^
s » li ^ ( 62 ^ - l- 2 ^» . -

oder äi /- ^ 2 ^ -j- 2gL * . 2 — z Ii » ^
kl :

Ich will hier nur kurz T It * rr : 2gU2
2

^ 2 '
L ;

cii/-

und 1/^ ----
oder da

— 6 sehen ; dann ist

v li clr

X/ 2 L2 —
v l , 2 L 2

L2 o > II -
cli ist ;

^ - - Eonst - l- äro . taug ,- , „ -
' ^ lio >/ r . K2 — /L) '

Soll hier a/» ----- 0 sein , der Stelle , wo 2 ----- le , ---- K
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ist ' so wird 6onst - - - . Isns - —— - — -

woraus sich der allgemeine Werth von - > leicht darstellcn ließe . ( * )

Um hier nicht allzu weitlaustig zu rechnen , wollen wir a » r

nehmen , daß an der Stelle , wo die Geschwindigkeit — v ist , der

Radius Vector selbst senkrecht auf die Tangente , also an dieser
Stelle 2 - - - Ii ^ K sei . Dann ist

2 ^ - LIl — — 2 tz II , und

- j- Lii — ^ — o , also

6onst ^ ro . i -rnZ L - — 2 n ; und allgemein

^ - - - Z ir — ^ ro . tang
— 2A2li ^

also LotanZ ->/ , —

clr . ( v ^ 2 ^ — - s - Ii ^ )

2S 2

oli . ( 2 ^ — li 2) ^ ^ '— 2 )^

0 ) Das Jntegral ^ - ^ - ^ . ^ - ^ ) ' " ird s° gefum
äs

— c>2 ^
den . Da

2 ( 62 ^ L 2 — ^ )

ist : so wird , wenn ich -̂ - — § sehe

- ä§ — ^

Hievon ist daS Zntcgral
i

— Oonst - ^ ro . 8iu ^ ^ —

l . ^ 2 ^ § — ö

^ . 1 . ^ 2 ^ . — 62
— t^ ourt — - 7— ^ ro . tanZ — 7-7— 77- —

Loiist
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dvüii 1// —

oder 2 —

e » 1,» ——

2 U — 2g

SZ - s- ( c ^ Ir — 2 g 11^ ) ^ olch-

X . Dieses ist eine Gleichung für einen Kegelschnitt , den »

wenn wir in der bekannten Gleichung für die Ellrpse

-s - - - -- . Srn P -und X — 'k - - - 2 setzen , wo näm »

lich 5 -- - — b ^ ) , der Abstand des Brennpunctes vom Mit »

relpuncte ist : so haben wir

L * ^ ( b ^ — 2 ^ 2

Sehe ich hier k — v . a , so daß e die Excentricität oder das Ver »

hälmiß der Entfernung des Brennpunctes vom Mittelpuncte juv

halben großen Are angiebt , sb ist

2 ^ >/ ! - s - -- - l ) ^ — ib ^ Ln 6ol ' ^ , ,
oder weil — -r^ — - - - rr^

2 ^ ( 2^ — - e ^ ) - ^ 2 ^ - IS !I 2 Ool ' ^ >)
oder 2 ^ ( l — — Uea2 ( l — e ^ ) LoI ^ ,
oder 2 ^ — rr^ sl — — 2 -1 ( 1 -̂ - e ^ ) e 2
bas ist 2 — s, ( e — — v 2 Lolr ^ ,

-1 ( 1 — s ^)
oder 2 - - - — -- .r - s- e t^ c>I1^,

Eben diese Gleichung würde man für die Hyperbel finden ,

nur daß man dort -r als negativ ansehen muß , alsoL — 1V

2 ^ ^ letzen muß . Für die Parabel ist sie iir

dieser Form nicht gut anwendbar , da a -- - kn und e — r ist ;

aber L ( i — - - a ^ l - - c - - - — 2- - — ist „ t der' f a ^ / :r^ -r

Ellipse und Hyperbel dem halben Parameter gleich — L ? , und
4 ?

2 " n ^ cine lür alle Kegelschnitte geltende

Gleichung , da sich leicht Nachweisen läßt , daß auch bei der Para »

XI . Unsre Gleichung 2 -
ss »

- 8 lt " - j- ( s ^ ^ jst^ ) Ool ' r/r

giebt also die Bahn als einen Kegelschnitt an , dessen halber Para »
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Meter — 4 k —
c - 1-2

- - 8 ^
2 A

4k

dessen Excentricikät . ,

und dessen halbe große Are

2g K
ist .

> l - 8 ^ ' 48 ^ - 8 * 1l

Dieser Kegelschnitc ist eine Ellipse , wenn 48 ^ > o » Ii , also die

Are positiv , - die Ercentrieitäl < i ist ; er wird eine Parabel für

48 ^ 2 — welches » c/ r ; e — i giebk ; er wird endlich

eme Hyperbel , wenn 4gk ^ -< a negativ und e > - i ist .

Für — - 8 ^ wird die Bahn ein Kreis , indem e — o , und
Z a — Ii wird .

«-

XU . Die hier zu findenden Bestimmungen lassen sich » och
auf einem andern Wege erhalten . Bewegt der Körper sich auf der

Linie -tdl ( §ig . von dl nach m in der Zeit - - 2 ät , so ist die
dlin äs . . . .

Geschwindigkeit v -- 7 : i - - - — . Sehe ich hier ät unverän¬

derlich , oder nehme immer gleiche Zeitmomente — ät , so ist

, die Aendcrung der Geschwindigkeit in der Zeit

ä t . - ^

Zst ^ ie Curve , in welcher sich der Körper bewegt ( Fig . ; 6 . ) ,

auf senkrechte Coordiyaten — x , kdl — ^ bezogen : so ist es

bequem , die Geschwindigkeit nach Richtungen , diesen Coordinatcn

parallel , zu zerlegen . Offenbar ist die mit x parallele Geschwin¬

digkeit — -̂ ^ — die mit x parallele Geschwindigkeit

— also die Aendcrung der mit x parallelen Ge «
U8 ut

schwindigkeit — 1 , die Aenderung der mit parallelen Ge -
tftv

schwindigkeit — - 77- -

Xlll . Diese Acnderungen müssen den nach eben den Rich¬

tungen wirkenden Kräften angemessen sein . Ist also eine nach Ldl

wirkende Kraft — x die einzige hier thätige Kraft , so entspringt

aus ihr eine gegen äL zu mit dl ? parallele Kraft wen »
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Ist die Kraft eine anziehende , so wirken diese zerlegten Kräfte da ,

hin , um die Covrdinakc » x , ^ zu vermindern , und da all - mal

die Acndcrung der Geschwindigkeit gleich der Kraft mnltiplicirt mit

2Z dt ist , so haben wir hier in Beziehung auf die beiden , her ,
Coordinaten parallelen Kräfte

oder , wenn man jene Gleichung mit ^ ,

diese mit ^ multiplicirk ,

2dx . d ^ x _ p . xdx

oder integrirt /̂ ( xd ^ ^ — ^ d ^ x ) — xd ^ — ^ dx - - - 6 . dt .

Diese lctzcere Gleichung zeigt , das ; für jede anziehende , ge ,

gen den unveränderlichen Punkt L gerichtete , Kraft , die vom Na ,

dius Wecior belchriebenen Sektoren den Zeiten proportional sind .

Ml — -- und eine mit L ? parallele Kraft — - oder

— wenn ich L selbst als Anfangspunkt der x annehme .

Ld ^ . d x - icl ^

— 4 § . i — - — ; UNd

, adx . d ^ x - l- rdv d ^ v
also auch - - — — 4§k - ( xdx - p . ^ )

woraus , weil xdx - j- ^ d ^ — 2d2 ist .

oder - 7̂ — Solist — 4ls / ? d !- folgt .

dx ^ - s" dv ^
Ooust — 4§ ^ >d2 ,

XIV . Die vorigen Gleichungen geben aber auch
^ d ^ x 2MX . vdt ^

8 ? x - M

xd ^ ) ' — ^ d ^ x

Nl

L' ö >>l namilch

II . Thril.
wenn ich LN ^ r , kLN ----- nenne . Da

beschriebene Sektor

K
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V . ä . 1 ,1ns P

nun hier zugleich — — tm .Zy , , und bekannt ! . äg > —

^ , xäv — ^ äx

ist , so wil d clP — n ^ - — , also
2 - . äg > — xä ^ — ^ <lx , da 2 - —

Das eben vorhin gefundene Integral ist also nichts anders ,
als der in de » Zeit — ät beschriebene Scctor , und da dieses alle¬

mal — C- . 6t , der Zeit proportional sein muß , so ist die « das

eine , für alle Centralkrafte geltende Gesetz der Bewegung .

XV . Um die erste Hanptgleichung ( in XIII . )

— — 4 ^ / xä -k , anfzulösen , muß x als Function von - ge¬

geben sein .
k - , -

Sie sei wieder x , so ist

äs -

ät -
V - — donst 48 ^

Wofern also für irgend einen Punkt der Bahn , dessen Entfernung

^ 2 — le ist , die Geschwindigkeit — u sein soll , so ist

c°n - .

§ L I ^
und allgemein v - — e - — 4gk -

« der äs - — ät - ^

48 ^ - 48 ^ 2 )

Ic ^ 2 / '
Da wir nun schon wissen , daß xä ^ — ^ äx — <ü . ät ist : so

können wir hiedurch t eliminil en . Um 6 zu bestimmen , wollen

wir annchmen , daß in der Entfernung — k , wo die Geschwin¬

digkeit bekannt . " c ist , die Tangente mit dem Radius Vector
den Winkel — ^ einschließe ; dann ist dort der in der Zeit — ät

beschriebene Sccror — e . Ie . ät . also
6 — 0 . 1e . 8in z , und allgemein

, xä ^ - ^ äx — 4ZU - , 48 Ü - )

XVI . Diese Gleichung würde sich weniaer leicht auflösen

lassen , wenn wir ü und » durch x und ^ ausdrückten . Da wir

aber wissen , daß 2 - ägo — xä ^ — ^ äx , so haben wir :

. cV ( °> - ^ 4 - E )2 ^ ,

äs - — 62 - - s- 2 - äg ,- c - ie - Sin - - ,
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also <l ->

. L ^ ) 2 -° - s- 4Zir -

. clc . 8in ^

48

welches eben die Gleichung ist , worauf nur in IX . geleitet
den , wo -/< mil unserm - > und d mit unseem Ic Sin g übcreim
stimmt.

Elfter Abschnitt .
Von der gradlinigten Bewegung eines Kör¬
pere , welcher einen von der erlangten Ge¬

schwindigkeit abhängigen Widerstand
leidet .

§ . 179 . Erfahrung . Wenn ein fester Körper sich
in einem flüssigen fortbemegt , so daß er b »e Theilchen des
Flüssigen ans der Stelle treibt : so wird hiedurch die Ge¬
schwindigkeit jenes Körpere um etwas vermindert . Die
Erfahrung zeigt , und auch theoretische Betrachtungen
lasten es vermuthen , daß dieser Widerstand den , Qual -
drate der Geschwindigkeit proportional ist . UebrrgenS
hängt die Größe dieses Widerstandes von der Gestalt des
Körpers und von der Dichtigkeit des Widerstand leisten¬
den Flüssigen ab , worüber die näheren Bestunmungen
'in der Hydraulik Vorkommen .

§ . 180 . Bemerkung . Dieser Widerstand ist an¬
zusehen , als eine , der Richtung grade entgegenwirkeude
bewegende Kraft , die aber , da sie von der jedesmaligen
Geschwindigkeit abhängt , fast immer eine veränderkche
lst . Die Größe dieser bewegenden Kraft ist völlig be¬
stimmt durch die Gestalt und Größe des bewegten festen
Körpers , durch die Beschaffenheit des Flüssigen , und
durch die Geschwindigkeit der Bewegung . Diese ge -

K 2
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stimmte bewegende Kraft wird darauf verwendet , die Ge¬
schwindigkeit aller Theile des bewegten Körpers zu ver¬
mindern , und diese Veränderung beträgt daher für jedes
Tpetlchen desto mehr , Und folglich für den ganzen Körper
desto mehr , je kleiner seine Maste oder die Anzahl seiner
körperlichen Theile ist .

Hier ist also ein Fall , wo wir aus gegebnen Umstän¬
den die bewegende Kraft — k kennen , und nun
durch die Rücksicht auf die bewegte Masse — lVI , die be¬
schleunigende , oder hier negativ beschleunigende , das istx
verzögernde , Kraft — — st „ den .

Anmerkung . Cs ist bekannt , daß eine Bleikugel viel schnell
lcr durch die Luft herabfällt , als -eine eben so große
hohle Glaskugel unter ganz gleichen Umständen . Beide
leiden einen gleich großen Widerstand der Luft ; aber dieser
gleiche Widerstand hemmt viel auffallender die Geschwindigr

^ keit der hohlen Glaskugel , wo eine geringere Anzahl von
Theilchcn zmückzuhalren ist , als die viel dichtere oder mit
viel mehr Masse anrückende Bleikugel .

§ . A8l > Bemerkung . Um die Untersuchung z «r
erleichtern , wollen wir hier zuerst diejenigen Fälle be¬
trachten , wo gar keine andre beschleunigende Kräfte
wirken , wo der bloß träge Körper mit unveränderlicher
Geschwindigkeit fortgehen würde , wenn nicht dieser Wi¬
derstand seine Geschwindigkeit unaufhörlich verminderte .
Wir werden dann zur Betrachtung der Bewegung fallen¬
der Körper in einem widerstehenden Mittel übergehen .

§ ist ? . Bemerkung . Da die verzögernde Kraft
p , welche der Widerstand auöübt , hier bloß von der

Geschwindigkeit — v abhängt , und , wie mir annehmen ,
dein Quadrate derselben proportional ist : so laßt ste sich

immer durch p — auSdrucken , wenn lr diejenige Ge¬
schwindigkeit bedeutet , bei welcher jene Kraft ^ r ist .
Wir können auch hier als Einheit der Kräfte die beschleu¬
nigende Kraft der «Lchwere , so wie wir ste an der Ober -
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fläche der Erde kennen , annehmen , und die verzöger
Kraft des Widerstandes - -- I setzen , wenn sie des Ke
pers Bewegung grade eben so sehr verzögert , als es die
Schwere bei einem vertical aufwärts geworfenen Körper
thut . Obgleich nun wegen der sich unaufhörlich ändernden
Geschwindigkeit die verzögernde Kraft des Widerstandes
sich ebenfallb ändert , und folglich die Verzögerung der
Bewegung nie eine geraume Zeit durch so erfolgen kann ,
wie eü durch die Schwere bei aufwärts geworfenen Kör¬
pern geschieht : so können wir doch in der Vorstellung die
Geschwindigkeit — I; , wobei die Verzögerung grade jene
Größe hat , fesihalten , und sagen , wenn diese Geschwin¬
digkeit , des Widerstandes ungeachtet , durch eine fremde
Kraft immer erhalten würde , so wäre die Einwirkung des
Widerstandes , der hier als eine negative beschleunigende
Kraft angesehen wird , der Kraft der Schwere gleich .

§ . i8Z . Erklärung . Diese Geschwindigkeit — k ,
bei welcher die Kraft des Widerstandes - - - i ist , heißt :
der Exponent des Widerstandes .

ß . 184 . Wenn ein sehr dichter Körper sich in einem
sehr dünnen Fluido fortbewegt : so muß die Geschwindig¬
keit sehr groß sein , um den Widerstand so erheblich zu
machen , daß er — i sei ; dagegen reicht bei einem stärker
widerstehenden Flüssigen schon eine geringere Geschwin¬
digkeit hin , um eine eben so stark verzögernde Kraft her¬
vorzubringen . Je größer also k ist , desto geringer ist,
unter sonst gleichen Umständen , der Widerstand . Z . B .
für eine im Wasser fortbewegte Bleikugel von z Zoll
Durchmesser ist k. nur ohngefehr — 16 Fuß , aber wenn
eben diese Bleikugel sich in der Luft fortbewegt , so ist
k — 420 Fuß ; das heißt , der Widerstand ist im Was¬
ser schon bei 16 Fuß Geschwindigkeit in i Secunde , in
der Luft erst bei 420 Fuß Geschwindigkeit , der Schwer¬
kraft gleich .

H . 18 ; . Aufgabe . Ein Körper , auf den sonst
keine beschleunigenden Kräfte wirken , bewegt sich in einem
widerstehenden Flüssigen fort , dessen Widerstand dem
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Quadrate der Geschwindigkeit proportional ist ; man sucht
dce am Ende der Zeit r noch übrige Geschwindigkeit
aus der gegebnen anfänglichen Geschwindigkeit zu de « -
stimmen .

ckuflösun g . War die anfängliche Geschwindigkeit
- - e . der Exponent des Widerstandes — le , und Z der
Raum , durch weichen die beschleunigendeKraft — i den
Körper in der ersten Secunde treibt : so ist am Ende der
Zen — r , die noch übrige Geschwindigkeit

6 I> 2

^ 2A
Beweis . Da in unserer Betrachtung die beschleu -

mgende Kraft -- - — ^ für jeden Augenblick der Bewe¬
gung ist : so müßte billig in H . ; 8 . die Scale der beschleu¬
nigenden Kräfte so gezeichnet werden ( Fig . 21 . ) , daß

^ 2 ^ ^ und für jede verstoßene Zeit ------ t ----- ^ 1 ,

die Kraft durch 16 — 2 g . ^ dargestellt würde . Neh¬
men wir hier den in der Austösung angegebenen Werth für
v , und bedenken zugleich , daß dre Fläche -^ ZOl sich zu

. ^ 1 eben so verhält , wie die in der Zeit — r ver -

lohrene Geschwindigkeit zu 2 A r , oder daß e — v
^ L: 61 . r c -

--- " - werk — 2 § . , so erhalten wir ,

wenn wir die Zeit t in n gleiche Theile zerlegt und dann
der schon angegebnen Bestimmung gemäß , die Scale ge ->

zeichnet annehmen , so daß
„ , i c?

am Ende der Zc -rt — r — - -- wird ;
^ ( !^ -ft ^ - 2Zcr ) 2

am Ende der Zeit — t --- — —^ - und so ferner
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- ! - ^ 7 - ^ - — -t -

und >

. sxct ) -

2 ALt )

- -l

-i-
r§ct )-

l

l ( k ^ 2- . 2Aer) -
"!-

K 4

2 Acr ) -

- — - — l .
( K - -l- ^ - . 2 ^ 6 ,:)

Es ergiebt sich aber aus § . 65 . leicht , daß die Sum¬

me jener Reihen durch dargestellt wird , oder

2 A c ^ r 6daß d - - ' st
ist . ?Der in der Auflösung angegebene Werth für v inacht
also die obige Gleichung identisch und ist folglich richtig ;
oder wenn nian jenem Werche gemäß die verzögernde
Kraft des Widerstandes anmmmt : so ergiebt sich die noch
übrige Gelchwindigkeit grade so , wie sie sich nach der an¬
genommenen Forinel ergeben sollte .

§ . 136 . Der Beweis , daß immer zwi¬
schen die Grenzen fallt , die durch die Reihen im vorigen
K . gegeben wurden , laßt sich nach H . 65 . leicht führen ,
wenn ich hier — r — u setze . Es ist nämlich die allge¬
mein zu beweisende Vergleichung

2 AL ^ rnr 2 A <̂ u ^

k ^ -s- 2 ^ cnu ^ ^ ' ^ ( 1i2 -f - 2Acu ) 2 " r ' ( k2 -l - 4Acu )

. ^ l

2L6 ^ U s
( Ir - -f- 2 ( n — i ) §cu ^ j

- l -

^ ^ ( K ^ - s - 2N§6n ) ^ /

( k ^-s- 4 ^ cu ) 2
.. . ^



15 r II . Thl . Die Gesetze der Bewegung fester Körper .

und hier ergiebt sich für n — i sogleich
1 r li »

2A0U ch - ^ 2tzeu ) - '

und ferner n — 2 ,
2 1 lc -

4gcu ) < ' ( Ic - -j- 2Zcu ) - »
ch- _ Ir- _

^ ( Ir - - s - 2tzcu ) - ' ( lr - - s - 4Acu ) - '

denn hier ist bei dem blebergange von n — i zu n — 2

der vor dem Ungleichheüözejchen stehende Theil um
2 1

ch " - j- 4 ^ eu 2 ^ nu ( k - -4 ' 4 A 6 u ) ( lr - 4 ' 2Acu )

gewachsen , der nach dem Unglelchheitszeichen stehende
le¬

erste Theil ist um ^ ehr ^ ^ ner ge -

wachsen , der nach dem Unglelchheitszeichen stehende zweite
k -

Theil um also weniger als jener gewach¬

sen . So läßt sich , ganz so wie in § . 65 . , beweisen ,

daß der Ausdruck immer zwischen den ange¬

gebnen Grenzen liegt , und daß diese Grenzen durch Ver¬

größerung des n oder durch Zerlegung der Zeit r in immer

mehrere Theilchen so nahe man will an einander können

gerückt werden .

§ . 187 . Die Formel vZeigt daß

die am Ende der Zeit r noch übrige Geschwindigkeit

nie ^ o wird , selbst wenn t sehr groß ist , daß also die

Bewegung nach diejem Gesetze des Widerstandes zwar

immer verzögert wird , doch aber nie ganz aufhört .

Man kann hieraus schließen , daß die Reibung , die

auch als eine verzögernde Kraft wirkt , nicht dem Qua¬

drate der Geschwindigkeit proportional sein kann , denn
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sonst würde die fortgerollte Kugel ihre Bewegung nie ganz
verlieren .

§ . i88 - Aufgabe . Wenn ein Körper , der mit
der Geschwindigkeit — o sich zu bewegen anfängt , durch
keine andre Kraft als durch einen , dem Quadrate der Ge¬
schwindigkeit proportionalen Widerstand , eine Aenderung
seiner Bewegung erleidet ; den Weg zg bestimmen , der
nach Verlauf einer bestimmten Zerr — r durchlaufen ist .

Auflösung . Da am Ende jeder Zeit ---- - r , die

Geschwindigkeit — ist : so kann man die

Scale der Geschwindigkeiten in Beziehung auf die Zeit
zeichnen , und der Flächenraum derselben giebt den Aus¬
druck für den durchlaufenen Weg ( § . 56 . ) .

H. i8y . Anmerkung . Die höhere Analysis zeigt , daß

dieser Flächenraum dem Logarithmen von - pro ,

portional ist .

§ . 190 . Beispiel . Wird eine Kugel mit der Ge¬
schwindigkeit — e — 2000 Fuß in r Sekunde horizon¬
tal abgeschossen : so kann man für einen großen Theil ihres
Weges die Einwirkung der Schwere als unbedeutend bei
Seite setzen , und nach den eben gefundenen Regeln die
Bewegung bestimmen . Diese Kugel hat also , wenn ich

-k — 400 Fuß setze , was für eine mäßig große Bleikugel
bei der Bewegung in der Luft Statt findet ,

nach 1 Sec . — r , noch die Geschw . v — 14 ; ; Fuß ,
nach 2 Sec . noch V — H4Z Fuß ,
nach z Sec . noch V -- - 94i1Zuß ,
nach 4 Sec . noch v — zos Fuß .

Der Weg aber , den sie zurückgelegc hak , ist , wenn man
mit Hülfe der Logarithmen rechnet ,

nach i Sec . . . . der Weg 8 — 1698 Fuß ,
nach 2 Sec . 8 — 298 ; Fuß ,
nach Z Sec . 8 — 4020 Fuß ,
nach 4 See . 4886 Fuß ,
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wenn man die durch die Schwere hervorgebrachte Ablen¬
kung bei Seite setze .

§ . 191 . Bemerkung . Wenn auf der Erde ein
Körper vertical herunter fällt , und im Fallen durch ein
Widerstand leistendes Fluidum dringen muß : jo fallen d >e
Richtungen der Schwere und des Widerstandes mir der
Richtung der Bewegung selbst zusammen , jene nämlich
treibt den Körper als beschleunigende Kraft fort , diese
hingegen wirkt als verzögernde Kraft seiner Bewegung
grade entgegen . Ist also die beschleunigende Kraft der

Schwere r-- r , die Kraft des Widerstandes — ^ bei der
Geschwindigkeit — v : so ist die gesummte beschleuni¬
gende Kraft , welche den Körper niederwärts treibt,

v -,
— 1 —

§ . 192 . Aufgabe . Ein der Schwere unterwor¬
fener , sich verrical niederwärts bewegender Körper leidet
einen dem Quadrate der Geschwindigkeit proportionalen
Widerstand ; zu bestimmen , wie groß , nach einer be¬
stimmten Zelt — t , die Geschwindigkeit — v sein wird,
wenn die anfängliche Geschwindigkeit — « gegeben ist .

Auflösung . Wenn man keine hohem Rechnungen
zu brauchen gelernt hat , so mögte es hiezu kaum ein an¬
deres Mittel geben , als daß man die Zeit — r in kleine
Zeittheile — t , z . B . halbe oder Vierthel Secunden
zerlegt , und nun bedenkt , daß die Aenderung der Ge¬
schwindigkeit beinahe durch ausgedrückt wird,
wenn 6 die am Anfänge der Zeit — t wirkende be¬
schleunigende Kraft ist .

Da im ersten Anfänge der Bewegung die Geschwin¬
digkeit --- e war , so ist die damit zusammen gehörige be -

schleunigende Kraft 6 — i - - also die Aenderung
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der Geschwindigkeit — 2§ . ^ r ^ r — ^
Zeitkheilchen . Im Anfänge des zweiten ZeittheilchenS ist
als» die Gesckwmoigkeic nahe genug

--- c -s- 2Z . ^- r ^ v ' , und die Aenderung
der Geschwindigkeit in diesem Zeittheilchen

— 2§ . r ^ und so kann man , wiewvhl
mühsam , die erlangte Geschwindigkeit allerdings be -
rechnen .

19z . Aufgabe . Den Weg zu bestimmen , den
der in der vorigen Ausgabe betrachtete Körper in der Zeit
— r durchläuft .

An flösung . Heißt die anfängliche Geschwindigkeit
— 6 , die am Ende der kleinen Zeit — ^ t erlangte ge -
sammke Geschwindigkeit— die am Ende der Zeit

r erlangte gestimmte Geschwindigkeit — v " u . s. w . :
so ist der durchlaufene Weg — s beinahe — ^ . cr -s- ^ v ' r
-s- ^ v " r -s- -s- erc . Man kann also auf diese Weise
durch Summirung der in den Zeiträumen — ^ r durch¬
laufenen Wege den ganzen Weg ^ 8 ziemlich genau
finden .

§ . 194 . Bemerkung . Wenn ein schwerer Kör¬
per vertical aufwärts geworfen wird : so ist sowohl die
Kraft der Schwere als die Kraft des Widerstandes , der
Richtung der Bewegung grade entgegen gesetzt , und beide
vereinigt verzögern also die Bewegung . Wir haben also

hier die Summe beider Kräfte — l -s- für den Au¬
genblick , da die Geschwindigkeit — V ist , als diejenige
Kraft anzusehen , welche die Bewegung vermindert .

§ . 19 ; . Aufgabe . Für einen vertical aufwärts
mir gegebner Geschwindigkeit geworfenen Körper zu be¬
stimmen , wie groß noch seine Geschwindigkeit nach Ver -

für das erste
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lauf der Zeit t ist , und welchen Weg er dann zurück«
gelegt hac .

Auflösung . Wenn der Körper mit der Geschwin¬
digkeit — e auswärts geworfen wird : so ist die seine Be¬

wegung verzögernde Kraft im ersten Augenblicke — r

wenn k immer die Bedeutung wie § . - 8 ; . 184 . bemalt .
Nimmt man Mese Kraft als während der Zett — ^ t
unveränderlich bleibend an ; so ist nach Verlauf der Zeit

die ich — setze . Im zweiten Zencheilchen , st also die

verzögernde Kraft sehr nahe — i - s- und die Ge¬

schwindigkeit am Ende des zweiten ZeitthelichenS

weiter rechnen .
Den Weg , den der Körper in den zwei ersten Zeit -

theilchen durchläuft , erhielte man
kleiner als e . ^ t - s- ^ r ;

und größer als v ' . „ r -s- v " . t .
Nach der hiedurch angedeuteten Regel könnte man auch
für die folgenden Zelccheile rechnen .

tz . iy6 . Anmerkung . Die drei Aufgaben § . ryr , rgg .

19 ; . zeigen , wie man allenfalls mit den geringen , hier

vorausgesetzten Kenntnissen die hier vor kommenden Frage »
beantworten kann . Aber eine kleine Überlegung wird

wohl jedem vcrrathen , erstlich das ; man nur mit einem

überaus großen Aufwande von Arbeit endlich zum Zwecke

gelangt , und zweitens , daß diese Methode uns nicht daS

eigentliche , allgemeine Gesetz zeigt , wie die erlangte Ge «

schwindigkeit und der durchlaufene Weg von der Zeit abhänr

gen . Es wäre zwar nicht grade iinmöalich , die allgemeinen

Ausdrücke auch ohne höhere Analysis zu finden , zu welche »
die Summen jener , in den Auflösungen angedciireten Rci ,

hen , leiten ; aber ich müßte mich zu tief i » Vordercitm -gen
rinlassen , die Lehre von Logarithmen und Lllponentlalgröhen

— ^ t , die Geschwindigkeit — e — 2 ^ . ^ r

v " , und so könnte man
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erst abhandcln und dergleichen , um die Ausdrücke zu .be¬
gründen , auf welche wir dann würden geleitet werden .
Was ich hier mitgetheilt habe , zeigt dem , der den bessern
Weg verschmähet , wie er ohngefehr zum Ziele gelangen
kann ; es stellt zugleich genau den Gang dar , den man bei
der Untersuchung , wenn man sie Schritt für Schritt führt ,
befolgen muß ; aber die Differential - und Integral - Rech¬
nung führt uns mit einem Schritte zur vollständigen
Kenntniß des in unfern Reihen sehr dunkel ausgedrückcen
Gesetzes , und jeder Verständige wird sich daher gern ent ,
schließen , diesen bessern Weg zu betreten , der ihn auf
einen Standpunct führt , wo ec auf einmal die Regeln ,
nach welchen die gesuchten Größen von einander abhangen ,
ganz übersieht .

Zusätze für geübtere Leser .

I . Bewegt sich der Körper ohne Einwirkung einer andern
Kraft in dem widerstehenden Medio : so wirkt bloß der Wider ,
stand , welchen wir dem Quadrate der Geschwindigkeit proportio ,
nal gesetzt haben , als verzögernde Kraft . Wenn also diese

ist , indem le den Exponenten des Widerstandes bedeutet ,
X.2,

und V die am Ende der Zeit — t erlangte Geschwindigkeit , so
, 2L (lt

haben wir ckv — — - Z — ät ; oder — — — ,

also — 6o ,i8t -s- Die beständige Größe wird hier be ,

stimmt , wenn die Geschwindigkeit bekannt ist , mit welcher die
Bewegung an fing . Sie sei — « für t — 0 , so ist

^ ^ G . oderv e
0 le^

i. * - s- 2Z0k '
dem die Bewegung eine Zeit — 1 gedauert hat .

als Werth der Geschwindigkeit , nach ,

II . Mit Hülfe dieser Gleichung wird leicht eine allgemeine
Formel für de » in der Zeit — t durchlaufenen Weg gefunden .
Es rst nämlich üs ^ vckt , also

el» — c k? üt
, oder da
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Nach dieser Formel ist in § . rgv . » ausgerechnet .

III . Wirket auf den bewegten Körper zugleich die anziehende

Kraft der Schwere : so kann nur bei vertikaler Bewegung auf¬

wärts oder niederwärts die Bewegung gradlinigt bleiben . Hier ,

wo wir die Kraft der Schwere als unveränderlich — i und die

Kraft des Widerstandes als einzig vom Quadrate der Grschwindig ,

keit abhängig , den Erponenten des Widerstandes aber als unver¬

änderlich ansehen , ist für vertikal aufwärts geworfene Körper ,

die ihre Bewegung verzögernde Kraft — i - s- — , also , wenn

v , g , t die bekannten Bedeutungen haben

Der Körper hat also seine ganze Geschwindigkeit verlohren , oder

hört auf zu steigen , wenn v — o , das ist , wenn

ä . ( lc 2> - s- 2Z0Y - - - rgoät ist ,

8 — 6onst -s- - log . nat . ( k? - s- 2 gct ) .

Soll s — o sein für t, — o , so wird
I- r

log . nac . undr , onsr

nat ^ r - s-

- Zt ; also
llonst

( lonst — 2gt -- - le . ^ ro . laug oder , wenn die

le - ^ ro . tang

le ( o — v)/ rro . tain
- j- o

« nfängliche Geschwindigkeit — o war ,§ t o VV I
- ^ i-o - tang ^ - 1 ,

«"nach Trigon . § . 48 . ) .

t — — ^ ro . tan
- 8
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Ice

U » d v
1̂ 2 . tSNA ^

L - t- L . tiiNZ ^

IV . Um in dem eben betrachteten Falle den durchlaufenen
Weg — « zu finden , dient am besten die aus

, )
2§ 21 -s- - I ät hervorgehende Differentialgleichung

oder

— - 8 /

väv — — - § ^ ^ äs ,48 ä »

4 Z -- -

rvclv

welche 1oZ uat ( ic2 ^ 2) — donst - — ,

s K2 - l - c2 I 4S3

oder 1oZ nat ^ ^ " L 2 giebt , wenn die an ,
> ' 1

fängliche Geschwindigkeit — v war . Die größte Höhe , welche
der geworfene Körper erreicht , wird hier gefunden , wenn man

v — 0 seht , sie ist also s 48
Diese Formeln können nun auch dienen , um t durch « oder

umgekehrt s durch t auszudrückcn , wenn man für v seinen Werth
in die zwischen t und v gefundene Gleichung setzt .

V . Ware der Körper nach einer vertical niederwärts gehen ,
den Richtung mit der anfänglichen Geschwindigkeit v gcwor ,
fen : so leidet seine , am Ende der Zeit --- t erlangte Geschwindig ,

kcit — v , eine Aenderung , die --^- äv -^ - 2u ' 1 -l- — I

weil die Schwerkraft — i

stand — — ihn verzögert

- Z ^ ist.

ihn beschleunigt , während der Wider ,

Hier ist also
1: äv - - / . llv

. 28 tUNd L

^ L -f- v ,
L

Soll hier t -

sic - s- vl ^klonst - l- IvZ nat k —HI — I ^
( ie - v /

0 sein , für v --- - d , so ist
28 t

— ^ loZ . ttat_ s ( lc - s- v ) ( le - o ) r

oder wenn der Körper frcl fallend , ohne anfängliche Geschwindig -
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Kit seine Bewegung begann , ^ — loZ . nst . ^L ^ —

1 — ^ - I" ^
lc — v '

Lögarilhmensystems ist .

bas ist e
wenn e die Grundzahl des natürlichen

also v Es kann also v nie größer als L

werben , indem die Formel » selbst für die größeften Werthe von t

noch einen Werth für v geben , der nicht ganz — K ist . Der

Grund hievon ist leicht zu übersehen , da für v — k die Verzöge /

rnng durch den Widerstand ganz genau die Beschleunigung durch

die Schwere aufhöbe .

Um s zu bestimmen , haben wirs V 1

väv — 2§äs ^ r — — ^ ;^ rvclv 4Z üs

j^2 s L.2 ^ 2 '

wenn sogleich die beständige Größe so beigefügt wird , wie sie sein
muß , wenn v - 2 - o mit s — o zusammen hangt .

§ . 197 . Um doch wenigstens auch für die , welche
höhere analytische Untersuchungen nicht durchführen kön¬
nen , die Resultate mitzutheilen , setze ich die Formeln ,
welche zur Rechnung die bequemsten sind , hieher .

Es ist nämlich für einen im widerstehenden Mittel frei
fallenden Körper , dessen anfängliche Geschwindigkeit — 0

K , s ( k ^ - v ) ( k — c ) )
war , t > >°S ' (t H '
die nach dem Anfänge der Bewegung verflossene Zeit , v
die am Ende dieser Zeit erlangte Geschwindigkeit ist .
Der durchlaufene Weg aber wird durch

s - ^ 2 ^
s — — - . imt ^ j-- - - t ausgedrückt .

Für den vertikal aufwärts geworfenen Körper ist da -
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wo einen Bogen ausdrückt , der in Theilen des Halb »
messerö gegeben ist . Zugleich ist

§ > 198 . Beispiel . Setze ich k — 400 Fuß ,

wie es für eine ziemlich große Bleikugel in der Luft Statt

findet : so ergiebt sich für eine mit der Geschwindigkeit

e - -- 2000 Fuß abgeschosscne Kugel , daß sie nur bis zu

— 8688 Fuß steigen wird , statt daß sie im leeren Raume

eine Hohe von 66000 Fuß erreichen würde . Sie ge¬

braucht zu diesem Steigen eine Zeit — r

1.3NA — 5 zu dem Bogen — 78 ^ 42 ' gehört , welcher

— i , Z7Z5 des Halbmessers ist , so wird 1 , 3735

^ 18 , 3 Secunden . So lange also steigt sie nur , statt

daß sie im leeren Raume 66 Secunden steigen würde .

Selbst bei zooo Fuß anfänglicher Geschwindigkeit

würde die ganze erreichte Höhe nur — 1079z Fuß , die

verwandte Zeit — 19 , 2 Secunden sein , statt daß man

im leeren Raume die erreich -e Höhe — izoooo Fuß , die

Zeit des Sceigens ^ ioo Sec . fände .

Die von der Höhe — 3688 Fuß frei hetabfallende

Kugel kömmt mit einer Geschwindigkeit -r — Z92 Fuß

auf der Erde an , und > hat zum Falle eine Zeit zö , 6

Secunden verwandt . Die von der Höhe 1079z Fuß

H . Thcil . L

e Ir — tanAgegen v —
Ir - s- c . tarig ^ '

j k - - f - e )

Ir ( c — v )
^ rc . taug

einer Höhe s — — ^ log . nat

400 ^ - f - 2002 ^

400 2OOO 42

— ^ re . tang -^ - — I ^ re . tang ; . Da nun
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wieder herabfallende Kugel hat nach Vollendung ihres
Laufes eine Geschwindigkeit von v — 396 , ; Fuß erlangt,
und z6 Sec . gebraucht , um die Erde zu erreichen . Die
Geschwindigkeit könnte nie mehr als — 400 Fuß werden ;
denn bei dieser Geschwindigkeit wäre die Verzögerung
wegen des Widerstandes der Luft genau der Beschleuni¬
gung durch die Schwere gleich und die Kugel würde nun
mit unveränderlicher Geschwindigkeit fallen . Aber sie
kann diese Geschwindigkeit nie ganz erreichen , weil die
Beschleunigung je mehr und mehr abnimmt , je größer die
Geschwindigkeit schon ist , oder je mehr sie sich schon dieser
Grenze nähert .

Zwölfter Ab sch »litt .
Von der Bewegung geworfener schwerer

Körper in der Luft .

§ . 199 . 8 ) emerkung . Bei der Untersuchung über
die Bewegung geworfener Körper in einem widerstehenden
Medio muß man auf zwei Kräfte Rücksicht nehmen , die
die Bewegung ändern . Ist nämlich der Körper nach VC
( Fig . 57 . ) gelangt , und würde er , vermöge der Ge¬
schwindigkeit , die er in vl hat , in einer Secunde nach

kommen : so halt erstlich der Widerstand ihn auf , und
indem er einen Theil seiner Geschwindigkeit verliert , er¬
reicht er nur den Puncc k in einer Secunde , zugleich aber
zieht ihn zweitens die Schwere in einer Secunde durch
den Raum herab ; und so bestimmt sich der Weg
All) , den er wirklich durchlauft .

Die allgemeine Untersuchung über diese Bahn , welche
der geworfene Körper durchläuft , wird dadurch erschwert,
daß die Richtung und Größe der Kraft des Widerstanütö
sich unaufhörlich ändert , daß man ihre Richtung in jedem
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Augenblicke erst kennen lernt , indem man die Bahn selbst
bestimmt , und daß man dennoch den Widerstand schon
vorher in Rechnung bringen sollte , weil von ihm offenbar
die Bestimmung des Weges , den der Körper durchlaufen
wird , wesentlich abhängt . Diese Schmierigkeit laßt sich
ohne Hülfe der höheren Analysis gar nicht so besiegen ,
daß man das Gesetz allgemein übersehen könnte , nach
welchem die Bahn des geworfenen Körpers könnte gezelch »
net werden . Ich muß mich daher hier begnügen , nur
einige Regeln zu geben , wie man diese Bahn , indem
man sie als aus graben Stücken zusammen gesetzt ansieht ,
ohngefehr zeichnen kann .

H . 200 . Aufgabe . Den Weg , welchen der go-
worfene Körper durchlauft , wenigstens beinahe genau zu
bestimmen .

Auflösung . Ist ( Fig . ; 8 . ) ^ 8 die Richtung ,
nach welcher von ^ aus der Körper mit bekannter Ge¬
schwindigkeit geworfen wird : so läßt sich nach § . ^ 8 ; . die
Geschwindigkeit bestimmen , welche der Körper am Ende
einer gewissen Zeit , z . B . von einer Secunde noch übrig
haben würde , wenn er sich ohne Einwirkung der Schwere
gradlinigt bewegte , und daraus laßt sich ( § . r88 . 189 . )
der in i Sec . unter eben der Voraussetzung zurückgelegke
Weg bestimmen . Trägt man diesen — ^ 6 auf der Rich¬
tungslinie ^ 8 auf , zieht 6O vertical und gleich dem Fall -
raume in 1 Secunde : so ist ziemlich nahe der wahre
Weg des Körpers in der ersten Secunde .

Jetzt muß man aus der Geschwindigkeit , welche der
gradlinigt bewegte Körper in 6 noch haben wücde , und
aus der vermöge der Schwere beim Falle in der ersten
Secunde erlangten Geschwindigkeit die Richtung und an¬
fängliche Geschwindigkeit für die nächste Secunde suchen .
Dies geschieht , indem man das Parallelogramm zeichnet ,
in welchem Lk ' die am Ende der ersten Secunde Noch
übrige Geschwindigkeit , 66 --- 26V die durch den Fall
am Ende der ersten Secunde erlangte Geschwindigkeit dar -
stellt , und nun 6 » als wahre anfängliche Geschwindig --

l r
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keit für die zweite Secunde berechnet . Mit der Richtung
eil parallel zieht man VI , berechnet aber nun , wie weit
der durch den Widerstand verzögerte Körper auf VI in
l Sec . gelangen würde , wenn die Schwere nicht wirkte ;
stellt OK diesen Weg vor : so fügt man an K. die Verti¬
kale KI . — 6O gleich dem Fallraume in i Secunde und
findet so den Punct K , den der Körper in der zweiten Se¬
cunde erreicht .

So fährt man fort für die folgenden Secunden , in -
- dem man zuerst die Geschwindigkeit berechnet , die dem

Körper bei gradlinigter Bewegung am Ende der vorigen
Secunde noch übrig wäre ; diese unter dem Winkel , den
die vorige Richtungölinie mit der Verticale macht , mit
der in i Sec . durch die Schwerkraft erlangten Geschwin¬
digkeit zu einem Parallelogramm verbindet und so die
wahre Geschwindigkeit sucht , die als Anfangsgeschwin¬
digkeit für diese Secunde gilt . Mit der Richtung dieser
Anfangsgeschwindigkeit parallel zieht man eine durch den
in der vorigen Secunde erreichten Endpunct gehende Linie ,
und trägt auf ihr den Weg auf , den der Körper wirklich
durchlaufen würde , wenn die Schwere nicht auf ihn wirk¬
te ; dann aber zieht man durch den so bestimmten End¬
punct eine Verticallinie , und , indem man auf ihr den
Fallraum in i Sec . herabwärtS aufträgt , erhält man den
Punct , welchen der Körper am Ende dieser Secunde
wirklich erreicht .

, Z . 201 . Beispiel . Die Anfangsgeschwindigkeit
sei - - zooo Fuß , der Neigungswinkel der anfänglichen
Richtung gegen den Horizont — 20 Grade , der Exponent
des Widerstandes — 400 Fuß ; dann ergiebt sich folgen¬
des , wenn e allemal die Geschwindigkeit im Anfänge
jeder Secunde bedeutet , v die Geschwindigkeit , die bei
gradlinigter Bewegung ohne Einwirkung der Schwere am
Ende derselben Secunde noch übrig bliebe , s der in dieser
Secunde ohne Einwirkung der Schwere durchlaufene
Weg , P der Neigungswinkel der Bahn gegen den Hori¬
zont , so wie er durch die Richtung der anfänglichen Ge -
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schwindigkeit bestimmt wird , x die am Ende der Se -
cunde erlangte gesammte horizontale Entfernung vom An -
fangöpuncte , / die gesammte erreichte Höhe am Ende
der bestimmten Sekunde . A ist hier — 15 Fuß ange¬
nommen .

6 V 8 X
X

1 . Sec . ZOOO 192 , 0 2380 , 2 20 ^ . 0 ' . o " 2236 , 5 799 , 0 .

2 . - lYlO 1406 , z 1632 , 6 lY . Y . 15 3778 , 8 1319 , 7 -

3 . — 1 396 , 7 1104 , 3 1240 , 5 17 . 59 . 29 4958 , 6 1687 , 9 .

4 . — ' oy ; . 2 908 , 6 996 . 1 16 . 29 . 55 5913 , 7 1955 , 8 .

5 . - 900 , 5 770 . 4 83 - , i 14 . 40 . 5 6718 , 7 2151 , 5 .

6 . - 7ü ; , 4 ! 667 , 8 7 - 3 . 5 12 . 29 . 22 7415 , 3 2290 , 8 .

7 - — 661 , 9 ; 88 , 8 623 , 9 9 . 57 . 11 8029 , 8 2383 , 6 .

8 . — ? 84 , 4 52 . 6 , 7 5 54 . 6 7 - 3 . 17 8580 , 2 2436 , 7 .

9 - — 5 - 3 , 8 477 , o 499 , 7 3 . 47 . 49 9078 , 8 2454 , 8 .

10 . - . 476 , 0 437 -v 45 6 , 0 O . II . 2Y 9 5 34 , 8 - 441 , 3 .

n . — 437 , 9 404 , 7 420 , 8 - 7- 3 . 44 . 10 9954 , 7 2398 , 9 .

12 . - 407 , 7 378 , 7 392 , 9 - > 7 . 56 . 49 io 343 , 8 >2329 , 6 .
— 3 84 o 3 58 . 2 370 . 8 - 7- 12 . 23 . 5 i07o6 , o >223 5 , r .

14 - 365 , 8 342 , 3 3 5 3 , 8 - 7- 16 . 58 . 45 11044 , 4 2116 , 8 .

15 . — 352 , 2 330 ,4 34 l , o 21 . 39 . 6 11361 , 3 1976 , 0 .

16 . — 34 - , 6 32 >, 9 ZZ 2 , O 26 . 19 . 12 1165 , 9 1813 , 8 .

17 . — 336 , 3 3i6 , ; 326 , 3 30 . 54 . 22 11938 , 9 !1631 , 2 .

18 . — 332 , 6 313 , ' 322 , 6 ZZ . 2O . 45L 12202 , 0 1429 , 6 .

ly . — 331 , 3 3 ii , 9 321 . 4 39 - 3 5 - 26 12449 , 7 I 209 8 -

20 . - 331 , 8 z I 2 ,4 321 , 9 43 - 35 - 10 12682 , 9 ! 972 , 9 .

21 . 332 , 3 , 312 , 8 3 2 2 , 4 47 . 20 , . 10 l2yor , 4j 720 , 8 .

22 . — 335 - 5 315 . 6 325 . 3 5 ° - 48 . 37 1jio -7 ,0 ! 453 .7 .

3 59 ,4 319 , 3 329 , 0 54 . 0 . 49 13300 , 3 ! 172 , 5 .

24 . - 343 , 7 3 - 2 , 9 333 , 0 56 . 57 . 12 13481 , 9 4106 , 6 .

§ . 202 . Beispiel . Die Anfangsgeschwindigkeit
sei --- zvOO Fuß , der Neigungswinkel — 20° , der Ex¬
ponent des Widerstandes -- 250 Fuß . Rechne ich hier
auf halbe Secunden , so kann ich nahe genug den Fall¬
raum in der ersten halben Secunde — 3 , 75 und die
erlangte Geschwindigkeit — 15 behalten .
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e V s
<?)

X V

^ Sic . ZOVO 1744 - 1129 , 8 2o " . 0 ' . O ' 1061 , 7 882 , 7 .

i Sec , 1789 , 2 1227 0 726 7 19 - 82 - 8 1746 . 5 622 , 0 .
Z

1222 , 1 945 0 5 86 , o 18 . Z 2 . II 2258 , 7 79 i , 7 .

2 - 94° , 8 766 , 9 4 - 8 , 9 18 . 0 . 17 2656 , 9 9IY , O .r - 'n ! 762 , 5 644 . 6 8 ) 0 , 1 16 . 55 58 2991 , 8 1017 , 2 .

8 — 640 , 4 555 , 1 297 , 9 15 - 88 . 56 8278 . 7 1098 , 8 .
7.

; '; i . 2 486 , 8 258 , 8 14 8 - 42 8529 , 7 1158 , 8 -

4 4 <i , 8 481 , 5 227 7 18 . 24 . 48 875 i , 2 1202 , 4 »

H 428 , 0 888 , ' 2o ; , 7 11 . 27 . z5 8950 , 8 12 89 , 1 .

5 — 88 5 , 4 882 , 8 184 8 9 . 16 . 26 4182 . 7 1265 , 1 .
» I

850 , 7 828 , 5 168 , 4 6 . 51 . 19 4800 , 0 1281 , 4 .
6 822 , 1 299 0 155 . 2 4 . 12 . 19 44548 1289 , 0 .

298 , 8 ! 278 ,4 1440 1 - 19 - 52 4598 . 8 1288 , 6 .

7 — ' 278 , 4 ! 261 , 0 184 -6 - ^- 1 . 45 . 20 4788 -4 1280 , 7 .

V — 2619 246 ,4 12 ? - 5 - 2 . 15 4860 , 0 1265 , 8 .

8 — 248 , 2 - 84 , r 120 , 6 - 7- 8 . 29 . 18 4979 , 8 1244 , 8 .
F 7
2. 236 , 8 ; 224 , 1 I l 5 . 2 12 . 4 . 49 509 i , 9 1216 , 4 .

9 — - 27 , ? ! >" ; . 9 I IO , 9 15 . 46 . 2 5 5198 . 6 1182 , 5 .

^ — 220 , 5 ! 229 ,4 107 , 4 19 . 8i - 88 5 - 99 , 8 1142 , 9 .
ro —

215 , 0 ! 204 5 I05 , O - 8 . I 7 ' 5 l 5 896 . - 1097 , 6 .
2 1 ^

210 , 9 ! rOO , 7 102 . 8 27 - 2 - 85 5487 , 8 1047 , 1 .
1 I - 207 , 9 198 , 5 101 , 6 80 . 48 . 89 ! 5575 , i 99 - , 4 .

— 206 , 6 196 , 8 I 00 , 9 84 - 18 . 21 5658 , 5 980 , 8 .

12 - 205 , 6 195 , 9 100 , 8 87 - 45 - 89 5787 , 8 665 , 6 .

^ _ 705 , 4 1957 ioo , r
41 - 4 . 17 ) 8iZ , 8 79 Ü. 1 .

r ; — ! 205 , 9 196 - 100 , 5 44 . 18 - 9 5885 , 8 722 , 8 .
r ?
^5 ! 207 , 0 197 , 2 IO 1 , 1 47 . 11 . 46 5954 , 0 644 , 4 ,

14 - > 208 , 4 l 198 , 6 101 , 8 50 . O . O 601 9 , 6 562 , 5 .
-- S _ " 210 , 2 2O0 . 1 102 , 6

52 . 57 . 41 6081 , 9 477 - 2 .
r ; - 212 , 2 2O2 O

10 ; , 6 55 - 18 - 56 6141 , 0 888 , 4 .
^ - 214 , ; 2O4 , O 104 , 6 57 . 8i . 8 6197 , 2 296 , 4 .
I 6 —

2168 206 , 2 105 . 7 59 . 88 . 49 62 ; o . 6 201 . 4 .
^ _ 219 , 4 208 . 5 106 , 9 61 . 87 - 5 » 6301 , 4 108 6 .

1 / — 221 , 9 211 , 0 108 , 2
Sz . 28 . 48 6 849 , 7

6 , 8 .

>
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§ . 20z . Bemerkung . Die Betrachtungen , wel¬
che wir in der Hydraulik über den Widerstand flüssiger
Körper anstellen werden , zeigen , daß K ohngefehc

. - -- 2zo Fuß ist für eine eiserne Kugel von 1 , 6 paris . Zoll
Durchmesser und für eine bleierne Kugel von r , i par . Zoll
Durchmesser ; daß hingegen k -- - 400 paris . Fuß wird ,
ohngefehr für eine eiserne Kugel von 4 , 3 par . Zoll Durch¬
messer , eine bleierne Kugel von 2 , 8 Zoll , eine Platina -
kug l von i , 6 paris . Zoll , wenn man die Platina 20 mal
so schwer als Wasser annehmen darf . Eine Platinakugel
von 1 , 6 Zoll Durchmesser erreicht also unter 20 Grad
Neigung mit zooo Fuß Geschwindigkeit abgeschossen ,
eine mehr als doppelt so große Entfernung als die eben so
große eiserne .

§ . 204 . Bemerkung . Die in Fig . 58 - k>. dar¬
gestellte Curve zeigt nach den eben vorhin ausgerechneten
Tabellen die ganze Wurflinie für den dort angenommenen
Exponenten des Widerstandes . Diese Curven dienen zu¬
gleich , um in der ersten Weite und Höhe des Wurfes für
1920 Fuß anfängliche Geschwindigkeit zu finden , wenn
man in der Höhe , wo die Kugel am Ende der ersten Se¬
kunde diese Geschwindigkeit erlangt hat , die Horizontal¬
linie 6O zieht , und ähnliche Bestimmungen ergeben sich
für andre kleinere Geschwindigkeiten . Da die Neigung
hier noch nicht erheblich von 20 Grad verschieden ist : so
ergiebt sich für diese Neigung , wenn k — 400 Fuß ist
bei Z000F . anfängl . Geschw . Wurfweite — 13400 Fuß ,

größte Höhe — 24 ; ; Fuß ;
bei 1920 F . anfängl . Geschw . Wurfweite — 10560 Fuß ,

größte Höhe — 1650 Fuß ;
bei 900 Fuß anfängl . Geschw . und 16 Gr . Neigung des
oberhalb Lk liegenden Theiles der Curve

Wurfweite — 5490 Fuß ,
größte Höhe — 500 Fuß .

Dagegen für K 250 Fuß
bei zooo Fuß anfängl . Geschw . und 20 Gr . Neigung

Wurfweite - - 6zzo Fuß , größte Höhe - - 1290 Fuß ;
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bei 12 ^ 0 Fuß anfangl . Geschw . und Ih Grad Neigung ,
wie oee oberhalb 6Iäl siegende Lheil angiebt

Wurfweite — 4220 F . , größte Höhe -- - 670 Fuß ;
hei 940 Fuß Geschw . und 18 Grad Neigung

Wurfweite — Z560 F . , größte Höhe — 500 Fuß .

§ . 2Oz . Bemerkung . Diese Rechnungen zeigen
nun wohl , daß man auf eine auch dem Anfänger ver¬
ständliche Art uud ohne höhere Rechnungen die Wurstinie
bestimmen kann ; aber alle Rechnungen , welche auf diese
Art geführt werden , sind doch darm überaus mangelhaft ,
Daß sie nie zur Kenntmß allgemeiner Eigenschaften der
gejuchten Linie führen . Hätte man die Wurstinie im luft¬
leeren Raume auf diese Weise bestimmt , so würde man
kaum errachen haben , daß sie eine Parabel sei . Ueber -
Das ist man genöthigt , in unsrer eben gelehrten Art die
Rechnung zu führen , durchaus die ganze Curve Punck
für Punkt durchzugehen , statt daß man durch eine ganz
durchgeführke und völlig befriedigende analytische Auflö¬
sung in Stand gesetzt wird , sogleich den höchsten Punkt ,
Die ganze Wurfweite , den Winkel , unter welchem die
Kugel wieder zur Erde gelangt u . s. w . zu bestimmen ,
ohne daß man die Rechnung für alle einzeln zwischen lie¬
gende Punkte zu machen braucht . Wie groß dieser Vor¬
zug sei , den die Analysis gewährt , muß selbst dem ein¬
leuchten , der sie nicht versteht , und ihm hoffentlich zur
Ermunterung dienen , um sich die großen Erleichterungö -
mittel der Rechnung , welche sie dqrbiccet , eigen zu ma¬
chen .

Zusätze für geübtere Leser .

I . Wen » ( §ig . ; 7 . ) KM die Wurflinie vorstellt , und für
einen Punct KI , welchen der Körper am Ende der Zeit — r er¬
reicht hat , KI, — x . I , M der Dogen KKI ^ s ist : so
wird klm — äs der in der Zeit — ät durchlaufene Weg sein ,

und des Körpers Geschwindigkeit in diesem Augenblicke ist —
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seine horizontale Geschwindigkeit

clv

— verticale Geschwindigkeit

Nach dem , was in den Zusätzen zum zehnten Abschnitt

( Nr - XIII . ) gelehrt worden , muß hier , wenn in KI die horizon ,
tal wirkende beschleunigende Kraft — KV , die vertical wirkende

— ist , 2ß . . ät , und — 2§ -wät sein . Da

nun die Kraft des Widerstandes — — ist , nach der Richtung

mkl , so ist die nach der Richtung der Abscisscn wirkende beschiel «

nigcnde Kraft — ^ > die nach vertikaler Richtung(18

(Iv

beschleunigende Kraft ist - - - — ^ ^ ^ - weil außer

der ans dem Widerstande entspringenden Verticalkraft auch noch

die Schwere — r der Richtung der wachsenden x entgegen wirkt .
il8

Nenne ich also die Geschwindigkeit V — — , so iststt

rZät .

n . Cs ist bekannt , daß — die horizontale Geschwindig¬

keit in KI bedeutet , also cl . ^ die Aendcrung dieser Geschwindigkeitnt

darstellt . Am gewöhnlichsten pflegt man diese Aendcrung auf im ,

mrr gleiche Zeitmomcnte zu beziehen , oder zu frage » , um wie viel

der durchlaufene Weg im zweiten Zcickheilchen znnimmt . Wenn

man dieses thut , so setzt man <1 t als beständig voraus und findet

( wie in XIII . der Zusätze zum io . Abschn . ) d .

Aber man kann auch clx als beständig annehmcn , das ist , fragen «

wie wächst die Geschwindigkeit , wenn man in immer gleichen

Schritten auf der Abscissenlinie fortgeht und darnach die Puncte

der Curvc , auf welche die Betrachtungen sich beziehen sollen , be ,

stimmt . In diesem Falle ist ä . ^ x - : — / - und wennclt

ich äze — x . clx

-L-
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, ä ^ _ äx . äx
' ät ät

x äx ä ^ tät^ . '
llnsre Gleichungen ( I ) geben also

äx . ä ^ r , . äx

äx äx x äx . ä ^ tund
ät

ät - - §ät v ^ xäx
— - g ät .

LS
HI . Aus der ersten folgt ä - t - -- ' 'j _n — ; und die zweite

äp . ät . äx — x . äxä ^ t --- — rg . äp . — rZäp giebt,
wenn ich für ä* t seinen Werth setze .
, , , rZ . v . äp . v ^ . äx- - -

oder äx . äx ----- — rg . ärr ^
s .- - - _

2g x ät ? . äx
k - äs - 8 äp ,

ä ^ x . äx
rät . ä - t ---- — — ^ ; also wenn man den hier gee

fundenen Werth von ä ^ t dem vorigen gleich setzt,
ä ^ x . äx rg äp . v ?ä^ t — —
48 - cit

äs
äs ^

Dieser doppelte Werth von ä- t giebt , wenn ich statt ^
8 s ^ .

schreibe , ä »x . äx — — - . äs ,

oder <px . äx — -s- 4g . äx . äx . äs .

weil äx . äx — — 2g äp ist .
k -

also ä ^ x _ _ 48 - clx . äs

IV . Die beiden Gleichungen äx . äx ----- - 2§ät » ;
. 4g . äp . äs ^ .und ä * x — — , bestimmen die

ganze Bewegung des geworfenen KSrperS . Die letztere giebt

ä ^ - - - ^ r- > °d - r ^ 8 - ^ --- wo noch die be,
ständige Größe bestimmt werden muß .
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2§ . 6t ^ gjcbtDie erste Glrichurg 6p . 6x

6x

28 E

wenn u — ^ die horizontale Geschwindigkeit bedeutet .

horizontale Geschwindigkeit ist für den Anfangspuncr der Bahn ge
geben , wenn die anfängliche Geschwindigkeit — o und der Uri ,

gungswinkcl — « gegeben ist ; sie ist dann o . 6u5 « ,
2 A . 6x

und folglich im Anfangspuncte -V ist , 6p — —

nun in unserer zweiten Gleichung die C.onstans so genommen wer «

den , dag r von A an gerechnet wird , so muß für s — o auch

6p ^ ^ _ ^ _ 2g . 6x
also 6onstIo8 7^ - — o sein , dem Wer ,

the , welchen 6p an der Stelle hat , wo s — o ist ,
, — 6p . «-r « _ 48 »

also 1°§ . - n -

6p 2g „

6x «

Dieses ist eine Gleichung für die gesuchte Curve , die aber freilich

noch in sehr unbequemen Ausdrücken gegeben ist . Hier ist nämlich

p ^ tanZ P , wenn g» den Neigungswinkel der Curve ge ,

gen den Horizont in irgend einem Punkte N bedeutet ; also

^ ' tsnZ P ^ durch ^ ausgedrückt . Uebrigens läßt sich , da die

horizontale Geschwindigkeit — u durch — — - 8 - ^ « usge ,
— 4k »

drückt war , « , e durch » bestimmen

v . Wir kinnen aus der Gleichung
4k '

er 6of2 «

, durch p bestimmen ; denn wenn sie mit

6s — 6x ^/ ( i - s - p ^ ) — ( 6x ^ 6 ^ ^ )
multiplicirt wird , so ist

4k »

6pVcr -i- p - ) - - - A ^ ; also ( Pasqurch . § . z8 .)
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wie aus Pasquich . r . Band h . i ; 6 . 4 . Zus . XX . erhellt .

VI . Hier läßt sich also bestimmen , welchen Bogen die Ku ,

gel durchlaufen hat , wenn x eine » bestimmten Werth erreicht oder

der Neigungswinkel ^ P eine bestimmte Größe erlangt hat .

Es sei P — 0 , also auch t -mgg -, -- - z, — 0 , so ist

Diese Formel würde uns in dem in H. 201 . berechneten Falle den
bis an — 0 reichenden Bogen ^ 9494 geben , statt daß die

Summirung der dortigen s bis zur 9 . Sekunde 947g giebt . Im

zweiten Beispiele h . 202 . würde die Länge des Bogens bis zu der
Stelle , wo die Curve horizontal wird — 4750 sein , statt daß sie

dort — 47Z4 ist - Auf ähnliche Weise ließe sich die Länge der

Vogen bis zu irgend einem von x erreichten Werkhe finden .

VII . Wir haben früher gesehen ( gr . 8z - 84 . ) , daß ein mit

der Geschwindigkeit — 0 unter dem Winkel ^ « geworfener Köre

per im leeren Raume eine Parabel durchläuft , deren Parameter

- - - - / von dem Puncte an , wo die Bewegung anfing , so war

Oonst x pe .)

l°8 ( l? -s- ^ ( r "^ I^ ) ) >
ober da s - - - 0 sein soll für x — tang « ,

tanz «! - f - 8so « ^

' st .
I - s- 8in «

oder da lang « - j - 8ec : «

r - j- - cop

48 »

s- l°L . taug ( 4 ; ° -^- 4 « )

0 ^ Lol ^ «

8
ist . Rechnet man Abscissen — x ' und Ordinalen

( § . 72 ) / x ' . tanZ « — —
8 -

2A . x
0 ^ «

welches ich --- - x ' setze , und
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das Differential des Bogens — äs — äx
, 2 g äx '

oder da äx --- -- — ^ ist

äs ' --- -- —

6o1 ^ «

Ool ^ «

28
äx ' . ^ / ( r - s- x ' ^ ) >

das
. . , , — 6o52 « l

^ 1og . ( x ' - ^- ^ / ( l -> x ' 2 ) ) ^ - s - Oonst ,
, r -2 ' 6os2 « s 8in « - . ' r -,

-- — 7 - ^ ' -4 - - - - )
, . ^ lLNg ( 4 ; ° ^ 4 °-) j

wenn s ' von da an gerechnet wird , wo x ' -- - - tang « ist .

Bringen wir diesen parabolischen Bogen in die Gleichung

( in V ) , so ist
48 » »

oder — log . u -rt ( r - 1- .

Das heißt , wenn man für dieselbe Richtung und Geschwindigkeit
des anfänglichen Wurfes ( Fig . ; y . ) die Wurflinie äNO für den

leeren Raum und die Wurflinie für das widerstehende Mer

dium zeichnet : so ist allemal für Bogen — s und - - - die von

A an bis zu parallelen Tangenten KU ) , lM , oder 08 , kl ? gx ,

rechnet werden , äN — ^ loz . ust ^ i - s- E .

— — log . nat / r U - AO . ^
48 V

und so für alle Puncte , in welchen die Tangenten beider Curven
varallel werden .

Ulll . Außer dieser merkwürdigen , allen ballistischen Curv ^

gemeinen Eigenschaft , läßt sich auch die noch bestimmen , daß ^

mit ihren beiden Aesten sich an gradliniqte Asymptoten anschlic ^ n .

Nimmt man nämlich auf beiden Curven ( Fig . ; y . ) Bogen

-- -- - - » und ---- - — »' von ^ an rückwärts : so muß auch hier für
Punkte , wo die Tange ' en von 0 und V parallel werden ,

LV - -: ^ log . nat ( i -^ iw . H ,
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also — v . , wenn -LV — — >— ist . Nimmt man also48
de » auf dee Parabel von X an rückwärts gemessenen Dogen
gleich der Fallhöhe , die dem Exponenten des Widerstandes zuge ,

ji.2
hört , — so ist die dortige Tangente >vx der Parabel , pa -

rallcl mit der einen Asymptote X2 unserer Curve . Die andre
Asymptote wird ohne Zweifel vertikal ; denn bei immer weiterem
Fallen wird die Richtung des Körpers , der sich in dem herabge -
henden Aste der Curve forkbewegt , sich immer mehr der vertikalen
Richtung nähern , ohne sie doch je zu erreichen . Die Formel für

e giebt auch dann erst 8 ---- in , wenn x unendlich , also die
Neigung — yo° wird .

In Hursichr auf diese beiden Asymptoten hat unsre Curve einige
Übereinstimmung mit einer Hyperbel , deren eine Asymptote ver -
tieal , die andre unter einem Winkel , der größer als « , gegen
den Horizont geneigt ist .

IX . Unsre Betrachtung der Wurflinie in einem widerstehen /
den Medio hat uns also zur Kenntniß mehrerer Eigenschaften die «
ser Linie geführt ; zu einer bequemen Zeichnungsmethode hat sie
unö freilich noch nicht geführt ; aber wir würden doch schon mit
mehr Leichtigkeit als in § . roo . die einzelnen Stücke der Curve
berechnen können . Methoden , um die zu einander gehörigen Co /
ordinaten zu bestimmen , lassen sich , wenn man keine vollkommene
Schärfe verlangt , auch angeben . Heißt nämlich die Neigung der
Curve in irgend einem Punkte --- und in einem andern Punkte ,
der um den Bogen " davon entfernt liegt , — so ist ja

beinahe , die Aenderung der Abscisse — . Ook

die Aenderung der Ordinate — ^ . 8in

Diese Bestimmung , die man leicht für Werthe von P , die all «
mal um z Grade verschieden sind , erhalten kann , giebt genau
genug die ganze Curve .

X . Wollte man die Wurflinie im widerstehenden Medio
ganz so bestimmen , wie sie in der widerstehenden Luft wirklich ist,
jo !>arte mau noch auf zwei wesentliche Umstände Rücksicht zu neh¬
me » , erstlich auf die in der Höhe so merklich abnehmende Dich¬
tigkeit der Luft , zweitens auf die starke Vergrößerung des Wider ,
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standes , welche bei sehr schnelle » Bewegungen Statt zu finden
scheint . Der letztere Umstand ist durch die bisher bekannten Ver ,

suche noch nicht so ins Licht gesetzt , daß man eine auf Beobache

tungen gestützte , in allen Fällen geltende Regel für den Widere

stand angebcn könnte ; der erstere ließe sich berücksichtigen und es

wäre sogar nicht unmöglich , die in der Höhe abnehmende Diche

tigkeit so in Rechnung zu bringen , daß dadurch die Auflösung der

Formeln erleichtert würde . Hier scheint mir indeß nicht der Ort ,

um länger hiebei zu verweilen .

Brauchbare Betrachtungen über diesen Gegenstand enthält

Legendrc ' s Abhandlung Dissertation sur 1a ynestion äs La -
listiyne , LIsmoire , gui a rswxorte 1s xrlx äs 178s .

Dreizehnter Abschnitt .
Vom centralen Stoße der Körper an ein¬

ander .

tz . 206 . Erklärung . Wenn zwei Körper sich so be¬
wegen , daß der eine seine Bewegung nicht fortsehen kann ,
ohne den andern aus seiner Stelle zu verdrängen , so
stoßen sie an einander . Bewegen sich die Körper ohne
Umdrehung so fort , daß alle ihre Puncte parallel fort¬
gehn : so entsteht ein centraler Stoß dann , wenn eine
grade Linie , durch den gemeinschaftlichen BerührungS -
punct beim Anstoßen , senkrecht auf die gemeinschaftliche
BerührungS - Ebne gezogen , durch beider Körper Schwer¬
punkt geht . Der Stoß ist überdas ein graoer Stoß ,
wenn die Richtung der Bewegung beider Schwerpuucce
mit jener auf die BerührungS - Ebne senkrecht gezogenen
Linie zusammen fällt .

§ . 207 . Wenn die Körper bei ihrem Anstoßen an
einander sich in emer ebenen Köche berühren : so ist der
Stoß central , wenn die Linie durch beide Schwerpunkte
auf dieser Ebne senkrecht steht , und grade , wenn die
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Nicbmng , in welcher beide Schwerpunkte sich bewegen ,

mit ihr zusammen fällt .

K . 208 . Bemerkung . Wenn zwei Körper sich

nach derselben Richtung forrbewegen , und der nachfol¬

gende ereilt den vorangehenden : so sucht jener mit seiner

schnellern Bewegung diesen forkzutreiben , und folglich

verliert jener einen Theil seiner Geschwindigkeit , indem er

diesem eine vermehrte Geschwindigkeit ertheilt .

Wir wollen uns zwei Kugeln denken , deren Schwer¬

punkte in ihren Mittelpunkten liege » , und die sich in der

durch ihre Mittelpunkte gehenden Richtnngölinie nach

einerlei Richtung forkbewegen . Wenn die nachfolgende

hier die vorangehende ereilt , so fangt die gegenseitige Ein -

Wirkung des Stoßes an , sobald sie sich berühren , und

dauert so lange fort , bis beide Körper mit ^ gleicher Ge¬

schwindigkeit fortgehen .

Da es in der Natur keine vollkommen harte Körper

giebt : so macht gewiß die nachfolgende Kugel , indem sie

sich gegen die vorangehende drängt , in diese einen Ein¬

druck , und eS verstießt daher einige Zeit , so kurz sie auch

sein mag , während der ganzen Einwirkung des Stoßes .

In jedem Augenblicke , während dieser kurzen Zeit , übt

die nachfolgende Kugel auf die vorangehende einen eben

so großen Druck aus , als sie von dieser leidet , und dieser

Druck ist die bewegende Kraft , welche die Bewe¬

gung der nachfolgenden Kligel hemmt , und die Bewe¬

gung der vorangehenden befördert . Wären nun die Mas¬

sen beider Kugeln gleich , so würde in jedem Zeiktheilchen

die eine so viel an Geschwindigkeit verlieren , als die andre

gewinnt . Wäre die nachfolgende halb so groß als die

vorangehende , so würde jene in jedem Zeittheilchen dop -

velt so viel an Geschwindigkeit verlieren , als die andre an

Geschwindigkeit gewinnt ; denn die Aenderungen der Ge¬

schwindigkeiten , welche durch gleiche bewegende Kräfte

hervorgebracht werden , sind den Massen umgekehrt pro -

poriional ( Z . 27 . ) . Eö erhellt also , daß während der

ganzen Einwirkung der Verlust an Geschwindigkeit in
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diesem Falle für die eine Kugel doppelt so groß , als der
Gewinn für die andre Kugel sein wird , da in jedem ein «
zelnen Zeicmomeitte eine doppelt so große Aenderung der
Geschwindigkeit bei der euren als bei der andern vor¬

geht . . . , . .
Aus ähnliche Weise laßt sich bei jeder Verschiedenheit

der Massen bestimmen , wie sich die Verminderung der
Geschwindigkeit des einen Körpers zur Vermehrung
der Geschwindigkeit des andern während jedes Zeittheil -
chens und folglich während der ganzen Zeit des Stoßes
verhält .

H . 209 . Erklärung . Körper heißen unela -
sti sch , wenn sie so , wie wir es eben gesehen haben , eine
kleine Zusammendrückung zulasten , ohne ein Bestreben ,
ihre vorige Gestalt wieder anzunehmen , zu zeigen . E la¬
st r sch e Körper dagegen erlauben zwar auch eine Zusam¬
mendrückung , streben aber , ihre vorige Gestalt wieder
anzunehmen , und dieses , wofern sie vollkommen
elastisch sind , mit eben der Gewalt , mit welcher sie
zusammengepreßt wurden .

H . 210 . Bemerkung . Wenn die beiden Kugeln ,
welche nach derselben Richtung mit ungleicher Geschwin¬
digkeit fortgehen , unelastisch sind : so ist die Wirkung des
Stoßes vorbei , wenn die nachfolgende sich mit eben der
Geschwindigkeit , wie die vorangehende , fortbewegt ; und
der Eindruck , den beide Kugeln dann in einander ge¬
macht , die Aenderung der Form , welche die eine in der
andern bewirkt hat , bleibt in der Folge genau so , wie sie
in dem Augenblicke war . So ist eö nicht bei elastischen
Kugeln , die wir hier als vollkommen elastisch
ansehen wollen . Auch diese drücken auf einander und der
Eindruck , den sie in einander machen , nimmt auch bei
ihnen so lange zu , bis sie gleiche Geschwindigkeiten er¬
langt haben ; aber sie gehen dann nicht mrt dieser Ge¬
schwindigkeit ohne weitere Aenderung derselben fort , son¬
dern , indem beide ihre vorige Gestalt wieder anzunehmen
streben , und zwar mit eben der Kraft , die zu ihrer Zu -

II . The » - M
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sammcndrückung verwandt wurde , so verliert die nachfol¬
gende noch wieder eben so viel an Geschwindigkeit als sie
schon verlohren hakte , und die vorangehende gewinnt
eben so viel an Geschwindigkeit , als sie schon gewonnen
halte .

K . 2 n . Aufgabe . Zwei unelastische Körper gehen
nach gleichen Richtungen so fort , daß der vorangehende ,
dessen Masse — M ist , die Geschwindigkeit — u , der
nachfolgende , dessen Masse — N ist , die Geschwindigkeit
— v hat : man sucht die Geschwindigkeit , mit welcher
beide nach dem Stoße , der ein centraler und grader Stoß
war , fortgehen werden .

Auflösung . Diese Geschwindigkeit ist
Mu - s- I^ v

Beweis . Obgleich der Druck , den die Kugeln
während des Stoßes auf einander ausüben , in den ver¬
schiedenen Augenblicken , die während des Stoßes verstie¬
ßen , verschieden sein mag : so ist doch in irgend einem
bestimmten Zeitmomente der Druck , den die nachfolgende
auf die vorangehende ausübt , gewiß genau dem Gegen¬
drücke gleich , den jene von dieser leidet . Der Verlust an
Geschwindigkeit ist also für die nachfolgende , zu dem Ge¬
winn an Geschwindigkeit für die vorangehende in jedem
Zeitmomente , wie M : k§ » und folglich wahrend der
ganzen Einwirkung des Stoßes , wie IVl zu N ; denn in
jedem Zeitmomenle ist der Masse N Geschwindigkeits -

Aenderung der Größe und der Masse lVI Geschwin -
x

digkeitS - Aenderung der Größe — proportional , wenn ?

den gegenseitigen Druck oder die bewegende Kraft dar¬
stellt .

Ist nun x die gemeinschaftliche Geschwindigkeit beider
Kugeln nach dem Stoße , so hat die nachfolgende eine
Aenderung --- v — x , ihrer Geschwindigkeit erlitten .
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statt daß für die vorangehende die Aenderung der Ge¬
schwindigkeit — x — u ist .
Es ist als» v — x : x — u —

oder — diix ivix —
lVv -s- lVlri

woraus x - - folgt .

§ . 212 . Gehen die Kugeln einander entgegen , so ist
die Geschwindigkeit u der einen Kugel eine negative Ge¬
schwindigkeit , die ich — — u -w setze , also nach dem

dlv — Mvv .
Stoße x — ^ ^ ; und hier ist x positiv , das
heißt , beide Kugel » gehen nachdem Stoße nach der
der Maste eigenrhümlichen Richtung fort , wenn

dagegen ist x negativ , oder die Maste dk
geht nach vollendetem Stoße zurück , wenn dclv < lVliv .
Für -- würde nach dem Stoße alle Bewegung
aufhören .

§ . srz . Aufgabe . . Zwei elastische Körper bewe¬
gen sich nach gleichen Richtungen fort und stoßen an ein¬
ander , man sucht die Geschwindigkeit beider nach dem
Stoße , wenn des vorangehenden Masse — M , des
nachfolgenden Masse — war , und jener sich vor dem
Stoße mir der Geschwindigkeit — u , dieser sich vor dem
Stoße Mit der Geschwindigkeit ^ v bewegte .

Auflösung . Der vorangehende hat nach dem

2 ^ ( v - U )Stoße die Geschwindigkeit x — " - j— ^ . ,. ^ - ; der
lVl - s- dl '

2iVi ( v -
n )

nachfolgende die Geschwindigkeit r — v - ^ ^ ^ .
Beweis . Im Anfänge des Stoßes verhalt sich

alles wie bei unelastischen Körpern , indem der nachfol¬
gende Körper so lange gegen den vorangehenden drängt ,
bis die Geschwindigkeit beider gleich groß ist . In diesem

Augenblicke ist die Geschw . wie vorhin — ^ ^ 7 ^ " ,
M 1
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und der vorangehende hat an Geschwindigkeit gewonnen ,
-j- Mn N ( v — u )n .X n

M -s- '
der nachfolgende hat an Geschwindigkeit verlohren

I>lv -s- Mu M ( v u )
" M -s- N '

Da aber nun die Körper wegen ihrer Elasticität gegen ein¬
ander zu drücken fortfahren , und , als vollkommen
elastisch , mit eben der Gewalt ihre Gestalt wieder anzu¬
nehmen streben , welche nöthig war , diese Gestalt zu än¬
dern : so findet der Kraft - Aufwand , welcher dem nach¬
folgenden die Geschwindigkeit - -- v — x raubte , und
welcher dem vorangehenden die Geschwindigkeit x — u
ertheilte , zum zweiten Male Stack ; und der vorange¬
hende erhält also die doppelte Vermehrung seiner Ge¬
schwindigkeit , und diese wird

, 2d§ ( v — u ) u ( lvl — lv ) -s- 2lVv
--- 7 -- u -1 " M -s-" n '

statt daß der nachfolgende die doppelte Verminderung sei¬
ner Geschwindigkeit leidet , und daher nur die Geschw .

2M ( v — u ) V ( lV — M ) -s- 2lVIu

behält.
M -s- M -s- l^

Anme rkung . Da es wohl keine vollkommen elastische Körper

giebt , so müßte man bei Versuchen zf — u - j- ^

setzen und für ä eine zwischen i und 2 fallende Zahl » ehr

men , die nach Verschiedenheit der angewandten Körper
verschieden auSfallcn würde , desto weniger von r verr

schieden , je geringer die Elastiritat ist .
§ . 214 . Begegnen die Körper einander , so ist u

negativ , und dann ist also des Körpers M Geschwindig -
^ . - u ( M - l >s ) -s- 2 ^ vkelt nach dem Stoße — ^ - '

des Körpers N Geschwindigkeit nach dem Stoße
v — M ) — 2lVI >.i.
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§ . 215 . Wenn die Körper vor dem Stoße einander
folgten , so kann nach dem Stoße der vorhin nachfolgende,
lv , eine Bewegung nach entgegengesetzter Richtung er¬
halten haben . Dieses ist der Fall , wenn L negativ oder

2 AI ( v — II )
V < —^ ^ ist ; cs kann sich also , da allemal
v > u , nur ereignen , wenn lVl > N ist , oder die nach«
folgende Masse die kleinere ist .

Vor dem <L>toße war die relative Geschwindigkeit der
einander folgenden Körper --- v — u , oder mit dieser
Geschwindigkeit näherte sich der nachfolgende dem vorher¬
gehenden ; nach dem Stoße ist ihre relative Geschwindigkeit

2 ( IVl - t - lV ) ( v — u )

— — ( v — u ) ;
sie entfernen sich also mit eben der Geschwindigkeit von
einander , mit welcher sie vorhin sich einander näherten .
Eben das gilt , wenn u negativ ist oder beide Körper ein -
ander begegnen .

Ist u. — o , oder ruhte der eine Körper vor dem
2 ^ V

Stoße : so erlangt er die Geschwindigkeit ^
nach dem Stoße , und diese wird --- v » wenn beide Mas¬
sen gleich sind , lVl — der andre Körper hat nach

dem Stoße die Geschwindigkeit 2 — und
diese ist — o , wenn beide Massen gleich sind . Auch bei
andern Wcrkhen von u vertauschen die Körper ihre Ge¬
schwindigkeiten , wenn ihre Massen gleich sind ; denn für
lVl — wird ^ — v und 2 — u .

§ . 216 . Unter Quantität der Bewegung
versteht man das Product aus der Masse in die Geschwin¬
digkeit ; oder eigentlich , indem man der Masse — i , die
sich mit der Geschwindigkeit — 1 forkvewegt , die ge¬
lammte Bewegung — 1 zuschreibt , betrachtet man die
Bewegung der m mal so großen Masse , bei der Geschwin -
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digkeit — l , , als durch m ausgedrückt , bei der Ge¬
schwindigkeit — c , als durch me ausgedrückk ; das heißt ,
die Quantität der Bewegung ist im zusammengesetzten
Verhältnisse der Masten und der Geschwindigkeiten«
Dieser Begriff von Quantität der Bewegung beruht vor¬
züglich auf der Wirkung , die wir die Körper beim Stoße
ausüben sehen . Ein Körper , dessen Maste — n . M ,
und Geschwindigkeit — n ist , ertheilt einem ruhenden
Körper , an den er anstößt , eben die Bewegung , welche
ein Körper , dessen Maste — ' M und Geschwindigkeit

m . c ist , eben dem ruhenden Körper ertheilt . So
verhält es such , wenn wir die Masten als durch die Ge¬
wichte gegeben arischen .

§ . 217 . Für unelastische Körper ist also ( H. 2H . )
die Quantität der Bewegung des einen vor dem Stoße

Mu , des andern — lVv , folglich die Summe
--- Mil -ch Nv ; nach dem Stoße ist die Quantität der
Bewegung der vereinigten Maste M -s-

^ x ( M -ff- 1^ ) n : Mu - s- l^ v , also die Quan¬
tität der Bewegung vor und nach dem Stoße gleich .

Für elastische Körper war vor dem Stoße ( K . 21z . )
die Quantität der Bewegung beider ^ Mn - s-
nach dem Stoße — M ^ -s- NL >

Mu ( M — M -s- 2MNv . ( ^ — M ) ch- 2M ^ , i
' " M -s- N " ^ ^ M ch ^
Mn -s- Nv , der vorigen gleich .
§ . 2i8 . Aufgabe . Auf cher graben Linie ^ .8

( Fig . 6o . ) befinden sich die Schwerpunkte zweier elasti¬
scher ruhender Körper M , 8 , die sich so berühren , daß
ihre Benihrunzs - Ebne auf ^ 8 senkrecht ist ; eines drit¬
ten elastischen Körpers N Schwerpunkt bewegt sich auf
der Linie ^ .8 fott , und dieser stößt grade und central nach
der Richtung an den Körper M mit der Geschwin¬
digkeit — v ; man sucht die Geschwindigkeit , mit wel¬
cher 8 lortgehen wird .

Auflösung « Wäre der Körper 8 nicht da , so
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würde M nach dem Stoße die Geschwindigkeit ( § . 215 . )

^ ^ — annehmen ; und wenn lVI mit dieser an k

stieße , so würde ? die Geschwindigkeit v — s»

- -- klangen . Mit dieser Geschwin -

digkeit wird k in der That fortgetrieben .

§ . 219 . Hätte ? auf eben die Art eine dritte Masse
--- und diese eine vierte — H ruhend berührt und durch
den Stoß in Bewegung gesetzt : so wäre der H die Ge -

schwindigkeit ^ ^ der k die Geschwindigkeit

^ ^ o -j- n " ( IVl ^ - k ) ( k -s- G ( y -l- kl )
mitgetheilt , wenn alle Körper vollkommen elastisch waren .

Diese Formel zeigt ein vorzüglich merkwürdiges Re -
sultat , wenn N M — lVl : k --- k : : II ist .
In diesem Falle nämlich würde

N -s- IVl
^ — KI — x ^ '

^ 2 ^ / 2N V
also ^ — ^ ^

, / V » ? V ^
Wäre also z . B .
m - z n ; x - ; ivi , y - z ? , K --- 4
so wäre des n Geschwindigkeit - - V

Wenn hingegen die Massen alle gleich sind , so nimmt
nur die letzte die Geschwindigkeit v an , und die übri¬
gen bleiben ruhig liegen ; denn obgleich M die Geschwin -

- < - 2l^ V
digkelt ^ erlangen sollte , so behält sie , nach¬

dem k in Bewegung gesetzt worden , doch nur die Ge -
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schwindigkeit — M x " und diese ist — o für
UV! — k . Für ungleiche Massen ließen sich die Geschwin¬
digkeiten , mrc welcher jede forcgehr , nachdem sie den fol¬
genden Körper rn Bewegung gesetzt har , ebenfalls leicht
bestimmen .

§ . 220 . Wenn ein bewegter Körper an eine sehr
große ruhende Masse lVI anstoßc , so wird ( § . an . ) für
unelastische Körper die Geschwindigkeit beider nach dem

Stoße - - ^ ^ überaus klein , wenn lVl sehr groß ist,
Nv

vder kann als — o angesehen werden , wenn IVI gleich¬

sam unendlich groß in Vergleichung gegen ist . Für
elastische Körper ( § . 215 . ) wird des sehr großen Körpers
2 Vl Geschwindigkeit überaus klein oder fast — o , deS

Körpers Geschwindigkeit aber 2 -- - — - , wo¬

für man beinahe , da lV so klein ist , 2 — —

— — V setzen darf . Der an die große Masse anstoßende
Körper kömmt also zur Ruhe , wenn er unelastisch ist,
und springt mit eben der Geschwindigkeit , die er besaß ,
zurück , wenn er elastisch ist .

§ . 221 . Bemerkung . Auch der schiefe Stoß
kann central sein . Bewegen sich der beiden Kugeln lVl ,
^ Schwerpunkte ( Fig . 61 .) auf den Linien fort,
so wird ein schiefer Stoß erfolgen , indem ihre Oberstächen
sich in 3 berühren . Die Berührungsfläche be steht auf
Den nach dem Bcrührungspuncte 3 gezognen Radien aM ,

senkrecht und der Stoß ist also central , wenn die
Schwerpunkte mit den Mittelpunkten zusammenfallen .
Machen hier die Richtungslinien mit der Be -
rührungS - C' bne die Winkel — « und — /Z , und sind die
Geschwindigkeiten — u für IVI , — v für N , so ist die
auf bä senkrechte Geschwindigkeit — u Llu « für iVl ;
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- - V Lin § für Nur diese Geschwindigkeiten kom¬
men bei diesem Stoße in Betrachtung , und wenn die
Körper unelastisch sind : so ist nach dem Stoße die auf
se senkrechte Geschwindigkeit beider

iVIu . Lin « -s - Kv . Lin /3

Die mit ae parallele Geschwindigkeit bleibt - - n Los «
für !Vl , und — V 6ol ' -Z für und man kann daher
leicht die wahre Geschwindigkeit und Richtung beider Kör¬
per nach dem Stoße finden .

Wäre hier v -- - o , oder hätte an die ruhende
Kugelt so angestoßen , daß — 92° -^- « war : so
hätte man für M nach den , Stoße die aufae senk¬
rechte Geschwindigkeit beider — ^ n Sin « , und mit die¬
ser Geschwindigkeit würde dil nach einer auf sc senkrech ,
ren Richtung fortgehen , weil dieser Körper keine mit ne
parallele Geschwindigkeit hatte . ^ dagegen hat nach dem
Stoße die Geschwindigkeit — ^ ( ^ 60 ^ n ^ Sin ^ « )
und die Richtung der Bewegung des lVl ist gegen se un¬
ter einem Winkel — ^ geneigt , dessen TangeM

^ n Lin «

§ . 222 . Bemerkung . Wenn ein Körper gegen
einen sehr großen ruhenden stößt , und dieser ist zugleich
fi weich , daß jener erheblich in ihn eindringt oder eine
Höhlung in ihm macht : so läßt sich bestimmen , wie tief
die Höhlung bei verschiedenen Geschwindigkeiten deö an¬
stoßenden Körpers , den ich kugelförmig annehmen will ,
werden wird . Wir können nämlich hier den Widerstand ,
welchen die weiche Masse dem Eindringen der Kugel ent¬
gegen setzt , als eine beständige Kraft — ansehen , die
während des ganzen Eindringens mit gleicher Gewalt die
Geschwindst , keic der Kugel zu ändern strebt . Diese be¬
wegende Kraft - N ( oder eigentlich zurückhaltende Kraft )
vermindert die Bewegung der Kugel , deren Masse — lVl

ist , so wie eine beschleunigende Kraft — das ist , wie
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eine der Schwere ähnliche Kraft , die sich zur Schwere

verhält wie ^ zu i . Offenbar also finden alle Betrach¬
tungen des dritten Abschnitts hier ihre Anwendung , und
wenn der Kugel anfängliche Geschwindigkeit --- e war,
so ist diese Geschwindigkeit nach Verlauf der Zeit — t ,

nur noch — e — 2§ . ^ t , wenn man die Zeit — t
von dem Momente an rechnet , da das Eindringen in die
weiche Masse anfängt . Der in dieser Zeit durchlaufene
Weg , oder die unterdeß eingedrückte Tiefe der Höhlung

ist — § . ^ t? . Hieraus laßt sich die Größe des Wider¬
standes und die ganze Tiefe des Eindringens bestim¬
men «

§ . 22z . Aufgabe . Wenn der Körper , dessen
Masse — M ist , mit der Geschwindigkeit — o auf den
weichen Körper trifft , eine Gleichung zwischen dem Wi¬
derstande — ki , der Tiefe des Eindringens — 8 und der
anfänglichen Geschwindigkeit — e zu finden «

Auflösung . Der Körper dringt so lange immer
tiefer ein , bis feine Geschwindigkeit — o ist , also bis

zu Ende derjenigen Zeit , die e — 2§ ^ r — o giebt.

das ist der Zeit — cIVl

28 lV
Nach Verlauf dieser Zeit ist

e - ivr
die Tiefe der Höhlung - -- s — A ^ r- — — .
Die Tiefe der Höhlung ist also dem Quadrate der Ge¬
schwindigkeit a proportional , wenn und lVl gleich blei¬
ben ; die Tiefe der Höhlung ist dem gesammten Wider¬
stande , der zugleich von der Gestalt und Größe des ein¬
dringenden Körpers abhängt , umgekehrt proportional ;
und der Masse des eindringenden Körpers direct propor¬
tional .
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§ . 224 . Ware lVl ein frei fallender Körper und k
seine Fallhöhe , alsoc ^ — 4 ^ K , bet einem Falle im lee¬

ren Raume , so wäre s — i , also die Tiefe der Höh¬
lung den Fallhöhen proportional . Hier könnte man ,

lVl
wenn 8 und k bekannt wäre , ^ finden , das ist den Wi¬
derstand , den die weiche Masse dem Körper entgegen
setzr , in Pfunden ausbrücken , wenn das Gewicht des
Körpers M in Pfunden gegeben ist .

H . 22 ; . Bemerkung . Eine Anwendung finden
diese Untersuchungen bei dem Einrammen von Pfählen .
Hier wirb durch den Sroß des Rammklotzes , dessen Masse

Geschwindigkeit u sein mag , der Pfahl , des¬

sen Masse — N ist , die Geschwindigkeit —

erhalten . Mit dieser Geschwindigkeit — e fängt also die
ganze Masse lVl -s- N an , sich in die Erde huieinzudrän -
gen , und erreicht folglich bei einem Schlage die Tiefe

ei? ( lVl ch I>l) ,
- - ( ivi ' 4ZK ' wenn ^ m der Formel

lVIn

§ . 22z . 0 — ^ 7^ und statt lVI hier setze.
lVl ^

« — 4 ^ . ^ ( M 4- '
Da man beim Einrammen eines Pfahles leicht be¬

merken kann , wie rief er z . B . bei 2 ; Schlägen einge -
drangen ist : so kann man die Gewalt des Widerstandes
berecbnen , und folglich , wenn diese 2 ; Schläge die letz¬
ten waren , die er beim Rammen erhält , bestimmen,
welche last er tragen kann .

War z . B . ein Pfahl von 1042 Pfund schwer , mit
einem Rammklotz von 1200 Pfund , der 4 Fuß tief fiel ,
so fest gerammt , baßer bei den letzten 25 Schlägen nur

^ Zoll mehr eindrang : so war , weil - - ---- 4 Fuß ,
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zvi - - i2oo , M - s- N — -2240 , 8 — Zoll bei

jedem Schlage , also 0 , 0OO8ZZ Fuß ist . ,1200 ^ . 4

n ^ 2 24° .' ö , °FöU ? ' ^ Widerstand betragt also
3085700 Pfund , oder eine so schwereiast könnte unter
den angenommenen Umstanden ein einziger so fest einge¬
rammter Pfahl tragen . Hiebei ist vorausgesetzt , daß der
fallende Klotz die ganze Geschwindigkeit annehme , welche
einer Fallhöhe von 4 Fuß entspricht ; da wegen der Rei¬
bung und andrer Widerstande bas , nicht der Fall ist , so
muß man den Widerstand etwas geringer ansetzen .

§ . 226 . Hieraus laßt sich nun auch die Frage beant¬
worten , wie eine auf den Pfahl ruhend aufgelegte Maße
ihn eintreiben , und wie sich die Wirkung der ruhenden
Masse zu der Wirkung der stoßenden verhalten werde .
Soll k eine auf den Pfahl gelegte ruhende Masse sein :
so wäre hier die bewegende Kraft k - s- lXl — kl gleich
dem Gewichte jener Masse und dem Gewichte des Pfah¬
les vermindert um die Kraft , mit welcher der Boden dem
Eindringen widersteht , die zu bewegende Masse - - - k -s- lXl .
Nach den im Z . Abschnitte erläuterten Gesehen würde also

/ x - l- N — . HX
die Tiefe des Einsinkens s — ßk —x ^ ! r? in
dw Zeit — t . Legte man demnach in dem eben angeführ¬
ten Beispiele auf den Pfahl eine Last von 4 Millionen

Pfunden , so wäre s - - -
915340

— 0 , 2Z . § . «? ,
4001040

also 3 Fuß in I Sec . Aber eine Last , kleiner als
ZOZzooo Pfund würde ihn nicht im mindesten ver¬
rücken .

Um einen andern , eher durch Erfahrung zu prüfen¬
den Fall zu betrachten , wollen wir setzen , aufjenem 1040
Pfunde schweren Pfahle ruhe der 1200 Pfund schwere
Klotz und man bemerke , daß der Pfahl in einem sehr wei¬
chen Grunde sich in i Min . 2 Fuß tief einsenke . Dann
wäre in der letzten Formel
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8 — 2 , t - - - 60 , k 1200 , N - - - 1040 ,
2240 —

also 2 — rz . Fo - . — , das ist R . — 2259 , 91 . '

Fiele nun eben der Klotz aus einer Höhe von 4 Fuß auf
den Pfahl , so würde die Tiefe des Eindringens der einem

12002 . 4.
Schlage ---- s - — - - r , i 5 Fuß ; wenn

man auch den Kloß fast unmittelbar nach dem Stoße wie¬
der abhöbe , so daß seine Wirkung , während er ruhend
ans dem Pfahl liegt , nicht in Betrachtung käme .

Daß wir hiebei den Widerstand des Bodens als eine
unveränderliche Kraft angesehen haben , ist offenbar nicht
strenge richtig ; denn bei kieferm Eindringen nimmt dieser
Widerstand zu ; aber diese Verschiedenheit ist während
weniger Schläge sehr unbedeutend und kann daher bet
Seite gesetzt werden . Eben so haben wir auch darauf ,
daß der Masse der zu verdrängenden Erde eine gewisse
Geschwindigkeit ertheilt wird , nicht gesehen , indem auch
das unbedeutend ist .

Anmerkung . Sehr schätzbare Bemerkungen über diese Ger

gensiände enthält Weltmanns Abhandlung über den

Effect des Namms . Göningen , 1804 .

tz . 226 . d . Da man so oft über die Vergleichung ,
der Wirkung von Stoß und Druck nähere Belehrung for¬
dert , so mag hier noch ein Beispiel Platz finden , weiches
sich auf Fragen der Art bezieht .

In der einen Schaale einer gleicharmigen Waage liege
rin Gewicht von 1020 Pfunden , wie groß muß das Ge¬
wicht eines Körpers sein , der aus einer Höhe von 242
Fuß auf die andre Schaale fallend , der Waageschaale eine
Geschwindigkeit von i Fuß in einer Secunde erlhellen
kann ?

Wir müssen uns hier die belastete Schaale als unter¬
stützt , die andre Schaale als frei schwebend denken , und
annehmen , der fallende Körper treffe fie genau m eben so
großer Entfernung vom Ruhepuncte , als die ist , in wel¬
cher die andre Schaale « usgehangt ist . Beim Aufschlagen
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des fallenden Körpers hebt sich also die belastete Schaale
eben so schnell , als die leere Schaale sinkt , und obgleich
hier eigentlich auf die Drehung Rücksicht Mnehmen wäre :
so ist es uns doch wohl erlaubt , so zu rechnen , als wenn
die fallende Masse — k der andern Masse — 1000 Pfund
unmittelbar die erlangte Geschwindigkeit — i Fuß erthei --
len sollte . Ist also die fallende Masse unelastisch , ihre
Geschwindigkeit — b » die ruhende Masse — lVI , so
erhaben nach dem Stoße beide die Geschwindigkeit

— In unserm Beispiele gebraucht , wenn ich

den Widerstand der Luft bei Seite sehe , der fallende Kör¬
per 4 Secunden , um 240 Fuß tief zu fallen , ( wenn ich
A — iz Fuß annehme , ) und hat am Ende des Falles die
Geschwindigkeit — c — 120 erlangt . Die Geschwindig -

k . 6

keit nach dem Stoße soll 1 Fuß ,

also i2o . k - - rooo -s-

oder k — — 8 , Z Pfund sein . Dieses

geringe Gewicht von 8s Pfunden würde also jeper Last
von 1000 Pfunden die Geschwindigkeit — i Fuß in i Sec .
ertheilcn . Um aber den ganzen Erfolg zu übersehen ,
müssen wir überlegen , was jetzt nach vollendetem Stoße
erfolgen wird . Die anfängliche Geschwindigkeit — r ,
mit welcher die Masse von ivoo Pfunden aufzusteigen
anfängt , wird durch die entgegenwirkende Schwere sehr
schnell zerstört , und nach § . z ? . wird das Steigen nur

i 1008
/ ö Sec . , oder genauer nach § . 45 - ^ -ec .

dauern .

Soll die Bewegung merklicher werden , so müssen
wir die der Last von 1002 Pfunden zu ertheilende Ge¬
schwindigkeit größer annehmen , z . B . — 7 4 Fuß in
i Secunde ;
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dann ist 12 » — ( 1000 -s - ? ) 7 , 5 ,
7500 — ns , ; . ? ,
? --- 66 Pfund .

Mit dieser Geschwindigkeit — 7 , 5 steigt nun die Masse
— ivoo und sinkt die Masse — 66 , während das Ueber -
gewicht der entgegen wirkenden Kraft nur — 9Z4 ist,

7 , ; . 1066 ^
also nach einer Zeit — r — HH - 0 , 29 <Sec .
hört das Steigen arif , nachdem die iooc > Pfund schwere
tast sich etwa um i , Z Fuß hoch gehoben hat .

Wäre ein Gewicht — ? gegen die Waageschaale mit
der Geschwindigkeit einer Flintenkugel , etwa e — 800
abgeschossen , so brauchte ? nur --- 9 ^ Pfund zu sein ,
um der großen Masse eine Geschwindigkeit von 7 ^ Fuß
zu ertheilen und sie etwa i ; Fuß hoch zu heben .

§ . 226 . 0 . Durch den Stoß bestimmte auch Ro¬
tz ins die Geschwindigkeit der Flintenkug ln . Er hatte
nämlich ein sehr schweres Pendel so aufgeh ' ngt , daß die
abgeschossene Kugel an dieses antraf und es in Bewegung
setzte . Durch eine besondre Einrichtung konnte man die
ganze Ausweichung des Pendels abmessen und folglich die
Schnelligkeit , mit welcher es anfing sich zu bewegen , ge¬
nau bestimmen ( RobinS Artillerie übers , von Euler . ) .
Aehnliche Versuche , bei denen das Pendel 7400 Pfund
schwer war , hat neuerlich Millar angestellt . Soll
dieses Pendel auch nur die Geschwindigkeit — r Fuß in
i Sec . erhalten , wenn die Maste IVI mit der Geschwin¬
digkeit — e anschlägt , so ist , wenn diese Körper als un -

lVl 6

elastisch angesehen werden , 74 'Öö " ' ^ wenn
lVl 4 Pfund beträgt , oder die Versuche mit 4pfündigen
Canonenkugeln angestellt werden , dieses Pendel noch

brauchbar bei einer Geschwindigkeit e — — iFzi

Fuß . Man kann die Einrichtung aber leicht so machen ,
daß auch größere Geschwindigkeiten des Pendels noch
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bequem beobachtet werden können , und man folglich auch
noch schwerere oder noch schneller bewegte Kugeln auwen -
den kann .

§ . 227 . Bemerkung . Von dem eccentrischen
Stoße der Körper , wo die Richtung des Stoßes nicht
durch den Schwerpunkt geht , und wo daher Drehungen
um diesen entstehen , kann hier nicht wohl gehandelt
werden .

Vierzehnter Abschnitt .

Von der gleichförmigen Umdrehung fester
Körper um unbewegliche Axen .

§ . 228 . einerkung . Wenn feste Körper von er «
heblicher Größe sich bewegen : so kann diese Bewegung
entweder in einem parallelen Fortrücken aller einzelnen
Puncke bestehen , oder eö findet zugleich eine Umdrehung
Statt . Ist das erstere , so lassen sich alle die Bekrach -
tungen auch hier anwenden , die wir über die Bewegung
eines Puncteö angestellt haben , und die Bewegung heißt
dann eine bloß fortrückende oder parallele Bewegung .
Wenn dagegen nicht alle Puncte mit paralleler Bewegung
fortrücken , so kann die Drehung des Körpers sehr ver¬
schiedenartig sein , indem er entweder sich uM eine immer
gleichbleibende Axe , die allenfalls selbst , in immer paral¬
leler Lage fortrücken mag , dreht , oder nach und nach
Drehungen um verschiedene Axen annimmt . Wir wollen
hier zuerst nur Drehungen um festgehaltene Axen be¬
trachten .

§ . 229 . Bemerkung . Wir haben im siebenten
Abschnitte gesehen , daß jede im Kreise bewegte Masse
ein Bestreben , sich vom Centro zu entfernen , zeigen muß .
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Dieses Bestreben , oder die gestimmte bewegende Kraft ,

mit welcher diese Masse sich loSzurelßen strebt , wurde

( K. Ivo . ) durch H7 ausgedrückt , wenn e die Ge .

schwindigkeit des bewegten Körpers , iVl seine Masse , r

den Abstand vom Cenrro , § de » Fallraum schwerer Kör¬

per m der ersten Secunde bedeutet . Nast ) diesem Gesetze

würde man leicht , iveim ( Fig . 62 . ) an der graden un -

biegsamen Linie die sich um den festgehaltenen Punct

6 drehen kann , in A , L . O , Masten — lVl ; — lVl ;

angebracht sind , die gesammte Kraft finden , wel¬

che 6 ^ zu zerreißen strebt , oder welche auf L drückt . Hei -

ßen nämlich der Massen lVl ' . lVl " Abstande von Een -

tro — r ; — r ' ; — r " ; ihre Geschwindigkeiten — c ;

— o " ; — a " : so wäre die auf 6 drückende Kraft

^ ^ - ^ da noch -

in einer und derselben graden Linie bleiben sollen ,

jene Kraft - - „ ^ ft iVI -st- r ' - j - r " M ") .

§ . 2Zo . Erklärung . Wenn mehrere Körper oder

Massen , so wie wir es eben betrachtet haben , fest mit
einander verbunden sind : so legen die von jedem einzelnen

Puncte senkrecht auf die Umdrehungs - Axe gezognen Linien

bei der Umdrehung in einerlei Zeit samnulich gleiche Win -

kel zurück , weil die Stellungen der einzelnen Puncte ge¬

gen einander unveränderlich bleiben . Man nennt daher

Winkelgeschwindigkeit des ganzen Körpers die

Größe des Winkels , um welchen er sich in der Zeit - Ein¬

heit gedreht hat , oder die Größe des Bogens , den ein in

der Entfernung - -- i von der Axe sich befindender Punct

in der Zeit - Einheit durchläuft .

§ . 2 Zi . Befindet sich also eine bewegte Masse in
der Entfernung r von der Axe und hat diese die Ge -

6 . 1
wendig e , weil die Massen immer

II . Theil . N
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schwindigkeit — e , oder durchläuft einen Bogen o in

i Sec . , so ist die Winkelgeschwindigkeit , und wenn

diese n heißt , so ist jeder andern Masse , wofern sie
mit der vorigen fest verbunden ist , wahre Geschwindigkeit
--- -/ r , wenn ste sich in der Entfernung ^ von der Axe
besindec , da sie um einen Winkel fortrückt , dem für den
Halbmesser — i , der Bogen — zugehört. Dieser
Vogen 7 ist hier in Theilen des Halbmessers ausgedrückc .
Ist die Umdrehung gleichförmig , so bleibt für alle
Theile des sich drehenden Körpers eine immer gleiche
Größe . Bei ungleichförmiger Drehung muß man unter
^ den Winkel oder Bogen verstehen , um welchen der
Körper mit der eben erlangten Geschwindigkeit sich in der
nächsten Secunde drehen würde , wenn die Bewegung
unrerdeß gleichförmig bliebe .

§ . 2 Z 2 . Lehrsatz . Wenn eine feste , grade Linie ,
deren einzelne Theile mit Massen A4 , lVl̂ , A4 " , A4 " in
den Entfernungen — r , r , r " , r '" vom festgehaltenen
Puncte 6 beschwert find , sich um diesen Mittelpunkt 6
drehet : so ist der Druck , welchen der unterstützte Punct
6 wegen der Schwungkraft leidet , eben so groß , als ob
sich , bei gleich schneller Drehung der graden Linie um den
Punct 6 , die Summe der Massen in ihrem Schwer¬
punkte vereinigt befände ( Fig . 62 . ) .

Beweis . Wir Haben eben gesehen , daß die

Schwungkraft — - ^ ( rA4 -j- 6 Al ' -s- r " A4 " -s- r " Al " ')
2 A r

ist . Aber ( Statik 94 . rc>6 . ) der Mittelpunkt der Kräfte ,
also hier der Schwerpunkt 6 der sämmtlichen Massen
wird so bestimmt , daß U . ( A4 -f- A4' -s- A4 " -s- A4 '")
— r . A4 -s- r' A4' 4 - r " AI " -s- r " A4 " ist , wenn seine
Entfernung von dem bestimmten Punkte 6 an , 66 — k
ist . Die Schwungkraft aller Massen laßt sich also durch

14 (A4 - j- A4 ' -s- N " -j- A4 ") auSdrücken , oder weil
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die Geschwindigkeit dieses Schwerpunktes — 6

o . k

r

ist , die Schwungkraft — - — ^ ( AlchlVl ' - s - lVl " ch - M " )

eben so groß , als wenn die Summe der Massen im

Schwerpunkte vereinigt märe , und sich mit der Geschwin¬

digkeit — 6 um eben den Mittelpunkt bewegte , das »st ,

mit derjenigen Geschwindigkeit , welche der angenommenen

Winkelgeschwindigkeit des Körpers entspricht .

H . 2ZZ . Da dieser Satz gilt , es mag die Anzahl

der mit Massen belasteten Punkte der grade » Linie so groß

man will sein : so gilt er auch für eine in allen Punkten

schwere Linie oder für eine aus lauter materiellen Theilen

bestehende Linie und auch ihre Schwungkraft ist eben so

groß , als ob ihre ganze Masse im Schwerpunkte vereinigt
wäre .

Dieses gilt noch , wenn die schwere Linie ( Fig . 6z . )

sich nach beiden Seiten über den festgehaltenen Punkt O

hinaus erstreckt . Ist nämlich hier des TheileS ^ 6

Schwerpunkt in O , seine Masse - - m , Geschwindigkeit

des Schwerpunktes — e ; und des Theileö 68 Schwer¬

punkt in L , Masse — m ' , Geschwindigkeit des Schwer¬

punktes — - e ' : so leidet der Punkt 6 den Druck02 . rn

2§ . r - 8
wenn 6 O r , 6 L --- r ist ;

Dreser Druck »st , da c auch - — l - - - i

und wenn 6 der ganzen Linie Schwerpunkt bedeutet , also

66 - - -

r . m r rn 6 -
Druck --- — . 66 ( mchm ')

6 ^

oder — H . ' oö ^ > " i ) ' wenn 6 die Geschwindigkeit

des Schwerpunktes 6 ist .

Anmerkung . Ich habe hier das Wort : schwer ge ,

braucht oder die Linie eine schwere Linie genennt ; -eigcnt ,

lich gher kömmt hier Ws die Einwirkung der Schwere ,
N s
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die man sich stärker oder schwächer denken könnte , nicht

an , sondern nur auf die Massen , oder die Quantität der

Materie , die wir uns als dasjenige denken , worauf die

Schwerkraft wirkt , und uns so das Gewicht des Körpers

als seiner Masse proportional empfinden läßt -

§ . 2Z4 . Lehrsatz . Wenn eine Ebne de »
ren Masse in allen ihren einzelnen Puncten vertheilt ist
( Fig . 64 . ) , sich um eine , in Lauf sie senkrechte Axe , die
durch andre Kräfte festgehalten wird , frei und gleichför¬
mig dreht : so ist die Schwungkraft , oder der vermöge
derselben auf 6 ausgeübte Druck , eben so groß , als er
sein würde , wenn die ganze Maste der Ebne in ihrem
Schwerpunkte vereinigt wäre , die übrige Ebne aber bloß
als fest und ohne Maste angesehen würde .

Beweis . Wir wollen zuerst die Ebne gar nicht als
materiell ansehen , sondern bloß die Puncte lVI , dis als
mit Masten --- lVI und — ds belastet uns denken . Ist
nun LlVI ^ r , Lds r ' ; der Masse !Vl Geschwindigkeit ,
mit welcher sie ihren Kreis durchläuft — c , und folglich

der Masse dis Geschwindigkeit — e — weil beide

ihre relative Lage in der festen Ebne unverändert behalten :
so wird der Punct 6 durch eine Schwungkraft — k

- -- und durch eine Kräfte -- - n
nach cds gedrückt .

Diese beiden auf 6 wirkenden Kräfte bringen , wenn
man im Parallelogramm der Kräfte LII — 6V — s)
und I76V — « nimmt , eine Mittelkraft nach einer Rich¬
tung 6W hervor , deren Neigung -- - gegen

0 8in «
6lVI durch tausch wird , und

die Größe dieser Mittelkraft ist — Lo5 ( « — <p )

oder — '- ^ ( dss . r . Los <p -s- dis . . Lo5 ( « — P ) .
2A r

Eben diese Bestimmungen findet man für die Schwung¬
kraft dann , wenn die Summe der Massen — dC - j- dk
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in ihrem Schwerpuncte 6 vereinigt wäre . Für den
Schwerpunkt 6 beider Massen ist ( Statik § . 94 . 106 . ) ,

^ ^ ;
ferner . Sin lVI66 — iVll- . Sin M6 ^ ,

6r >s . Sin N66 — I>i6 . Sin MOk ' ,

also

6lVl . Sin lVIL6 ESin 1^ 66
di! 6 ' und wenn ichLL6

lVI66 — ^ setze , und für 6M , 6N , lVI6 . I >l6 ihrer . Lin ch r ' . Sin ( es — ck>)
Werthe , wird — - -ivr
das ist r . iVI Sin -ch — ( Sin « Lol ^ — Lok« Sinv^),

oder tan§ ^ ^ ^ . ^ Ä « ' welches - tan ^ P ist,
. Lin « r " . lXl . Sin «

d " ^ uch x o , ool « ^ r . M -f- ? . IV . Los « '
Die Richtung der gesummten Schwungkraft , welche « US
der Bewegung beider Massen lVl und lXl entsteht , ist also
unter eben dem Winkel — A gegen 6M geneigt , nach
welcher eine im Schwerpuncte 6 angebrachte Masse bei
der Drehung um den Punct 6 diesen drücken würde .

Wäre aber in 6 die Masse — lVI -ss- N angebracht ,
so wäre der Druck , welchen die aus ihrer Bewegung ent¬
stehende Schwungkraft auf 6 ausüben würde

o - . 66 . (M -s - M . -
— - ^- » wert die Geschwmdtgkett des2A . r
- c . 66
Punctes 6 bei der Umdrehung — — ist , indem lVl

mit der Geschwindigkeit — a fortrückt , und alle diese
Puncte fest verbunden bleiben .

Es läßt sich aber leicht übersehen , daß 6 o 5 lVl 66
66 - 6 M 6 o 5x> ^ 6l ^ . 6os ( « - G ) - 66
- ^ 0 - - -- - -

ist , also

66 — r 6okH r 6os ( « — cp ) — 66
lVl '
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oder 66 . ( iVl -j- ^ ) — lVlrOolch ss. 6ot ( « — cp ) ;
daher wird der von lVl -i- lV , wenn beide Masten in 6
vereinigt sind , auf 6 ausgeübce Druck

--- ^ r -f- lv r ^ 6ok ( c« — cp ) ,

völlig eben so dargestellt , wie wir den aus den Schwung¬
kräften beider einzelnen Massen entstehenden Druck auf 6
Mögedrückt fanden ,

Hieraus erhellt , daß der Lehrsatz gilt für zwei Mas¬
sen lVI , N , daß er sich also leicht für drei und mehr ein¬
zelne , in der Ebne liegende Massen beweisen ließe ,
und folglich auch gilt , wenn man sich jeden einzelnen
Punct der Ebne als schwer oder als mit einer , seiner Grö -
,ße proportionalen Masse belastet , vorstellt .

§ . 2zz . Wenn also 6 den Schwerpunct der ganzen
Ebne vorstellt , so ist 66 allemal die Richtung deö Druk -
kes , den der unterstützte Punck 6 , wegen der aus der
Amdrehung entstehenden Schwungkraft , leidet ; und so
wie 6 bei der Drehung um 6 in andre Richtungen kömmt ,
so ändert sich auch die Richtung des Druckes , den 6
leidet .

Fiele der Schwerpunct in 6 selbst , oder ginge die auf
die Ebne senkrechte Axe durch den Schwerpunct dersel¬
ben : so hätte die Axe gar keine Gewalt auszuhalten , oder
die Ebne könnte sich um eine solche Axe ganz frei dre¬
hen , ohne daß es eine Kraft bedürfte , um die Axe zu
halten .

§ . 2z6 . Lehrsatz . Wenn ( Fig . 65 . ) eine Ebne
^ L6O sich um eine in der Ebne selbst liegende Axe Lk'
Dreht : so ist die Schwungkraft , welche auf die Axe drückt,
zwar eben so groß , als wenn die ganze Masse der Ebne
im Schwerpuucte vereinigt wäre ; aber die mittlere Rich¬
tung der Schwungkraft geht nicht nothwendig durch den
Schwerpunct .

Beweis . Wir haben nur nöthig , den Beweis so
zu führen , wie er für eine nicht schwere , bloß in Al , N
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mit zwei Massen belastete Ebne gelten würde , indem er
sich denn leicht allgemeiner machen läßt . Es sei also in
lVl die Masse — IVl in der gegen die Axe senkrechten Ent¬
fernung 1. lVl -- r , und in die Masse — lV in der Ent¬
fernung — r' angebracht . Da die feste Ebne sich um die
Axe Lk' gleichförmig dreht : so ist die Geschwindigkeit

— 0 ' der Masse durch 0 bestimmt , wenn K4
die Geschwindigkeit — e hat . Die Masse M übt nun
wegen ihrer Schwungkraft auf den Punct I . der Axe einen

c ^ IVl
Druck — die Masse lXl auf den Punct O den

Druck ^ ^ ^ au6 ; und da beider Kräfte Richtun¬
gen parallel sind , so würde eine Kraft der Summe beider

gleich — ( r HVl -s- r in ? mit 1. -VI parallel wir¬
kend , völlig eben so , wie jene beiden zusammen , auf die

Axe drücken , wenn L ?
1. 0 . r n

wäre ( Statik.
rM -s- r ' N

§ . 94 . ). Die festgehaltenen Puncte der Axe nämlich wür¬
den von jenen beiden Kräften genau eben so , wie von die¬
ser einen in k angebrachten gedrückt werden .

Sucht man die Lage des gemeinschaftlichen Schwer»
punctes der Massen iVl , so ist des Punctes Ent -

rlVI -l- r
fernung von der Axe - »ind setn Ab¬

stand von 1. M ist I . R —
1. 0 . ^
IVL -i- N '

Wären nun bei der Drehung um die Axe LI ' die
Massen vck -s- N in vereinigt , so wäre des Punctes H

Geschwindigkeit --- wenn HVl sich mit der Ge¬
schwindigkeit — e bewegt , und die Masse — IVl -j- N
würde wegen der Schwungkraft in dem Puncte L einen
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c - . KO . ( lVI -j- N )
Druck — - - auf die Axe auöuben ,

( r IVloder — - . -
2§

Diese Schwungkraft der vereinigten Massen ist eben
so groß , als die Summe der einzelnen Schwungkräfte ,
die wir vorhin fanden . Aber die Punkte I? und U fallen
nicht nothwendig zusammen , oder die mittlere Richtung
der durch die Bewegung der einzelnen Massen hervorge -
brachten Schwungkräfte geht nicht allemal durch den
Schwerpuncr , sondern dies geschieht nur dann , wenn
luk — I . ? ist .

§ . 2Z7 . Die mittlere Richtung der Schwungkraft
beider Massen geht nur dann durch den Schwerpunkt,
wenn li mir ? zusammen fällt oder I . U — I . ? , das ist
1. 0 . n 1. 0 . r ' ^

r IVI ^ ? N r
oder / lVl r M ist .

Sind mehrere Massen da , so ist zwar noch die ge -
sammle Schwungkraft aller einzelnen Massen eben so
groß , als wenn sie alle in ihrem gemeinschaftlichen
Schwerpunkte vereinigt wären ; aber die mittlere Rich¬
tung aller Schwungkräfte geht auch da nicht nothwendig
durch den Schwerpunkt . Daher ruhet auch hier nicht
immer die Axe von selbst , wenn sie gleich durch den
Schwerpunkt geht , sondern es ist in den meisten Fallen
nothwendig , daß die Axe in zwei Punkten fest gehalten
werde .

Wenn ( so , wie in Fig . 64 . ) die Drehungs - Axe senk¬
recht gegen die Ebne ist , und sie geht zugleich durch den
Schwerpunkt der Ebne : so bedurfte es gar keiner Kraft,
um die Axe zu halten , oder diese blieb bei der Drehung
des Körpers von selbst in Ruhe . Hier hingegen , wo die
Umdrehung um eine in der Ebne selbst liegende Axe ge -
schieht , ist eö sehr oft der Fall , daß die durch den
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Schwerpunkt gehende Axe nicht ruhen kann , selbst wenn
sie in irgend einem einzelnen Punkte unterstützt würde .

Wären z . B . ( Fig . 66 . ) in I§ , ^ gleiche Massen
in gleichen Abständen von der Axe ange¬
bracht , so ginge gewiß die Axe durch beider Massen
Schwerpunkt O ; aber wenn mau diesen Punkt O der
Axe allein unterstützt , so zieht in die Schwungkraft
nach , und in lVI die eben so große Schwungkraft nach

und beide bringen vereint eme Drehung um 6 her¬
vor , da sie nach einerlei Richtung zu drehen streben . In
dem eben betrachteten Falle giebt es keinen Punkt der Axe
kb ' der allein unterstützt die Axe ruhend erhielte . Da¬
gegen könnte eine ganz freie Axendrehung Statt finden ,
( das ist eine Drehung , bei welcher die Axe von selbst
ruhte , ) sowohl um die durch N lXl selbst gehende Axe ,
weil dann die während der Drehung in der Axe selbst
ruhenden Massen keine Schwungkraft erhalten , als um
die auf Nbis senkrechte durch den Schwerpunkt 6 gehende
Axe , weil hier die Schwungkräfte sich völlig aufheben .

Aus diesen Betrachtungen erhellet , daß die in O auf
einem vertikalen Zapfen ruhende horizontale Axe von
selbst eine Drehungsbewegung um 6 annehmen wird ,
wenn die Massen b>l , lXl in eine Rotationsbewegung um
die Axe Lb ' versetzt worden sind . Diese Drehungsbewe¬
gung der Axe wäre indes; nicht so leicht genau zu bestim¬
men , weil die Richtung der Schwungkräfte , durch wel
che sie bewirkt wird , in jedem Augenblicke eine andre ist .

§ . 2 z 8 - Bemerkung . Es erhellet hieraus weck,
wie man die Schwungkraft für einen sich drehenden
per bestimmen müßte . Man könnte sich ihn als in d »'" ie,
auf die Axe senkrechte Scheiben zerlegt denken , unt jede
Scheibe würde in dem Punkte , wo sie die Axe scheidet,
mir eben der Gewalt auf die Axe wirken , als wen ihre
ganze Masse , im Schwerpunkte vereint , mit i> diesem
Punkte zugehörigen Geschwindigkeit herumgefüsi würde ;
die übrigen Theile der Ebne aber bloß fest und e« e Masse
wären . Da alle diese einzelnen Scheibche j » einem
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Körper fest vereinigt sind , so ist die Geschwindigkeit aller
durch oie Geschwindigkeit irgend eines Punktes bestimmt ,
und die ganze Betrachtung läßt sich nun auf die Art , wie
in K. 2ZZ . 2Z4 . weiter fortführen . Die gesummte
Schwungkraft des Körpers läßt sich auch hier nicht mit
der verwechseln , die der im Schwerpunkte vereinigten
Masse zukommen würde , da die mittlere Richtung der
Schwungkraft nicht nochwendig durch den Schwerpunkt
geht .

§ . 2Z9 . UebrigenS versteht es sich von selbst , daß
der Körper , wenn die Axe völlig fest gehalten wird , seine
Drehung um die Axe gleichförmig fortsetzcn wird , so lan¬
ge nicht andre Kräfte auf lhn einwirken . Denn , so gut
wie jedes Theilchen der Masse , wofern eö nur durch einen
Faden an dem Mittelpunkte festgehalcen würde , seine
Umläufe gleichförmig fortsetzen müßte , wenn es allein da
wäre , eben so werden auch alle zu einem Körper ver¬
einigten Massen ihre Umläufe unaufhörlich gleichförmig
fortsetzen .

§ . 240 . Welchen Druck die Axe leidet , würde man
bestimmen , wenn man sich den Körper in Scheiben zer¬
legt , und jeder Scheibe Masse in ihrem Schwerpunkte
vereinigt dächte . Die alsdann gefundene Schwungkraft

« ner solchen Masse zerlegt man am besten nach zwei auf
e , ander selbst und zugleich auf die Axe senkrechten Nich -
tu -qen ; und indem man so für alle einzelnen Theile des
Köyers verfährt und die nach der einen Richtung wirken¬
den Kräfte in eine einzige Kraft , die nach der anderen
Richtig wirkenden Kräfte auch in eine einzige Kraft ver¬
einigt , erhält man stakt aller jener Kräfte zwei auf ein¬
ander sikrechte Kräfte , durch welche die Axe gedrückt
wird . Richtungen dieser beiden Kräfte gehen aber
nicht notwendig durch denselben Punkt der Axe und auch
nicht notl^ ndig durch den Schwerpunkt , wie aus den
Betrachter , in § . 2z 4 . hinreichend erhellt .
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Zusätze für geübtere Leser .

I . Den Schwerpunkt einer graben Linie AL ( Fig . 67 . ) zu

finden , wenn die einzelnen Punkte mit Gewichten beschwert sind ,

welche als Functionen der Abstände von A , gegeben sind .

Man nenne irgend eines Punktes N Abstand von A , x ,

und die Masse , mit welcher das Theilchen äx beschwert ist

— Xäx , so ist dieser Masse Moment in Beziehung auf den will «

kürlichen Punkt A durch — Xxäx ausgcdrückt ; die Summe aller

dieser Momente für alle Theilchen der Linie also durch — / Xxäx .
Ist nun 6 der Schwerpunkt und der ganzen Linie Masse — Al ,

so soll N . AO --- - / Xxclx sein , also da offenbar der ganzen Linie

Masse - - - N - - / Xäx ist , A6 -

H . Beispiel . In jedem Punkte Al , dessen Entfernung

von A — X ist , sei die Masse äAl — Xclx — r̂b -̂ x ^ äx vcr «

einigt , so ist / Xäx Trd ^ x ^ , wo keine beständige Größe

bcizufügen ist , wenn die Masse von A anfangend gerechnet wird ,

und die ganze Masse ist — H wenn die ganze Länge des

linearischen Körpers — AL — u ist . Wir finden ferner / Xxäx

- - - ^ 7r k -̂ xa äx ir d ^ x » , oder für die ganze AL , H 7r » a ,

Die Masse , die wir hier betrachtet haben , ist eigentlich die Masse

eines Kegels , dessen Halbmesser — bx ist in der Entfernung — x

von der Spitze . Wir haben uns die Masse jedes auf die Are senk «
rechten Querschnitts als im Centre desselben vereinigt gedacht und

die Lage des Schwerpunkts um H der Höhe von der Spitze ent «

fcrnt gefunden , wie in der Statik H. 144 .

III . Den Schwerpunkt der ebnen Figur A KLO ( Fig . s 8 . ) zu

bestimmen . Wir denken uns durch den Anfangspunkt L der Ab «

sciffen zwei auf einander senkrechte Linien und suchen den Abstand

des Schwerpunkts von jeder derselben . Stellen wir . uns nämlich

AO als eine scstgehaltene Are vor und nennen , um die Lage ir <

gend eines Thcilchens zu bestimmen , LL — x , LN — die

Masse des Thcilchens — äAl äx . ä ^ , indem wir den Inhalt
des kleinen Recht - Erkes als seine Masse darstellend ansehen : so

ist dieser Masse äAl Moment in Beziehung auf die Are A <?

— ) - . äx . ä ) cuiid äx / säv ist die Summe der Momente aller i
16 vereinigten Theile , wenn man nämlich das Integral v »

^ — o annimmt , und für ) - IO seinen vollständigen W »th

erreichen läßt . Hier ist x als unveränderlich angesehen , « ndbloß
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das Moment des schmalen Parallelogramms L6gl gefunden ; man

findet die Summe der Momeure aller dieser Parallelogramme ,

wenn man das Integral / clx / z-ä ^ — ^ für die ganze Flä «
che nimmt . Bedeutet nun lX der ganzen Figur Schwerpunkt ,
undNL »einen Abstand von der Axe XO , N aber die Masse der

ganzen Flache , so soll XI . sein . Aber äXI ist

— llx . clz ^ , des kleinen Parallelogramms 16 , Maste — ) ' äx ,

und XI — ^ äx , die Masse der ganzen Ebne ,

- >so KI . - - LLL .
/ ^ äx

Eben die Betrachtungen zeigen , daß des Schwerpunktes Abstand

von der andern durch den Anfangspunkt der Coordinacen gezognen
- no

/ iclx

IV . Beispiel . Den Schwerpunkt der halben Parabel

XXML zu finden ( Fig . 6g . ) . Rechnet man die Abskisscn vbm

Scheitel an , so ist AI — -x , IXI — ^ und ^ -- -- xx für jeden

Punkt im Umfange der Parabel , Ak sei — a , als ' die ganze
Lange desjenigen Parabelstückes , dessen .Schwerpunkt man finden

soll . Dann ist / ^ üx — x ^ / x ^ llx — ^ . x '2 der Inhalt
irgend eines durch eine Ordinate 1X1 begrenzten Theiles , und

§ — XI die Masse der ganzen Fläche XXIXlk . Ferner ist

/ clx / vci ^ — / z X ^ äx — ^ zi / xäx — ^ xX - , also der Abstand

des Schwerpunktes von der Axe Xk ist - - - ^ - - - x ^ >
f p -k xX

oder für x — -r , dieser Abstand — A — LU A pzx ,
weil kM — x . -i . Der Abstand des Schwerpunktes von der

Axe XL oder der Abstand vom Scheitel wird durch folgende Be ,

trachtung gefunden . XImoO sei ein schmales Stück der Parabel

und XIO mit der Axe der x parallel : so ist ohne Zweifel eines

Stückchens l) Inhalt — <1x . cl^ und sein Moment in Beziehung
auf die Axe XL ist — x . äx . ci^ , also die Summe aller Mo ,

mente der Theilchen , welche XlmoO ausfüllen , -Iz ^ xclx und

die Summe aller Momente des ganzen Parabelstücks — / tU /̂ xclx ,
cher hier verschwindet dieses Integral ^ xäx nicht mit x — ö , son ,v2

drm es muß — o sein , wenn x - - - LXI — -L . ist , oder in
z>

/ ä / ^ stx - - - ( ssonst - s - ^ x ^ ) muß Lonst - s- ^ x ^ o
« . v4

tem » wenn x — ist , also Oonrt — — Hder bis an
L
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— a reichende Werth von ^ xäx ist also

folglich / clv/ xäx — äzr — / z
^ cl^

- p - '

x'r>

welches mit ^ — 0 verschwinden muß und folglich keiner beiger

fügten Lonst -lns bedarf , aber für ^ -
X X

seinen
X X XL

vollen Werth erhält , der also — L
— 4wird .

Der Abstand des Schwerpunktes von der Are LZ ist also

-- 4 a ---- äl ..

Ich habe hier nicht den leichtesten Weg befolgt , um die Entfer ,
nung des Schwerpunctcs von LL zu finden , weil ich zeigen wollte,
wie man auf die Bestimmung der beständigen Größe Rücksicht zu
nehmen hat . Man fände sonst auch , indem man zuerst in Be ,
Ziehung auf ^ integrirt , / 6 ^/ xäx — / x -lx/ ä ^ ----- / x ^ clx , wo
keine ÖonstLii8 hinzukömmt , weil nun z-clx den Inhalt von Ly

bedeutet , der — 0 ist für )r — v . Setze ich hier ^ x ^ ,
^ L

so ist für den ganzen Streifen Lk , / x ^ äx — ^ >2 ^

- -- 4 x^ , nnd dieses Integral muß mitx — 0 verschwinden ,
weil eines Parallelogramms Lk Moment — 0 wäre , wenn seine
Entfernung von der Are LZ an — 0 ist . Es ist also 4 die

Summe aller Momente in Beziehung auf LZ , und
§ V px ?

— 4 x der Abstand des Schwerpunctcs von LL für jeden durch
eine mit L1I parallele Ordinate begrenzten Theil der Parabel ,
oder — 4 wenn der bestimmte Werth von x — Lk — a ist .

V . Den Schwerpunkt eines Körpers zu bestimmen . Wenn
wir uns irgend einen Punct ( Fig . 70 . ) LI des Körpers durch drei
auf einander senkrechte Coordinatcn LH — x , IL1 --- 2
bestimmt denken : so können wir die Masse deS Theilchens LI
durch — clx äe- ausdrücken . Dieses Theilchens Moment in
Beziehung auf die Are L6 ist ( Statik § . 117 .) , wenn ich LH als
verkical ansche — ^ . äx . ä ^ . Äri , also wenn ich bloß ^ als ver,
änderlich ansehe , das Moment deS ganzen Parallelepivedi , das
in der bestimmten Höhe — und in der Entfernung — x von
der Are Lk liegt , und sich durch den ganzen Körper erstreckt , wie
'18 , ist — T ^ ilx är , wo man dann , NM das vollständige Im
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tegral zu finden , diejenigen durch x und 2 ausgcdrückten Werthe
von / setzen muß , die den Grenzen des Körpers entsprechen . Um

nun das Moment der ganzen Scheibe kk , die auf 2 senkrecht ist ,

und die Dicke 62 hat , zu finden , muß man in Beziehung auf x

integreren und das Moment dieser ganzen Scheibe in Beziehung

auf die Are der x ist 62 . / — ^ — ; also endlich die Summe

der Momente aller solcher Scheiben in Beziehung auf die Are der
^ 6x

X tst -- - / 62

Liegt der Schwerpunkt in N und ist des ganzen Körpers

Masse — N : so ist N multiplicirt in den Abstand des Schwere

punctes von der durch x und 2 gelegten Ebne , gleich dem eben

gefundenen Momente ; indem , für ein in angebrachtes Gewicht

— Ll , das Moment in Beziehung auf die Are LL , — LI . VV

ist , wenn die Verticallinic verstellt , also UV den kleinsten

Abstand der Richtung der Kraft von der Are L6 ; also ist der Ab /
/ v ^ äx

stand des Schwerpunktes von der Are der x - - - 2 - -l— ^ — -

UNd — / 62 ^ 6x / 6 ) 7 — / ( e>2 ^ äx ) .

VI . Beispiel . Es sei ( Fig . 70 . ) ein durch die

Umdrehung einer Parabel um ihre Hauptare LL entstandener

Körper : so ist , wenn ich LL u nenne , der Halbmesser des

Querschnitts kk , — x — oder wenn LL — a , LI . — 2

heißt , x — — pr ) , für die Parabel , durch deren ttmdre /

hung der runde Körper entstanden ist .
Da hier alle auf LL senkrechten Querschnitte Kreise find ,

deren Halbmesser — x --) ist , und deren Inhalt daher

durch — 7r ( xa — x2 ) ausgedrückt wird , so ist des ganzen Kör /

pers Masse — ^ 7162 ( x .i — zi2 ) — 71 ( x » 2 — j p2 ^ - -̂ 6oii «t ) .
Diese Masse ist — o für 2 — 0 , also Lo » 8t — 0 , und das

Integral erhalt seinen ganzen Werth — Tixa ^ , , wenn 2 — a
ist .

Der Scheibe kk Inhalt ist hier — 7r62 . ( pa — p2 ) , wenn

wir ihr die Dicke — 62 beilegen und ihr Moment in Beziehung

auf die Ebne 7̂ 6 , ist — 71262 ( pa — z, 2 ) ; das heißt , wenn

man sich die Ebne ^ 6 als vertikal und in ihr eine horizontale
Are denkt , so ist 71262 ( pa — P2 ) das Moment der Scheibe kk

in Beziehung auf diese Are . Folglich des ganzen Körpers Mo /

ment — Tip .122 — ^ 2 , ) , welches für 2 — .1 seinen vollstän »

Ligen Werth — ^ 71p . erhält .
Die ganze Masse in . der Entfernung vpn der Ebne ^ 0
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hätte bas Moment — . >— x und dieses soll — ^ rrp ^

sein , also ^ als Abstand des Schwerpunrtes von

VII . Um nicht bloß rin allzu leichtes Beispiel zu betrachten,
sei HL ein Körper ( Fig . 71 -) , dessen auf DL senkrechte Quer»
schnitte halbe Ellipsen find , deren halbe Apen Dü zu DO und D6
zu DL sich wie 0 :sb verhalten ; der durch die Ape DD und große
Ape OD der Ellipsen gehende Schnitt DDO sei eine Parabel .
DD sei — .1 . In dieser Parabel ist c - — x s , also ihr Para -

Meter — — , « nd Kr DD - - - 2 ist Dü ^ -- - - — 2 )a

« Nd DO : Dü — b : c,

also DO ^ i ' ( a — 2 ) ,
und der Schnitt LDV ist folglich auch eine Parabel .

Nenne ich jetzt für irgend ein Theilchen N die Coordinaterr
Dü — x , ÜI — Dü2 , so ist dieses Theilchens Masse
— clx . <1^ . ä - , Moment in Beziehung auf die Ape DO die mit
Lv parallel ist — cl^ xäx . ll -i , und folglich des ganzen Parallel «
epipedl DU , dessen Länge — x , Breite — cl^ Höhe — är ,
Moment ^ x? 6 ^ är , und da in dieser Ellipse x sich bis an dve
Grenze des Körpers erstreckt , wenn
x? — - — — l 1) 2 — - .

DO - ^ b - V. n
so wird das vollständige Moment

— txiS - / ( >>- — —
Aus diesem Momente des kleinen Parallclepipedi DS , wird bas
Moment der ganzen Scheibe DÜO gefunden , indem man so inter
grirt , daß bloß / als veränderlich angesehen wird . Das Moment
der ganzen , in der bestimmten Höhe — 2 liegenden Scheibe ist

also — Lonst - s- x — ä2 - — ^ ^ ^ , wenn
hier das Integral so genommen wird , daß es für den kleinsten

Werth von 5 , der — DO — — d ^ ist , verschwisi ,

bet , und für den größten Werth von ^ — DD — L - -

feinen vollständigen Werth erhält . Es ist als »
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tlonst /

vollständige Integral — 4 — 62

Moment der Scheibe

und das
. /

2 > A
b - i , oder das

a ? . o - ( i -

Endlich das Moment des ganzen Körpers in Beziehung ans

die Are 60 , — 6 » nst - t- die ,

scs Integral muß zwischen den Grenzen 2 — 0 und 2 — a ge ,

nommen werden , gicbt also das Moment — d a <4 px »

ganzen Körper . ,

Des Körpers ganzer Inhalt wird auf ähnliche Weise gefun¬

den . Des kleinen Parallelepipedi N Inhalt ist — 6x el^ 62 ,

des Parallelepipedi Inhalt x 6 ^ 62 . Um dieses Inte ,

gral vollständig zu erhalten , muß es zwischen den Grenzen x — 0

und x
2

- V2 1

k " t -e /
genommen werden . Das

Parallclepipcdum , dessen Breite — 6 ^ und Höhe — 62 , und

welches durch den ganzen Körper geht , istl
Hieraus findet sich .ä -- — —

Kt ^ /

wenn man 2 als unveränderlich ansicht , der Inhalt , der in der

bestimmten Höhe — 2 liegenden Scheibe
«- 62 ^

vcl2 ,
- ss- . bV

Li. k - ( a - 2 ) /

ed 62 . ^ f V , a
- ( a — 2 ) ^ ssre 8 , 11 ; — -a ^ ^ tk ^ a — 2

, ^ ovcl2 ,

/

( nach Pasquich . § . Z8 ^ 7 - Zus . Hl >) , wenn dieses Integral

zwischen den Grenzen genommen wird , welche ^ bei gleich bleiben ,

dem 2 erlangen kann , das ist zwischen ^ — — d ^ - - « „ h

— - f - b

a — 2

, , und dieses giebt für jenes Integral
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Ir o äü
( a — r ) ^ 7r , weil Are 8Ü1 -7- 1 j 71

Are . Sin I — r n: ist . Endlich erhält man des ga >zen Körpers

Inhalt — ( a — s ) , wenn man dieses Integral zwi »

scken den Grenzen 2 — 0 und 2 — -r nimmt , und zwischen die »
scu Grenzen i >t es — ^ b e a 7».

Denkt man sich diese Masse im Schwerpunkte vereinigt , des»
sen Abstand von der Ebne LlD — r Heiden mag , so soll

li a e2 2^ bv . -rn : . r sein , also r — der Abstand

des Schwerpunktes von der Ebne I . LD .
Der Abstand des Schwerpunkts von der Ebne KOV wird

nun auf ähnliche Art gefu , den . Des Theilchew ' öl Moment in
Beziehung auf die Ebne IlOl ) ist — 2 62 cl^ . clx , also das Mo »
ment des ganzen Parallelem edi , dessen Grundfläche — 6x . cl /
ist und bas sich senkrecht anf LOl ) durch den ganzen Körper erstreckt

Ar2,
— cl^ . 6x . ^ 2 62 — cl^ . clx . —

^ 2-

— T e! x . äv - ^ —4 — 0 ^ 2) 2 .

Der lehtere Ausdruck ist das zwischen den gehörigen Grenzen ge »
nommene Integral ; denn da der in der Höhe — 2 liegende
Querschnitt des Körpers eine Ellipse ist , deren Aren

^ 2,
--- - — - - — - mit ^ parallel , und

— ^ " mit x parallel : so liegt in der Höhe
— 2 die Oberfläche des Körpers in den durch

^ ^ x2 bestimmten Punkten ,

oder 2 - - - u — u - - - - ist die Gleichung für die

Oberfläche des Körpers , also zugleich der größte Werth , den 2
für ein bestimmtes x und ^ innerhalb des Körpers erreichen
kann .

Der ganzen , durch HIN gelegten Scheibe Moment ist also ,
weil x unveränderlich bleibt

, k>2 lZx l , , 2 ^ 2

Ö
H . Theik .
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wenn dieses zwischen den Grenzen genommen Wied , die ^ bei

einem dcscimmten Wcrthe von x nie übertrcssen kann , so lange

wir in den bestimmten Grenzen des Körpers biciben . Diese

Grenzwerthe für ^ find — 7^ b ^ - weil der Ellipse

L 60 halbe Aren — b und — c sind . Jenes Integral muß also

verschwinden für — — b — — — ) und seinen ganze »

Werth erhalten für z - — - s - b ^ und das vollstän¬

dige Integral wird — ^ b und hieraus end¬

lich durch Integration in Beziehung auf x das Moment aller auf
x senkrechten Scheiben

b s , ^ . . , . Z81-7 — / ^ X ( c ^ — x ? ) ^ -s- ^ ( o ^ — x ^

/ z X ( c ^ — x 2 ) ^ - s- > ^ Lro Lin' " (9 !
( nach Pasquich . § > ; 8 . 6 . Zusatz III . ) . Dieses Integral muß

zwischen den Grenzen x — 0 und x — n genommen werden und

sein vollständiger Werth ist also — ^ ^ 0 ^ . L -r , weil

für x — 0 alle Glieder verschwinden , und für x — c , alle übri¬

gen Glieder abermals verschwinden und bloß das letzte den eben

angegebnen Werrh — >— — — cryalt .

Eben dieses Moment soll ^ ^ deair . k sein , wenn des

Schwerpunkts Höhe über der Ebne LLI ) , — k ist , also

It — ^ a .

Anmerkung . Die letztere Rechnung wäre etwas bequemer

ausgefallen , wenn ich zuerst eix . el^ . xci ? in Beziehung auf

x genommen harte , dann wäre 2 >1^ cl? ^ clx , zwischen de »

Grenze » X — 0 und X — ^ ge¬

worden — ^ Das In¬

tegral hievon , in Beziehung auf5 genommen , ist ( Pas¬

quich . H. z8 . 6 . Zus . lll . )

d Ir V/ ( b -

( a - 2 )

Ä 0 ^ Ä — 2Da
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und da dies zwischen den Grenzen / - - 2 — k

und / — genommen wird

- - - Z -rbe - — ^ ^ ^ ; welches endlich in Beziehung
I) 6

auf 2 integrier gicbk T ir - — ( ^ ^ 2 ^) ^

oder zwischen den Grenzen 2 — 0 und 2 — 2 ,
^ ndv -S , wie vorhin .

VIII . Wir wollen jetzt zur Betrachtung der Drehung um

feste Aren übergehn .

Da bei Ebnen , wenn die Drehungsare auf sie senkrecht ist ,

schon in h . rzi . die Betrachtung genügend durchgeführc ist , so

will ich hier nur diejenigen Ebnen betrachten , die sich um Aren in

der Ebne selbst drehen , und dann Körper , die sich um feste Apen

drehen .

Es sei ( Fig . 6 ; . ) AL6V eine Ebne von bekannter Figur und

die ihrer Lage nach gegebne Umdrehuugsare : es soll die ganze
Gewalt bestimmt werden , weiche die Are wegen der Schwungkraft

aller Theile der Ebne aiiszuhalren har . Jedes Thcilcheus >1 Lage

wollen wir durch Abjcissen H — x auf der Are selbst und Coorr

dinatcn I . M — / senkrecht gegen die Are bestimmen . Dannist des Theilchens N Masse — äx . c>/ , seine Schwungkraft

— o - rix ^ , Geschwindigkeit bedeutet . Dreht sich
nun die Ebne so , daß eines in der Entfernung — a von der Are

liegenden Theilchens Gejchwindigkeit — 0 ist , so ist des in der

Entfernung — 5 liegenden Theilchens Geschwindigkeit
c - v ,

Man findet also die Summe

^ V clx clv
und Schwungkraft — — -- — .

28 .

aller Schwungkräfte für die ganze Ebne , wenn man diese Formel

gehörig integrier . Da nun der ganzen Fläche Inhalt oder Masse

— / / clx , und der Abstand des Schwerpunkts von der Are der x ,

durch ausgedrückt wird , so erhellt , daß der ganzen

Masse — / / -Ix Schwungkraft , wenn die Masse im Schwerpunkte

angebracht wäre , - - ^ (/ / 6 x ) ^ en so groß
ist , als hei her Rertheilung der Masse auf alle Punkte der Ebne .

O 2
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Um aber die mittlere Richtung des durch die Schwung¬

kraft hervvrgebrachten Druckes auf die Axe zu bestimme » , mästen
wir überlegen , daß der kleinen in N befindlichen Masse Schwung¬

kraft einen in I . auf die Aren senkrechten Druck — ^ ^ ^ ^- 8 ^

hervorbringt , dessen Moment in Beziehung auf den Anfangspunkt

äx ist . Man findet die Summe derL , also —

Momente der Schwungkräfte aller in derselben Senkrechten LN

- 8 "

liegenden Theilchcn , wenn man 28 -2 x ) ' äx cl^ in Beziehung

auf ^ integrirt und x als beständig ansiehl ; und die Summe aller
Momente wird bei einer zweiten i » Beziehung auf x angestclltcn

Integration gefunden , wenn man nach Vollendung der ersten In¬

tegration diesem Integrale seinen vollständigen Wert !) gegeben hat .

Diese Summe der Momente aller Schwungkräfte in Beziehung

auf L ist also — und die gestimmte Schwung¬

kraft — 7 ^ ^ äx müßte auf einen Punct k wirken ,

/ / x V äx clv ^ ^

für den Lk — äx ^ oben das Moment zu

heben . Der so bestimmte Punkt k ist folglich derjenige , durch
welchen die mittlere Richtung aller Schwungkräfte geht .

IX . Beispiel . Es drehe sich der Kreis , Quadrant ALL

( Fig . 72 . ) um die Axe AL ; man sucht , mir weicher Kraft die

Punkte A und L der Are müssen gehalten werden , um gegen die

Schwungkräfte Widerstand genug zu leisten .

Wenn LI , — x , LN — und der in der Entfernung

— LL — n von der Axe liegende Punkt die Geschwindigkeit — 0

hat , so ist des Theilchens N Schwungkraft — ^ ^ ^ ^

und das Moment derselben in Beziehung auf L ist

0 ^ x ^ äx ll ^

Die Summe der Schwungkräfte aller in XL liegenden Theilchen

^ Z ' x . VÜV
ist also — — — - oder von x - - - o

28 ->k/ 2Z -r2 '

bis x ( a2 — ^ 2) genommen , wenn a des Kreises Halb -
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Messer 6 ^ VdV
. jst 2 - - — - — - — ; die Summe der Schwung -

- 8 2

kräfte für ^ lle Thcilchen des ganzen Quadranten

: Z
5 ^ ) Oonst —

6Z

8oder von ^ ^ 0 bis ^ a genommen

Die Summe der Momente für aller in l , ö 1 liegenden Thcilchen

Schwungkräfte — ^ ° , oder das Integral vollständig

genommen , — ^

- 8 ^
x <Ix

( r — , und das Moment für

alle Thcilchen des Quadranten — ^ ^ ^ ^ west

ches vollständig genommen ist .

Der Punck ? der Are , durch welchen der Mittelpunkt der

Kräfte geht , liegt folglich so , daß

A 2 ist .

Diese Richtung geht nicht durch den Schwerpunkt des Quadran¬

ten , denn dieser ist um 4 . — von dem Halbmesserent -7r

fernt .

Da auf diese Weise die gesammte Schwungkraft und der

Punkt k , in welchem ste als vereinigt gedacht werden kann , ge¬

geben ist , so läßt sich leicht finden , mit welcher Kraft die Punkte

-V , L der Are müßten fest gehalten werden .

X . Wenn ein Körper sich um eine feste Are dreht , die

Summe aller Schwungkräfte und die mittleren Richtungen dersel¬
ben zu finden .

Es sei -tk ( §ig . 7z ) die Ilmdrehunqsare und jedes Theil -

chen N werde durch Abscissen auf dieser Are Ktz — x , durch Or¬

dinalen tz ? — ^ in einer durch die Axe gelegten Ebne , und durch

Ordinaten köl — ir auf diese Ebne senkrecht beiiimmt . Eines in

der Entfernung — a liegenden Thejlchens Geschwindigkeit bei der
Umdrehung sei — v , also des Thcilchens öl , welches in der Ent¬

fernung — von der Are liegt , Geschwindigkeit
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c- - V dieses Tbcilchens Masse — clx . clv . 62 unda

-̂ ?2

Schwungkraft — TU ^ - äx 67 clr .

Da diese Schwungkräfte zwar alle senkrecht gegen die Are ,

« ber nicht alle parallel wirkend sind , so isi es besser , sie nach Nicht

lungen mit ^ und mit 2 parallel zu zerlegen . So erhält man für

Las Theilckcn Kl den mit M parallelen Thcil der Schwungkraft
^-2

6x clv 62 , den mit LKl parallelen Theil der Schwung »? 8

kraft !- - — ^ 6x 67 eil- , das Moment der erster » in Beziehung2 g ci?

auf den Punct L .- - x . v . 6x . clv . 62 ; das Moment der
- - 2g rĉ

letzter » in Beziehung auf denselben Punct L ,

- - - - X . 2 , 6x 6v 62 ,
- 8 ^

Stellt also k . den Mittelpunct der mit sanuntlichcn Y ? paral »

llelen Schwungkräfte vor , so muß I >ll — ^ ^ sein ;
F / I äx 67 62

und wenn 8 der Mittelpunct aller mit LO oder kKI parallelen

2 6x 67 62

^ 2 6x 67 62 '

XI . Beispicl . Es drehe sich der Quadrant LL6L ( Fig .

'71 . ) des elliptisch » parabolischen Körpers ( in VII .) um die Axe LL ,

und cs sei für irgend ein Thcilchcn KI , LI ? — x , H — 7 ,

LKl — -i , so werden die dreifachen Integrale auf folgende Art
bestimmt .

Wenn alles wie in VII . ist , so haben wir wie dort die

Gleichung für die Oberfläche des Körpers

X — a — - ^ -4 - 22 ) , indem die dort mit 2 be »^ 2 (.2 ^ . /

zeichnete Abscisse hier x ; die dort mit x bezcichnete hier 2 heißt ;
da aber nur ein Quadrant der elliptischen Durchschnitte soll ber

trachtet werden , , so ist darauf bei den Integrationen Rücksicht zu
nehmen .

Das Integral Ax 7 6x167 . 62 giebt , in Beziehung auf 7

integrier , ^ » ^ 7 - x ^ ^ oder zwischen den Grenzen

Kräfte ist , ,L8
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, / ( a — x ) , .

5 — <- UN- 7 — b - - ^

als Werth des Momentes für das ganze parallel mit H liegende

Parallelepipedum , dessen Lage durch x und 2 bestimmt ist und daS

sich durch den ganzen Körper erstreckt . Ferner

rlx . cl2 in Beziehung auf 2 inte »

grirr - -- - - A ) j , o°n 2 - - o bis

- — o V^ ( ^ genommen , giebt

— xäx . ^ 0 . Dei dieser Integration ist

das Moment der ganzen Scheibe L8KI ? gefunden , und wenn

U' irt , so ist -- - Tb - o ^ xäx

— — ' rr ' " a ' /

H . zz . a . Zusatz ) , das ist , zwischen den Grenzen X

( Pasquich .
0 und

x >

zc „

z . ; . 7
a ^ 0 .

Dagegen ist clx cl^ 62 in Beziehung auf eben die Gren »

— ? b - o / äx — ( - ^ d - 0
^ ( a - x ) ^

und zwischen den Grenzen x — 0 und x — s ,

— ^ . b - 0 -r.

also -- - y ->. Der Mittelpunkt aller mit Lk

parallelen Kräfte , die aus den Schwungkräften entstehen , liegt

also in der Höhe — ^ -r oberhalb die Summe dieser Schwung »

kräfte selbst aber ist — ^ l? 0 . -r ^ ^ ^ wenn
2 g a * ^ " ga

nämlich die Cubic - Einheit unsrer Körpermessung zugleich als Ge »

Wichts < Einheit oder als Maaö zur Abmessung des Druckes ange¬
nommen wird .

Um für die mit L6 parallelen Kräfte eben so die DestiNU
mungen zu erhalten , findet man folgendes :
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/ Me 2 clx cl^ ä ? ^ Mx 6x 6 ) -- 2 ^ ,

XII . Hier liegen also die mittleren Richtungen der sämmt.'
liehen Schwungkräfte in der Höhe — ^ a , und könnten alle in
eine einzige Kraft vereinigt werden . Dieses ist nicht in allen Faft
len möglich . Warum es grade hier cinrritt , ist leicht zu übersehen .
Dentr man sich die ganzen Körper in dünne Scheiben , senkrecht
auf die Axe zerschnitten : so wirkt jede Scheibe so auf die Are,
als ob die ganze Masse der^ Schcibc im Schwerpunkte vereinigt
wäre . Liegen nun aller einzelnen Scheiben Schwerpuncic in einer
einzigen durch die Are gehende Ebne , so wie es hier der §all ist, !
so ist es immer möglich , die gesummten Schwungkräfte in eine i
einzige Mittelkraft zu vereinigen , deren Richiung in eben der !
Ebne senkrecht gegen die Are ist . Dieses ist hingeaen nichr möge
lieh , wenn die Schwerpunkte der einzelnen Schichten nicht in
einer und derselben durch die Are gelegten Ebne liege » . Dasi sie
hier in einerlei Ebne liegen , kömmt daher , weil alle diese Scheiben
ähnliche Ellipsen sind , deren übereinstimmende Hauptarm parallel
liegen .

( -i — x )

O — x )

6oust

i »— — - , i »
Z >

Und clx <l ^ 62 ^ . b 2 , also

— — - , i »
Z >

Und clx 6 ), Z 2

^l/ / x 2 clx ci^l U
W ci^ ^ ci^

/ x 2 clx Uv ci / .



Fünfzehnter Abschnitt .

Von der durch beschleunigende Kräfte be¬
wirkten Aenderung in der Drehung fester

Körper um ihre Axen , und vom Momente
der Trägheit .

§ . 241 . Wenn auf die Masse M ( Fig .
74 . ) , die mit dem Puncte 6 fest verbunden und um ihn
frei beweglich ist , eine bewegende Kraft unaufhörlich
senkrecht auf OM wirkt : so wird die kreisförmige Bewe¬
gung der Maste M eben so beschleuniget werden , wie es
bei gradlinigcer Bewegung der Fall sein würde . Denn
da der im Kreise bewegte Körper , schon ohne Einwir¬
kung einer neuen Kraft , die erlangte Geschwindigkeit un -
geändert behalten würde , so wird nun die beständig fort¬
wirkende bewegende Kraft , der Masse M in jedem Zeit -
theilchen eine gleiche Vermehrung der Geschwindigkeit er -
theilen ; diese erlangte Geschwindigkeit wird folglich der
Zeit proportional sein , und es läßt sich leicht aus den
Schlüssen des zo . § . übersehen , daß der im Kreise durch¬
laufene Weg der Masse M auch hier dem Quadrate der
Zeit proportional sein wird , wenn die Bewegung ohne
anfängliche Geschwindigkeit begann .

Da hier also , wenn die anfängliche Geschwindigkeit
— o , die bewegende Kraft — ? , also die beschleunigendex
Kraft — ^ war , die Geschwindigkeit v durch

r
V — 2§ . ausgedrückt wird , wenn A der vermöge

Der beschleunigenden Kraft - -- 1 in der Zeik - Einhst
durchlaufene Weg ist : so ist auch , wenn der Ma ' sse ^ k
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Abllano vom Cenlro r ist , die Winkelgeschwindigkeit
v I >

2zo . — — . r der Zeit proporcional .

N >nc man den ganzen Winkel , um welchen die

Maste lVI in der Zeit ^ t sortgerückl ist o - , so ist

o - — — . ^ . t - , wenn der Körper die Entfernung — r

voin Mitleipuncre L har ; denn des Körpers ganzer Weg

wäre — § - ^ - t ^ , also der Winkel — a - — . t ^ .

§ . 242 . Bemerkung . Wenn die bewegende

Kraft nicht auf die Maste lVl unmittelbar wirkt , sondern

( Fig . 74 . )̂ m der Entfernung Lw — j > vom Vlittelpuncte

senkrecht auf LlV angebracht ist , statt daß die Maste lVl

sich in der iLncfernung LlVl ^ vom Mmelpuncce bestn »

Der : so wird ( Statik . K . 88 >) eine solche in lV angebrachteo . «

Kraft - - - eben das bewirken , was eine Kraft —

in lVI angebracht bewirken würde , und folglich bringt jene

Kraft s ) , mdem sic die Zeit — r durch wirket , eine wahre
O . s . t

Geschwindigkeit — 2 ^ . ^ ^ , oder eine Winkelgeschwin -

rrgkelt — ' hervor .

Eben die Kraft hätte also einer Masse -- - lVl ' in der

Entfernung — r ' vom Mittelpuncte , die Winkelgeschwin -

Digkeit — ^ ^ ' 2 ^ ^ ertheilt , wenn sie diese Masse al¬

llein in Bewegung setzen sollte .

§ . 243 . Es ist nun zwar einleuchtend , daß eine

Kraft — 2O jene beiden Masten lVl , lVft zugleich in Be¬

wegung setzen , und beiden die eben gefundenen Winkelge -

Hwindigkeiten ertheilen könnte ; aber wenn lVl , lVI ' un¬

ke ^ sich fest verbunden sind , so können sie diese Bewegun »
ge » nur dann zu gleicher Zeit annehmen , wenn die Win -
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kelgeschwindigkeiten beider gler6 ) su d , also wenn in un -
fern Formeln r2 . M — r ^ . lVl^ ist . In jedem andern
Falle müßte die eine der Massen , -tim mit der andern in
gleichem Maaße fortzugehen , eine größere oder kleinere
Geschwindigkeit annehmen , als sie für sich allein erlangt
hätte , und folglich würde nicht genau die Hälfte der Kraft
2 (^ zu Bewegung der einen und die Hälfte derselb - n
Kraft zu Bewegung der andern Masse verwandt wer¬
den .

§ . 244 . 5 ehr sah . Wenn eine bewegende Kraft
, die in dil senkrecht auf den um 6 beweglichen He ^

belarm wirkt , die an dem Hebelarm in den Entfer¬
nungen r , befestigten Massen IVl und lVl/ mit dem gan¬
zen Hebelarme ( der hier als ohne Masse gedacht wird , )
in Bewegung setzen soll : so wird die gemeinschaftliche

SA . . t . o
Winkelgeschwindigkeit beider Massen - - -

wenn die Kraft — Y in der Entfernung ---- § vom Dre -
hungspuncke angebracht ist .

Beweis . Wir wollen uns die Kraft — tz in zwei
Theile — 1 und — tz — y zerlegt denken , deren erster
ganz verwandt wird , um die Masse M , der zweite
um die Masse — lVft in Bewegung zu setzen : so erhält
( Z . 242 . ) die erstere Masse die Winkelgeschwindigkeit

- - - ' ^ M — » die zweite Masse die Winkelgeschwindig¬

keit
2A . <? . ( <) - <l ) . t

Da beide Massen fest verbunden sind , so müssen ihe
Winkelgeschwindigkeiten gleich , folglich

lVl
77 sein , oder

- i-

r - lvr
ci _ y

das ist

r - IVl ^ M
- IVl

"" r - iVk -s- r - M '

r ' r M "

7 , und die gleiche öeschwin -
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digkcit beider Masse « wird
— ^ - f - t . y

" " r - ^ I -j- i '

§ . 24 ; . Die bewegende Kraft — <) wird also un¬
ter dle in Bewegung zu sehenden Massen nicht nach
Verhaicniß der Massen , sondern so ausgerhellt , daß
y : y — r ^ IVI : ui , also so , daß die Theile
der xraft sich wie die Products aus den Massen ln die
Quadrate der Entfernungen derselden vom DrehungS -
piincce verhalten .

Hierln liegt eine merkwürdige Abweichung der Gesetze
der Drehungsbewegung von dem , was wlr bei der fort -
rückenden , gradlinigten Bewegung gesehen haben . Wirkt
eine Kraft — <? , um eine Masse — iVl in gradlinigte
Bewegung zu setzen , und ertheilt sie dieser Masse in be¬
st «,ninter Zerr r die Geschwindigkeit — u : so würde eben
die Kraft , eben die Zelt durch , auf die Masse M -j- N

wirkend , dieser die Geschwindigkeit v — erthei -
len ; oder die Kraft theilt sich auf die Massen IVI und
N ihnen proportional so aus , daß der ersteren der Theil

M . Y » der anderen der Theil
N . s)

der Kraft
zufallt . Wirkten näinlich diese Kräfte einzeln auf die
Massen : so erchellten sie ihnen in der Zeit — t die Ge -

^ ivi . o t: . o

süwlndlgkeiten v — - ^ — --- - ^ - , statt
das die Kraft --- s) der einzigen Masse --- IVI die Ge -

schwndigkeit - - u — 2 ^ t . ^ ertheilen würde , und eS

' st v ^ ssslfTsg - Soll dagegen die Kraft eine Dre¬
hung benirkt' n und dabei die in ungleichen Entfernungen
r und r ' vun Mitkclpuncte der Drehung liegenden Massen
HVl und IVl in Bewegung setzen , so theilt sich h nicht in
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Theile den Massen proportional unter diese aus , sondern
die Theile ^ und ^ ^ sind den Producten M und

^ proportional . Dieses rührt , wie aus § . 24 ; . er¬
hellt , daher , weil die in der Entfernung — a . -gevraei -ce
Kraft — thcilö schon , vemiöge der Gleichheit der
statischen Momente , starker wirkt uns die dem Eentro
nähere Masse und theilö auch diese einer minderen wahren
Geschwindigkeit bedarf , um eben die Winkelgeschwindig¬
keit zu erhalten , die der entferntem Masse ertheilt wird .
Wegen dieser doppelten Einwirkung des großem oder klei¬
nern Abstandes vom Centro thcilr sich die Kraft so aus ,
wie es das Verhälcniß des Produktes aus iVI in zu dem
Products aus in fordert .

§ . 246 . Erklärung . Unter dem Momente
der Trägheit einer Masse versteht man dieses
Product der Masse in das Quadrat ihres Abstandes vom
Drehungepuncte .

§ . 247 . Es kann von einem Momente der Trägheit
nur bei Drehungsbewegung um eine Axe die Rede ftin ,
indem nur bei der Umdrehung , jede Masse nicht im Ver¬
hältnisse der Masse allein , der bewegenden Kraft wider¬
steht , sondern im Verhältnisse ihres Momentes der Träg ,
heit . Um ganz strenge zu reden ( da ein Product aus der
Masse in das Quadrat des Abstandes ein unpassender
Ausdruck ist ) , verhält sich dieses Moment der Trägheit
mehrerer in Drehungsbewcgung zu sehender Massen di¬
rect wie die Massen und direct wie die Quadrate dex Ab¬
stände von der Axe der Umdrehung .

§ . 248 . Lehrsaß . Ein fester Körper , den wir
bloß in den Punkten M , lVft , IVl " als nur Massen
— lVl , — M ' , — M " belastet ansehen , werde in einem
Puncte von einer bewegenden Kraft ^ zur Bewe¬
gung um die festgchalkene Axe angetrieben ( Hig 7 ; . ) .
Die Richtung der Kraft sei senkrecht gegen das vo » y auf
die Axe gezogne Perpendikel und in einer aus die
Axe senkrechten Ebne , dann wird jede der fest verbünde -
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mn Massen AI , AI " , AI " durch eine bewegende Kraft ,
die ihrem Momente der Trägheit proportional ist , zur !
Bewegung angetrieben , >

Beweis . Von den Puncten AI , AI " , AI " , in
welchen sich die Massen befinden , ziehe man Senkrechte
ZVlAl , Al "Al " , A1 " Al " gegen vre unbewegliche Ape , so ist,
wenn AI Al — i- , Al "Al " ^ r ", AI " Al " — r " , das Moment
Vec Trägheit der drei Massen durch r ^ Al , Al " , r " ^ A1" !
auögedrückt . Nenne ich nun die aus der Auethcilung der ^
Kraft () auf jede der Massen kommenden bewegenden !
Kräfte ff , — ff " , — ff " , wo offenbar die letztere >
— »st , so ist , wenn — «? , diß Wiflkel -
Geschwindigkeit ( K . 242 . ) der drei Massen ^

Diese müssen gleich sein , da der ganze Körper sich als
feste Masse dreht , also

also ff ( r - Al -s- r '- Al ' -s- r " - Al ") — tz . r - Ak ,

Al _

also die bewegenden Kräfte , die zur Beschleunigung der
einzelnen Massen verwandt werden , den Momenten der
Arägheit dieser Massen proportional , Aus ' diesen Be -

2 A . <r . e - t
r ^ . Al

26 - 4 - f - r

2 ^ ( y — ff — ff ") ^ . r
r " ^ Al "

r ^ Al r "- Al " r " - Al "

Z_ — y — ff — ff "

das ist t

oder ff — r2 Al ff- r "2 Al " ff- r" - Al " '
. ^ . 0 . r "- Al "

rind eben so 4 " — Al " r "- Al » »
o . r 2 AI

AI ff - r - Al " ff - r " - All
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trachtungen erhellt , daß die Bestimmung der Winkelge¬

schwindigkeit immer von dem Momente der Trägheit ab¬

hängt , auch wenn wir jedes Theilchen des , Korpus als

eine in Bewegung zu setzende Masse ansehn .

§ . 249 . Aufgabe . Wenn jedes Theilchen den

graden , um den festen Punct 6 beweglichen Linie

( Fig . 67 . ) , mit einer , seiner Länge proportionalen Masse

beschwert ist , das Moment der Trägheit der ganzen Linie

in Beziehung auf eine gegen sie senkrechte Axe zu finden .

Auflösung . Es sei ^ 6 — a , 66 — b , als »

s - j - d die Länge der ganzen Linie : so ist , wenn ich jedes

Theilchens Masse durch seine Länge ausdrücke , der gan¬

zen Linie Trägheitsmoment in Beziehung auf den Dre -

Hungspunct 6

- - - ^ O - - s - b - ) .

Beweis . Es sei die ganze Länge - - r b in n gleiche

Theile getheilt : so ist des zunächst an 6 liegenden erstem

Theiles Masse ^ b , und Trägheitsmoment größer

als 0 , aber als ^ l > . d ) - ;

des zweiten Theilchen Trägheitsmoment

> ^ b . ( ^ b ) - und < 7. k . b ) ,
des dritten Theilchens Trägheitsmoment

» nd . < ^ d . ( ^ - d ) ^ u . s . w . ;

nämlich allemal größer als das Product aus der Masse im

das Quadrat der Entfernung des am nächsten gegen 6 zu

liegenden Punktes derselben , und kleiner als das Product

' us der Masse in das Quadrat der Entfernung des , am

weitesten von 6 entfernten Puncteö derselben .

Offenbar ist also des ganzen TheileS 66 - - - d Träg »

heitömoment größer als

^ ( iss 4 ' !- 9 ch — s- - s - ( n — i ) ^)

und kleiner als K - ( i 44 . 9 4 , 16 - s° . . . . - j - n --) .
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Aber die Summe der Reihen ist , wie ich sogleich be¬
weisen werde

Diese Grenzen gelten immer , wie groß man auch n "
oder die Anzahl der Theile nehme , und da beide Grenzen
stch dem Werthe — ^ lr ? immer mehr und so nahe man >
will nähern , so ist ^ der wahre Werth des Moments
der Trägheit , weil man eigentlich die angenommenen
Theilchen bis ins Unendliche verkleinern sollte .

Eben so findet man für den andern Theil — s der Li - ,
nie , das Moment der Trägheit — ^ und dieses
kömmt zu jenem Hinz »! , weil die bewegende Kraft bei
hervorzubringender Bewegung sowohl die eine als die
andre Masse in Bewegung setzen muß .

H. 250 . Daß aber allemal die Summe der Qua - !
drate aller natürlichen Zahlen bis zur Zahl n so ausge¬
drückt wird , daß
lss- 224 - Z2 -j- 4 - -s- . . . . . . . -j- ^
läßt sich so beweisen : !

Diese Regel gilt für n 1 , da dann

ste gilt für n --r 2 , da i -j- 4 --- § . 8 -j- 5 4 -j - K ist ;

( 2 ( n - l )r -s- Z ( n - l ) -1- l )

und l ss- 2 ^ ss- Z2 -j- . . . . -s- rr
also das Moment der Trägheit

( 2 ^ - s - ZN - s - t )

' 2N
und < I>3

oder > b '

<
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sie muß aber für rr --- r - s- i gelten , wenn sie für n --- - r
gilt , weil
I -s- 2 ^ -f- Z ^ -f» . . -s- -s- ( r -s- e ) 2

- - i 0 -1- t ? - l- z ( r -i - r / -s- § (r - j- l )
ist , wenn
I - l- 2 - -s- z2 -1- 42 -f- . . . . -f- r - — ^ I- I -f- r . r - -s-

war . Es ist nämlich , wenn man gecwrlg entwickelt ,
zr - -l- zr - zr -s- ( rchr - ^ ^ i- j- r

— 3 ( r -s- i ) ' -f- ß- ( r - s- . / - f- ^ O - j- 3 ) ,

und die Regel ist folglich für n — z richtig , wenn fle für
n — 2 richtig war u . s . w . ( » )

K . 25 r . Wäre die in § . 249 . betrachtete Linie in
ihrem Schwerpunkte unterstützt , so wäre dao Moment der
Trägheit — ^ a - , oder weil ihre ganze Länge - - La
wäre , — ( 22 ) ^ — ß M ( 23 ) ^ ; wenn ihre ganze
Masse — IVI — 2 a ist .

§ . 252 . Alles dieses gilt in Beziehung auf eine Dre¬
hung um eine auf die Richtung der Linie selost senkrechte
Axe . Sollte die Linie ( Fig . 67 . ) sich um eine durch
6 gehende , aber gegen diese Linie unter einein Winkel
- - 4 geneigte Axe drehen : so hätte man jede kleine Masse
M — ^ K mit dem Quadrate des senkrechten Abstandes

r
von der Axe — ^ b . Lin y multipliciren müssen , wenn

r kr
der Masse Abstand von O , - - - OM — war . Hier¬

aus erhellt schon , daß das Moment der Trägheit anr
größten wird , für die auf senkrechte Axe , offenbar
deswegen , weil bei gleicher Winkelgeschwindigkeit die
sämmklichen Theile der Linie die größten Geschwindigkei¬
ten erhalten , wenn sie möglichst weil von der Axe ent¬
fernt sind , oder wenn auf diese Axe senkrecht ist .

( » ) Ein ähnlicher Beweis hätte sich auch in der Statik . H. zoo .
gebrauchen lassen .

II . Theil . P
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§ . 2 ; 2 * . Aufgab e . Ein Dreieck ( Fig . 76 . )
von gegebner Gestalt , dreht sich um eine , der Seite ^ 6
parallele Axe OIL ; man sucht das Moment der Trägheit
in Beziehung aus diese Axe «

Auflösung . Es sei der Abstand der Axe OL von
der Seite — k ; die ganze Höhe des Dreieckes
--- LO — K , die Grundlinie — d : so ist das Mo¬
ment der Trägheit des ganzen Dreiecks

Beweis . Denkt man sich die senkrechte Entfernung
LR der Spitze von der Are in n gleiche Theile getheilt,
die also jeder — ^ ( Ir — k) sind , und läßt IlVI einen der¬
selben vorsteilen , der der ( nr -^ i ) te heißen mag : so ist

MR — ^ ( k — k) und IL --- ( Ir — 5) . Die
durch diese Theilungspuncte gezogenen , der Axe paralle -

l,
len Linien sind also ON — - -

und L 6 - ^ ( !r - 5) l -

DeS Streifchenö Inhalt ist also kleiner als
d / n mX

r ( lr — ^ . ^ ( lr — 5) l — -— I u . zugleich großer als

; c >, - k) ^ (>— 0 ( " D - - M° .
ment der Trägheit ist also , wenn man den Inhalt einmal

in das Quadrat der zu großen Entfernung — - ( ti — i) ,

das andre Mal in das Quadrat der zu kleinen Entfernung
IN „

- -- — ( lr — f ) multiplicirt ,
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größer als ^ ( K — 5) ^ ^ (n — in — r ) ,
r , „ k>

und kleiner als ^ 4 ( » — ( n — m ) .

Es erhellt nun wohl , daß das Moment der Trägheit
des ganzen Dreiecks LDL gefunden wird , wenn Man
nach und nach für rn alle Zahlen von o bis n — t feHt,
und daß also dieses Dreiecks Trägheitsmoment

— k ) 4 . ^ o . ( n - l ) -s- 1 - . ( n - L ) -j- s 2 . ( n - Z )
-j- . -^- ( n - 2 ) 2 ( n - ( n - i ) )

1 l ) >und — l ) -l- z -°. ( n - s )

Diese Grenzen lassen sich auch so auSdrücken
3 ^ 4 ^ - s - - - s -

^ ^ ^ s — 1 ^ . 2 — 2 ^ . Z — Z ^ . 4 — . . . . . — n s
und

. . 4 d -
^ ' ll k -̂ - I . 2 ^- . 2 . Z ^— 3 . 4 !»— . . . . . — ( n — i ) . n ^ /

Da wir nun schon wissen , daß ( § . 250 . )
2 ^ - s- z ^ - s- . . . . . - s- ( v — 1 ) 2

— ^ ( n — K ( n — r )
und sich leicht zeigen läßt , daß
1 - . 2 - s - 2 ^ . Z - f - . . . . . - j - — n

— 4 — § nä — ziiL ^ ^
so ist die erste Grenze
— » cn - > >. -<- ; » (v - ii 's

oder

(k — k) ^ . — ^ ^ -H. L ( L — 1 _s, L) ^ ( L -s. D

^ ^ ( ' E" —- ^ "s- s ^
P 2
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Für die zweite Grenze haben wir , aus § . § . 2 ; o .
, -s- L - -s- Z2 -k- . . . . -s- n - — ^ n ' -s- ^ n - - j- Z v .
und es »st ferner , wie wir sogleich sehen werden

also die zweite Grenze

— ^ . — ( K — k> . weil es , wie groß man auch n neh
me , zwischen den Grenzen

und -4- 6 ^ )
liegt»

Zerlegt man auf eben die Art RH in n gleiche Theile,
IN „ . ( m -j- l )

so »st , wenn Rm — — k , Ri — — k ist,

; und das
Moment der Trägheit dieses kleinen Trapezes
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das ist

und < 5 '

> K . b . — —

d .

l > k «

( m -i - i ) » bk »

m - ( n — m )

n » '

( lN -f- rn - 1 )

Das Trägheitsmoment des ganzen diesseits der Axe

liegenden Strickes ist also , da man nach und nach für nr

alle Werttze von o dis n — i setzen muß , größer als

Ib ^ (n — l ) - ) j
d k"» i

und kleiner als

5' . ( i - -si. 2 » -s- z » -si- . . . . -i- N -) 1

b k » r , . . .- -

>-<- ^ -

das ist/ t^ l» 5« bX

> ^ ^ (4 (» - - > -i- 4 (n - r -si- s (v - - ) )
5 ^ d X

^ dH ? ( n - i ) « -i- 4 ( » - - ) ' -j- 4 ( n - r ) *) ;
X ? d k» bX

und < (4 -? -1- ; n - -s- z n)

^ 5 ^ tt n » ^ 4n ^ 4n - ) .

Diese Grenzen nähern sich dem Werthe - --- - H b L°
i >

— ^ k^ » je mehr und mehr , je größer man u nimmt

und folglich ist dieses der Ausdruck für das Moment der

Trägheit des untern Trapezes . Daher ist das gesammte
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Moment der Trägheit

^ ^ ( ( li — ^ ^
§ . 25 z . In diesen ! Beweise ist die Summe einiger

Reihen als bekannt angenommen . Die Richtigkeit Vieser
Summen läßt sich leicht zeigen . Daß zuerst die Summe
aller Cubstzahlen bis zum Cubus der Zahl n durch
----- ff n * -ff-^ n ' -ff- ff N - ausgedrückt wird , ist offenbar
richtig für n wo jener Werth - - - 1 wird , und für
11 — 2 , wo er — 8 4- r wird . Eö läßt sich aber allge »
mein zeigen , daß er für n — in -s- i richtig bleibt , wenn
er für n - r- m richtig war , oder daß
z , ff- 2 ^ -ff- z ' -ff- 4 ' -ff- - . -si- ( m ff- r ) r

— ff ( mff- ' / -ff. t O -j- i ? -ff- ff ( ni-ff- i ) " ist,
wenn rr -ff- 2 ^ -ff- z ^ -ff- . . . . . -ff-

ff NI -I -ff- IN' -ff- ff E war ;
denn die Glieder

ff IN » ff- ff- NI ^ -ff ff IN » ff- ( m -ff- i ) r lasten sich durch
— -5- ( NI » - ff - 4IN ^ ff - 6 E -ff- 4 IN - ffr )

- ff - ff ( ni ^ - ff , Z N 1^ - ff - z NI - ff l ) - ff ff ( in ^ ff- 2 IN ff - I )
darstellen , weiches -^ ff ( mff. G ( in -ffi ) ^ -ffff ( in -ffi ) ^
ist »

Hieran schließt sich leicht der Beweis , haß
. 2 -ff- 2 ^ . H -ff. Z2 . 4 -ff- . . . . -ff- ( n — 1 ) 2 ^

r- ff n ^ - z n' — ^ n - -ff- z ri ist ;
denn diese Reihe ist
^ ^ ( tff - r ) - si 22 ( 2ff . l ) - ff . Z - ( Zff - l ) - ff- , ,

. . -ff ( n — ( n -— I -ffl )
l ^-j- 2? -ffz^ -ff4 ^ 'ff- . . . . ( n — i ) ' -ff- i ^ -ff- 2 ^ -ff- Z ^ -ff- . .

. . -ff- ( n —
« ist ^ rff ( n — i ) « ff - ff ( n — i ) r ff - ff ( n —

ff- ff ( n l ) - -ff ( n , > ff- ^ ( n — 1 )
" ff (n --- l ) ^ ff- ^ ( n -— I -ff- ff ( n — l ) ^ -ff§ ( n t )
- ff ff n ' ff „ r -ff. z n .

Und ganz eben so erhellt , daß
r . a ^ -ff- 2 , 3 - -ff- Z . 4 - ff- 4 . z - 4, - -ff- ( n1 ) ^

^ ff "ff- ff »» ff ff " -
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denn sie ist
( 2 — r ) . 2 - -s. ( z — r ) . zr -j- ( 4 — i ) - 4 ^ -s- - -

. , -s- ( n — r ) - n -

--- Z ri ' -s- Z n - - l — ( 4 n ' -f- ^ n - -t- Zn - r )

- - - 4 ri " - s - a n ' — ^ n - — n .
K . 254 . Nenne ich das gesqmmte § . 25 2 . gefundene

Moment der Trägheit -- - I , so ist

r-- b k ' — ^ d k -j- ^ tr d
b A ( ii ^ — 4 K k -j- b k^) .

Wollte man k durch I ausdrücken , so wäre
^ ^ 2 !

-- x^ .

Dieser Werth wird unmöglich , wenn I < ^ bk *
wird ; also kann , wenn man die der Grundlinie parallele
Axe in verschiedenen Entfernungen von der Grundlinie
annimmt , das Moment der Trägheit me kleiner sein , als
^ K urch diesen Werth hat es dann , wenn k — 4 d
ist , oder die Axe , in Beziehung auf welche das Moment
der Trägheit gesucht wird , durch den Schwerpunkt geht,
wo k — 4 Aist ,

§ . 25 ; . Dieses hier an einem einzelnen Beispiele
nachgewiesene Resultat ist allgemein wahr ; nämlich :
denkt man sich jn irgend einem Körper mehrere unter ein «
ander parallele Umdrehungsaxen , so ist das Moment der
Trägheit am kleinsten in Beziehung auf diejenige dieser
Aren , welche durch den Schwerpuncr gehr .

§ . 256 . Bemerkung . Obgleich aber das eben
gefundene Moment der Trägheit für die durch den Schwer «
p ancr gehende Axe kleiner als für jede mir dieser Axe pa «
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rallele Axe ist : so ist es doch nicht das allerkleinste , das

für irgend eine Axe Statt findet . Wie die Axe liegt ,

für weiche das Moment der Trägheit am kleinsten wird , ^

Vas wurden wir hier ohne höchst weitläufige Rechnungen

nicht finden können ; ich will daher hier bloß bemerken ,

daß es für jede ebne Figur eine durch den Schwcrpunct

gehende m der Ebne der Figur liegende Axe gicbk , in Be «

ziehung auf welche das Moment der Trägheit am aller - !

kleinsten ist , und eine auf jene senkrechte , gleichfalls in !

der Ebne der Figur liegende und durch den Schwcrpunct ^

gehende Axe , in Beziehung auf welche das Moment der !

Trägheit größer ist , als für jede andre durch den Schwer¬

punkt gehende und in der Ebne der Figur liegende

Axe .

§ . 257 . Erklärung . Diese beiden Axen , und

die durch den Schwerpunkt gehende auf die Ebne der Fi -

gur senkrechte Axe , heißen die drei Haupt - Axen ,

weil die Figur sich um jede derselben frei drehen kann , !

ohne daß die Axe durch eine fremde Kraft gehalten zu wer - >

den braucht .

H . 258 . Die Schwungkräfte nämlich , die bei der !

Bewegung um diese Axen entstehen , heben sich so einan¬

der auf , daß die Axe nach keiner Seite hin einen Druck

leidet und folglich ganz in Ruhe bleibt , wenn sonst keine

Kräfte auf den Körper wirken . Eben so , wie ich es hier

nur von ebnen Figuren erwähnt habe , hat jeder Körper

drei durch seinen Schwerpunkt gehende , auf einander

senkrechte Hauptaxen , deren Bestimmung , wenn man

Die Bewegung eines Körpers untersuchen will , von der

größten Wichtigkeit ist .

§ . 2 ; 9 . Da diese Bestimmungen , wenn man sie

ohne Differentialrechnung ausführen will , zu höchst ver¬

wickelten Rechnungen führen : so mögen hier nur einige

von ebnen Figuren hergengmmene Beispiele stehen .

Aus K . 252 . erhellt , wenn man dort k — o setzt ,

daß eines Dreiecks , welches sich um seine Grundlinie als

Axe dreht , Moment der Trägheit - - ^ KK ' , - - t z iVlK -
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ist , wenn d die Grundlinie , L die Höhe , lVl den

Inhalt bedeutet . Stellt also ^ . 86 ( Zig . 77 . ) ein

gleicbschenklichtes Dreieck vor , wo ^ O — OL -- - 3 ,

LO — n . 3 : so ist in Beziehung auf die Axe 8O das

Moment der Trägheit des Dreieckes 8O ^ — ^ . n . .1 ^

also des ganzen Dreiecks — ^ n a ^ . Das Moment der

Trägheit in Beziehung auf die durch den Schwerpunct

6 , parallel mir - 4. L gezogne Axe LI ? , ist nach § . 254

2 - - / ^ . - - - Diese beiden Momente

der Trägheit werden nur dann gleich , wenn ^ r ? — ^ n ,

oder n * — z , n — ist . Dieser Fall tritt ein beim

gleichseitigen Dreiecke , wo ^ 8 — 23 , 8O — 3 . ^/ 3 ;

und hier sind nun die Momente der Trägheit gleich groß

in Beziehung auf alle durch den Schwerpunct gehende und

in der Ebne der Figur liegende Umdrehungsaxen . Hin¬

gegen , wenn das Dreieck eine größere Höhe als - - - 3

hat , so ist für alle in der Ebne des Dreiecks liegende Axen

das Moment der Trägheit am kleinsten für die 8O , und

eS giebt zweitens keine durch den Schwerpunct gehende

und in der Ebne der Figur liegende Axe , für welche es

größer als für die LL wäre .

Für n - - - Z zum Beispiel ist jenes kleinste Moment

der Trägheit — 4 ^ , für die Axe 8 O , und das größte

- - - 4 für die Axe LL . Für eine nicht durch den Schwer¬

punct gehende Axe , wie ^ 6 würde es freilich noch größer

sein können , denn z . B . für die Axe ^ L ist eö — A a * .

Für die durch den Schwerpunct gehende , auf die

Ebne senkrechte Axe ist das Moment der Trägheit 2 . 3 * ,

gleich der Summe der beiden , welche sich auf die Axen

8O und LL bezogen . Da dieses Dreiecks Inhalt oder

Masse M z 3 ? ist , so ist daö Moment der Trägheit in

Beziehung auf die durch den Schwerpunct gehende , ge¬

gen die Ebne senkrechte Axe — ^ IV ! 80 - s - ^ 0 ) ,

weil ^ 8 - - s - 80 - j- ^ O — 24 3 ^ ist .

Diese Formel , die hier nur als zufällig erscheint , gilt

für daö Moment der Trägheit aller Dreiecke in Beziehung
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quf eine durch den Schwerpunkt senkrecht auf die Ebne
gefiHre Axe .

H . 260 . Bei diesem Beispiele läßt sich leicht über¬
sehen , daß jene drei Axen freie Axen oder solche sind ,
um welche eine Drehung Statt findet , ohne daß die Axe
braucht fest gehalten zu werden ; aber wo das auch nicht
so leicht erhellt , gilt es dennoch gleichfalls .

Wäre z . B . ( Hig . 78 ) ^ 8 — --- V6 und bei
ein rechter Wmkel , so liegt bekanntlich der Schwer¬

punkt des Dreiecks HK6 jn LO und zwar so , daß
1 ) 6 — ^ 8D . Die Rechnung zeigt , daß hier die Lage
der beiden in der Ebne des Dreiecks liegenden Haupkaxen
gegen LO durch die Neigungswinkel 86H ^ q und
L 61 — 90° -s- ^ so bestimmt werden , daß tan ^ 2 ^
--- Z1 , ; ist . Zeichnet man also K6H — 28° . 9 ". - 8 *
und L 61 ^ ir8° 9 ^ r8 ' , so find 1 L und HI die Apen ,
welche das größte und das kleinste Moment der Trägheit
geben .

bür hie eine nämlich ist es — ^ — v/ iz ) ,
für hie andre --- ^ HO * . ( z -s- i/ ig ) .

Das Moment der Trägheit in Beziehung auf eine
gegen die Ebne senkrechte durch den Schwerpunkt ge¬
hende Axe «st gleich der Summe jener ^ ^

HI ( ^ .8 - -^ H.6 ^ R6 - ) - ^ -18 ^ . io . H8 ^ .

§ . 261 . Aufgabe . Eine Kreisfläche ( Fig . 79 . )
dreht sich um eine durch den Mittelpunkt gehende und ge -
gen die Ebne des Kreises senkrechte Axe ; das Moment
der Trägheit dieser Masse , die als homogen angesehen
Wird , zu bestimmen .

Auflösung . Das Moment der Trägheit ist
ß 77 . r * . wenn r der Halbmesser des Kreises ist Es

kann auch durch — ß- M . r -> ausgedrückt werden , wenn
HI des ganzen Kreises Masse ist .

Bewelö . Man denke sich den Halbmesser 61 in
1 gleiche Theile gecheckt ; so ist des innersten Theileö In -
hlt > 0 und < ^ . r , 2N- . H r ; sein Moment der Träg ,
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heit > o und < ^ r§ . 27? ; des nächsten Ringes In «

halt > ^ r , 2 ?r . r ; < ^ r . 2 ^ . r , und sein Mo¬

ment der Träghen > ^ r * . 255 und < ^ 1^ . 2 ' . 277 ;

des zweiten Ringes Inhalt > L r . 275 . r und

< ^ r , 275 , r ; sein Moment der Trägheit

> r4 , 2 ; . 27k und < ^ r * . z ' . 275 . Es ist daher
leicht zu übersehen , daß des ganzen Kreises Moment
der Trägheit

Md < . 275 4 ' - i-E . . . . - i- n ' ) ist .

Aber wir haben § . 25z . die Summen dieser Reihen ken¬
nen gelernt , und wißen daher , daß das Moment der

Trägheit > ^ 275 ( n - i / -s- 2 ( n - i ) ' -l- t O - r ? )

und < — 275 ( ; ir » -i- znr -s. ^ n ^ ) ist , folglich,

wenn mann sehr vergrößert , sich als — ^ r ^ , 75 findet,
oder ^ M . r ^ , da der Inhalt — v/l ^ . 75 ist ,

§ . 262 . Hieraus erzieht sich auch leicht das Momsk
der Trägheit für einen Kreisring , dessen innerer Halbnss-
ser — der äußere Halbmesser — r ist . Sein Mo¬
ment der Trägheit ist — 75 ( r * — oder weiieine
Fläche , die wir hier als die Masse auödrückend anchen ,
--- ( r^ — § - ) — N ist , das Moment der Tägheik

^ iVI ( r - 4-

H . 263 . Aufgabe . Das Moment de ' Trägheit
eines Cylinders in Beziehung auf seine geom mische Axe
zu finden .
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Auflösung . Wenn des CylinderS Länge --- a und
Halbmesser — r ist , o findet sich aus H . 261 . leicht sein
» omenr der Trägheit — — wenn des
E ») lmders Masse — lVl heis- r .

>̂. 264 . 1 e h r sa tz . Wenn das Moment der Träg¬
heit irgend eines Keupers in Beziehung auf e »ne durch sei¬
nen Schwerpunkt gehende Ape gegeben ist : so findet man
das Moment der Trägheit in Beziehung auf jede Ape,
die Mil jener gegebenen parallel ist , wenn man zu jenem
Momente der Trägheit noch das Product aus der Masse
in das Quadrat des Abstandes beider Apen von einander
addrrt .

Beweis . Ich will den Beweis hier nur auf eine
ebne Figur beschränken , obgleich er sich auch für Körper
führen laßt . Es sei also AK ( Fig . 80 . ^ die Figur , de¬
ren Masse — M , deren Schwerpuncr 6 ist ; OL sei
eine durch den Schwerpuncc gehende Ape , in Beziehung
auf welche das Moment der Trägheit gegeben — N . k?
ist . Acht man nun eine andre Ape LO in der Entfer¬
nung — k mit jener parallel : so läßt sich leicht für jedes
einzelne Theilchen die Aenderung des Moments der Träg¬
heit finden . Ist nämlich IL ein durch Parallellinien zu
den Apen begrenzter Streif , dessen Maste — I§ , Ab -
Land von der Ape OL — x , also Abstand von der Ape

, — x -s- f . so ist sein Moment der Trägheit in Be-
zihung auf OL , — Nx - , in Beziehung auf L 6 ,
— (x 4- k) r . Aber jedem Streifchen IL an der einen
Se >e vcs Schwerpunkts entspricht ein Streifchen OlVl an
der ndern Seite , dessen statisches Moment dem statischen
Mownte des IL gleich ist . Hat also dieses andre Streif»
chen Ivl die Masse — ^ und den Abstand — x ^ von der
Ape Oi , so ist — N . x --- x , und des letzteren
Ästomenider Trägheit , in Beziehung auf die Ape OL
ist ^ in Beziehung auf die Ape L 6 ist es
— lV ( x - f ) - . Hieraus ergiebt sich die Summe der
Momente bx Trägheit beider Streifchen , die sich das
Gieichgewich in Beziehung auf d »e durch den Schwer -
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punct gehende Axe halten , wenn man nämlich jetzt das

Moment der Trägheit in Beziehung auf die neue Axe L6

sucht ,

- - - i ^ x - - s - 2 ^ k . x - s - 5 - - s - ^ x ^ — 2 ^ 5 x ' - s- 5 - ,

— Ksx " - s- I ^ "x ^ - s - ( K - j - 5^ , weil I§ ,5 . x — . x '

sich ausheben . Da nun bix ^ - s- ^ x ' ^ das Moment der

Trägheit dieser beiden Streifchen war , m Beziehung auf

die durch den Schwerpunkt gehende Axe : so zeigt sich ,

daß ihr Moment der Trägheit in Beziehung auf die neue ,

jener parallele , Axe um das Product aus der ganzen

Masse der Streifchen - - - - j - irr L * größer als je¬

nes ist .

Aber eben dieses läßt sich nun für alle einzelne Streif¬

chen beweisen , da jedem ein an der andern Seite von

OIL liegendes Streifchen entspricht , dessen statisches Mo¬

ment eben so groß ist ; das Trägheitsmoment der ganzen

Masse ist also in Beziehung auf die Axe LH um IVl . L »

größer , als in Beziehung auf die mit ihr parallele durch

den Schwerpunkt gehende Axe OL .

§ . 26 ; . Hier erhalt also allgemein , was wir schon

oben als aus einem Be . spiele gefolgert fanden , daß das

Moment der Trägheit für eine durch den Schwerpunkt

gehende Axe immer kleiner ist als für irgend eine andre ,

m »t dieser parallel gezogne Axe .

§ . 266 . Bemerkung . Der Nutzen , den diese

Bestimmung des Moments der Trägheit hat , läßt sich

nun wohl aus § . 248 . ohne Schwierigkeit übersehen .

Dort zeigte sich , daß die bewegende Kraft — tz » weiche

in der Entfernung - - - f vom Unterstützungpuncre senkrecht

gegen die Abstanovlime wirkend , eine Umdrehungsbewe -

gung hervorbringt , dem Körper eine Winkelgeschwindig .

keic ertheilt , die - - - 6— ^ - ^ im x ^ g ^ mm .

te Trägheitsmoment des ganzen Körpers oder der ge¬

stimmten zu bewegenden Massen bedeutet , und so stuv wir

also im Stande , die Umdrehungsgeschwindigkeit zu be -
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stimmen , wenn Wik das Moment dek Trägheit — I zu
bestimmen wissen .

H . 267 . Soll z . B . dieselbe Kraft - - in ders
selbe » Entfernung — ^ wirkend , einmal eine kreisförmige
Scheibe vom Halbmesser - - t r , das andre Mal die kreis -
förimge Scheibe vom Halbmesser — k — 2r » in Bewe »
gung setzen : so nehmen beide Scheiben eine beschleunigte
Umdrehungsbewegung an , wenn , wie hier angenommen
wird , sich kein Hinderniß der Bewegung entgegensetzt ;
aber im ersten Falle ist am Ende der Zeit — r ( nach § .

261 . ) , die Winkelgeschwindigkeit - --

»m zweiten Falle -
, 2Z . cz . ^> . r

4 rr 16 ' H 7s .
die Drehung der Scheibe vom doppelten Halbmesser
i6mal so langsam .

also

Zusätze für geübtere Leser .

I . Da im Vorigen hinreichend erklärt ist , wie wir dazu

kommen , der Bestimmung des Moments der Trägheit eine so

große Wichtigkeit zuzugcstehen : so will ich hier nur noch bei alle

gememern Regeln , um das Moment der Trägheit zu bestimmen ,

stehen bleiben .

II . Das Moment der Trägheit einer graben Linie AÜ

( Fig . 67 . ) , die sich um eine , in 6 auf sie senkrechte Are dreht ,

ist leicht zu finden . Nenne ich nämlich OU — x , so ist die

Masse des kleinen Theilchens in N durch v . äx ausgedrückt ,

wenn v die Dichtigkeit ist , also dieses Theilchens Moment der

Trägheit — clx , und folglich ^ vx ? das Moment der Träg ,

heit für ON und ^ I ) O ? - s - KH , für die ganze Linie , wenn
OA s , Ol ! t > ist ,

III . Eines jeden dünnen Körpers , den man fast als eine

bloße ebne Figur anseheN kann , Moment der Trägheit in Bezie¬

hung auf eine gegen die Ebne dieser Figur senkrechte Are zu finden

( Fig . 8t ->
0 sei der Punkt , Wo die Are die Ebne der Figur trifft .

Man nimmt auf einer willkürlichen Are OA , Abscissen OX x ,
und unter einein bekannten Winkel AXX — « geneigt , Cvordlnae
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ten XV -- - x , um irgend eitt Theilchen der Ebne , feiner Lage

nach zu bestimmen . Dann ist des Theilchens , dessen Seilen
--- - und — Inhalt - - - äx . . Sin « ^ Abstand von der

Axe — Lol ' « ) , also dieses Theilchens Mo «

ment der Trägheit — x ^ . äx . . Sin « y * ckx . Sin «
sx ^ 6x . Lin « » Lol « .

Diese Formel zweimal nach einander integrirt , giebt das Mo ,

ment der Trägheit der ganzen Figur .

Man hätte auch LV — ALV -- - - P nenne « , und des in
^ siegenden Theilchens Inhalt — 26 ^ . 62 setzen können ; dann

gäbe ^ / ^ ä - , . cls gehörig genommen das gesammte Moment der
Trägheit .

IV . Es sei eines Dreiecks Ü.LL ( Fig . 8r . ) Moment der

Trägheit in Beziehung aus eine durch den Schwerpunkt L gehende ,

gegen die Ebne der Figur senkrechte Are zu bestimmen . — Um

den Schwerpunkt zu finde « , ist Av so gezogen , daß öl ) - - - x L6

— r » , und nun DL H VH . — H t genommen werden . Der

Winkel A OL ^ ivelcher aus den gegebenen Bestimmungen für baS

Dreieck gleichsalls gegeben ist , sei AVL — und um die Lage
irgend eines Punktes V anzugeben , sei auf DA , LX x und

XV — ^ mit LL parallel . Das Moment der Trägheit des klci «

Nen Theilchens ist also — ( x ^ — 2x ^ Lok ^ ) cix . . Sin

Die erste Integration , wobei x unveränderlich bleibt , giebt

( x * z^ äx - s- ^ ^ xstx LolA Lin Wen « man das

Moment der einen und der ander « Hälsre jedes für sich sucht , so

kömmt keine Lonstanx hinzu ; aber der vollständige Werth von ^

ist kX -- - ; also des ganzen Streifchens Xxkss

Moment der Trägheit

-- - x - äx . Sint . äx Sin

- xstx . Sin 5 LokL .

und hievon ist das Integral

- -- Lon « t - f - z -i X - Sin X ^ Sin ^ - f- - -z .

. ^ x ^ Sin ^ L » 5^ — .
a? x ^ i x » ^ Sin ^ ' oE

^ SincLo ^ - ^ ^ ^

Soll dieses Integral von ^ an oder von L § 1' angenvm
men werden , so ist
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Loust " 8in ^ z - s- ^ 1^ — -Fi - <1 - l- F -. 1^ Ool ?^

— 81 n c (^ Zz- a kr z2 L » I L-; , und das voll ,
ständige bis zu x — ^ I genonnnene Integral giebl
-- Siuc l - ßr -s- a - o- Loic -i- -il ^ -s. ^ . A . ak-

^ ^ ^ - Fxa ' ^ t

— 2 k ' 8in ^ - s - k 8in ^ — Kj » ^ (gol ' ^ .

Für sie andre Hälfte des Dreiecks , nämlich /Vl ) k , wird der ?s » Sr

druck ganz eben so , ausgenommen , daß Ook ^ Ook / ' x D

dort mit dem entgegengesetzten Zeichen vorkömmt . Des ganzen Drei «

ecks Moment der Trägheit ist also — 8in ^ a - s- ^ I )

-- - / r a1 ' . din L- (4k - - s- za - ) ;

wenn Ni den ganzen Inhalt oder die Masse des Dreiecks bei
deutet .

V . Für eine ebne Figur wird das Moment der Trägheit in

Beziehung auf eine in dieser Ebne selbst liegende Are leicht gefun «

den , wenn man die Lage des Theilchens durch Abscissen auf der
Are selbst und durch Ordinalen senkrecht auf die Are bestimmt ;

dann ist nämlich , wenn XX — x , XX — ^ ( Fig . 8z . ) des

Theilchens X Moment der Trägheit — ^ . äx . ä ^ , wo es bloß
auf die richtige Integration ankömmt .

Ist hingegen die Lage des Theilchens durch Coordinaten be /

stimmt , die nicht mit der Are und mit dem Perpendikel auf die

Are zusammenfallen : so wird die Rechnung etwas anders einzu «

leiten sei » , und doch ist es oft für den weitern Fortgang der Rech «

nung bequemer , sie so einzuleiten .

Es sei XL die Abscissenlinie ( Fig . 84 . ) und die Lage des

Theilchens X durch senkrechte Coordinaten XX — x , XX zr

bestimmt . Die Umdrehungsare XL sei unter dem Winkel
— OXK « egen jene Abscissenlinie geneigt , und durch eben

jenes Theilchen X die Linie XII senkrecht gegen die Umdrehungse

are gezogen . Nenne ich nun XII — n , VX — v , so ist
11. — x Lok »/ — ^ 81 n i ) ,

v — x 8in , / - s- I ' ok

und das Moment der Trägheit des Theilchens X , dessen Inhalt
oder Masse — clx . 6 ^ war , ist

— . clx . cl^ — ( x 8 in -- - j- 60k ^ äx . cl; r.

Die Integration würde gehörig angcstellt , hier das gesammke Mo¬

ment der Trägheit für die ganze Fläche ergeben .

XI . Am gewöhnlichsten kömmt die Bestimmung des Mo¬
mentes der Trägheit in Beziehung auf Aren vor , die durch den
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Schwerpunkt der ganzen Figur gehen , und nur darauf will ich
hier die Untersuchung anwenden .

AL6 ( F , q . 8 5 -) sei ein Dreieck , 66 sei in 0 halbirt , Al)
gezogen und l) L ^ AI) ; dann ist 6 des Dreiecks Schwer¬
punkt . Ist nun die Lage eines Theilchens X durch Coordmaten
LX --- x , XT ^ gegeben , so ist für eine Umdrehnngsaxe

die du - ch den Schwerpunkt geht und mir Al) den Winkel
Ak. is — ,/ macht , — V — X 8 iu ,/ -j- ^ 6 o 1' ,/ , und oaS
Moment der Trägheit beS ganzen Dreiecks ist gleich dem richtig
genommenen Jmcgrale der Formel
x ^ ckx <>)' . Liir ^ ,/ - s- . clx äz- - j- 2xv clx . 6 ^ . 8in ^

Diese Formel wird bequemer , wenn man ^ 2 mit del Grund «
linie parallel Zieht , und nun A 2 — w , 2 T — setzt . Da hier
ADV — ^ ^ 2 U bekannt ist : so wird , wenn ick A l ) L,
L6 ----- a nenne , — A 2 — ^ l — x — 2 6ol g" , und
)c — 2 . 8in also X ^ l — >v —- 2 6ol ^ , und der Abstand
von der Are , oder
X 8in ^ - s- Oos l — v ) Lin 1/ — 2 Lin ,/ . 606 ^

2 60I ',/ 8in
Diese Aenderung dcö Ausdruckes giebt die Bequemlichkeit, daß
wir jezt immer zwei einander gleiche , an den beiden verschiedenen
Seiten von Al) liegende Thcilchcn vereinigt betrachten können .
Es erhellt nämlich leicht , dag ei » Theilchen welches auf der
verlängerten 52 so liegt , daß 2 ->v — 2 ^ ist , den Abstand
— ( f l — ve ) 8in ^ - s- 2 ( 8ini - 6ol ^ — 606 ,/ Lin O von der
Umdrehimgoaxe haben wird , weil für dieses ^ ,— 2 8in 5
und x — 1' — >v - j- 2 6ol .̂ So also wird das Moment der
Trägheit der beide » Theilchen z- und vv vereinigt
— ckx . 6 )' 6 — °ev) Lin ,/ - s- 2 8in ( ^ —

-f- s ( ^ t — v ) 8 ! n ^ — 2 8in ( t -
— clx . clzc f2 . 8in ^ ^ . ( ß- l — >v) ^ - s- 2 2 ^ 8iit ^

Wenn diese Formel , in welcher noch ckx . clzr durch 2 und >v
muß ausgedrückt werden , nur in Beziehung auf die eine Hälfte
des Dreiecks integrier wird , so ist das ganze Mo wnt der Träg «
heit gefunden , weil wir zu jedem in der einen Hälfte liegenden
Theilchen schon das in der andern Hälfte ihm entsprechende hinzu «
genommen haben . Das erste Integral muß nun jo genommen
werden , daß es mit 2 — 0 verschwinde , und seinen vollständigen
Werth für 2 — 26 erhalte ; denn hat man bei der

ersten Integration das gesammte Moment der Trägheit des Streift
chens V6 in Beziehung auf die Umürehungsare l O .

Um clx . äzc durch 2 und vv auszudrücken , braucht man nur
H . Theil . Q
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zu bedenken , daß llx . ll ^ das Element der Fläche ist , welches
auck durch llv . ll -- . 8in ^ ausgedrückt wird , also unsre zu inte ,

grirende Formel

- - - 2ävv . llr . 8in ^ s8in ^ ^ lk — vv ) 2 - s - 2 2 8in2
Diese in Beziehung am 2 integrirt , giebr
— 22ä >v . 8in ^ . 8in2 ^ 2 8in ^ .

oder vollständig bis 2 — ^ genommen ,

-- - . 8in ^ . 81 n 2 ^ f — ^

^ ^ äv 8In ^ 8ii >2 b —

Wird dies zum zweiten Male integrier , so ergicbt sich das Mo¬

ment der Trägheit— 2. s k 8in ^ . 8in2 ,/ — < s ^ 8in ^ 8in2 ^

- j - Z Lin ^ 8in - i - 8in ^ . 81n2 — >-) ,

oder vollständig von v / — 0 bis rv — s , das Moment der Träg¬

heit — 8in ^ . j8in ^ . ^ a - s - ^ 5 . 81 ii » ( § - , / ) ) ,
oder — I — nk . 8in§ ^ L2 81 , 1- ^ - s - I. ^ 2 8in2 ( ^ — , /) ) .

VII . Man kann hier fragen , unter welchem Winkel —

man die Are k6 gegen iäv geneigt nehmen müsse , damit das

Moment der Trägheit ein Größtes oder Kleinstes werde . Be¬
lli

kanntlich muß dann — — 0 sein .

also H 12 8In60I ^

oder 0 — ^ 12 8 ^,2 . L »? —< 4 n
daher tanz 2 ?, - -

8in . 60 ^ — »;) — 0 ,
q: -r2 ( 8in ( 2 ^ — 2 ,/) ,

^ 8in 2 ^

^ k2 - j- I -r- 6o1 ' 2 ^ '

Nimmt man — ALk so an , daß tnnZ 2 >- diesen Werth

erhält , so hat das Moment der Trägheit den kleinsten oder größe -

sten Werth , den es für eine in der Ebne der Figur liegende und

durch den Schwerpunkt gehende Are erlangen kann . Jener Werth

für tanZ 2 ^ bestimmt sogleich zwei auf einander senkrechte Aren ,

indem tanZ 2 ^ — t -rnZ ( rgo " - j- 2 ^ ) ist ; also wenn ^ 1,
den einen Winkel bestimmt , der andre — 90 " - I- wird .

VIII . Im gleichschenklichten Dreieck , wo ^ 6 — 46 , ist

^ — 90 " , 8in 2 ^ — 0 , isng 2 ^ — 0 , also entweder <>

oder — 9c >o . Die beiden Hauptaren sind also erstlich äv selbst

und in Beziehung auf sie das Moment der Trägheit — ^ a ? 1°;

zweitens aufAD senkrecht und in Beziehung auf diese bas Moment
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der Trägheit — al ^ . Dieses stimmt mit § . 259 . überein ,
wo die Grundlinie — 22 , und 1' — na war .

Das Beispiel in § . 260 . ( Fig . 78 . ) , wo — 90 ^ , - --

— b war , giebt ^ - - ^ 4 ; ° , I — k ^/ 2 , iangL ^ — Z ;
2

Lin 2 : Lol' 2 ,- ----- ; 8in ^ '
^ / iz v ^ r ; 'I ^

c°0, Sj „ l4 ! ° - Ä - - g-

^ V7z ) ^ ( "
Also das Moment der Trägheit für die Are , für welche Lin

und Lol ' 2 , - positiv sind , oder ?- < 90° ,

- - d » — ^/ rz ) ;

für die zweite Are hingegen das Moment der Trägheit

( ; - s-

Die beiden Werthe von H sind -- - 28° . 9 18
und — ii 8° . 9 ' r8 " .

IX . Der allgemeine Ausdruck ( in V .) für das Moment der

Trägheit in Beziehung auf eine Umdrehungsare , welche gegen die
Abscissenlinie unter dem Winkel — »/ geneigt ist , läßt uns nun

auch finden , wie ganz allgemein der Winkel »- für diejenigen Aren

bestimmt wird , die ein größtes oder kleinstes Moment der Träge

heil geben . Wir fanden allgemein das Moment der Trägheit

I — ^ x ^ äx . clze . Liü ^ H - s- ^ 7 ^ «Ix <l ^ . Lol ^ »-- j- äx . Litt 2 -/ ,
also wenn wir als veränderlich ansehen , wobei die Integrale

/ x ^ 6x ä ) - ; ^ -2 clz - ; ^ xz - tlx 6 ^ ungeändert bleiben , indem
diese schon in Beziehung auf die ganze Figur richtig genommen
sein müssen , so ist
ril

— 2 Lin ?- Los ' - ( ^ x * äx <1^
— stx cl^)

^ 2 Lol ' . 2 ?- llx chv .

Q 2
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Dieses soll — o sein , damit I ein Grönres oder Kleinstes werde,
also Sin 2 1/ (/ x » clx cl/ — - clx clv)

— — 2 Los 2 1/ ^ x ^ clx cl^2 / x ^ <jx 6 ^
oder tan§ 21 / - - H - ux ^ '

Dieses ist die allgemeine Bestimmung der Winkel i/ und 90° -s- »/,
für die beiden gesuchren Aren .

Wir harren
v — 8Ü1 1/ Lol?1/ ^ x *. äze — Sin 1/ Los 1/ ^ 2 äzc

-s- ( Los^ i/ — 8in ^ i/) clx cl^ .
Da wir nun starr des Elements der Flache — clx . cizc hier auch
---- clu . Av setzen dürfen , und aus dem in Nr . V, gesagten , das
Pcoducc
u . V — x ^ Sin 1/ Los , / — 8ini / Losi / - j- ( Los ^ i / — Sin ^ i / ) X ) k,

also // n v clu clv — Lin 1/ Los ,/ / / x ^ clx cl^
-— 8 in 1/ Los ,/ clx cl;c
- f - ( Los ^ ^ — 8 in ^ 1/ ) ^ x ^ clx clzc

ist , so erhellt , daß diejenige in der Ebne >elbst liegende Are ei »
Größtes oder Kleinstes für das Moment der Trägheit giebr , für
welche V cln clv — 0 ist , wenn n Absilssen auf der Are selbst
und v Ordinalen senkrecht gegen die Are sind ; dieses Integral
aber für die ganze Ebne , welche sich um die Are dreht , genom¬
men ist.

X . Diese Bemerkung , daß diejenige durch den Schwer¬
punkt gehende , in der Ebne der Figur liegende Are , ein Mari ,
mum oder Minimum des Momentes der Trägheit giebt , für
welche ^/ n v clu clv — o ist , har darum eine besondere Wichtig ,
keikv weil daraus erhellt , daß diese Aren zugleich freie Irmdrc ,
hungsaxen , oder solche sind , welche bei der Drehung der Figur
um sie , von selbst ruhend bleiben , ober gar keinen Druck aus ,
halcen .

Wir haben nämlich in den Zusätzen zum 14 . Abschnitt in
Vlll . gesehen , daß das Moment der gcsainuiten Schwungkraft in

Beziehung auf irgend einen Punct der Are — - - ^// u v 6u äv
war ( wenn ich hier u statt x , v statt ^ sehe ) , also hier — o
wird für lene Aren , die durch den Schwerpunkt gehen und ein
größtes oder kleinstes Moment der Trägheit geben . Für diese
hauen also die qesammten Schwunqkrafte in Bestehung auf irgend
einen festgehalkenen Puncr der Are gar kein Moment , das ist , die
Are hak gar kein Bestreben , ihre Lage zu ändern , sondern ruhet
von selbst .
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XI . Aus der für »t gefundenen Formel ergiebt sich , wenn

ich / x äx ch — v , / x - clx ä )c — V , 6x äzs — IV setze,
2V

t -INg 2 », — ^

— 2 v
also Sri 2 »- — V) - ) '

^ , _ ^V - V
coi 2 ^ ^ ov ^ V ) - ) '

IV — V
Sin - 1 — 4 — 2 ^/ ( 4v - -s. ( IV - V ) -) '

, IV — V
coi - ,r — ^ - i- 2 ^/ ( 4 0 - - j- ( IV — V ) - ) '

Da nun ( nach V .) das Moment der Trägheit des ganzen Dreiecks
V . Sin - ,, -s- W . Lol- ,/ - s- II . Sin 2 ^ , so sinket sich dieses

- , , V -4- IVI -s- ^
— - ^ 2 ^ / ( 4 v - - l- ( IV — V ) - )

4 ( V - s- IV ) 4 - T i / ( 4Ü ^ - s- ( IV — V ) - ) in dem Falle , da »1
den vesilmmten Wcriy hat , oder in dem Falle , da das Moment
der Trägheit entweder ein Größtes oder ein Kleinstes wird . Diese
Foimel gicbr zugleich das größte Moment der Trägheit , wenn
man das irrationale Glied positiv , das kleinste , wenn man es ne ,
gativ nimmt .

Hier laßt sich nun auch beweisen , was in H. 259 . rto . schon
gelegentlich bemerkt ist , daß das Moment der Trägheit in Be ,
zieyung auf eine gegen die Ebne senkrechte , durch den Schwer ,
punct gehende Are gleich der Summe jener beiden , also — V - j- IV
ist . Denn jedes durch die Coordinaten x , X bestimmten Theil ,
chens — clx . Abiiand von dieser Are ist ---- ( / ( x - - j-
also sei » Moment der Trägheit — x - clx - s- ^ - äx ä ^ ; und
folglich der ganzen Figur Moment der Trägheit in Beziehung auf
diese Are — ^ x - clx ä ^ -s- äx ä ^ — V -s- IV .

XII . Aehnliche allgemeine Betrachtungen lassen sich nun
über die Haupraxen der Körper anstellen . In jedem Körper giebt
es drei Hauptaren , die durch den Schwerpunkt gehn und auf ei » ,
ander senkrecht sind ; in Beziehung auf welche das Moment der
Trägheit ein Größtes oder Kleinstes ist . Diese Aren sind zugleich
freie Drehuug - axen , und man findet ihre Lage durch ähnliche
Ucberlegungen , wie in Vlll , IX . Die dabei nöthigen Rechnern ,
gen werden etwas schwieriger , weil man die Lage der Ebne , in
welcher zwei der Haupta ^ n sich befinden , bestimmen , und dann
die Lage der Aren in dieser Ebne suchen muß . Um lange Rech ,
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nunqen zu vermeiden , stehe hier also nur noch ein Beispiel von

Bestimmung des Trägheitsmoments eines Körpers .

XIII . Das Moment der Trägheit einer Kugel zu finden ,

für eine durch ihren Mittelpunkt gehende Are . Es sei ( Fig . 86 . )
AL die Are , O der Mittelpunkt , der Halbmesser — AO — r .

Wird nun in der Entfernung — Ol ) — x vom Mittelpunkte eine

Ebne senkrecht auf die Axe gelegt , so gicbt diese einen Schnitt

vom Halbmesser — — x ^ ) , und wenn man dieser Kreis ,

scheibe die Dicke — äx beilegt , so ist des Ringes vom Halbmesser

— Umfang — 271 zr . clx , Inhalt 27 i ^ cl^ . l1x , Moment

der Trägheit — 27 r ^ äx . 6 ^ , das Moment der Trägheit der

ganzen Kreisscheibe vom Halbmesser — ist — ^ 71 ^ clx ,

und der ganzen Kreisscheibe Lk — ^ 71 ( 1^ — clx ; also der

ganzen Kugel Moment der Trägheit — ^ 71 ^ clx ( r ^ — x ^ ) ^ ,
— Oonst ^ 71 X — ^ 71 x ^ - s- ^ 71 x ^. Da man dieses
zwischen de » Grenzen x — - s , r und x — — r nehmen muß ,

so ist Ocwst — x ? - unö das ganze Moment der Trägheit

— 7r . 1-5 — ^ U r ^ , wenn ich die Masse der ganzen Kugel

- - - M — H 7i r ? setze ,

Sechzehnter Abschnitt.
Von der Oscillationsbewegung schwerer

Körper , oder von den Pendeln .

§ . 268 . 3 ^ emerkung . Wir haben zwar schon früher
die Bewegung betrachtet , die ein Pendel um eine hori »
zontale Ape annimmt ; aber wir waren damals genöthiget ,
die Untersuchung so qnzustellen , als ob die ganze Maste
des Pendels in einem einzigen Puncte vereinigt wäre .
Diese Voraussetzung ist aber hier um so weniger brauch »
bar , da bei der Drehung um die Axen die Bewegung
nicht grade so geschieht , als ob die ganze Maste im
Schwerpunkte vereiniget wäre ,

Um also die pendelartigen Bewegungen eines schwe »
ren , von seiner natürlichen jage entfernten Körpers voll «
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ständiger zu bestimmen , müssen wir die im vorigen Ab¬
schnitt angesteiltett Betrachtungen auf diesen Fall anwen¬
den . Dw hier wirkende bewegende Kraft ist das ge¬
stimmte Gewicht deö Pendels , und daß dieses so wirkt ,
als ob es im Schwerpunkte vereinigt wäre , ist bekannt ,
( Stank K . 106 . ) ; wir können also jetzt leicht hier das stati¬
sche Moment der bewegenden Kraft bestimmen , und dann
aus der Berechnung des Momentes der Trägheit herlei -
ten , wie die Winkelgeschwindigkeit des Körpers sich
ändert .

§ . 269 . Wenn ( Fig . 87 . ) der schwere Körper ^ 8 ,
der sich um die horizontale , durch 6 gehende Axe drehen
kann , in 6 seinen Schwerpunkt hat , und der Winkel
6LO , welchen die vom Schwerpunkt nach der Ape gezo¬
gene Linie mit der Vertikale 6O macht , heißt — D : so
ist das Moment der bewegenden Kraft — VC . L6 . Sin ch ,
wenn VI das Gewicht des ganzen Körpers bedeutet , weil
wir annehmen , daß keine andre Kraft als die Schwere
diesen Körper zu seiner natürlichen Lage , wo der Schwer¬
punkt in 6O fallen würde , zurück treibt . Drücke ich
nun das Moment der Trägheit dieses Körpere , in Be¬
ziehung auf die durch L gehende horizontale A .re , welches
sich bei bestimmter Figur des Körpers allemal berechnen
ließe , durch VC . K ^ aus : so , würde die in der Zeit — t

erlangte Winkelgeschwindigkeit — — - VC -

sein ( § . 266 . ) , wenn das Moment der bewegenden Kraft
immerfort — VC . -C6 . sin P bliebe . Unveränderlich bleibt
es nun zwar nicht , da <p sich immerfort verkleinert ; aber
dennoch dient uns diese Formel , um eine Vergleichung
mit der Bewegung des einfachen Pendels anzustelien . Ist
nämlich elC ein einfaches Pendel , welches sich um c be¬
wegen kann , und um den Winkel llcä — A von der
Vertikale entfernt ist : so wird der Punkt H von der be¬
schleunigenden Kraft — Sin P zur Bewegung abgetrie¬
ben , und würde folglich ( H . zz . ) die Geschwindigkeit
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- - 2Z . Sm ch . r nach Verlauf der Zeit — r erlangt haben ,

wenn Liese Kraft so lange unverändert wirkte ; mit dieser

Ge >chwllidtgkeit wurde 1 ^ auf einem Kreisbogen vom

Halbmesser c » — 1 forrgehen , und also eine Winkelge -
2 A . r . 3 in <s

schwindlgkeit — - - ^ - haben . Hier laßt sich nun

I so bestimmen , daß die Winkelgeschwindigkeiten des ein¬

fachen Pendels und jenes osciliirenden schweren Körpers
gleichzeitig werden ,

Z . 270 . Lehrsatz . Wenn ein schwerer Körper ,

welcher um eine horizontale Ape beweglich ist , um einen

eben so großen Winkel ^ ch als ein einfaches Pendel ,

heim Anfänge der Bewegung , von seiner natürlichen Lage

entfernt war : so macht er feine pendelartigen Schwingun¬

gen gleichzeitig mn dem einfachen Pendel , wenn des letz -
IVl . st -

teren Länge gleich ist dem Quotienten — ( § ' 269 . ) ,

oder gleich dem in Beziehung auf die Ape genommenen
Momente der Trägheit des Körpers , dividirt durch das
Product aus dem Gewichte des Körpers in den Abstand
des Schwerpunktes von der Axe .

Beweis . Wenn sowohl das einfache Pendel als

jener fthwere Körper , den wir ein zusammengesetztes Pen¬

del nennen wollen , beim Anfänge der Bewegung so aus

der Lage , in welcher sie ruhen würden , gebracht sind ,

daß die von der Umdrehungsape nach den Schwerpunkten

beider 6 , H gezogenen Linien L6 , cH gleiche Winkel

— ch mit der Verticallinie machen : so ist , wenn wir un¬

ter r eine sehr kleine Zeit verstehen , die Winkelgeschwin¬

digkeit des einfachen Pendels ( § . 26z . ) — — - ^

2 ^ . r . lVI . A .6 . sin P . st -

also - - i ^ - , wenn I - - — und

eben so groß ist die Winkelgeschwindigkeit des zusammen¬

gesetzten Pendels . In den ersten Augenblicken ändert sich

also hei der angenommenen Länge des einfachen Pendels
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die Größe der Winkel 6LO und Hcä gleich viel , so daß
beide Winkel einander gleich bleiben . Sind fie nun nach
einigen Augenblicken beide — ch geworden : so wird die
schon erlangte Winkelgeschwindigkeit wieder bei beiden
gleich stark beschleunige , indem die Zunahme der Winkel -

- ^ LA . r . Lin -ch
gelchwindigkeit bei dem einfachen Pendel durch -

. r . IVl .

1
28 '

für eine neue , kleine Zeit — t

auSgedrückt wird , und eben der Ausdruck auch für die
Zunahme der Winkelgeschwindigkeit des zusammengesetzten
Pendels gilt . Da nun diese Aenderung der Wink - lge -
schwindlgkelt und folglich die Aenderung der Lage beider
Pendel ganz auf gleiche Weise erfolgt , so werden beide zu
gleicher Zeit in der Vercicallinie ankommen , und ihre
ganzen Oscillationen in gleichen Zeiten vollenden .

§ . 271 . Wenn die Gestalt des oscillirenden schwe¬
ren Körpers oder des zusammengesetzren Pendels gegeben
ist : so läßt sich das Moment der Trägheit desselben in
Beziehung auf die Axe L bestimmen , und auch die Lage
des Schwerpunkts ist bekannt . Es läßt sich also dann die
Länge des einfachen Pendels bestimmen , welches gleich
große Schwingungen in eben der Zeit , wie jener Körper
macht .

H . 272 . Erklärung . Ein solches einfaches Pen¬
del heißt ein dem zusammengesetzten Pendel iso chro¬
nisches wegen dieser Gleichzeitigkeit der Schwingun¬
gen .

Bestimmt man in dem zusammengesetzten Pendel , den
Punec I . . wo der schwere Punkt des einfachen isochroni --
schen Pendels stch befinden müßte , so heißt 1^ der Mit¬
telpunkt des Schwunges des zusammengesetzten
Pendels .

§ . 27Z . Dieser Mittelpunkt des Schwunges liegt
allemal weiter , als der Schwerpunkt 6 .von der Ape ent »
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fernt ; denn das Moment der Trägheit in Beziehung

auf die durch 6 gehende Axe ist allemal gleich dem

Momente der Trägheit in Beziehung auf eine durch

den Schwerpunkt mit jener Axe parallel gehende

Axe addirt zu lVl . ^ 6 ^ ( § . 264 . ) ; also wenn ich

das Moment der Trägheit in Beziehung auf die durch

den Schwerpunkt gehende Axe — lVI . setze ,

— lVI . K ^ und daher des isochrynischen ein -

fachen Pendels Länge - - - ^ ^ ^ 6 , allemal > ^ 6 .

§ . 274 . Aufga be . Ein Pendel besteht aus einer

sehr dünnen cylindrischen Stange - L.L ( Fig . 88 «) , an de¬

ren Ende eine kreisförmige Scheibe 86 oder ein Cylindec

von sehr geringer Höhe befestigt ist ; dieses Pendel kann

sich um eine horizontale auf die Ebne 86 senkrechte Axe ,

die durch ^ geht , frei drehen ; man sucht die Länge des

isochronischen einfachen Pendels .

Auflösung . Es sei die Länge der Stange ^ 8 -- - s ,

der Halbmesser der Kreiöscheibe — r : so ist , wenn ich

den Querschnitt der Stange und ihre Dichtigkeit

O setze , der ganzen Stange Moment der Trägheit in

Beziehung auf die Umdrehungsaxe , die in ^ senkrecht

gegen sie ist ( § . 249 . ) - - - H O . s » ,

Das Moment der Trägheit der Kreisscheibe , deren

Dicke — k sein mag , in Beziehung auf eine gegen die

Ebne 86 senkrechte , durch den Mittelpunkt gehende Axe

ist ( § . 261 . ) — ^ k . O . r ^ , wenn sie mit der Stange

gleiche Dichtigkeit hat . Dieses Moment der Trägheit

bezieht sich auf eine Axe , die mit der Umdrehungsaxe

durch parallel und von ihr um a -s- r entfernt ist ; also

findet man ( H . 264 . ) das Moment der Trägheit der Kreiö¬

scheibe in Beziehung auf die Umdrehungsaxe

ß 77 f . O - r * - i- 7k k . O . r - ( a r ) r

— N k - O . rr r - - j - ( s - s- r ) rj . Das gesaMMtS

Moment der Trägheit des ganzen Pendels ist also

2 ^ ? ^ ^ 5D , irs r - -f ,
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seine Masse --- s v K - -s- 7? k . O r - , die Entfernung
des Schwerpunkts von ^ ist

^ s . n O -i- ( a r ) 7r k O ^- ( Statlk . § . 106 .a O 77 kO ^ ^
140 . ) , also das Product aus der Masse in diese Entfer «
nung — ^ O ' s- ( s - j- r ) 7? k O hjx
ge des einfachen isochronischen Pendels

Ir * a ? -s- «r k ( ^ -s- ( s -s- r ) ^ )
^ ^ - s- 7k 5 r - ( a -s- r )

§ . 275 . Hätte man die Masse der Stange als ganz
unbedeutend bei Seite gesetzt , so wäre

T r -
1 --- s -s- r -s- geworden .

§ . 276 . Beispiel . Wäre der Stange Halbmes¬
ser — i Linie , Länge — s — 432 '" — z Fuß , Halb -
Messer der Kreisscheibe --- 40 " — r , Dicke der Scheibe
--- 2 " , so läge der Schwerpunkt 442 Linien von der Axe,
der Mittelpunkt deö Schwunges 46z Linien von derselben
entfernt .

§ . 277 . Bemerkung . Wenn man einen Körper
solche Oscillationen um eine horizontale Axe machen läßt ,
und die Zeit dieser Oscillationen genau beobachtet : so er -
giebt sich aus dieser Zeitbestimmung die Länge — 1 des
isochronischen einfachen Pendels , dem eine solche Schwin «
gungszeit zukömmt ( § . irr . ) . Ist also zugleich die
Masse , das ist das Gewicht des Körpers — lVI und der
Abstand seines Schwerpunktes von der Umdrehungsaxe
— ^ 6 bekannt : so ergiebt sich sein Moment der Trägheit
in Beziehung auf die Umdrehungsaxe — l . vl . ^ 6 , weil

^ , Mom . d . Trägh . . . ^ ^ ^
ia auch ( § . 270 .) I ^ - no . vC Auf diese
Weise läßt sich auch unregelmäßiger Körper Moment der
Trägheit durch Versuche finden , wenn nur die Lage des
Schwerpunkts bekannt ist .
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Siebzehnter Abschnitt .

Vom Stoße geschwungener Körper an

ruhende und dem Mittelpuncte des

Hiebes .

§ . 278 . «Bemerkung . Wenn eine Kraft , indem

sie eine bestimmte Zeit durch auf die Masse M wirkt ,

dieser die Geschwindigkeit — 0 ercyeilt : so würde ste bei

ganz gleicher Einwirkung auf die Masse IVl - s- M ' dieser

die Geschwindigkeit — ertheilen , wenn die her¬

vorgebrachte Bewegung eine gradlinigte ist . Bei der

Umdrehungsbewegung hingegen ercheilt die in der Entfer¬

nung — von der Äxe wirkende Kraft — s ) der Masse

lVI in der Entfernung — r von der Ache die Winkelge »

2L . t . . O

schwindigkeit — u - - — — , aber den beiden Massen

lVl in der Entfernung r

und — lVk ^ in der Entfernung — r ' ,

sA . r . - - 0
die Winkelgeschwindigkeit - - - u ' - - -

u . M

^ r - M - s- IVI '

( § - 244 . ) .

Wenn also am Hebelarm LN ( Fjg . 74 . ) , den wir

selbst als ohne Masse betrachten , die Masse lVI in der

Entfernung — r befindlich , und so in Bewegung aesetzt

ist , daß sie die Winkelgeschwindigkeit — n !) at : so wird ,

wenn der Hebelarm an die Masse - - M " a ; stos ^ t und

diese mit fortreißr , die Winketgeschwtndigkeit jetzt in
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u . r lVI
— übergehen , wenn lVlst die Entfernung --- r'UVI r ^ IVI
von der Axe har .

Eben diese Betrachtungen ließen sich anwenden , wenn
der ganze Hebelarm aus schweren Theilen bestände und
sein Moment der Trägheit in Beziehung auf die Umdre »
hungöaxe — M . st ^ wäre ; sollte nämlich dann , indem
er sich mit der Winkelgeschwindigkeit — n bewegt , eine
neue Masse — ^ in der Entfernung — von der Axe
plötzlich mit fortgerijsen werden , so würde die Winkelge -u . IVl . st-
schwindigkeit in MUMs / - ubergehen , weil eine be¬
stimmte , in der Entfernung — § wirkende Kraft —
der Masse — lVI , deren Trägheitsmoment — lVl . st - jst,

2 Lt . t . 0 . s
die Winkelgeschwindigkeit — u , und bei
gleicher und gleich daurender Wirksamkeit den beiden ver¬
bundenen Masten IVl , MI die Winkelgeschwindigkeit

2 A . t . u . m . st -
" ^ M . st - -s- M . / - ^ M . st - -s- M ' . r - " theilt .

§ . 279 . Je entfernter von der Axe die mit forkzu -
reißende Maste M ' ist , desto größer wird ihr Moment
der Trägheit und desto kleiner folglich die ihr erlheilce
Winkelgeschwindigkeit — uJ aber ihre wahre Geschwin¬
digkeit nimmt bei größerm Abstande zu , wenn die Win¬
kelgeschwindigkeit dieselbe bleibt . Man kann daher fra¬
gen , ob es nicht eine gewisse Entfernung giebt , wo die
Masse M steh befinden muß , um die größte absolute Ge¬

schwindigkeit , welche
u . m . li - . 1̂

m . st - -j- ivst . r '- ist.
zu erlangen .

§ . 280 . Aufgabe . Eine Masse , deren Gestalt
und Große bekannt ist , schwingt sich um eine gegebne
Axe , und inan kennt ihr Moment der Trägheit — M . st -
in Beziehung aut diese Axe . Indem diese Masse sich
mir der Winkelgeschwindigkeit — u dreht , trst, c sie eine
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Masse — ^ in der Entfernung — / von der Axe , die
ste mit fortreißen muß ; man soll bestimmen , wie groß
die Entfernung — sein müsse , damit die absolute Ge¬
schwindigkeit der Masse IVl ' am größten werde .

IVl . K -Auflösung . Es Muß r - - - . , oder das
Moment der Trägheit der in Bewegung zu setzenden
Masse eben so groß , als das Moment der Trägheit der
bewegten Masse sein .

Beweis . Nenne ich — v die absolute Geschwin¬
digkeit , welche die Masse verlangt , so ist

u . ivr > K - . r
also

i ' r . lvs - V — u . M — — V » lVl .

V — u . r —

u lVI ,_ _ ' ^ 2
v IVl '

»—»»» — kr2 »
lVl ' ^ '

e' — H 7M ^ ^ ^
s 4 .

lvr
lVl '

l
i

Dieser Werth von r " hört auf möglich zu sein , wenn
- —i7 < r , oder Ir ? . ivl . < 44 . . lVI
oder 2 v > u . V^lVI ist . Also ist

N
v --- Z uIr der größte Werth , den v erlangen
kann . Wenn dieser erreicht ist , so verschwindet der irra -
tionale Theil und es ist

u . lVl . k - u . M . kr . . lVIr ' —
2 . V . lVl u . >/ L1 . N

, lVl . Ii »
also r - --- i " .

§ . 289 . Wäre die bewegte Masse M ein cylindri -
scher Körper , den man als eine bloße Linie von der Länge
--- g betrachten könnte : so würde , wenn diese sich um eine
durch ihren Endpunkt gehende , auf sie senkrechte Axe
dreht , ihr Moment der Trägheit — s M a - sein , wenn

>
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man unter Al die Masse der ganzen Linie versteht . Soll

also mit dieser eine Masse — n . lVl mit fortgerissen

werden , so muß , damit dre absolute Geschwindigkeit am
r ^ 2 j

größten sei r - - - r ' — s ^ sein , also zum

Beispiel r f a , wenn eine dreifach so große Masse

mit fortgertssen werden soll ; dagegen r ' — ^ — o , ; 8 . a »

wenn eine Masse — IVl fortzubewegen ist .

§ . 290 . Bemerkung . Wenn der Masse — lVk

Moment der Trägheit - - IVl . K - »st in Beziehung auf

die Umdrehungsaxe : so ist die Gewalt , welche der ge¬

drehte Körper in der Entfernung — k von der Axe aus¬

übt , genau so groß , als wenn seine ganze Masse in dieser

Entfernung vereinigt wäre . Denn eine gleiche Kraft

würde den Körper dessen Trägheitsmoment — lVl K - ist ,

und würde eine Masse — Min der Entfernung — K von

der Axe , in völlig gleiche Bewegung setzen ; oder eine

Kraft — , in der Entfernung — k von der Axe wir¬

kend , würde in beiden Fällen gleichzeitig dieselbe Winkel¬

geschwindigkeit Hervorbringen , oder eine schon erlangte

Winkelgeschwindigkeit auf gleiche Weise hemmen , wenn

sie der Bewegung entgegen wirkte . Diese sich drehende

Masse übt , wie sich nun leicht übersehen läßt , auf einen

in der Entfernung — r liegenden Punct , eben den Druck
IVl . K -

aus , als ob dort eine Masse — — vereinigt wäre ;

lVI . Kr
denn eine solche Masse - - —— N in der Entfernung
— r fordert , um irgend eine Winkelgeschwindigkeit u
zu erlangen , die bewegende Kraft

u . r - N ulVlkr

— y ^ 2§7 ' r ' e ^ wenn d . ese Kraft in
der Entfernung — dle Zelt — t durch wirket ; und

eben so groß müßte sein , um bei derselben Entfernung
— k in derselben Zeit der Masse , deren Träghensmo -
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ment — KI li ? ist , eben die Winkelgeschwindigkeit zu er «

theilen .

291 . Bewegt sich also der Körper X6 ( Zig . 89 . ) ,
dessen Trägheitsmoment — KI ^ ^^ ,^^mten
Winkelgeschwindigkeit — u um die Axe 6 , und trifft bei
X einen unbeweglichen Widerstand , in welchen er eine
Höhlung von der Tiefe — 8 eindrückt : so wird die Tiefe
dieser Höhlung eben so groß sein , als ob in X die Masse

KIK -

N " " t der Geschwindigkeit — u . LX wirkte .

Die Tiefe der Höhlung war aber dem Quadrate der Ge¬
schwindigkeit und zugleich der Masse proportional ( § .

KI K -
22Z >) , also hier dem Producte propor¬

tional ; die Tiefe der in den festen Widerstand eingedruck¬
ten Höhlung bleibt also gleich groß , der Punct X mag
der Axe näher oder entfernter von ihr liegen .

H . 292 . Bemerkung . In dieser Hinsicht scheint
« S also gleichgültig zu sein , mit welchem Puncte X der
feste Widerstand getroffen wird ; man kann aber dennoch ,
in Rücksicht auf eine andre Bedingung einen Punct X an¬
geben , wo der getroffene feste Widerstand die vorcheilhaf -
teste Lage hat . Ist dieser Widerstand so fest , daß kein
erheblicher Eindruck darin gemacht wird : so muß bei der
beinahe plötzlichen Hemmung der Bewegung ein Bestre¬
ben des 'geschwungenen Körpers entstehen , sich um X zu
drehen . Würde nämlich in demselben Augenblick , da X
getroffen wird , 6 losgelassen : so würden vermöge der
Trägheit sowohl die zwischen X und 6 liegenden Theilchen

als die jenseits X nach L zu liegenden Theilchen ihre Be -
wegung fortzusetzen streben . DaS Bestreben der erstem
würde , wenn 6 loSgelasten wird , eine Drehung um X
gegen O zu , das Bestreben der andern eine Drehung
um X gegen L zu bewirken , und der Körper LL wird
nur dann ganz zur Ruhe kommen , wenn beide Bestrebun¬
gen einander genau aufhebcn . Auch wenn L festgehalten
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wird , sind diese entgegengesetzten Bestrebungen nicht ganz

ohne Wirkung ; in diesem Falle nämlich entsteht ein Druck

auf die Axe in L , und dieser Druck ist gegen O zu ge¬

richtet , wenn die in ^ 6 liegenden Theilchen mehr vermö¬

gen , im entgegengesetzten Falle ist er von O abwärts ge¬

richtet .

Es giebt also einen Punct ^ , für den jenes entgegen¬

gesetzte Bestreben sich ganz aufhebc , und folglich , auch

wenn 6 frei würde , die Bewegung ganz aufhört , also

auch auf die festgehaltene Axe 6 sich gar kein Druck

äußert . Diesen Punct wollen wir zu bestimmen

suchen .

H . 29z . Aufgabe . Die feste grade Linie M

( Fig . 90 . ) , die hier als ohne Masse betrachtet wird , ist

in den Puncten lVI und Hs mit den Massen - - - HI in HI

und — Hs in Hl belastet . Indem sie sich mit der Winkel¬

geschwindigkeit — u um eine auf LHs senkrechte durch O

gehende Axe dreht , trifft sie in ^ auf einen festen Wider¬

stand ; man sucht , wo dieser Punct liegen muß , da¬

mit , beim Auftreffen , die Axe L keine Gewalt auszuhal -

ten habe .

Auflösung . Es mußH .0 gleich sein dem Quotien¬

ten , >. der aus dem Momente der Trägheit der beiden Mas¬

sen lVI . Hs in Beziehung auf 6 , dividirt mit dem stati¬

schen Momente beider Massen in Beziehung auf L gefun¬
den wird .

Beweis . Da in dem Augenblicke des Stoßes die

Winkelgeschwindigkeit beider Massen — u , also die wahre

Geschwindigkeit - - tülVI . u für die Masse HI ,
— 6Hs . u für die Masse ist : so ha¬

ben wir für HL die Quantität der Bewegung ( § . 21b . )
— 6lVl . HI . u , und für Hl dieselbe --- LHs . N . u .

Nenne ich nun k die Kraft , welche in einer bestimm¬

ten Zeit der Masse Hs die absolute Geschwindigkeit

CHs . u ertheilen könnte, so muß ich —
x . civl . ivl . u

II . Theil .
OHs . Hs . u
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diejenige Kraft nennen , welche der Masse HI die Ge¬
schwindigkeit — LHI . u ertheilen könnte . Es ist daher
hier so gut als ob in N die Kraft — ? » in Hl die Kraft
--- H wirkte , und dieser Kräfte statische Momente in Be¬
ziehung auf den jetzt unterstützten Punct H , sind

x . HHs ; (Z . HHl .
Sollen diese gleich sein , damit beider Kräfte Wirkungen

? IVl
sich aufheben , so muß , welches - - " — war,

^ ? . HHs ^ .
zugleich auch -- - 1 sem ; oder

HHl . LHl . Hl --- Hl^ 6l>s . N , sein ,
das ist ( HL — LlVl ) LM . Hl — ( LlXl — ^ L ) LHl . Hl .
oder HL fLHI . HI -j- LHl . Nj - LHI - . HI -s- L ^ . Hs,

Hl . LHl - -s- Hl . LH -
also HL — ^ Zahler das
gesammte Moment der Trägheit beider Massen , der Nen¬
ner das gesammte statische Moment beider Massen ist .

tz. 294 . Es läßt sich leicht übersehen , daß etwas
ganz AehnlicheS Statt finden wird , wenn mehrere Mas¬
sen an jener graden Linie befestiget sind . Auch dann hat
man nur nöchig , die Momente der Trägheit aller einzel¬
nen Massen in Beziehung auf die Drchungöaxe L in eine
Summe zu bringen , und sie mit dem statischen Momente
aller Massen in Beziehung auf 6 zu dividiren ; der Quo¬
tient giebt den Abstand LH desjenigen Punctes , wo die
geschwungene Linie auftreffen muß , um ganz zur Ruhe zu
kommen , und keinen Druck auf 6 auszuüben .

§ . 295 . Eben dieses gilt noch , wenn alle einzelne
Theilchen des Körpers HL schwer sind oder Masse haben .
Da aber dann statt des statischen Momentes aller einzel¬
nen Theile in Beziehung auf die Axe besser die ganze
Masse als in ihrem Schwerpunkte 6 vereinigt angesehen ,
und daö statische Moment aller Theile durch ein Product
aus der ganzen Masse in den Abstand des SchwerpunctS
von der Axe auögedrückt wird : so bestimmt man nun die
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Läge des Punctes wo der Körper auftreffen muß , um
keine Wirkung aufdieAxe 6 zu äußer » / durch das üno -
Ment der Trägheit des ganzen Körpers , divioirl durch
das Product aus der ganzen Masse ln den Abstand ihres
Schwerpunkts von der Axe .

K . 296 . Bemerkung . Der Punct liegt also
eben da , wo nach K . 270 bis 272 . der Murell . ui .cc des
Schwunges läge , wenn LN als schwerer Körper seine
Oscillatwnen um die horizontale Axe 6 machte . Man
könnte den eben bestimmten Puncr ^ . , wo der Hieb tref -
fen muß , damit die Bewegung des geschwungenen Kör¬
pers ganz aufgehoben werde , ohne daß ein Bestreben ,
sich um den getroffenen Puncc zu drehen , entsteht , den
Mittelpunkt des Hiebes geschwungener Körper
nennen , und eö -erhellt , daß dieser auch bei horizontaler
Drehung oder Schwingung , wo also die Schwere gar
nicht auf die Bewegung des Körpers einwirkt , eben da
liegt , wo wir bei schweren oscillirenden Körpern den Mit -
telpunct des Schwunges fanden .

§ . 296 . b . Diese Betrachtung erlaubt eine ernsihüs -
tere Anwendung . Sie lehrt nämlich vie Drehungsaxe
finden , um welche ein Körper im ersten Augenblicke sich
zu drehen anfangt , wenn irgend eine Kraft auf eine »
Punct desselben so wirkt , daß ihre Richtung nicht durch
den Schwerpunkt geht . Stößt z . B . ein andrer Körper
an einen ruhenden und geht die Richtung des Stoßes
nicht durch den Schwerpunkt des ruhenden , so nimmt
dieser zwar eine fortrückende Bewegung an , fängt aber
zugleich an sich um diejenige Axe zu drehen , die durch
ähnliche Betrachtungen , wie unsre vorigen , als diejenige
bestimmt wird , welche im Anfänge der Drehung gar keine
Gewalt leidet . Aber da diese Drehungsaxe nicht wohl
eine der Hauptapen fiin kann , so kann sie nicht fort¬
dauernd die Axe der Drepung bleiben , und hierin liegt
eine Hauptschwierigkeit bei der Bestimmung der freien
Bewegung rotirender Körper , daß die Drehungsaxe ,
wenn sie nicht eine Vee Haupcaxen ist , sich , selbst ohne

R ->



skc > II . THl . Die Gesetze der Bewegung fester Körper .

neue Einwirkung fremder Kräfte , unaufhörlich ändert ,
und man also nicht bloß die Drehungen um eine bestimmte
Axe , sondern die jedesmalige Lage der Axe selbst , die
Drehungsgeschwindigkeit um diese Axe und das Fortrücken
des ganzen Körpers ausdrücken muß .

Diese schmierigen Untersuchungen lassen sich ohne seh »
viel vollkommnere Vorkenntnisse nicht anstellen .

Zusatz für geübtere Leser .

Nimmt man an , jedes Theilchen N der Linie ( M , dessen

Länge — clx ist , sei mit der Masse — cM belastet , die durch

eine Function von M — x gegeben ist , so hat bei der Drehung
um L mit der Winkelgeschwindigkeit — u , die Masse äN die Ger

schwindigkeit — u . x , und um diese hervorzubringcn oder zu

hemmen muß die bewegende Kraft äk die Zeit t

durch wirken . Dieser Kraft Moment in Beziehung auf A ist
— clk . ( x — r ) , wenn LL -- -n - ist . Da das Moment der

Kraft auf diese Weise für jedes Theilchen ausgedrückt wird , dieses

Theilchen mag diesseits oder jenseits ü . liegen : so ist

- ^ 7 ( / x ^ äSä — r ^ x cIN ) , der Ausdruck für die Summe aller

Momente in Beziehung auf einen Punkt A dessen Abstand von 6 ,

- - - r ist . Dieser Ausdruck gilt für jeden Werth von r ; soll aber

die Summe aller Momente — o sein , oder sollen die Kräfte sich

im Gleichgewichte erhallen , so muß r — sein . Und

hier ist / x ^ äN das Moment der Trägheit , ^ x 6 !ll das statische
Moment für den ganzen Körper in Beziehung auf die Are 6 .



Achtzehnter Abschnitt .

Anwendungen auf die Umdrehung von Rä¬
dern bei Maschinen .

§ . 297 . Äufgabe . Am Umfange des verticalen Ra¬
des ek ' ( Fig . 91 . ) befindet sich eine Masse HI , die durch
ihr Gewicht das Rad zu drehen strebt ; diese muß , indem
sie die mit ihr verbundene Welle HI zugleich mit zu dre¬
hen genöthiget ist , die Masse heben . Wie wird die
Bewegung beschleuniget werden , wenn die Masse Hl das
Uebergewicht hat , und die Welle HI in der Unterlage sb
ruht , und dort eine , dem Drucke proportionale Reibung
leidet .

Auflösung . Wenn der Halbmesser des Rades
------ 66 — k , der Halbmesser — 6H der Welle ---- r ist ,
und beide concentrisch sind , das Rad aber die Dicke —
die Welle dagegen die Länge --- s hat : so ist das statische
Moment des Gewichts Hl , -- - lVl . k , das statische
Moment des Gewichts H . r . Daö Gewicht
von Rad und Welle sei — so leidet die Unterlage der
Welle den Druck — Hl -s- H -k- ? , die Friction kann also
-- k ( Hl ss- H - j- k ) und ihr Moment — k . r ( Hl -i - H -j- k )
gesetzt werden . Hier sollen nun die Kräfte nicht im
Gleichgewichte sein , sondern Hl eine wirkliche Bewegung
Hervorbringen . Denken wir uns statt der Kräfte , die
am Umfange der Welle wirken , die ihnen gleich wirken¬
den am Umfange des Rades : so ist eö hier so gut , als ob

eine Kraft — Hl — ^ ( N -s - k ( ? - s- Hl - s- N ) ) am Um¬

fange des Rades wirkte . Suchen wir nun das Moment
der Trägheit der verschiedenen Massen : so ist dieses
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für das rylindrische Rad — 4 -4 77 ( nach § . 26z . ) ,
für die Wule — ^ n 77 1,-4 ,
für die Alaße LI — AI . 11 ^ ,
für die Vla >se N 22: A>s . r ^ .
Die Sun , ine dieser Momente der Trägheit mag — I hei¬
ßt» : >o ist nacl > Versalif der Zeit ^ r die erlangte Win¬
kelgeschwindigkeit ( § . 242 . ) ,

2 . MN — — rk -f- M ? ) >

u - 1

Die wahre Geschwindigkeit , mit welcher die Last Lll fort -
ructc »st also — u . r .

§ , 298 . Fände die Reibung nicht am Umfange der
Welle seldst Starr , sondern am Umfange eines Zapfens
von kleinerin Halbmesser — ? » so wäre hie Geschwindig¬
keit der Last

i- x . r . t . -lNLI — rN — - ( k -l- LI -s- N ) )
— u . r — - - -— — !- 7— — ,

Diese Geschwindigkeit nimmt bei der Vergrößerung von
r allerdings zu , wenn die Winkelgeschwindigkeit dieselbe
bleibt ; aber die Vergrößerung von r macht zugleich die
Winkelgeschwindigkeit geringer . Es laßt sich daher fra¬
gen , ob nicht irgend ein Werth von r der vortheilhafteste
sei , bei welchem nämlich das Fortrücken der Last am
schnellsten geschehe .

§ , 299 . Aufgabe . Denjenigen Werth von r ,
bei übrigens gleichen Umstanden zu finden , bei welchem
nach Verlauf eben der Zeit die Geschwindigkeit der Last ,
welche -7^ u - r war , am größesten ist .

Auflösung . Setze ich u . 1222 v , so ist
L ^ . r . k — rN — §k ( k -s- LI -s- lM

^ z 77 ch- z 27 , r ^ " '
Wir wollen zur Erleichterung der Rechnung annehmen ,
haß bei verschiedenen Werthen von r zugleich a so abge -
ändert werde , daß zeinen gleichen Werth behalte ,
damit HgH Moment hex Trägheit für hie ganze Helle im «
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mer gleich sei . Dann wird es bequem sein , die von r
unabhängigen Glieder so zusammen zu fassen , dass wir

klVl - e . k ( k M -i- N ) ---- L
und

2Z . r . t ( 8 — iM )
also v — - o
Das giebt 6v . r^ . V — LZ r t 8 — 2Z . t,
oder r - ( N . v -i- LNZ . t ) — 2§t . r . 8 - -- — Lv ;

2Zt - r . 8 — 6v
^ ( V ss- t ) K ( V -i- 2 Zt ) '

A . t . L ^ ( v -si 2Z t ) l
^ ^ ( v -s- 2Zk ) I>l ( v -s- L Z t )

Offenbar ergeben sich hier unmögliche Werthe , wenn
LN -j- 2Z t v . M > Z ^ 1? 8 ^ ist ; also giebt

V " -s- 2Z t V — den größten möglichen Werth

für v , oder v — — Zr -ss- "i" 8 ^ , ist
der äußerste Werth , den v erlangen kann , und mit die¬

sem gehört v -s- 2Zr — Zr Ak 4-
Z . r

also r ---
8 8

N ( v -l - 2Zt )

zu -

sammen .
Dieser Werth ist also der passendste , welchen r erlan¬

gen kann , und ihm gehört die Winkelgeschwindigkeit

H . zoo . Beispiel . Es sei ^ r ; 8 — 20 ;
und s . r ^ werde immer — 8 ^ — 160000 , genommen ;
? — 20 ; IV1 -I- loo ; ^ looo , also , wenn
k — §

0 , 3
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1955 , 2 .
6 — A 2k ( 2 -s- 542656 .
8 L - .
^ — 1 , 9552 ; ^ - s- l — 1 , 00705 ,

also r — 0 , 98 .

Hier ist die Dicke des Rades — ^ als Längen - Einheit
gebraucht , und die zugehörige Cubic - Einheit liegt bei den
Gewichten als Einheit zum Grunde , indem der Inhalt
von Rad und Welle mit ihrem Gewichte als gleich ange¬
sehen lst . Das Rad ist betrachtet als eine ganze , aus
gleicher Materie wie die Welle , bestehende Scheibe .
Wäre es nach Art der Räder nur aus einem massiven
Ringe und graben Speichen zusammengefügt : so müßte
man das Moment der Trägheit für die Speichen , die man
als grade Linien ansehen konnte , besonders suchen , unh
auch für den massiven Ring besonders . Auch müßte man
überlegen , ob man wirklich die Welle so überaus lang
nehmen könnte oder zu nehmen angemessen fände , daß
ki . r ^ — würde , sonst könnte man » , r ^ — ^ ^ . 1^
setzen und n so annehmen , wie es ohngefehr die Umstände
erlaubten . Im Wesentlichen bliebe die Rechnung indeß
immer dieselbe .

§ . Zoi . Bemerkung . Wir haben hier die Be¬
trachtung so angestellt , als ob sowohl die Massel , als
die zu hebende Masse am Rade und an der Welle selbst
befestigt wären , und dennoch immer mit dem ganzen Mo¬
mente — r . Ml und rm wirkten . Die , ganze Betrach¬
tung bleibt aber dieselbe , wenn MI und Ml Gewichte sind ,
die bei MI und an einem Seile herab hangen . Es
scheint zwar dann , als ob für diese Massen , da sie nicht
selbst mit in Umdrehungsbcwegung qerathen , das Mo¬
ment der Trägheit nicht so berechnet werden dürfe ; aber
eine leichte Ueberiegung zeiget , daß , wofern Ml , Ml wirk¬
lich in Bewegung gesetzte Massen sind , man ihr Moment
der Trägheit eben so berechnen müsse , als ob sie am Um¬
fange von Rad und Welle selbst befestiget wären . Das
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Moment der Trägheit kam ja dadurch in die Rechnung ,
daß eine das Rad drehende Kraft sich unter die zu bewe¬
genden Massen nicht im Verhältniß der Massen allein ,
sondern im Verhältniß der Products aus den Massen in
die Quadrate der Abstande vom Centro austheilte ; aber
dieses würde auch hier der Fall sein , wenn Massen
in verschiedenen Entfernungen vom Centro an Seilen her¬
abhängen , da erstlich ihr statisches Moment und zweitens
ihre Geschwindigkeit dem Abstande vom Centro propor¬
tional ist ; und folglich kommt ihr Moment der Trägheit
eben so in die Rechnung , als ob sie in n und Kl am Rade
selbst befestigt wären .

§ . ZO2 . Bemerkung . Auch von einer andern
Seite läßt sich unsre Betrachtung noch allgemeiner machen .
In § . 297 bis 299 . haben wir Masse und Gewicht als
gleich betrachtet , so wie eö geschehen muß , wenn beide
Massen iVl , lV mit ihrer ganzen Schwere niederwärts
wirken ; dagegen würde man das Gewicht der Masse N
nur — . Sin A setzen dürfen , wenn diese Masse auf
einer , unter dem Winkel --- cp gegen den Horizont ge¬
neigten Ebne sollte heraufgezogen werden . Etwas Aehn -
licheö könnte von der Masse lVl gelten . Unsre Untersu¬
chung wird daher allgemeiner , wenn wir die von der
Masse M ausgeübte Kraft — p , die von der Masse N
ausgeübte Kraft ----- <1 setzen ; und unsre im 297 . H . ge¬
führte Rechnung sähe dann so aus :

Moment der Kraft U . x ; der last -- r . ^ ;
Moment der Reibung — §>. k .

Das Moment der Trägheit bleibt dasselbe , da die Massen
Acl , allemal müssen in Bewegung gesetzt werden , selbst
wenn sie bloß horizontal forkgezogen würden ; also ist uun
die Winkelgeschwindigkeit

— r . y —
" " " ,4 n -i- ar4 ) -s- M . kr -s- N . r - '

und die wahre Geschwindigkeit der zu hebenden Masse
wird am größten , wenn
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ist , und die am Ende der Zeit t erlangte Winkelge -

§ . Zoz . Wäre also die Masse auf einer horizon¬
talen Ebne fortzuziehen , so wäre g — k . ^ , nämlich bloß
der Reibung gleich , und darnach die Rechnung leicht zu
führen . Bei der Reibung , welche der austiegende Za¬
pfen des Rades leidet , müßte man hier etwas anders
rechnen , weil F . ( p -s- H -f- l? ) nur dann die Reibung dar -
stellc , wenn der Zapfen von der ganzen Last p - s- y -s-, ?
gedrückt wird ; wirkte die Last — H nach horizontaler Rich¬
tung , so ist der gesummte Druck , den der Zapfen leidet

Z . 304 . Die hier Angestellten Untersuchungen finden
in vielen Fällen Anwendung . Das oberschlächkige Was¬
serrad , wo das in deck Kästen aufgefangene Wasser ,
durch sein Gewicht das Rad umtreibc , gehört hieher ;
- enn da hier , mit geringem Unterschiede , immer derselbe
Theil des Raves mit einer immer gleichen Wasserlast be¬
schwert ist , so kann man diese Masse so in die Rechnung
bringen , wie es hier mit der Masse IVI geschehen ist .
Dabei finden zwar noch einige andre Ueberlegungen Statt ,
z . B . wiefern das einstürzende Wasser eine andre Bewe¬
gung hat , als der fortrückende Puncc lVl des Rades ; aber
die wesentlichsten Umstände , worauf es ankömmt , lassen
sich schon hier übersehen ,

Eben so gehören hieher die Treträder , wo ein Mensch
das Rad dadurch in Bewegung setzt , daß er sich immer in
einer gewissen Entfernung 15 von dem niedrigsten Puncte
des Rades hinsiellt , und durch sein Gewicht die Drehung
des Rades bewirkt »

r ^ k - x — e -
( k . p -

<4 7r ( L . . K4) - I- 1̂ ) n

schwindigkeit ist dann
§ k ( p -l- c; -f- 1 )

^ 77 ( ar4 -f - ^ . U4 ) ch - 1VIi
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Da es nicht meine Absicht ist , in die eigentliche Ma¬
schinenlehre einzugehen : so kann ich über die sonst hiebei
vorkommenden Betrachtungen nichts hinzufügen .

H . zo ; . Aufgabe . An dem Umfange des Rades
eines Räderwerkes ( H »g . 92 . ) wirkt das Gewicht

— p , um die käst - ^ zu heben , die am Umfange der
Welle 6O des letzten Rades angebracht ist . Man sucht,
mit welcher beschleunigten Bewegung di ? Last gehoben
wird , wenn p die Ueberwuchc hat .

Auflö su n g . Die Halbmesser der Räder 8 ^ . — a ,
DO — b , L6 -- e und der Wellen ^ 8 ^ « , OL — A .
6O — sind gegeben ; auch kennt man das Moment der
Trägheit des ersten Rades mit seiner Welle — des
zweiten mit seiner Welle — lVl . m? , des dritten mit seiner
Welle N , wo 8 , lVl , die Masten dieser ein¬
zelnen Theist bedeuten - Da nun das Moment der Träg¬
heit der Last in Beziehung auf die dritte Umdrehungsaxe
^ ist ( wenn die Masse — heißt , deren Gewicht
— ei ist , ) , so ist für die um O bewegten Massen die Sum¬
me der Momente der Trägheit — und
es ist folglich eben so gut , als . ob in L , in der Entfernung
— c von der Axe eine Masse — 3 — - - ange .
bracht wäre ; denn diese würde eben das Moment der
Trägheit haben .

Wäre wirklich ' diese Masse 5 in L angebracht , so
hätte sie in Beziehung auf die zweite Axe ein Moment der
Trägheit — 8 . Ar und das gesammte Moment der Träg¬
heit der um O bewegten Massen wäre

. , O . >) , r Ar . A ?-s- — ^ 4N , in - ,
also eben so groß als das Moment der Trägheit einer in V
angebrachten Masse — 8 , wenn

s ) ^ A ? , ^ 11^ Ar^ ^ " er br -i- ' Ware ,
Wenn diese Masse in der That an 8 angebracht wäre,
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also so fortgeschoben würde, wie es die Drehung der Welle
fordert , so wäre der fämmrlichen um bewegten

Massen Moment der Trägheit — k . -l- K -j - ? . a - ,
wenn des Gewichts — x , Masse — k ist .

Da nun das statische Moment der Kraft p p . n
ist , das statische Moment der Kraft y in Beziehung auf

0 . . /3 . LS

eben die Axe dagegen — — ^ — : so ist , wenn man
n V 6 cs

die Reibung nicht beachtet PS — - die in rr wir «
kende bewegende Kraft , also nach Verlauf der Zeit
die Winkelgeschwindigkeit — u deö Rades

- ^ p a — - I) e
rr

tz , di » 2 / ^ 0,- , , N NI-t-' ti
Die Winkelgeschwindigkeit des letzten Rades ist
_ « - 6 _

b . e '

2A t ( xsbo . « . /Z — ci -/ )

§ . zo6 . Auch hier könnte man suchen , bei welchen
' Verhältnissen zwischen den Halbmessern der Räder und

Wellen die Last am schnellsten gehoben wird ; aber da Be¬
trachtungen dieser Art , um anwendbar zu sein , mit ge¬
nauerer Rücksicht auf alle Umstände , wie sie wirklich bei
einer bestimmten Maschine Vorkommen , angestellt werden
müssen , so halte ich eö für überflüssig , hier dabei zu ver¬
weilen .

Daß übrigens diese Lehren bei Beurtheilung der Be¬
wegung einer Maschine unentbehrlich sind , erhellt wohl
hinreichend ; die bestimmtere Anwendung aber muß aus
Büchern , die umständlich von der Maschinenlehre han¬
deln , erlernt werden .



Die Gesetze der Bewegung flüssiger Körper.

Erster Abschnitt .
Vom Ausfließen flüssiger Körper aus Ge»

säßen durch sehr enge Oeffnungen .

§ . r . Erklärung . Die Hydraulik oder Hy¬
drodynamik ( denn beide Namen werden fast als gleich¬
bedeutend gebraucht ) umfaßt die Lehren von der Bewe¬
gung flüssiger Körper .

H . 2 . Bemerkung . Die Bewegungen , welche
ein flüssiger Körper annehmen kann , sind so mannigfaltig ,
daß eine allgemeine theoretische Betrachtung derselben gro¬
ßen Schwierigkeiten unterworfen ist . Es lasten sich zwar
mit Hülfe der höhern Analysis Formeln angeben , denen
jede Bewegung irgend eines flüssigen Körpers gemäß sein
muß , indem auch hier die entstehende Bewegung den be¬
wegenden Kräften eben so entsprechen muß , wie bei festen
Körpern , und jedes , abgesondert gedachte Stückchen des
Flüssigen zwar vielleicht beim Fortfließcn seine Gestalt,
aber gewiß nicht seine Masse ändern kann ; aber diese
Formeln sind noch so weit von einer allgemeinen Anwend¬
barkeit auf alle vorkommende Fälle entfernt , daß selbst die
gediegensten theoretischen Schriften nur bei wenigen ein -
fächern Arten der Bewegung in das Einzelne einzugehen ,
und diese Bewegungen vollständiger zu beleuchten im
Stande sind .
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§ . z . Bemerkung . Um die verschiedenen Be¬
wegungen , die ein flüssiger Körper annehmen kann , bes¬
ser zu übersehen ^ kann man die einfacheren Fälle der Li¬
nien - Bewegung und der Flächen - Bewegung von denjeni¬
gen trennen , wo die Bewegungen aller Theilchen nach
allen Richtungen gehen können . Man versteht unter Li¬
nien - Bewegung den Fall , wo der flüssige Körper in eine
enge Röhre eingeschossen so forkfließt , daß alle Theilchen
die in demselben Querschnitte der Röhre sich befinden ,
einerlei Geschwindigkeit haben , und genau oder doch bei¬
nahe sich nach parallelen Richtungen fortbewegen . Da¬
mit dies genau der Fall sei , müßte die Röhre überall gleich
weit sein , mögte aber sonst , ihrer Längen - Richtung nach ,
jede willkürliche Gestalt haben . Die hieher gehörigen
Betrachtungen lassen sich indeß noch anwenden , wenn
auch nicht alle Querschnitte der Röhre genau gleich sind ,
wofern man nur annehmen kann , daß nahe genug alle
Theilchen desselben Querschnitts auf gleiche Art fortrücken .
Vtqn rechnet hieher auch den Fall , wo Wasser aus einem
überaus weiten Gefäße durch eine sehr enge Oeffnung auS -
fließt , weil hier wenigstens ein gleiches Sinken aller Was -
serschichcen in dem weiten Gefäße kann angenommen
werden .

Von der Flächen - Bewegung giebt die Bewegung des
Wassers in graden Canälen das passendste Beispiel .
Sind die Wände dieses Canales parallel und vertical ,
und alle auf die Längen - Richtung des Canals senkrechte
Querschnitte rechtwinklichte Parallelogramme : so kann
freilich in den verschiedenen Puncten des LängenschnittS
die Bewegung verschieden sein ; aber gewiß bleibt jedes
Theilchen beständig in derselben Vertical - Ebne , und alle
Theilchen , die sich in einerlei auf den Längenschnitt senk¬
rechten Horizontallinie befinden , haben ganz gleiche Be¬
wegung , so daß man nur die Bewegungen in einem ein¬
zigen Längenschnirte zu untersuchen brauchte , um sie für
alle Längenschnitte zu kennen . Eine solche Bewegung
könnte eine ebene Bewegung heißen . Aber ähnliche
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Betrachtungen würden auch für gekrümmte Canäle Statt
finden , oder überhaupt da , wo die Bewegungen jedes
Theilchens gewissen Flächen folgen .

Unter diesen einfacheren Fällen sind die Linien - Be¬
wegungen die einzigen , deren Gesetze sich etwas genauer
darstellen lassen , und bei idiesen allein werden wir daher
verweilen .

Anmerkung . Euler hat Mit Recht die besondere Bei

trachtuug der Linien - Bewegung und Flächen , Bewegung

flüssiger Körper empfohlen ; er selbst aber hat nur die Ge¬

setze der erstem genauer entwickelt . Einige Versuche , die

Formeln für die Flachen - Bewegung weiter aufzulöscn ,

habe ich in den Zusätzen zu Eulers Gesetzen des Gleich¬
gewichts und der Bewegung flüssiger Körper ( Leipzig , bei

Crusius . 1806 . ) gemacht , und außer diesen Bemühungen

wüßte ich kaum etwas anders als Gerstners Theorie

der Wellen ( die auch in seneN Zusätzen erläutert ist , ) als

hieher gehörig anzuführen .

§ . 4 . Bemerkung . Wenn ( Fig . 9g . ) das mit
Wasser gefüllte Gefäß ^ .LOlS bei LI ) eine kleine Oeff -
nung hat : so wird das Wasser , wenn die Schwere auf
dasselbe wirkt , durch diese Oeffnung ausfließen . Ist das
Gefäß sehr weit , so wird das Herabsinken der hohem
Schichten sehr langsam sein , so daß man das in die Oeff¬
nung eintrctende Wasser als ohne Geschwindigkeit , oder
als hier erst seine Geschwindigkeit erlangend , ansehen
kann . Jedes in die Oeffnung eintretende Theilchen des
Flüssigen wird nur eine kurze Zeit durch beschleuniget , weil
der Druck des Wassers im Gefäße offenbar nicht mehr
auf das Theilchen wirkt , sobald es durch die Oeffnung
ins Freie gelangt ist . Auf diesen Betrachtungen beruht
die Bestimmung der Schnelligkeit des ausfließenden
Wassers .

Eigentlich ist die Voraussetzung , daß alle kn
einerlei Horizontal - Schichten liegenden Wassertheilchcn
gleich schnell fortgehcn , nur für die höheren Schichten
richtig . In den untersten Schichten , wie etwa bi ,
bleibt das seitwärts stehende Wasser bei bKL und 11O
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ganz ruhig , und eS bildet sich gleichsam ein Trichter , in

weichem das Wasser gegen LO herabfließt . Hiedurch

wird freilich veranlaßt , daß das Wajser nicht ohne alle

Geschwindigkeit ist , indem es am Anfänge der Oeffnung

in diese eincritt ; aber wir werden dennoch zuerst die Sache

so betrachten , und nachher sehen , welche Aenderuugen

etwa wegen jenes Umstandes eintreten .

H . b . Lehrsatz . Wenn in dem Gefäße ( Fig .

9z . ) ein tropfbares und schweres Flüssiges enthalten ist ,

welches durch die , in Vergleichung gegen die horizontalen

Querschnitte des Gefäßes , enge Oeffnung LO ausfließt : so

ist die Geschwindigkeit des auöfließenden Wassers so groß ,

als die Geschwindigkeit , die ein die verticale Höhe HI

frei durchsallender Körper in I erlangt hätte , wenn näm¬

lich ttl gleich der verticalen Tiefe der Oeffnung unter der

Oberfläche des Wassers ist .

Beweis . Wenn wir uns das grade an der Oeff¬

nung liegende Wassertheilchen denken , so wirkt aus dieses

der ganze Druck der höhern Wafferschichten . Nenne ich

also den Querschnitt der Oeffnung , ü HI die Höhe

der drückenden Wassersäule : so ist , wenn ich das Gewicht

einer Wassersäule durch ihr Volumen darftelle , jener

Druck auf die gagze Oeffnung — ik . k>. Dieses ist die

bewegende Kraft , welche das in der Oeffnung liegende

Theilchen forttreibt . Denken wir uns nun diese Kraft

eine kleine Zeit -- - - t durch wirkend , so ertheilt sie dem

Wassertheilchen eine Geschwindigkeit - - c . Hätte das

Wassertheilchen , welches den Querschnitt der Röhre aus¬

füllt , sogleich diese ganze Geschwindigkeit gehabt : so

wäre 6 . t . ik die in der Zeit — t ausfließende Wasser¬

masse ( weil v den in i Sec . durchlaufenen Raum anzei -

gen soll ) ; aber nicht c ist die Geschwindigkeit während

der ganzen Zeit — r , sondern die Geschwindigkeit

nimmt von o bis a zu , oder die ersten Theilchen des klei¬

nen Wasserkörpers haben zwar die Geschwindigkeit — e ,

die letzten unterdeß erst eintretenden die Geschwindigkeit

- - - o und die mittlere Geschwindigkeit ist folglich — ? o ,



i . Abschn . Vom Auöfließen flüssiger Körper rc . 27Z

die ausfließcnde Mage — Z- e . t . 8 . Dieses ist die
Maste , welche durch die bewegende Kraft — 8 . ft fort -
gedrängt , in der Zeit — t dre Geschwindigkeit — 0
erlangt , und es ist folglich ( Mechan . K . 35 . 2g . )

§ . kr

o — 2§ . THZ - »ndem hier ( Mechan . § . 28 . )
L — 8 . ft und lVl — ^ 0 . t . 8 ist .

Hieraus folgt 0 ^ — 4 ^ ft oder e gleich derjenigen Ge¬
schwindigkeit , die ein von der Höhe — ft frei herabfallen¬
der Körper erlangt hätte .

Da jedes folgende Theilchen eben so beschleuniget
wird , indem es durch die Oeffnung dringt , so bleibt diese
AuSflußgeschmindigkeit immer dieselbe , so lange die Was¬
serhöhe HI — ft dieselbe bleibt «

§ . 7 . Dieser Beweis ist nicht völlig strenge . Er ist
es desto weniger je minder wahr es ist , baß das in die
Oeffnung tretende Theilchen ohne alle Geschwlndigkeic ist .
Welche Aenderung es bewirkt , wenn das über der Oeff¬
nung stehende Flüssige schon eine merkliche Geschwindig¬
keit hat , läßt sich aus unfern bisher erklärten Kenntnissen
nicht ganz übersehen . Das Theilchen leidet nur dann den
ganzen Druck — 8 . ft , wenn es schon selbst m Bewe¬
gung ist ; dann also ist die Beschleunigung geringer ; aber
da das Theilchen schon einige Geschwindigkeit har , so
compensirt sich dies einigermaßen , und daher könnnt es ,
baß die Erfahrung die AuSflußgeschwinvtgkeit des Was¬
sers auch da jener Formel gemäß giebt , wo doch einige
Bewegung der höhern Schichten nicht zu verkennen ist .

§ . 8 . Bei dieser Bestimmung ist vorausgesetzt , daß
kein andrer Druck , als der des Wassers selbst das Auö¬
fließen bewirkt , und daß das ausffteßende Wasser auch
keinen Widerstand findet . Da wo die Oberfläche HL des
Wassers eben so gut als die Oeffnung 6O den Druck der
Atmosphäre leider , darf man die Betrachtung so ansiellen ,
indem dieser Druck sich gegenseitig aufhebt . Flösse dage¬
gen das Wasser in einen luftleeren Raum , während die

H . Theil . S
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Oberfläche H8 von der Atmosphäre gedrückt wird : so
müßte man diesen starkem Druck berücksichtigen . Wird
dieser Druck einer Wassersäule von der Höhe — k gleich
gesetzt , und ist die Wasserhöhe über der Oeffnung — b ,
so ist die Geschwindigkeit c — 2z/ ( § ( li - s- k )) .

Auf eben die Art würde die Geschwindigkeit bestimmt,
wenn ein anderer äußerer Druck auf die Oberfläche H.8 ,
etwa vermittelst eines Kolbens , wirkte ; man müßte näm¬
lich diesen Druck — k durch die Höhe — H einer eben so
viel wiegenden , über der Oberfläche H8 stehenden Was¬
sersäule ausdcücken , und e — 2 ( K - s- <z )) als die
Geschwindigkeit ansehen .

H . 9. Bemerkung . Eben die Geschwindigkeit
sinder man auch für Oessnungen in der Seitenwand , wo¬
fern nur diese Oessnungen sehr klein sind . Die Tiefe dev
Oeffnung unter der Oberfläche des Wassers wird dann so
bestimmt , daß . man die Tiefe ihres Schwerpuncts dasür
ansetzk .

H . 10 . Fließt das Wasser ( Fig . 94 . ) durch die klein «
Oeffnung OO nicht ins Freie , sondern in ein auch mit
Wasser gefülltes Gefäß , und sind H8 , die beiden
Oberflächen : so wird der Druck , welcher in der Oeffnung
den Ausfluß bewirkt , nur dem Unterschiede der Höhen
86 — OL proportional sein .

Wenn das Wasser ( Fig . 9 ; .) aus einem sehr weiten
Behälter H8H bei 6H in ein Gefäß 08 ausfließt , das
selbst bei 18 wieder eine Oeffnung hak : so wird zwar ein
Theil des bei OH einströmenden Wassers durch die Oess-
nung 18 wieder auöströmen , aber da die Geschwindig¬
keit in OH wegen der größern Druckhühe bedeutender ist,
als in der Oeffnung 18 , so wird , wenn die Oessnungen
nicht gar zu ungleich sind , das Wasser in dem Gefäße 08
bis zu einer gewissen Höhe steigen . Führet die Oeffnung
18 in ein zweites Gefäß LlVl , aus welchem erst bei LlVI
der Ausfluß ins Freie Statt flndec : so wiederholen sich
hier dieselben Umstände « Wenn der Behälter HU so
groß ist , daß , während der ganzen Beobachtung des
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Ausflusses , da6 Wasser in nicht merklich sinkt : so
kann man fragen , welche Hohe das Wasser in den Ge¬
fäßen 6K , LiVl annehmen wird .

§ . ii . Aufgabe . Wenn bei der eben betrachte¬
ten Verbindung von Gefäßen ( ,̂ ig . 25 .) die Große der
Oejsnungen 6D — 3 ? ; Ik — 3 ^ ; DIVI ei "- und die
ganze Wasserhöhe 86 — st gegeben ist , alle Ausfluß -
Oeffnungen aber in derselben Horizonkalljnie liegen , dre
Höhe DI — x im ersten , DK — im zweiten Gefäße
zu bestimmen , die das Wasser annimmt , ehe ein gleich¬
förmiger Wasserstaus eintrict .

Auflösung . Man findet
-s- ek . ^ ^ x . 3 ^

X — k - ^ 4 und / —
und nachdem diese gleichbteibenden Höhen erreicht find ,
ist die auöstießende Wafiermenge M — 2 3 "^ ,

2 3 -

— 2 3 - 3 ^2 ^ - -
- LS . 3 . 3 , ( g4 . ^ 4 ^ _ g4 . ^ 4 ^ _ ^ 4 . .̂ 4 ) -

Beweis . Da die Wasserfläche ^ 8 immer in glei¬
cher Höhe bleibt : so werden die Wasserflächen 6D , Lk
nicht eher einen festen Stand erreicht habe » , bis der Aus¬
fluß aus allen drei Oessmmgen eine gleiche Waffermasse
giebk . Es ist aber die Druckhohe auf die erste Ocffming,
die nämlich dort die Geschwindigkeit des Ausflusses be¬
stimmt , ---- st — x , auf die zweite Oessnuug — x
auf di e dritte — Daher die Geschwindigkeiten
— 2V ^ ( Z st — 8 x ) ; — 2 >/ ( °x — 8 ) ) ; ^ — 2 ^/ Z
und die ausfließenden Wassermassen in i Sccunde gleich
einem Waljercylinder von der länge , die der Geschwin¬
digkeit gleich ist , und von einer Grundfläche gleich der
Ausfluß - Oeffnung ; also
— 2 3 - z/ ( 8d — — 23 ^ ^ / ( gx - 8 ^ ) — 2 3 ^ ^ / ss^ -.
Hieraus folgt - -- also
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§ . rs . Wenn alle Oeffnungen gleich groß sind , so
wird x - -- ßk ; x —

H . rz . Bemerkung . Hier ist immer vorauSge »
setzt , daß die Oberfläche des Wassers in dem Behälter in
unveränderlicher Höhe bleibt . Wenn aber die Weite des
Behälters nicht so ungemein groß ist , oder die Bewegung
längere Zeit dauert : so sinkt die Oberfläche des Wassers ,
und die Dkuckhöhe , durch welche die Geschwindigkeit
des Ausflusses bestimmt wird , nimmt ab . Hier müßte
man also nach und nach für k die verschiedenen Höhen
setzen , welche §m Ende verschiedener Zeiten noch übrig
sind .

§ . 14 . Aufgabe . Die Ausflußmenge des Was »
sers aus einem Gefäße in der Zen — t zu finden , wenn
die anfängliche Höhe des Wassers — li war , das Gefäß
cyli »drisch und der Querschnitt desselben — der Quer »
schnitt der Oeffnung —

Auflösung . Wenn die Erniedrigung der Ober¬
fläche nicht sehr schnell ist , oder wenn b - ziemlich groß

n ; ferner ^ ( K — x ) — ( x —

- s - g » . g " »

also x — g' 4 -s- ^ -s-
Und die auSftießende Waffermenge wird , lVI

— 2 V ' Z . ^ — 2 . L

i-- 2 n '^ . a _ _
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gegen s » ist : so kann man so rechnen , als ob im ersten

Zeittheilchen die Höhe - -- - 1» bliebe , also in der Zeit

r — r , die Wassermenge - - - s ^ ^ wäre . Diese

Masse füllte im Gefäße die Höhe 2 : - - - — , und

am Ende dieses Zeittheilchens ist also die Druckhöhe nur
2 ^

noch - -- - t » — - - - - K - und die im nächsten

Zeittheile Statt findende Geschwindigkeit — rVx - v ' sk - - ) ,

die ausfließende Masse — s 8 ^ ( 8 ^ — Z

Auf diese Art würde man fortrechnen können .

Zusatz für geübtere Leser .

Nimmt man an , daß nach Verlauf der Zeit — t die Wassere
höhe über die Oeffnung noch — x ist , so hat man i » diesem Aue
genblicke die Geschwindigkeit — - v/ s * ' die während der kleine »
Zeit — ät ausfließende Wassermasse — 2 a * ät . ^/ gx . Diese

2 A.2
Wassermasse nahm im Gefäße die Höhe — ät . ^ -c rin ,

und um soviel ist folglich die Höhe x während der Zeit ^ 2 ät vktt
2

mindert , das heißt , es ist äx — - ät .

also
clx

r ^/ x

^/ x >-s- donst

ät
kr V ' s ;

t - V' s .
Kr '

also da x --2 K war für t ----- 0 ,

V/ k — ^ / x — ^ t .

oder

^ / x — ^ / K —

a» t
kr X/ 8 -

Die in dem Zeittheilchen ät ausfließenbe Wassermasse ist als»

cM ----- 2 »r ät : 2 » r At t ät . 8 , und die

in der ganzen Zeit — t ausfließende Masse

bl 2sr t ^ k — ^ g . t? -- - kr ( k — x ) .
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K . i ; . D ^ se Bestimmungen können indeß nur als
richng geiceu , st. lange die Höhe x nicht gar zu klein wird ;
den «, wuin die Druckhöhe sehr klein wird , so wird die
Bewegung weniger regelmäßig , weil die Voraussetzung ,
daß die Bewegung bloß nach einer Richtung gehe , zu
sehr von oer Wah . heu abwercht .

§ . l6 . Die Frage , wie das Gefäß kl ) ( Fig . H4 -)
sich füllt , indein LO sich auSleert , läßt sich ganz nach
ähnlichen Regeln beantworten . Die Druckhöhe , welche
die Geschwindigkeit hervorbringt , wird hier theils wegen
des Sinkens in einem Gefäße , theils wegen des Stei¬
gern- »m andern Gesäße geringer , und man müßte den
Unterschied der Hohen nach Verlauf einer gcwrjsen Zeit
fast eben so bestimmen , wie in § . 14 .

§ . 17 . Bemerkung . Wollte man das Bisheri¬
ge auch auf etwas größere Oeffnungen auwenden : so hatte
das , bloß rechnend betrachtet , bei horizontalen Oeffnun -
gen gar keine Schwierigkeit , da bei ihnen die Druckhöhe
und die Geschwindigkeit in allen Theilen der Oeffnung
gleich ist . Für Oeffnungen in Sercenwänden aber müßte
man dre in jedem schmalen , horizontalen Streifen Statt
findende Geschwindigkeit berechne » , und darnach bestim¬
men , welche Wassermasse durch jeden horizontalen Strei¬
fen der Oeffming und folglich durch die ganze Oeffnung
ausfließk . Alle diese Berechnungen aber können bei grö -
stern Oeffnungen nicht für genau gelten , und , selbst wenn
die Oeffnungen sehr klein gegen den Querschnitt des Ge¬
fäßes sind , erfordern sie eine Correctton wegen der Z u -
fammenzichung des Strahles .

§ . 18 - Bemerkung . Wenn man die aus einem
Gefäße durch eine enge Oeffming ausfließende Wasser¬
menge so berechnet , wie es die bisherigen Formeln für die
Geschwindigkeit fordern , indem man nämlich die in i Se -
cunde ausgeflossene Wassermaffe als einen Cylinder be¬
trachtet , dessen Querschnitt die Oeffming selbst ist , und
dessen Höhe gleich dem für die Geschwindigkeit des Aus¬
flusses gefundenem Werthe : so erhält man allemal durch



r . Abschn . Vom Auöfließen flüssiger Körper rc . 279

die Rechnung eine größere Wassermasse , als die Erfah¬
rung sie ergiebt . Dieses rührt nicht von einer unrichtig
bestimmten Geschwindigkeit des auöstießenden Wassers
her ; denn wenn man durch eine sehr kleine Oeffnung AL
( Fig . 96 . ) in der vertikalen Seitenwand das Wasser aus -
stiepen läßt , so bildet der hervorspringende Wasserstrahl
A6 eine Parabel , die sehr genau mit derjenigen überein «
stimmt , Ui welcher ein in A nach horizontaler Richtung
mir einer der in H . 6 . berechneten Auöfiußgeschmindlgkeit
gleichen Geschwindigkeit geworfener Körper sich bewegen
wurde . Auch die Höhe , welche auswärts springende
Waste , strahlen erreichen , wenn man dem Gefäße etwa
die Figur giebt wie Fig . 97 . und den Strahl aus der
Oeffnung 6O vertikal aufwärts springen läßt , stimmt
nahe genug mit der berechneten Geschwindigkeit überein ,
indem cur vertikale Strahl fast völlig die Höhe erreicht ,
welche die Oberstäche AL des Wassers hat .

Daß also die wirklich ausstießende Wassermenge ge¬
ringer ist , als die berechnete , hat seinen Grund nicht in
einer unrichtigen Bestimmung ' der Geschwindigkeit oder
der ränge des in i Sekunde auöstießenden Cylinders ; der
Grund muß folglich in einer unrichtigen Bestimmung der
Grundstäche des Cylinders oder des Querschnittes deS
Strahles liegen . Wir haben bisher immer die Oeffnung
im Gefäße als dem Querschnitte des Strahles gleich an¬
gesehen ; aber eine genaue Beobachtung des aus engen
Oeffnungen hervordringenden Strahles zeigt , zumal wenn
die Wand , in welcher die Oeffnung sich befindet , sehr
dünne ist , daß der Strahl in einiger Entfernung außer¬
halb der Oeffnung einen kleinern Querschnitt hat , als die
Oeffnung . Diese Zusammenziehung des Was¬
serstrahles kömmt daher , weil die von der Seite her
im Innern des Gefäßes zuströmenden Wassertheilchen
( Fig . 9Z . ) wie m nnd n ihre Richtung auch außerhalb der
Oeffnung noch behalten und daher die Verengerung oder
Zusammenziehung des Strahles bewirken . Diese Sei -
trnbewegung hindert , daß nicht so viele Wassertheilchen
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in die Oessnung eintreten , ' als bei ganz paralleler Bewe¬
gung eintreten würden .

Die vielen Versuche , die man über diesen Gegen¬
stand angestellt hat , zeigen , daß bei kreisförmigen Oeff -
riungen in einer sehr dünnen Wand der Durchmesser des
zusammengezygenen Strahles ohngefahr — ^ vom Durch¬
messer der Oessnung ist , und der kleinste Querschnitt deö
zchammengezogenen Strahles , der also etwa an Flächen¬
inhalt -- ^ der Oessnung ist , liegt in einer Entfernung
von der Qeffnung , die ,etwas mehr als den Halbmesser der
Oessnung betragt . Die ausfließende Wassermenge be¬
tragt bernahe H der Waffermenge , die nach § . 6 . berech -
yet würde , und diese Verminderung findet bei allen
Druckhöhen ziemlich eben so Statt , so daß die auöfließen -
den Wassermassen sehr nahe den Quadratwurzeln aus den
Druckhöhen proportional bleiben . Die wirkliche Ausfluß -
geschwmdigkeit ist , wie sich aus der Schwungweite hori¬
zontal ausfließender Strahlen ergiebt , um nur wenig ge¬
ringer , als die Formel angiebt , indem der größte Theil
der Verminderung der Wassermenge von der Zusammen -
Ziehung des Strahles abhängk , dessen kleinsten Quer¬
schnitt inan stakt der Oessnung sehen müßte .

H . 19 . Die eben angeführten Bestimmungen gelten ,
wenn das Wüster durch eine Oessnung ausfließt , die in
einer dünnen Wand des Gefäßes ausgeschnitten ist .
Ware die Wand sehr dick , oder brächte man statt dessen
eine kleine cylindrische Rühre an der Oessnung an : so
ändert sich die ausfließende Waffermenge . Diese Röhr¬
chen , die indeß nicht zu lang sein müssen , vermehren die
ausfließende Waffermenge , indem sie die Zusammenzie¬
hung des Strahles vermindern . Die Versuche zeigen ,
daß solche cylindrische Ansahröhrchen ohngefahr der
nach der Formel berechneten Wassermenge geben , also
mehr als die Oeffnungen in dünnen Platten oder Wänden .
Eine noch größere Wassermenge erhält man durch conische
kurze Ansahröhren , die sich nach außen verengern . Ist
nämlich hier die äußere Mündung der Röhre , der Oeff ,
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nung in einer dünnen Wand gleich , so erhält man der
bereü - neten Wassermenge , wenn man die konische Röhre ,
und nur ^ der verechneren Wassermenge , wenn man die
bloße Heffnung in der dünnen Wand gebraucht .

Giebt man dieser kegelförmigen Ansatzröhre so nahe
als möglich die Gestalt des zusainmengezogntn Strahles ,
so daß der Durchmester der Ausflußmündung -- - ^ des
Durchmessers der Emflußmündung ist , und die Lange
der Ansatzröhre etwas größer als der Halbmesser der Ein -
flußmündung , so fließt , zumal bei etwas abgerundeten
Ecken , fast völlig so viel Wasser aus , als die Formel
( § . 6 . ) für eine Ocffnung , die der Ausflußmündung gleich
ist , angiebt . Vieles ist auch sehr natürlich , denn da
hier die in die Rechnung gebrachte Mündung eben der¬
jenige Querschnitt ist , der vorhin der kleinste Querschnitt
des zusammengezognen Strahles war , so kann nur des¬
wegen die ausfließende Wassermenge nicht ganz der be¬
rechneten gleich sein , weil die Geschwindigkeit selbst in
dem engsten Querschnitte des zusammengezogenen Strah¬
les nicht vollkommen sogroß ist , als die Formel annimmk .
Die Versuche mit dieser , dem natürlichen Strahl nach¬
gebildeten Röhre geben etwa nur ^ weniger an Wasser ,
als nach der Formel ans der Mündung fließen sollte .

§ . 20 . Man kann bei derselben Ausflußmündung
und unter sonst gleichen Umständen die ausfließende Was¬
sermenge noch durch folgendes Hülfsmirtel vergrößern .
Behält man die bestimmte Oeffnung in der Wand des
Gefäßes , bringt aber eine nach außen sich erweiternde
conrsche Röhre an : so ist der Ausfluß bei gehörigen Ab¬
messungen dieser Röhre sogar größer als die theoretisch
berechnete Wassermenge . Verbindet man aber an der
Emfiußmündung die nach der Form des zusammengezog¬
nen Strahls gebildete , sich nach außen verengernde
Röhre mit jener Röhre , die sich nach außen erweitert , so
wird die Zunahme der ansfließendm Wassermenge noch
erheblicher .
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