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Jur Theorie äee Cran8ver ^aken

Die einheitliche Entwickelung der Sätze , welche von der gegenseitigen Lage der aus¬
gezeichneten Punkte des Dreiecks handeln und in den mannigfachen Beziehungen derselben zu
dem Feuerbach ' schen Kreise ihren Abschluß finden , wird gewöhnlich durch Benutzung von
Parallel - Transversalen geführt . Diese Methode gewährt unter anderen Vortheilen haupt¬
sächlich den , daß sie viele der in Betracht kommenden Sätze als Einzelfälle allgemeinerer Wahr¬
heiten erkennen läßt , insbesondere den Satz , daß der Schwerpunkt mit dem Höhenschnittpnnkte
und dem Mittelpunkte des umgeschriebenen Kreises in gerader Linie liegt . Auf der anderen
Seite entbehrt sie den Vortheil der Reciprocität , insofern der Gegenpunkt eines Gegenpunktes
nicht der ursprüngliche Punkt ist . Dem Versuche , eine Methode reciproker Zuordnung je
zweier Punkte zu finden , diente als Ausgangspunkt die bekannte Beziehung zwischen dem Höhen¬
schnittpunkte und dem Mittelpunkte des umgeschriebenen Kreises , daß die von ihnen nach der¬
selben Ecke des Dreiecks gezogenen Transversalen mit den Seiten der Ecke gleiche Winkel
bilden : die Verallgemeinerung dieser Beziehung führte auf einen besonderen Fall collinearer
Verwandtschaft , dessen Untersuchung mit einfachen Hilfsmitteln erledigt werden konnte . Frucht¬
bar hat sich die gewählte Methode in so weit gezeigt , als sie zur näheren Betrachtung eines ,
so viel ich weiß , noch nicht genauer beachteten Punktes anregte , welcher dem Schwerpunkte
zngeordnet ist , und als sie in ihm den Schnittpunkt von zehn Transversalen , darunter drei
von gleicher Länge , erkennen ließ . Nachdem im ersten Abschnitt der vorliegenden Arbeit die
Zusammenstellung von Punkten nach gleichen Winkelabschnitten und ihr dualistisches Gegenbild ,
die Zusammenstellung nach gleichen Seitenabschnitten , dargelegt ist , beschäftigt sich der zweite
mit den Eigenschaften des genannten Punktes der zehn Transversalen ; der dritte führt eine
im zweiten eingeleitete Untersuchung über Transversalen von gleicher Länge nach anderen Gesichts¬
punkten weiter .

Non Len Gegenpunkten des Dreiecks .

8 1 . Nach dem Satze des Ceva schneiden sich drei Ecktransversalen eines Dreiecks in
einem Punkte , wenn ihre Fußpunkte entweder alle drei auf den Seiten , oder einer auf einer
Seite und die beiden anderen auf den Verlängerungen ihrer Seiten liegen , und wenn das
Product dreier getrennt liegender Seitenabschnitte gleich dem Product der drei anderen ist .
Diese Beziehung der Seitenabschnitte läßt sich auf die von den Transversalen gebildeten Theile
der Dreieckswinkel übertragen , wenn man jeden Seitenabschnitt durch den Sinus des gegenüber¬
liegenden Winkelabschnitts , die Transversalen und die Sinus der Dreieckswinkel ausdrückt .
Dadurch erhält der Satz des Ceva seinen dualistischen Ergänzungssatz : drei Ecktransversalen
eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte , wenn unter Voraussetzung der erforderlichen
Lage der Fußpunkte die Producte der Sinus je dreier getrennt liegender Winkelabschnitte ein¬
ander gleich sind . — Nehmen wir null an , daß drei Ecktransversalen eines Dreiecks sich in
einem Punkte schneiden , ziehen wir ferner aus jeder Ecke eine neue Transversale so , daß sie
mit einer der beiden anstoßenden Dreiecksselten denselben Winkel bildet , wie die ursprüngliche
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mit der anderen , und daß beide Transversalen gleichzeitig innerhalb oder außerhalb des Dreiecks
fallen , so sind die von den neuen Transversalen gebildeten Winkelabschnittegleich denen der
ursprünglichen , also ebenfalls die Producte ihrer Sinus einander gleich : daher schneiden sich
die neuen Transversalen ebenfalls in einem Punkte . *) Je zwei Punkte in der Ebene des
Dreiecks , für welche die soeben bezeichnte gegenseitige Abhängigkeit der Lage besteht , wollen
wir Gegen punkte nennen , und zwar , weil ihre Lage durch gleiche Winkelabschnitte bestimmt
ist , Winkelg egenpunkte , um sie erforderlichenfalls von einer anderen Art von Gegen¬
punkten , den nunmehr zu definirenden Seitengegen Punkten unterscheiden zu können .
Construiren wir nämlich , wiederum unter Annahme dreier in einem Punkte sich schneidender
Ecktransversalen , auf jeder Dreiecksseite einen neuen Theilpunkt , der von dem einen Endpunkt
seiner Seite eben so weit absteht , als der Fußpunkt der die Seite schneidenden Transversale
von dem anderen Endpunkt , und der mit dem Fußpunkt gleichzeitig entweder auf der Seite
selbst , oder auf ihrer Verlängerung liegt , so sind die durch die neuen Theilpunkte begrenzten
Seitenabschnitte gleich denen der ursprünglichen Transversalen , und die durch diese Theilpunkte
gezogenen Ecktransversalenschneiden sich ebenfalls in einem Punkte .

8 2 . Sobald die Lage des einen von zwei Gegenpunktengegeben ist, ist auch die Lage
des anderen im Allgemeinen eindeutig bestimmt . Unsere nächste Aufgabe soll nun die sein ,
für diese Abhängigkeit den analytischen Ausdruck zu finden . Dazu eignet sich besonders die
Methode der trimetrischen Punktcoordinaten : das Dreieck , dessen Transversalen untersucht
werden sollen , heiße die durch den Punkt 1 gehenden Ecktransversalen L ,
0 ; die durch seinen Gegenpunkt ^ ^ , L , 6 6 ^ ; als Fundamentallinien des
Coordiuateusystems wählen wir die Seiten des Dreiecks ^ 16 und betrachten die Coordinaten
eines Punktes , d . h . seine Entfernungen von den Dreiecksseiten , als positiv oder negativ , je
nachdem der Punkt und das Dreieck auf derselben Seite oder auf entgegengesetzten Seiten
einer Fundamentallinie liegen . Es seien nun die Coordinaten von 1 : x » , pd , ; die von

, llb , <1° ; und es sei zunächst tz der Winkelg egenpunkt von 1 . Bezeichnet v
den Fußpunkt von x » , 1 von g -. , 1 von pd , von g >- , so ist

Dreieck 16V tzlv , 161 ^ HOL ,
folgli ch 16 : tz6 — : g » , 16 : H6 — pb : g° ,

und aus Gründen der Symmetrie auch — x - . . Ferner ergiebt sich für den doppelten
Flächeninhalt 2 § des Dreiecks ^ .16 die Gleichung

a . ga st- b . gb -si o . go — 2IV
Nach Elimination von gb und g « aus diesen drei Gleichungen ist

g » ( N Pd Pc -si l> p° Pa -st 6 Pa Pd ) — 21 . pd Po .
Pb

, 21 b ' ooder q -> — — . -
n Pd , Po , P°

i a ' b ^ b ' o ^ o
endlich nach Einführung der Höhe auf Seite n :

a

g - — ba .

Pd
_ b ' o

Durch cyclische Vertauschung ergeben sich die Werthe von gt> und

I

y Dieser Satz findet sich in Salmon , Analytische Geometrie der Kegelschnitte , bearbeitet von Fiedler .
8 . Ausl . Art . 55 .

2) Einen Ausnahmefall siehe unten tz 4 .
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Bedeutet andererseits tz den Seit eng egenpunkt von 0 , so ist der Flächenraum
des Dreiecks LLL ^ gleich der Summe der Flächenräume von LLk und L Lp ? , also besteht
für die doppelten Flächenräume die Gleichung

Ip — LLp- o - p°
Kz - Pa '

pa -P o . Po , woraus folgt

durch Vertauschungder entsprechenden Buchstaben wird
OL , ^

ba — ga '
nach der Definition von Seitengegenpunktenist nun LLp — OL , , daher die Gleichung

o . p° ^ d . <ib
da Po. da . "" ga

Die entsprechende Gleichung für die Seitenabschnittevon OL lautet
o . p°

kb Pb kb gb

Wird aus den beiden letzten Gleichungen <p > eliminirt , und werden für die resultirende
Gleichung die Identitäten 2 k' — g. Ip — kIp — oK « — apa - j- kpb 4- ox <- benutzt , so ergiebt
sich nach leichten Umformungen die gesuchte Beziehung in der Gleichung

a p „ . k pb k pb . o Po -s- o po . a x »
und entsprechende Gleichungen gelten für und g° .

8 3 . Die soeben gefundenen allgemeinen Ausdrücke fiir die Coordinaten sollen nunmehr
auf einige besondere Fälle , namentlich auf die merkwürdigen Punkte des Dreiecks angewandt
werden . Nach den zur Herleitung von I benutzten Gleichungen war oben für Winkel -
gegenpunkte pa - cp — Pb . cp — p° . <p ; die sich selbst entsprechenden Punkte , d . h .
solche Punkte , die mit ihren Gegenpunkten zusammenfallen , werden daraus erhalten , wenn
g ->. — Pa , cp — Pb und cp — Po gesetzt wird : p -? — pi? — p ? oder 7K pa — ib p » — 4i p° -
Der Bedingung pa — Pb — Po genügt der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises ; wird
irgend eine der Coordinaten negativ , die beiden anderen Positiv genommen , so erhält man je
einen Mittelpunkt eines angeschriebenen Kreises ; weil andere Zusammenstellungen nicht möglich
sind , so ist die Anzahl der sich selbst entsprechenden Winkelgegenpunkte — 4 , und zwar sind
es die Mittelpunkte der vier Berührnngskreise des Dreiecks . Ferner sind bekanntlich die
Coordinaten vom Mittelpunkte des umgeschriebenen Kreises r cos « , r oos fi , r oos 7 ; also
gilt für seinen Gegenpunkt : cp : <p : <p — welchen Gleichungen der
Höhenschnittpunkt entspricht . Ist k der Schwerpunkt des Dreiecks , so verhalten sich die von
ihni auf zwei Seiten gefällten Senkrechten umgekehrt , wie die Sinus der gegenüberliegenden
Winkel , daher sind die Coordinaten seines Winkelgegenpunktesden Sinus der gegenüber¬
liegenden Winkel , oder auch den auf ihnen senkrecht stehenden Dreiecksseiten direct proportional ;
von diesem Punkte wird im nächsten Abschnitt ausführlicher die Rede sein .

Gehen wir jetzt zur Bestimmung von Seitengegenpunkten über , so wird ihre
gegenseitige Lage mit Hülfe von Gleichung II ausgedrückt durch die Relationen a? . pa . cp —

. pb . — e ? . pp - <p ; für die sich selbst entsprechenden Punkte besteht die Gleichung
^ ^ kpb 47 opo , woraus folgt pa : Pb : x° — 7b da : 4^ db : 7K kp . Nimmt man
überall gleiche Vorzeichen , so erhält man den Schwerpunkt des Dreiecks . Die übrigen Zusammen¬
stellungen der Vorzeichen führen auf die Eckpunkte desjenigen Dreiecks , dessen Seiten durch
die Ecken des ursprünglichen Dreiecks gehen und den Seiten des letzteren parallel sind . Die
Anzahl der sich selbst entsprechenden Punkte ist also auch hier — 4 . Die Coordinaten der
Seitengegenpnnktevon den merkwürdigen Punkten des Dreiecks werden durch folgende Ver¬
hältnisse dargestellt :

1 *
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Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises : x » : pi> — eos « : eos
Gegenpunkt : g » : gd ^ sinsi . sin 2 si : sin « . sin 2 a .

Höhenschnittpunkt : x -> : pb — eos si : eos a ;
Gegenpunkt : g » : gd — sin si . ^ : sin « . a .

Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises : x » : x >- — i : 1 ;
Gegenpunkt : : go — sin 7 . sin si : sin « . sin a .

Schwerpunkt : x -, : pd — sin si : sin « ;
Gegenpunkt : : gh — sin si : sin « .

Zum Schluß sollen noch solche Seitengegenpunkte untersucht werden , deren Lage durch
die Berührungspunkte der Berührungskreise des Dreiecks bestimmt ist . Es seien die Berührungs¬
punkte des eingeschriebenen Kreises mit den Seiten u , b , e : 7 » , 7b , 7° ; die des angeschriebenen
Kreises über a : ^ , ^ -d , ; über b : 77 » , 77b , 77o ; über e : 6a . , 6b , 0° . Daun schneiden
sich , wie bekannt , die Transversalen , 777b , 67o in einem Punkte ; da ^ 7 « — 776fi ,
777 » ^ 6 ^ , 67 , so schneiden sich , L77b , 00 « in dem Seitengegenpunkte
des elfteren , so daß der Satz erwiesen ist : Der Schnittpunkt der drei Transversalen , welche
die auf den Seiten selbst liegenden Berührungspunkte der angeschriebenen Kreise mit den
gegenüberliegenden Ecken des Dreiecks verbinden , ist der Seitengegenpunkt zu demjenigen Punkte ,
durch welchen die Ecktransversalen nach den Berührungspunkten des eingeschriebenen Kreises
gehen . Ferner schneiden sich je drei Transversalen in einen : Punkte , welche die drei Berührungs¬
punkte eines angeschriebenen Kreises mit den gegenüberliegenden Ecken verbinden ; denn für
den Kreis an u z . B . ist das Product dreier getrennt liegender Seitenabschnitte 7W » . Wb .

— dem Product der drei anderen 77L,» . W » . Wb , da die einzelnen Factoren der Reihe
nach einander gleich sind ; nun aber ist 77 ^ .» ^ 67 » , W >, ^ W >> , W « — 7717 » , folglich
schneiden sich W » , 776b und 67ft in dem Gegenpunkte . Somit erhalten wir drei neue
Paare von Seitengegenpunkten , nämlich die Schnittpunkte von

W » , , Wo und W » , LOb , OL « ;
Mb , 0L° , W » und 777b , Wo , W » ;
OOo , L6 » , 86 » und 07o , W » , 8 ^ » .

Z 4 . Um eine allgemeine Uebersicht über die gegenseitige Lage zweier zugeordneter
Gegenpunkte zu gewinnen , wollen wir noch die Frage nach dem Orte eines Punktes H
beantworten , dessen Gegenpunkt ? eine gerade Linie 7 , durchläuft . Mit den Hilfsmitteln der
analytischen Geometrie würde sich die Frage dadurch erledigen lassen , daß man aus der in
trimetrischen Coordinaten ausgedrückten Gleichung von I , die Coordinaten x » , pb , p° ver¬
mittelst der Gleichung I , bezw . II eliminirt , woraus die Gleichung für den Punkt H in seinen
Coordinaten g » gb <7° hervorgehen würde . Zur Vermeidung umständlicher Rechnungen und
zur Erzielung größerer Anschaulichkeit empfiehlt sich die Anwendung der Methoden der syn¬
thetischen Geometrie . fi Handelt es sich zunächst um Winkelgegenpunkte , und denken
wir uns sämmtliche Punkte von I , mit irgend zwei Ecken von ^ 86 , etwa mit 77 und 0 ver¬
bunden , so erhalten wir zwei projectivische Strahlenbüschel in perspektivischer Lage , deren per¬
spektivischer Durchschnitt die Linie 6 , und deren Mittelpunkte 17 und 0 sind . Um die Gegen¬
punkte von sämmtlichen Punkten auf 8 zu erzeugen , sind die beiden Büschel so zu verlegen ,
daß sie unter Beibehaltung ihrer Mittelpunkte einen entgegengesetzten Drehungssinn erhalten ,
und daß dem Strahle 77L im Büschel 77 der neue Strahl 776 , dem Strahle (W im Büschel 6
der neue Strahl 617 entspricht . Dadurch wird die perspektivische Lage im Allgemeinen auf¬
gehoben , während die projectivische Beziehung wegen der Gleichheit der betreffenden Winkel¬
abschnitte bei Winkelgegenpunkten unverändert bleibt : der Ort des Punktes Ij ist also ein
Kegelschnitt . Dieser Kegelschnitt geht , welche Lage auch immer die Linie 77 haben mag ,
durch die Ecken des Dreiecks L776 ; durch nämlich , weil die vor der Verlegung in 776

fi Die folgenden Betrachtungen beruhen auf einer zur Darstellung von Kegelschnittbüscheln benutzten
Methode Steiner ' s , welche er , wie Schröter anführt , in humoristischer Weise mit dem Worte „ Dampfmaschine"
zu bezeichnen pflegte . Vgl . Steiner , die Theorie der Kegelschnitte , gestützt auf projectivische Eigenschaften,
bearbeitet von Schröter . Z 38 .
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zusammenfallenden entsprechenden Strahlen nachher in 6L . und 6L . fallen , sich also in ^
schneiden ; ferner durch 6 , weil der ursprüngliche Strahl OL. nachher in 66 fällt und der
entsprechende Strahl vor wie nach der Verlegung durch 6 geht ; dieselben Gründe gelten für 0 .
Um die jedesmalige Gattung des Kegelschnitts zu bestimmen , erledigen wir vorweg einige
specielle Fälle unmittelbar aus der Definition von Winkelgegenpunkten . Liegt 6 in irgend
einem Punkte einer Seite des Dreiecks L .L0 , mit Ausnahme ihrer Endpunkte , so liegt (j in
der der Seite gegenüberliegenden Ecke , woraus durch Umkehrung folgt , daß der Gegenpunkt
einer Ecke durch sämmtliche Punkte der gegenüberliegenden Seite dargestellt wird , also unendlich
vieldeutig ist . Durchläuft nun 6 eine Dreiecksseite in ihrer unbegrenzten Ausdehnung , so
beschreibt tz die beiden anderen Seiten ; durchläuft 6 eine beliebige durch eine Ecke von L . 60
gehende Gerade , so besteht der Ort für tz aus der durch dieselbe Ecke gehenden , in Bezug
auf die Winkelhalbirende symmetrisch gelegenen Geraden und außerdem aus der Gegenseite der
Ecke . Ist endlich der Ort von 6 die unendlich entfernte Gerade , so sind die beiden ursprüng¬
lichen Strahlbüschel um 6 und 0 projectivisch gleich und gleichlaufend in perspectivischer Lage ;
durch die Verlegung wird der Drehungssinn eines jeden Büschels umgekehrt , so daß auch die
neuen Büschel nach ' Aufhebung der perspectivischen Lage gleichlaufend sind ; dann aber erzeugen
sie bekanntlich einen Kreis . Wie bereits oben hervorgehoben wurde , geht jeder der erzeugten
Kegelschnitte durch die Ecken des Dreiecks ; womit bewiesen , daß , wenn der Ort 6 für 6 die
unendlich entfernte Gerade ist , der Ort für durch den umgeschriebenen Kreis LI des Dreiecks
H. LO gebildet wird . Nunmehr läßt sich die Gattung des von 6 beschriebenen Kegelschnitts
für jede beliebige Lage von 6 folgendermaßen bestimmen : Befindet sich 6 außerhalb des
Kreises LI , so liegt keiner der Gegenpunkte in unendlicher Entfernung , folglich ist der Ort für
6 eine Ellipse ; berührt 6 den Kreis LI , so liegt der Gegenpunkt des Berührungspunktes
in unendlicher Entfernung , alle anderen in endlicher , der Ort ist also eine Parabel ; schneidet
endlich 6 den Kreis LI , so hat der Ort zwei unendlich entfernte Punkte , nämlich die Gegen¬
punkte der beiden Schnittpunkte , er ist also eine Hyperbel . Ist insbesondere 6 ein Durch¬
messer des Kreises LI , so erscheinen die beiden Endpunkte desselben von einem der Büschel¬
mittelpunkte 6 oder 0 aus unter einem rechten Winkel ; da dieses nach der Verlegung der
Büschel mit den entsprechenden , unendlich entfernten Punkten eben so ist , so sind in diesem
Falle die Hyperbeln gleichseitig . Lassen wir endlich die Gerade 6 außer durch LI auch
durch den Höhenschnittpunkt 6 gehen , und berücksichtigen wir , daß auf dieser Geraden alsdann
auch der Schwerpunkt des Dreiecks liegt , so gewinnen wir den Satz :

Die drei Ecken eines Dreiecks , der Mittelpunkt des um -
geschriebenen Kreises , der Höhenschnittpunkt und derWinkel -
gegen Punkt des Schwerpunktes liegen auf einer gleichseitigen
Hyperbel .

Daß der Mittelpunkt dieser Hyperbel auf dem Feuerbach ' schen Kreise liegt , folgt aus
dem von Schröter am Schluß des 8 38 entwickelten Satze .

Dreht sich die Gerade 6 um einen festen Punkt , so bilden alle ihr zugeordneten Kegel¬
schnitte ein Kegelschnittbüschel , für welches drei Mittelpunkte die Ecken des Dreiecks , der vierte
der Winkelgegenpunkt jenes festen Punktes ist .

Eine der eben geführten Untersuchung ganz ähnliche läßt sich an die Seitengegen¬
punkte anknüpfen . Die oben betrachteten Strahlenbüschel 6 und 0 waren durch die
Gerade 6 perspektivisch auf einander bezogen , dadurch werden auf den Dreiecksseiten L. 6 und
L .6 zwei projectivische Punktreihen erzeugt ; weil durch die zur Construction von Seitengegen¬
punkten erforderliche Verschiebung die projectivische Beziehung ungeändert bleibt , so bestimmen
die neuen Punktreihen einen Kegelschnitt . Die weitere Untersuchung , ebenso wie die Resultate ,
stimmen mit dem Vorhergehenden fast durchweg überein , und es ist nur dieses hervorzuheben ,
daß der unendlich entfernten Geraden 6 diejenige dem Dreieck L .L0 umgeschriebene Ellipse
entspricht , deren Mittelpunkt im Schwerpunkte des Dreiecks liegt ; dieselbe berührt zugleich die



6

Seiten desjenigen Dreiseits , dessen Seiten denen von ^.80 parallel sind und durch die gegen¬
überliegenden Ecken gehen ? )

Die bisher auf synthetischem Wege gewonnenen Resultate gestatten eine leicht durch¬
zuführende Interpretation der analytischen Gleichungen I und II : der in I auftretende Nenner
liefert als Gleichung des umgeschriebenen Kreises

k>» . x » . o -s- pb . . u -s- pc . pz . b — 0 .
Ebenso ist aus II ersichtlich , daß die Gleichung

p » . pb , x » . p° , p° . p -> ^
e a b ^

für die zuletzt erwähnte Ellipse der äquivalente analytische Ausdruck ist .

Der Winkelgegenpnnkt des Schwerpunkts .

Z 5 . Nachdem in den vorangehenden Betrachtungen die einfachsten Beziehungen zwischen
Gegenpunkten ausgesucht und auf mehrere besondere Fälle angewandt worden sind , soll in
dem folgenden Abschnitte ein einzelner unter ihnen , der als Winkelgegenpnnkt dem Schwer¬
punkte zugeordnet ist , einer eingehenden Erörterung unterzogen werden . Der Schwerpunkt
heiße 8 , sein Winkelgegenpnnkt "I , die durch den letzteren gehenden Ecktransversalen Geg en -
transversalen ( im engeren Sinne ) . Nach Gleichung I ist eine solche Gegentransversale
der geometrische Ort für alle Punkte , deren Entfernungen von zwei Dreiecksseiten sich wie
diese selbst verhalten . Die Lage der Gegentransversale zu der Höhe und dem Radius des
umgeschriebenen Kreises , welche mit ihr von derselben Ecke ausgehen , läßt sich folgendermaßen
bestimmen : Ist der zugehörige Dreieckswinkelein rechter , so fällt die Transversale durch 8
mit dem Radius zusammen , folglich die Gegentransversale mit der Höhe ; bei einem spitzen
Winkel liegt die Mittellinie zwischen dein Radius und der Winkelhalbirenden , also die Gegen¬
transversale zwischen der letzteren und der Höhe , während sie bei einem stumpfen Winkel
zwischen die Höhe und die kleinere Seite des Dreiecks fällt ? ) Ferner läßt sich eine Gegen¬
transversale zu dem Tangentendreieck des umgeschriebenen Kreises in Beziehung setzen . Da
nämlich die von ^ ausgehende Gegentransversale mit den Dreiecksseiten und ? ,0 dieselben
Winkel bildet , wie die Mittellinie ? 8 , nur mit Vertauschung der Lage , so wird jene selbst
wiederum Mittellinie für diejenigen Dreiecke sein , welche mit dem ursprünglichen den Winkel «
gemein haben und die Winkel si und 7 ebenfalls in einer der früheren entgegengesetzten Lage
enthalten , d . h . für alle innerhalb des Winkels « oder seines Scheitelwinkels liegenden Dreiecke ,
deren Grundlinien zur Grundlinie 86 antiparallel sind . Construiren wir eine solche Anti¬
parallele in der Ecke ^., so erhalten wir, wie bekannt , eine Tangente an dem umgeschriebenen
Kreise ; womit festgestellt ist , daß durch die Gegentransversalen alle diejenigen Geraden halbirt
werden , welche den durch ihren Ausgangspunkt gelegten Tangenten des umgeschriebenen Kreises
parallel sind und von den durch jenen Ausgangspunkt gehenden Dreiecksseiten begrenzt werden .

Fig . 1 . Um ferner die Lage der Ecken des Tangentendreiecks ^-18 , 61 in Bezug auf das Dreieck ^ 80
festzustellen , fällen wir von die Lote auf L8 und ^ , 8 auf ? . 0 ; dann ist

^ .180 — ^., 08 — « , also ^ 18 — ^ iO ; ferner ^ »88 — 7 , ^ . , 08 — folglich
^-iv — L. , 8 . sin 7 , L.18 — ^ lO . sin st ; es verhält sich daher ^-l8 : ^ 18 — sin F : sin 7
^ b : e . Der Punkt L., erfüllt also die für alle Punkte der Gegentransversale oben
aufgestellte Bedingung , d . h . er liegt auf Damit ist das Resultat gewonnen :

h Vgl . Steiner , H 43 .
- Kürze wegen ist den späteren Untersuchungen ein spitzwinkliges Dreieck zu Grunde gelegt . Dis

wenigen Abweichungen , welche durch eine andere Form des Dreiecks bedingt sind , lassen sich leicht erkennen .



Die Gegentransversalen eines Dreiecks gehen durch die
Ecken des von den Ecktangenten seines n in geschriebenen
Kreises gebildeten Dreiecks .

Zieht man durch einen beliebigen Punkt X der Gegentransversale XX zu den Seiten
XiL , undX . O , des Tangentendreiecks zwei Parallelen , bis sie die anderen Gegentransversalen
LL , und 00 > bezw . in X und 2 schneiden , so ist V Aehnlichkeitspunkt für das Dreieck XX2
und das Tangentendreieck , daher X2 ebenfalls A - LiO , . Bezeichnen wir ferner den Schnitt¬
punkt von XX mit LO durch 2 » , mit OX durch 2 ,, ; den von X2 mit OX durch X >, , mit
XL durch Xv ; den von 2X mit XL durch X « , mit LO durch X » , so ist Dreieck X X » 2 »
^ X , LO , daher 1 ) XX » ^ X2 » . Sodann sind die Vierecke XX » X X , und X , LX 0 in
Aehnlichkeitslage in Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt X , daher 2 ) XX « — X2 >> . Durch
Subtraction der beiden Gleichungen ergiebt sich X » X « — 2 » 2b , und da dasselbe für je zwei
andere entsprechend gelegene Seitenabschnitte des Dreiecks XX2 gilt , so dürfen wir den
Satz aufstellen :

Die Seiten eines jeden mit dem Tangentendreieck in Bezug auf Punkt X ähnlich
gelegenen Dreiecks werden von den Seiten des ursprünglichen Dreiecks so geschnitten ,
daß diejenigen drei Seitenabschnitte des ersteren einander gleich sind , welche zwischen
den Schenkeln der Winkel des letzteren oder ihrer Scheitelwinkel liegen , und zwar
befinden sich die drei gleichen Abschnitte gleichzeitig entweder innerhalb der Winkel¬
räume des ursprünglichen Dreiecks , oder innerhalb der Scheitelräume .

Aus der Gleichheit der eben erwähnten drei Seitenabschnitte von XX2 und der gleichen
Neigung je zweier gegen eine Seite von XLO ist zu folgern , daß die drei Hauptdiagonalen
Xb X » , Xo 2b , 2 » X » des durch die gleichen Seiteuabschnitte bestimmten Sechsecks der Reihe
nach den Dreiecksseiten XL , LO , OX parallel sind . Hieraus , sowie aus der Aehnlichkeit des
Dreiecks XLO mit den Dreiecken XXbX » , LXoX » , 02 » 2b ergiebt sich weiter , daß an
jedem Endpunkte jeder Hauptdiagonale drei Winkel vorhanden sind , die einzeln mit den Winkeln
des Dreiecks XLO übereinstimmen ; so ist z . B . X 2 » 2b Xo — 2b 2 » 0 — « - - 2 » X » X « .
Um das gerade Trapez 2 » 2d H X » läßt sich ein Kreis beschreiben ; auf diesem liegt auch der
Punkt Xo , weil ^ 2 » X ,, X « — 2 » 2 >> X » , und auch der Punkt Xd , weil X . 2b Xb X » —
2b X » X » . Da nun in diesem Kreise die Seitenabschnitte Xb X « , X « X » , 2 » 2d drei Sehnen
von gleicher Länge bilden , so haben sie von seinem Mittelpunkte gleichen Abstand , mithin fällt
der Mittelpunkt des in das Dreieck XX2 beschriebenen Kreises mit dem Mittelpunkte des
vorigen Kreises zusammen . Die an dem Dreieck XX2 aufgewiesenen Eigenschaften lassen sich
in den Satz zusammenfassen :

Zieht man entweder innerhalb oder außerhalb eines Dreiecks
zwischen den Seiten drei gerade Linien von gleicher Länge
und antiparalleler Lage zu den Seiten , so liegen ihre sechs
Endpunkte auf einem Kreise ; derselbe ist concentrisch zu
einem Kreise , welcher die drei geraden Linien berührt .

Für den Mittelpunkt dieser beiden Kreise läßt sich ein geometrischer Ort aus folgender
Erwägung herleiten . Da die Gesammtheit der Dreiecke XX2 sich in Aehnlichkeitslage befindet
in Bezug auf den Punkt X, so liegen homologe Punkte der einzelnen Dreiecke auf einer geraden
Linie , welche durch X geht ; fällt das Dreieck XX2 mit dem Tangentendreieck zusammen , so
fällt der Mittelpunkt seines eingeschriebenen Kreises in den Mittelpunkt Ll des umgeschriebenen
Kreises von XLO ; daher ist die Gerade durch N und X der geometrische Ort für den in Rede
stehenden Doppelmittelpunkt . Auch ist zugleich ersichtlich , daß der Punkt X für alle Dreiecke
XX2 gemeinschaftlich derjenige Punkt ist , in welchem die Ecktransversalen nach den Berührungs¬
punkten des eingeschriebenen Kreises sich schneiden , weil er für das specielle Dreieck X , L , Oi
diese Bedeutung hat .

8 6 . Unter allen Dreiecken XX2 ist eins von besonderem Interesse wegen seiner Bezie¬
hungen zum Höhenfußpunktendreieck von XLO . Der nothwendigen und hinreichenden Bedingung
dafür , daß ein Dreieck zur Schaar der Dreiecke XX2 gehöre , läßt sich unter anderen auch die
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Fassung geben , daß seine Ecken auf den Gegentransversalen liegen und seine Seiten zu denen
von antiparallel sein müssen . Nun aber ist in jedem Dreieck die Verbindungslinie der
Fußpunkte zweier Höhen antiparallel der zur dritten Höhe gehörigen Dreiecksseite ; die Mittel¬
punkte solcher Antiparallelen liegen , wie oben in H 5 erwähnt wurde , auf den Gegentransversalen ;
die drei Geraden endlich , welche durch die Mittelpunkte der Seiten des Höhenfußpunktendreiecks
bestimmt sind , erfüllen beide zu Anfang gestellten Bedingungen , insofern sie den Seiten des
Höhenfußpunktendreiecks selbst parallel , also den Seiten von TtLO antiparallel sind . Wenn
somit diesen drei Geraden dieselben Eigenschaften zukommen , welche bereits von allen Dreiecken
H2 gefunden sind , so lassen sich für sie noch die folgenden besonderen Beziehungen herleiten .
Es mögen die bisher veränderliche Punkte bezeichnenden Buchstaben in dem speciellen Dreieck
beibehalten , und außerdem die Fußpunkte der Höhen des Dreiecks L.80 mit II -, II ,, 8 « benannt
werden . Dann ist Ho — X8o — HL — X8 >> — XX >, u . s . w . , woraus folgt , daß die drei
Geraden durch XXX sich gegenseitig in drei Abschnitte so theilen , daß je ein innerer gleich
jedem der getrennt liegenden äußeren ist . Auch ist gleichzeitig ersichtlich , daß jede der drei
Geraden gleich dem Umfange des Dreiecks XXX ist ; dieser Umfang ist aber gleich der Hälfte
des Umfanges vom Höhenfnßpunktendreieck , welcher bekanntlich durch den Bruch 28 : r gemessen
wird . Alles zusammengefaßt ergiebt die Sätze : H

Die drei von den Seiten eines Dreiecks begrenzten Transversalen , welche durch
die Mitten der Seiten des Höhenfußpunktendreiecks gehen , find einander gleich .

Das Rechteck aus einer Transversale und dem Radius des umgeschriebenen
Kreises ist gleich dem Flächeninhalt des Dreiecks .

Durch die sechs auf den Dreiecksseiten gelegenen Endpunkte der drei Trans¬
versalen läßt sich ein Kreis legen , dessen Mittelpunkt zugleich der Mittelpunkt eines
Berührungskreises des Transversalendreiecksist .

Zugleich möge erwähnt , jedoch nicht weiter hergeleitet werden , daß diese drei Transversalen
die Scheiteltangenten zu drei Parabeln sind , deren jede zwei Dreiecksseiten und die darauf
senkrechten Höhen berührt und ihren Brennpunkt im Fußpunkte der dritten Höhe hat ? )

8 7 . Kehren wir nunmehr zu dem veränderlichen Dreieck XXX zurück und wählen die
Lage feiner Ecken so , daß sie im Aehnlichkeitspunkte 1 zusammenfallen , so ist unter bloßem
Hinweise auf die oben entwickelten Eigenschaften der Dreiecksschaar einleuchtend , daß durch den

Fig . 2 . Punkt 1 innerhalb des Dreiecks ?DO drei Transversalen von gleicher Länge sich legen lassen ,
welche durch ihn halbirt werden ; oder daß er der Mittelpunkt eines Kreises ist , der je zwei
Dreiecksseiten unter dem Durchmesser schneidet . Der Radius t dieses Kreises läßt sich leicht
ans Gleichung I berechnen : Die Coordinaten des Schwerpunkts sind b » , pb —

Nd , ve — bo ; daher ist für seinen Winkelgegenpunkt r
bt, bo

28 .

Der Radius t ist nun — sm «

a
g? - j- l ? - s- o ? '48r

a? - s- l? - j-
oder abo

— 3? - i- l? Z- o - '

h Zeitschrift fiir den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht , herausgegeben von Hoffmann .
Jahrg . 1880, Heft 5 , x . 365 .

Ebenda Jahrg . 1879 , Heft 5 , x . 350 , Aufgabe 84 , gestellt von Schlömilch , und Jahrg . 1880, Heft 2 , x . 107 .

s
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wofür nach einigen Umformungen auch

der trigonometrstche Ausdruck t ^ r . i ^ ^ os « . oos ^ . cos 7 gesetzt Werden kann .
Um die Lage der drei Durchmesser des Kreises t genauer festzustellen , sollen die Abschnitte

der Seiten von XLO berechnet werden , welche durch die Endpunkte der Durchmesser begrenzt
sind . Bezeichnen wir diese Endpunkte mit Xb , X « u . s . w -, wie es der allgemeinen Bedeutung
dieser Buchstaben entspricht , so ist X « 2 ,, — 2t . oos « ; nach dem Sinussatz ist XX° — X « 2 >> .

sin ^ - - 2t sw 7 . etZ « ; ebenso aus Gründen der Symmetrie 8 X « — 2t sw 7 . etZsw «
endlich im Dreieck X X° X « ist Xo X « 2 r . eos 7 — 2 t . sw 7 . otZ 7 , Daher XX « : X .. X « :
XoL — ctg « : ctg 7 : etA ch und allgemein : Die drei in X halbirten Transversalen gleicher
Länge theilen die Dreiecksseiten so , daß die drei Abschnitte einer jeden Seite sich verhalten ,
wie die Cotangenten der anliegenden , bezw . des gegenüberliegenden Dreieckswinkels .

Zieht man in den sechs Schnittpunkten des Kreises t und der Dreiecksseiten Tangenten
an denselben , so bilden diese ein Pascal ' sches und zugleich ein Brianchon ' sches Sechseck . Drei
von dessen Ecken liegen auf deu drei Eckradien des um X60 beschriebenen Kreises , und sie sind
Mittelpunkte von Kreisen , welche je durch eine Ecke von X80 und durch zwei der sechs Schnitt¬
punkte gehen . Denn z . B . der Mittelpunkt LI -, des um X X « 2 >> beschriebenen Kreises liegt
auf dem Radius LIX , weil die Dreiecke X X « 2 ,, uud XLO sich in Aehnlichkeitslage befinden ;
ferner auf der Mittelsenkrechten von X « 2b ; zieht man LI « X « , so ist LI «. X° X — LI -, X X «
— R — 7 ; da X » X « L - 7 , so bleibt für ^ LI «. X « X ein rechter , d . h . die Tangente des
Kreises t in X « geht durch den Mittelpunkt des Kreises um X X « 2 b . Die Radien der drei
Kreise um LI « , Llb , LI « verhalten sich , wie die Cotangenten der angrenzenden Droieckswinkel ,
was aus der Aehnlichkeit von Dreiecken und dem oben angegebenen Verhältniß der Seiten¬
abschnitte zu folgern ist .

Außer den bisher untersuchten sechs Linien , die durch X gehen , giebt es noch ein drittes Fig - 2.
Tripel von Geraden , die sich ebenfalls in X schneiden . Von dem Vorhandensein derselben
erhalten wir Kenntniß durch Verallgemeinerung der Bedingungen , welche die in X halbirten
drei Transversalen gleicher Länge erfüllen . Je zwei der letzteren lassen sich auffassen als die
Diagonalen eines Rechtecks , dessen Ecken in den Seiten des Dreiecks liegen , und dessen Mittel¬
punkt X ist . X muß somit dem Orte angehören , welcher durch die Mittelpunkte sämmtlicher
eingeschriebener Rechtecke gebildet wird : derselbe ist bekanntlich eine gerade Linie , die durch
den Halbirungspunkt einer Dreiecksseite und denjenigen der zugehörigen Höhe führt . ' ) Weil
sich über jeder Dreiecksseite eine solche Schaar eingeschriebener Rechtecke construiren läßt , es
also drei Linien der bezeichnten Art giebt , welche durch X gehen , so läßt sich der Satz
aufstellen : ^

Die drei Transversalen , welche durch die Halbirungspunkte je einer Dreiecksseite
und der zugehörigen Höhe führen , schneiden sich in einem Punkte . Dieser Punkt
ist der Winkelgegenpunkt des Schwerpunktes .

Bemerkenswerth ist die Uebereinstimmung dieses Satzes mit dem bekannten Satze der
Planimetrie , daß die Verbindungslinien der Halbirungspunkte der oberen Höhenabschnitte mit
dein jedesmal zugehörigen Halbirungspunkte einer Seite sich in einem Punkte , dem Mittel¬
punkte des Feuerbach ' schen Kreises , schneiden .

Im 8 5 wurde nachgewiesen , daß eine Parallele zu einer Ecktangente des umgeschriebenen
Kreises durch die von der Ecke ausgehende Gegentransversale halbirt wird , wenn man die
Parallele von den anstoßenden Dreiecksseiten begrenzt sein läßt . Diese Eigenschaft der Tan¬
gente in Verbindung mit dem Kriterium des harmonischen Strahlenbüschels sagt uns , daß die
von derselben Ecke ausgehende Gegentransversale und Tangente des umgesch 'riebenen Kreises
zugeordnet harmonisch liegen zu den die Ecke bildenden Dreiecksseiten . Bezeichnen wir die
Schnittpunkte der Tangenten mit den gegenüberliegenden Dreiecksseiten durch Xz , 8 , , 6 z , die Fig - 1 .

y Salmon , a . a . O . Art . 48 .
2



auf denselben Seiten befindlichen Fußpunkte der Gegentransversalen durch Oft , S >, , S « , so
sind 4, und 8 , So und 6z je zwei zugeordnete harmonische Punkte ; So liegt daher aus der
Polare von 62 in Bezug auf den umgeschriebenen Kreis LI des Dreiecks L.80 ; ebenso liegt 0
als Berührungspunkt der Tangente auf der Polare von Oz ; also ist OSo die Polare von 62 .
Deshalb ist der zweite Schnittpunkt von 6S0 mit Kreis Li zugleich der Berührungspunkt der
zweiten Tangente von Oz an Kreis LI , und der um 62 mit OzO geschlagene Kreis schneidet den
Kreis LI so , daß die von 0 ausgehende Gegentransversale gemeinschaftliche Sehne beider Kreise
ist . Entsprechendes gilt für die anderen Gegentransversalen . Die drei Kreise um ^ 2 , 8z , 62
schneiden einander in zwei Punkten , wie aus folgender Betrachtung hervorgeht . Der Kreis
um 62 geht durch die auf 48 liegenden Fußpunkte LV , und Lft der Halbiruugslinien des

Dreieckswinkels 408 und seines Nebenwinkels ; denn / ft. OzOLV « — si - ft -^ - 7 ^ OzLV « 0 , also

OzLVo dem Radius 626 des Kreises um 62 ; ebenso O2V0 . Die Entfernungen jedes Punktes
des Kreises um 62 von 4 und 8 stehen nach dem Satze des Apollonius im Verhältniß von
40 zu 80 oder von Iw : Kd . In gleicher Weise verhalten sich die Entfernungen jedes Punktes
auf dem Kreise 4 z von 8 und 0 wie Iw : Iw ; jeder der beiden Schnittpunkte 8 und 8 , der
Kreise Oz und 4z hat also von den Ecken 4 , 8 , 0 Entfernungen , die sich verhalten , wie
Iw : Iw : Iw ; folglich liegt jeder der Schnittpunkte auf dem um 8z mit 8z 8 beschriebenen
Kreise , d . h . die drei Kreise 4 - , 8z , Oz schneiden sich in zwei Punkten . — Suchen wir nun¬
mehr die Lage dieser Schnittpunkte 8 und 8 , in Bezug auf8 , so ist oben bewiesen , daß jede
Gegeutransversale die gemeinschaftliche Sehne oder Potenzlinie für den umgeschriebenen Kreis LI
und je einen der Kreise 4 ? , 82 , Oz ist ; daher ist der Schnittpunkt 1 der drei Gegentransversalen
das Potenzcentrum von Kreis LI und irgend zweien der drei anderen , liegt also auf der Potenz¬
linie der letzteren ; womit bewiesen , daß die Gerade 8 8 , durch 1 geht . Auf derselben Geraden
liegt auch der Mittelpunkt LI des umgeschriebeuen Kreises , weil dieser ein Orthogonalkreis zu
denen um 4z , 8z , Oz ist . Endlich sei noch auf die bekannten Sätze der synthetischen Geometrie
hingewiesen , aus welchen hervorgeht , daß die Punkte 4 z , 8z , Oz auf einer geraden Linie liegen ,
und daß diese die Collineatiousachse des ursprünglichen Dreiecks und des durch die Fußpunkte
der Gegeutransversalen bestimmten Dreiecks ist ; die vorhin betrachtete Gerade steht alsdann
auf der Collineatiousachse senkrecht .

Fassen wir die Ergebnisse dieses Paragraphen kurz zusammen , so gehen durch den Punkt 8
im Ganzen 10 ausgezeichnete Linien :

1 ) Die drei Gegentransversalen der Mittellinien , welche elfte¬
ren zugleich Berührungsstrahlen des dem Ecktangentendreieck
eingeschriebenen Kreises sind .

2 ) Drei Transversalen von gleicher Länge und antiparalleler
Richtung zu den Dreiecksseiten .

3 ) Die drei Verbindungslinien der Halbirungspunkte der
Höhen mit denen der zugehörigen Seiten .

4 ) Die Verbindungslinie derjenigen beiden Punkte , deren
Entfernungen von den Ecken des Dreiecks proportional den
Höhen sind .

Transversalen gleicher Länge .

§ 8 . Die Untersuchungen über den Punkt 8 führten uns im vorigen Abschnitte auf
die Betrachtung von Transversalen , welche zu den Dreiecksseiten antiparallel und unter ein¬
ander gleich waren . Soweit die durch 8 gehenden Gegentransversalen als Oerter für die
Schnittpunkte gleicher Transversalen in Betracht kamen , hatten diese letzteren in Bezug auf
das Dreieck die Lage , daß sie alle drei gleichzeitig entweder zwischen den Schenkeln der
Dreieckswinkel selbst , oder zwischen denen ihrer Scheitelwinkel enthalten waren . Im Anschluß
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hieran ist die Untersuchung über Transversalen gleicher Länge einer doppelten Erweiterung
fähig ; einmal können Transversalen untersucht werden , welche zu dem Dreieck in der Weise
ungleichartig liegen , daß zwei von ihnen innerhalb oder außerhalb der Dreieckswinkel sind ,
während die dritte außerhalb oder innerhalb sich befindet , auf der andern Seite können wir
an die Stelle der bisherigen antiparallelen eine parallele Lage der Transversalen gleicher Länge
fetzen . Wenden wir uns zunächst zu der elfteren Frage , so ist der Ort für die Schnittpunkte
zweier gleicher und gegen eine Dreiecksseite gleich geneigter Transversalen zu suchen , von denen
die eine innerhalb der Schenkel des einen anliegenden Dreieckswinkels , die andere zwischen den
Schenkeln des Scheitelwinkels des zweiten anliegenden Dreieckswinkels sich befindet . Ein Punkt
dieses Ortes ist auch hier ein Eckpunkt des im vorhergehenden Abschnitt behandelten Tangenten¬
dreiecks ; denn die durch ihn gehenden Tangenten sind zu den gegenüberliegenden Dreiecksseiten
antiparallel , ihre zwischen den Schenkeln der Dreieckswinkel gelegenen Strecken haben die gleiche
Länge 0 , und die eine der letzteren kann als innerhalb , die andere als außerhalb des Dreiecks
liegend angesehen werden . Um einen zweiten Punkt des Ortes festzustellen , wollen wir seinen
Schnittpunkt mit einer Dreiecksseite aufsuchen . Es sei 11° ein solcher Punkt auf der Seite Fig - 1 .
86 , daß von ihm zwei gleiche Transversalen ausgehen , deren eine , 11-, 11° , antiparallel zu
X6 und zwischen den Schenkeln des Winkels X86 , die andere 11 -, 11b antiparallel zu X8 undzwischen den Schenkeln des Scheitelwinkelsvon X66 liege , so ist ^ 11b 11° 8 — « — 11° 11° 8 ,
Linie 11° 11b — 11° 11° , folglich wegen der Congruenz der Dreiecke 11b 11 -, 8 und 11° 11 -, 8
Winkel 6b 811° — 11° 811° Da ferner in dem Sehnenviereck 11° 11b X 8 die Winkel
11° 811b und 6° Xll -, auf demselben Bogen stehen , so ist auch der letztere — womit bewiesen , -daß X6° Tangente an dem umgeschriebenen Kreise des Dreiecks X86 ist . Der Punkt 11 -, des
gesuchten Ortes ist folglich identisch mit dem früher durch X2 bezeichnten Punkte , in welchem
die von ausgehende Tangente die Gegenseite 86 traf . Somit wissen wir , daß der Ort für
die Schnittpunkte zweier ungleichartig gelegener Transversalen von gleicher Länge durch die
Punktes und ^ 2 geht : es bleibt zu untersuchen , ob derselbe , entsprechend den Schnittpunkten
gleichartig gelegener Transversalen , eine gerade Linie ist . Bezeichnen wir wieder , wie früher ,
einen beliebigen Punkt auf X , Xz mit X und ziehen durch ihn die Parallelen X X° X° zu
11° 11 -, und X 2 -, 2b zu 11 -, 11b , so ist

X -, x° : 11° 6° ^ 8 X -, : 811° XiX : X , 11° ^ 6 2° : 611 -, 2 -, 2b : 11 -, 11b ,

folglich da 11 -, 11° — 11 -, 11b , auch X -, X° — 2 -, 2b , Es ist also die Gerade X >Xz der Ort für
die Schnittpunkte gleicher Transversalen , von denen die eine innerhalb eines Dreieckswinkels ,
die andere innerhalb eines Scheitelwinkels liegt . Orte derselben Bedingung sind auch die
Geraden 8 , 8 -, und 6162 . Von den Schnittpunkten je zweier unter diesen drei Geraden läßt
sich leicht Nachweisen , daß sie auf den früher betrachteten Gegentransversalen liegen . Der
Schnittpunkt Xl nämlich von 8182 und 6 , 0z hat die Eigenschaft , daß durch ihn drei Trans¬
versalen gleicher Länge bestimmt sind , von welchen die zu den Winkeln a und j? gehörenden
ungleichartig liegen , ebenso die zu « und 7 gehörenden ; folglich liegen die beiden zu A und 7
gehörenden gleichartig , d . h . ihr Schnittpunkt liegt auf der Gegentransversale XiX . Wir
erhalten somit drei neue Punkte X >, X2 , X , , durch welche je drei Transversalen gleicher Länge
und antiparalleler Lage bestimmt sind ; in Verbindung mit dem Punkte X bilden dieselben ein
vollständiges Viereck , dessen Diagonalen die Ecktanqenten des dem Dreieck X 80 unbeschriebenen
Kreises sind .

§ 9 . Gehen wir nunmehr zu den Transversalen über , welche bei gleicher Länge eine
den Dreiecksseiten parallele Richtung haben , so bietet sich auch hier eine doppelte Reihe solcher
Linien dar , je nachdem diese gleichzeitig innerhalb der Winkelräume , oder theils innerhalb ,
theils außerhalb liegen Um die Lage der Transversalen erster Art kennen zu lernen , suchen
wir den Ort der Schnittpunkte von irgend zweien auf . Zwei Punkte des Ortes lassen sich
leicht herausheben : Die beiden Transversalen , welche den Seiten X8 und X6 parallel sind Fig . 3 .
und dieselbe Länge 0 haben , schneiden sich in einer Ecke X , des dem Dreieck X 60 umgeschriebenen
Parallel - Dreiecks ; der Schnittpunkt des Ortes mit 86 ist dadurch gekennzeichnet , daß die in

2 »
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ihm einander begegnenden Transversalen mit den Seiten m und -ä.6 einen Rhombus bilden ,
weshalb er auf der Halbirungslinie des Winkels 8 ^,6 liegt . Daß der gesuchte Ort die durch
die beiden eben gefundenen Punkte bestimmte gerade Linie ist , dafür läßt sich der Beweis
nach bereits früher benutzten Methoden führen ; ebenso dafür , daß diese Gerade die beiden
entsprechenden , durch die Ecken 8 , und 6 , des Parallel - Dreiecks gehenden Geraden in einem
Punkte , ? , schneidet . Eine leicht zu führende Untersuchung zeigt ferner , daß dieser Punkt der
Seitengegenpunkt zum Mittelpunkte desjenigen Kreises ist, welcher sich dem Parallel - Dreieck

einschreiben läßt . In Folge dessen lassen sich seine Koordinaten , zunächst in Bezug
auf das Fundamentaldreieck aus Gleichung II durch bloße Substitution ermitteln .
Bezeichnen wir die Höhen des Dreiecks mit bg , , , bo , den Radius des eingeschriebenen
Kreises mit ? , so sind die entsprechenden Linien im Dreieck von doppelter Länge ; jede
der Coordinaten für den Mittelpunkt des ihm eingeschriebenen Kreises ist - 2 p , daher die
Entfernung tza seines Seitengegenpunktesvon L , 6t gemäß Gleichung II :

2b . 2p . 2o . 2p
^ ' 2a . 2p . 2b . 2pst - 2b . 2p . 2e . 2pst - 2e . 2p . 2a . 2p

_ Z ), ^ _ .
" ' b , db - j- b « '

für die Entfernung g » des in Rede stehenden Punktes von 86 besteht nun aber die Relation
gL st- H ->, ^ ba , woraus folgt :

_ , - b » st- üb st - de
. bstst^ bd -stbo '

Was diejenigen Transversalen gleicher Länge und paralleler Lage anbetrifft , welche theils
innerhalb , theils außerhalb der Winkelräume des Dreiecks ^480 liegen , so will ich , ohne auf
eine mit den früheren Entwickelungen vielfach übereinstimmende Untersuchung näher einzugehen ,
hier nur die Ergebnisse derselben anführen . Die drei resultirenden Oerter gehen durch die
Ecken des Parallel - Dreiecks und bilden ans den diesen Ecken gegenüberliegenden Dreiecksseiten
Abschnitte , welche gleich den von den Halbirungslinien der Außenwinkel gebildeten Abschnitten
sind ; alle sechs Oerter sind die drei Seitenpaare eines vollständigen Vierecks , dessen Diagonal¬
punkte die Ecken des Parallel - Dreiecks sind .

Werfen wir zum Schluß noch einen vergleichenden Rückblick auf die gemeinsamen Eigen¬
schaften der Transversalen von paralleler und von antiparalleler Lage , so legen die in vielen
Punkten einander analogen Ergebnisse die Vermuthung nahe , daß ihnen ein allgemeineres
Gesetz zu Grunde liegt ; bei der Aufsuchung desselben dürfte der Umstand von Bedeutung sein ,
daß die von uns betrachteten Transversalen parallel den Ecktangenten zweier dem Dreieck
nmgeschriebener Kegelschnitte sind , und zwar derselben , welche in 8 4 als die Abbildungen der
unendlich entfernten Geraden in Betracht kamen .
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