Planimetrische Aufgaben

ither

Maxima und Minima.







1. Bestimmung von Punkten.

1. Aunfgabe. In einer gegebenen Geraden AB einen Punkt so zn bestimmen, dass das Rechteck
ans den beiden Theilen so gross wie miglich wird.

1. Auflosung. Beschreibt man itber AB den Halbkreis und errvichtet in einem beliebigen
Punkte C der AB auf AB die Senkrechte bis zum Durchsehnitt in D mit dem Halbkreise, so ist
das Rechieck gebildet ans AC und BC gleich dem ans CD gebildeten Quadrate. Dieses Quadrat
wird aber um so grosser, je niher C dem Mittelpunkte der AB liegt und wird so gross wie miglich,
wenn CD Radius, ‘das ist, wenn C Mittelpunkt der AB ist.

2. Auflosung. HEs sei O der Mittelpunkt von AB; D und E seien beliebige Punkte zwischen
B und C, D niher an C gelegen als 1. Konstrnirt man aus AB und BD das Rechteck ADFG
und aus AE und BE das Rechteck AEHJ, so ist, wenn der Durchschnitt der DF und der HJ mit
K bezeichnet wird,

DK+ KF = BE+ KF=BD
DE+EH=DE+EB=BD
EF=DE
Die heiden Rechtecke FGJK und DEHK haben also gleiche Hohen; die Grundlinie des
ersteren aber ist orisser als die des letzteren, deshalb
FGJK=>DEHK, daher auch
FGJK -+ ADKJ >=DEHK + ADKJ oder
ADFG= AEHJ

Das Rechteck ans den beiden Theilen der AB ist also um so griisser, je niher der Theil-
punkt dem Mittelpunkte der AB liegt, folglich am grissten, wenn der Theilpunkt der Mittelpunkt
selbst ist.

Zusatz. Von allen Rechtecken gleichen Umfangs hat also das Quadrat den erissten
Flicheninhalt; hieraus folgt, dass von allen rechtwinklicen Dreiecken mit gleicher Snmme der Ka-
theten das gleichschenklige am grisssten ist. Umgekehrt hat anch von allen Rechtecken gleichen
Inhalts das Qunadrat, und daher auch von allen rechtwinkligen Dreiecken gleichen Inhalts das
gleichschenklize den kleinsten Umfang.

2. Aufgabe. Gegeben die Gerade AR und zwei anf derselben Seite liegende Pankte ¢ und D;
e3 soll in AB ein Punkt X so bestimmt werden, dass die Summe der Entfernungen

CX -+ DX so klein wie miglich wird.
Analysis. Nelmen wir zundchst an, C und D ligen nicht auf derselben Seite, sondern
anf verschiedenen Seiten der AB, als C und I, so ist offenbar CX +D'X so klein wie moglich,
wenn CXID eine gerade Linie ist. Demnach ist anch CX -+ DX ein Minimum, wenn DX = DX ist.




DX muss daher ein eleichschenklices Dreieck, DD L AB und, wenn K der Duorchschnitt der DI
mit AB ist. DE=IVE sein. Hieraus ergibt sich folgende
Konstruktion, Man fille von einem der beiden gegebenen Pankte, etwa von D die DE L AB,
verlingere diese Senkrechte um ED'=DE und verbinde D’ mit G, so ist der Durchschnittspunlkt
|]il'.-|'I'.\'1'!'1Iillll1!1]!_'.'$]illil' mit der AB der verlangte Punkt.
Beweis. Verbindet man ireend einen von X verschiedenen Punkt Y der AL mit €, D
i E"_. S0 st
GV DY =Y 1 XD
OX XD =0¥F¥D!
OX +=XDF=0Y 417
XDiI=XD
XD GY 1Y

1. Anmerkung. Teicht ergiebt sich, dass =SAXO CBXD ist, Die Lisung vorliegender

Aunfeabe ist daher nicht verschieden von der Lisung der Aufgabe: Anf einer geraden Linie einen
Punkt zu bestimmen, so dass seine Verbindungslinien mit zwel gegebenen Punkten mit der geraden
Linie gleiche Winkel bilden.
2, Anmerkung. Errichtet man XV A, =0 ist anch (65,4 0) DXF,
3. Statt der Punkte (! und I} kinnen anch Kreise gegeben sein, olne dass die Lisung
sich wesentlich findert. Fiw (, D, I treten die Mittelpunkte derselben ein,
3. Aufgabe. In einer gegebenen Geraden AB einen Punkt X zu bestimmen, so dass die Summe
seiner IEntfernungen von einem gegebenen Punkfe C und einer zweiten gegebenen
Geraden DE so klein wie miglich wird.
Auflosimg. 1) Triftt die Senkrechte von C aut DE die AB in X, so ist X der verlangte
Punlkt.
9y Trifft diese Senkrechte erst in ihrer Verlingerung iiber C hinauns die AB, so ergiebt
sich aus Aufgabe 2 folgende Lisung.
Man konstruirve zn ¢ den Gegenpunkt €4 in Bezug aunf AB und fille von Cf die CF L DI,
Der Durchschnitt dieser Senkrechten mit der AB ist der verlangte Punkt.

Beweis. Fillt man von einem beliehizen andern Punkt Y der AB die YG L DE und zieht
YO, so ist YC+HYG>=XO+XE. Denn zieht man Y und YH LC'F, so ist
Y +-YG=0E, well CY=CH ist;
G =11
Y YG=C'F oder
Y -+ Y3 =0X = XF.
Alsp ist CX XTI ein Minimum.
Determination. Ist C°F || AB. was der Fall ist, wenn DE L AB, so erhalten wir keinen
Punkt von verlangter ligenschatt.
Anmerkune, Statt des Punktes kann ein Kreis gegeben sein, die Lisung bleibt dieselbe.
4. Anfeabe, Gegeben eine Gerade AB und zwei auf verschiedenen Seiten derselben liegende
Punkte ¢! und D: es soll in AB ein Punkt X bestimmt werden, so dass die Differenz
der Entfernungen (X DX =0 gross wie miglich wird.
Auflisung. Man konstrnire, wie vorhin, zu € den Gegenpunkt C, so ist, wenn die Ver-
bindungslinie CD verlingert die AB in X durchechneidet, X der verlangte Punkt.




—

Beweis. Verbindet man irgend einen andern Punkt Y der AB mit €, ¢/ und D. so ist
Y —DY=0Y—DY. Letztere Differenz aber ist kleiner als C), welehes die Differenz von
OX — DX ist; also ist CX—DX s0 gross wie mdiglich.

Determination. Haben beide Punkte gleichen Abstand von AB, so giebt es keinen Punkt
von verlangter Iigenschaft.

Anmerkong., Anch hier kinnen fiiv C und D Kreise gegeben sein, ohme dass die Lisung
sich wesentlich dindert.
5. Aufzabe. Auf der Grundlinie BC eines ungleichschenkligen Dreiecks ABC einen Punkt zu be-

stimmen. dass die Snmme seiner Entfernungen von den beiden Seiten ein Minimum wird,

Anttosung. Nehmen wir zonfichst heliebig die Punkte D und E der BC zwischen B und
€ an und untersuchen, welche von den beiden Entfernungssummen DFS4-DG und EH -+ EJ  die
kleinere sei. (Fund H in AB, G und J in AC gelegen). Zieht man DK||AB bis zum Dureh-
schnitt mit EH und EL || AC, bis zum Durchschnitt mit DG, so dndert sich diese Frage um in

ilie Frage, welche von den beiden Summen HK DL + EJ und EK +HK-+EJ die kleinere sei.
und diese Frage rednziert sich anf die Frage, welche von den beiden Linien VL und EK die kleinere
sei. Tst nun AC=AB und daher st ABC>==CACB, so ist auch =CEDK =< DEL. In den beiden

rechtwinkligen Dreiecken DEL und DER, welche die Hypotenuse gemeinschaftlich haben, ist da-
her DL<<EK, folglich ist auneh
HE + BL -+ EJ<EE-+HE +EJ oder
DF+DG<EH-+EJ
Je nilier der angenommene Ponkt also der Ecke B liegt, desto kleiner wird die Entfer-
TN ZSSnme.

Nehmen wir ferner einen Punkt M in der Verlineernne der BC fiber B hinans und fillen
MP und BO-L AC und MN L AB, so ist schon, wie nahe auch M bei A liegen mige, die BO << MP,
um so mehr daher BO <CMP + MN.

s ergibt sich also, dass B selbst der gesuchte Punkt, und dass das Minimum der Ent-
fernungssumme die Hohe sei, welehe vom Scheitel des grisseren anliegenden Winkels auf die
oeoeniiber lerende Seite wefillt wird.

. Anmerkung. Je weiter der Punkt in der BC, von welchiem die Senkrechten gefill
werden, nach der einen oder andern Seite von B sich entfernt, desto grisser wird die Summe
der Senkrechten; ein gesuchtes Maximum giebt es daler nicht.

2. Anmerkung. Ist das gegebene Dreieck gleichschenklie, so giebt es in der Grundlinie
keinen Punkt von verlangter Figenschaft; denn in diesem ist die Summe der Senkrechten konstant,
nimlich gleich der zu einem der gleichen Schenkel gehdrigen Hihe,

6. Aufgabe. Anf der Grundlinie BC des Dreiecks ABC einen Punkt so zn bestimmen. dass die
Differenz seiner Entfernungen von den Seiten so klein wie miglich wird.
Auflisung.  Der verlangte Punkt ist derjenige, in welchem die Halbiruneslinie des Winkels
an der Spitze die Grandlinie trifft,
Y. Aufeabe, Gep

hen das Dreieck ABC; in demselben einen Punkt X so zu bestimmen, dass die
Summe seiner Entfernungen von den drei Seiten so klein wie moglich wird.
Auflisung, Nehmen wir irgend einen Ponkt DD im Dreieek ABC, fillen von demselben
die Senkrechten DE, DF und DG beziiglich auf AB, AC und BC und ziehen noch durch denselben
die HJ||AC (H in AB und J in BC gelegen), so ist nach Aufeabe 5, wenn <K BAU ><C ACB und
daher auch <EBHJ = <CBJTH ist, und noch HK 1+ BC gezogen wird,




HEK <DE DG, daher auch
HEK 4 DF < DE + DF + DG, oder, da DF =HL ist (HL-L AC)
HE +HL <<DE -+ DF - DG.

HEK -+ HL wird nach derselben Aufgabe nm so kleiner, je niher der Punkt H dem sScheitel-
punkte des < ABC liegt, (voransgesetzt, dass <X ABC=<CBAC) und so klein wie miglicl, wenn
H mit B zusammen fillt. Der gesnchte Punkt ist also der Scheitelpunkt des griissten der drei
Winkel des gegebenen Dreiecks, das Minimum der Entfernungssumme daher die kleinste Hihe
desselben.

8. Aufgabe. Auf einer Dreiecksseite BO zwischen B und C einen Punkt so zn Dbestimmen, dass
die von demselben auf die beiden andern Seiten gefiillien Senkrechten das eriisst-
migliche Rechteck bilden.

Auflisung, Es seien D und E zwei Punkte zwischen B und ¢ in BC gelegen, DF, D,
EH und EJ die Senkrechten auf AB und AC, F und H in AB, G und J in AC, so verhilt sich

DG :EJ=(D:CE
DF: EH = BD : BE
DF.DG: EH.EJ=BD .CD:BE.CE

Liegt nun 1) dem Mittelpunkte der B/C nidher als E, so ist nach Anfgabe 1 BD.CD
= BE.CE, daher auch DF.DG=EH.EJ. Daraus folegt, dass der Mittelpunkt der BC der ge-
snchte Punkt sei.

Zusatz. Je melr der Punkt, von welchem aus man die Senkrechten fillt, nach B oder
C riickt, desto kleiner wird das betreftende Rechteck. Fillt der Punkt mit B oder mit C zn-
sammen, so wird der Inhalt des Rechtecks = O, riickt endlich der Punkt iiber die Endpunkte der
Grundlinie hinaus, so wird das betreffende Rechteck um so grisser, je weiter von B oder C der
Punkt genommen ist. B und C sind daler die Punkte, fur welche das Rechteck ans den Senk-
rechiten ein Minimum ist. Es gibt also ein Maximum und zwei Minima.

In derselben Weise werden die beiden folgenden Aufezaben gelist:

9. Aufgabe, Aunf einer Dreiecksseite einen Punkt zn bestimmen, so dass die durch denselben zn
den beiden Seifen gezogenen Parallelen, =0 weit sie von den Dreiecksseiten begrenzt
werden, das grisstmigliche Rechteck bilden-

10. Aufgabe. Auf einer Dreieksseite einen Punkt so zu bestimmen, dass die von demselben nach
den beiden andern Seiten unter gegebenen Neigungswinksln gezogenen Linien, so
weit sie von den Dreiecksseiten begrenzt werden, das grisstmigliche Rechteck hilden,

11. Aufzabe, Gegeben eine Gerade CD nnd zwei auf derselben Seite liegende Punkte A und B; es
soll in CD ein Punkt X so bestimmt werden, dass der Exponent des Verhiiltnisses
AX :AX so gross oder so klein wie miglich wird.

Analysis. Es sei X der verlangte Punkt, also in CD so gelegen, dass AN:BX > A% : BZ,
wo % irgend einen von X verschiedenen Punkt der CD bezeichnet. Wenn man <5 AXE durch XE
und seinen Nebenwinkel dureh XF halbirt (E und F Punkte der AB, resp. deren Verliingerung),
so verhilt sich AX:BX=EA:EB=FA:FB. (Die Halbirungslinie eines Dreieckswinkels so-
wolil als auch seines Nebenwinkels trifft die gegenitber liegende Seite bezw. deren Verlingerung
in einem Punkte, dessen Abstinde von den Endpunkten dieser Seite sich zu einander verhalten,
wie die den Winkel einschliessenden Seiten). Beschreibt man dann iber EF als Durchmesser den
Kreis, so geht dieser durch X, weil < EXF = 1R, und jeder Punkt desselben hat die Higenschatt,
dass die Verbindungslinien desselben mit A und B in dem Verhiiltniss EA: EB stelion. Fiir jeden



andern, ausserhalb oder innerhalb dieses Kreises liegenden Punkt wird dieses Verhiiltniss ein

anderes, Darans folgt in Verbindung mit unserer Annahme, dass X der gesuchte Punkt sei, dass

die CD pur den Ponkt X mit diesem Kreise cemeinsam haben kinne, also CD Tangente mit dem

Berithrungspunkte X an diesem Kreise sei.

Wir haben also EA:EB=FA:FB, oder dorch Anwendung des Satzes: Halbirt man in
einer harmonisch getheilten Linie AE den Abstand zweier konjugirter Punkte E md F in G,
so sind die Abstinde des Halbirungspunktes von den drei anf derselben Seite von ihm gelezenen
Punkten stetiz proportionirt: GA:GE=GE:GB. Verbindet man noch G mit X, so ist GE = GX ;
dalier GA:GX =GX:GB; folglich ist GX Tangente des dorch A, B und Z gezogenen Kreises,
Bin Ort fiir den Mittelpunkt dieses Kreises ist, weil GX L CD, die gegebenen Gerade CD, ein
zweiter Ort fur ihn ist die Mittelsenkrechte anf AB. Daher ist dieser Kreis konstruirbar und so-
mit der Punkt X zun bestimmen.

Konstruktion. RFrrichte auf AB die Mittelsenkrechte bis zom Durchschnitt in O mit der
O und beschreibe mit AO um O den Kreis: trifit derselbe die CD in X und Y, so ist, wenn X
zwischen O und dem Durchschnitt der AB und CID liegt,

AX:BX ein Maximum,

AY :BY ein Minimnm.

Beweis. 1) X nnd Y liegen der Konstroktion gemiss in CL).

2) AY:BY so klein wie moglich,

AX:BX so gross wie moglich., Dlenn halbirt man <FAYB sowohl als auch seinen
Nebenwinkel dureh YE? und YFY, wo E‘ und F’ die Durchschnittspunkte in der AB resp. deren
Verliingerung sind, so verhilt sich E‘B:E‘A=F'B=F'A und ein iiber E‘F’ als Durchmesser be-
schriebener Kreis geht, weil <cEYF‘= 1R ist, durch Y. Aus obiger Proportion folgt nach dem
in der Analysis angefithrten Satze iiber die harmonisch getheilte Linie, wenn G* der Mittelpunkt
der B‘F¥ ist, ** B GE = @B GA oder, da G'E/'= &Y ist,

GB:GYN=0G"Y :GA;
folelich ist G'Y Tangente des durch A, B und Y gehenden Kreizses (Konstruktionskreises); daher
GY L YX (D), desshalb jeder Punkt Y* der CD sowohl aunf der einen als auf der andern Seite
von Y weiter von & entfernt als Y, d. h. CD berithrt den Kreis fiber F'F‘ in Y wnd Y liegt
anssarhalb dieses Kreises. Daher ist

BY :AY'=BY:AY oder

AY :BY'<AY:BY. Also AY:BY = Minimum.

Gtanz #hnlich ergiebt sich, dass AX:BX = Maximum.

Anmerkung., Liegen die beiden gegebenen Punkte auf verschiedenen Seiten der CD, so
bestimmt man zundchst zu einem derselben etwa zu B den Gegenpunkt B’ in Bezug auf CD; die
Punkte X und Y, fiir welche AX:BX = Maximum und AY : BY = Minimum, sind auch die Punkte,
filr welehe AX :BX = Maximum und AY : BY = Minimum.

12, Aunfeabe, Gegeben ein Kreis um O und zwei Punkte A und B ausserhalb oder innerhalb des-
selben; es soll in der Kreislinie ein Ponkt X so bestimmt werden, dass der Expo-
nent des Verhiltnisses AX:BX so gross oder so klein wie miglich ist.

Analysis. Eine bis zur Bestimmung der Orter fiir den Mittelpunkt mit der vorhergehen-
den, wenn wir nur statt der Geraden CD Kreis um (b lesen, wirtlich fibereinstimmende Analysis
fiihrt zu dem Schluss, dass der gesuchte Punkt X in der gepebenen Kreislinie bestimmt werde
durch einen Kreis, welcher durch A und B geht und die OG berfihvt. Daher ist. wenn wir noch
O mit A verbinden,




UA:OX=0X:0H, wo H den Durchschnitt des oben genannten Kreises mit OA bezeiclinet.
Da in dieser Proportion OA und OX bekannt sind, so lisst sieh die dritte Proportionale OH und
somit der Punkt H bestimmen, und damit ist die Aunfgabe zuriickgefiihrt anf die Anfeabe: Durch
drei gegebene Punkte A, B und H einen Kreis zu bescliveiben,

Konstruktion. Beschreibe fiber 0OA den Halbkreis, fille vom Punkte T, in welchem dieser
tlen ,’_'H!)-'_L'I']'ll'!:t'll Kreis sehneidet, die JH OA mund beschreibe tlnreh A, B und H den Kreis, Trifit
dieser den gegebenen Kreis in X nnd Y, so ist fiir den einen das Verhiltniss seiner Entfernungen
von A und B ein Maximum, fiir den andern ein Minimnm.

Beweis. Derselbe ist dem in der vorigen Aufeabe nachzubilden,

Determination. Die Konstruktion dndert sich nicht, wie anch die Leiden gegebenen Punkte
in Bezug anf den gegebenen Kreis liegen migen. Nur wenn A, B und O wnd  deshalb auch A.
B und H in gerader Linie liegen, gibt es keinen Kreis, welcher durch Ietztere drei Pankte ginge
und darom anch kein X und Y.

13. Aufgabe, In dem Dreieck ABC einen Punkt X so zu bestimmen. dass die Summe =einer Knt-
fernongen von den drei Ecken ein Minimum wird,

Analysis, s sei O der verlangte Punkt, also so gelewen, dass AX +BX-+0X so klein
wie miglich ist. Denkt man sich daler um eine der Eeken, etwa mm A. mit der Entfernung von
X, also in diesem Falle mit AX den Kreis beschrieben und frgend einen von X verschisdenen

Y dieger Kreislinie mit A, B und O verbunden, o wire
AY +BY +0Y > AX +BX +0X oder, da AY =AX (Radien desselben Kreises),
BY -+ 0CY=BXA-0X,
Der Punkt X liegt demnach auf dieser Kreislinie so, dass fi ihn BX +0X ein Minimum
ist. Zielen wir noch durch X die Tangente DE an diesen Kreis, so ist nach Aufeabe 2, An-
merkung 1
< BXD LOXE
\XD AXE=1R
CBXD <L AXD=<C0XE+-<CAXE oder
< AXB AN,
Kbenso finden wir, wemn wir von B und C auscehen,
AXB=<BX(
LAX(C BXO
AXB=-< AX( =<tBX( =44 R.
Der gesuchte Punkt ist also derjenige, von welchem ans die drei Seiten unter gleichen
Seliwinkeln erscheinen.
L. Konstruktion. Man beschreibe iiher zwei Seiten des gegebenen Dreieclks [Kreishogen,

welche den =243 R als Umfangswinkel fassen, so ist der Durehschniti derselben der sesnchte Punlkt

2. Konstruktion. Man beschreibe iiber zwei Seiten des Dreiecks nach aussen oder innen hin

gleichseitige Dreiecke und verbinde deren Spitzen mit den gegenither liegenden Ecken des Drei-
ecks, so ist der Durchschnitt dieser Verbindungslinien der cesuchte Punlkt.

Beweis. Aus der ersten Konstrnktion ergiebt sich sofort, dass <5 AXB = < AX( = LR
ist. Dieselbe Wahrheit ergiebt sich fiir die zweite aus dem Lehrsatze- Errichtet man fiber den
Seiten eines beliebigen Dreiecks jedesmal naeh aussen oder jedesmal nach innen gleichseitige
Dreiecke und verbindet die Spitzen derselben mit den gegeniiberliecenden Keken des m spriinglichen
Dreiecks, so schneiden sich diese drei Verbindungslinien in einem einzigen Punkte, welcher

B0



lieg't, dass die Verbindungslinien desselben mit den Ecken des gegebenen Dreiecks gleiche Winkel
unter sich hilden. Aus Aufeabe 2 ergibt sich ferner:
AX 4+ BX = Min.
AX -+ 0X = Min,
BX -+ X = Miii.
AN A 2BX 20X = Min, oder
AX 4+ BX -+ (X = Min.

Anmerkung. Sind alle Winkel des gegebenen Dreiecks <45 R. so liegt der Punkt X im
Dreieck ABC. Ist ein Winkel des Dreiecks =4/gh, so ist der Scheitelpunkt dieses Winkels der
sesnchte Punkt X. Ist endlich ein Winkel des Dreiecks =43 R, so liegt X ausserhalb des
Dreiecks ABC,

14. Aufgzabe. Gegeben eine Gerade CD und zwei auf derselben Seite dieser Linie liegende Punlite
A und B; es soll ein Punkt X so bestimmt werden, dass die Summe seiner Ent-
ternungen von den beiden Punkten und der Geraden so klein wie miglich wird.

Auflisung. HEs sei X der gesnchte Punkt, also AX +BX-+EX so klein wie mdglich.
(E ein Punkt der OD.) Zuniichst ist klar, dass EX L CD. Ziehen wir dureh X die KG L'[ll.

so ist ferner nach Aufgabe 2 <CAXEF BXF, daher auch <£AXE., Beschreiben wir um A mit
AX den Kreis, so ergibt sich endlich aus Aufgabe 11, dass =CAXE=-<CAXB sein muss. Aus
diesen drei Gleichungen folgt, dass <= AXB =L AXE ==L BXK; daher jeder dieser Winkel =%3R.
Ein Ort fir X ist demnach der Kreisbogen fiber AB, welcher den =2%/g R als Umfangswinkel
fasst, ein zweiter die durch A gehende Gerade, welche die CD unter =£lfg B sclmeidet, wobei
yvorausgesetzt ist, dass A zwischen B und dem Dnrchschnitt der AB mit der CD liegt,
Anmerkung. Wird der zweite Ort Tangente an den Kreisbogen, so 1st, wenn H den
Durehschnitt dieses Ortes mit CD bezeichnet, < BAH =23 R, daher <<HAJ =13 B (J Durchschnitt
der AB mit CD), folglich AJD="3aR. Wenn also die Verbindungslinie AB mit CD einen =2 'R

macht, so ist der Pankt A selbst der gesuchte Punkt. Wird dieser Winkel grisser, so wird der

zweite Ort Sekante, schneidet daher den Bogen, welcher =24 R fasst, ebenfulls nur in A, folelich

ist A anch fiir diesen Kall der gesnchte Punkt. Schneiden sich AB und CD nach B hin, so eoilt

das von A Gesacte fin den Punkt B.

15. Aufgabe. Gegeben die Gerade AB und zwei nicht in derselben liegende Punkte € und I); es

soll in AB ein Punkt X so bestimmt werden, dass OX®-+DX?® ein Minimom wird.

Analysis. ks sei X der verlangte Punkt, so ist wenn man E, den Mittelpunkt der D,

mit X verbindet, (X2 4 DX2="(CD*+2EX2 Da CD g

IEX2 und damit OX2

wird, und dieses ist der Fall, wenn EX ein Minimum ist. Dieses aber tritt ein, wenn EX - AB.

‘eben, so ist Y2 CD? konstant: Y (D2

DX? wird daher so klein wie miglich, wenn ZEX?® so klein wie miiglich

Daraus tliesst folgende einfache
Konstroktion. Man halbiere die Verbindungslinie CD in E, so ist der Punkt X, in welchem
die von K anf AB gefillte Senkrechte die AB trifit, der verlangte Punkt.

Beweis, Verbindet man irgend einen auf der einen oder andern Seite von X liegenden
Punkt Y der AB mit € und D, so ist CY2+DY?="1CD*1+2EY% Aber FY>=EX, also auch
YEY!>=1EY, daher auch CY2+DY 2> % CD2+2EXE, folelich CX2+DX?® so0 klein wie miglich.

Determination. Die Aufeabe ist nicht zu lisen, wenn AB. L CD.

Anmerkung. Ist statt der Geraden AR der Kreis um O ceseben, so fithrt uns eine ranz
dlnliche Betrachtung zu dem Schlusse, dass wir, um X zu bestimmen, den Mittelpnnkt E der €D
mit O, dem Mittelpunkte des gegebenen Kreises zn verbinden haben. Der eine der beiden Durch-




10)

schnitte bedingt ein Minimum, der andere ein Maximum. Fillt E mit O zusammen. so ist die
Aufgabe nicht zu lisen.

Fiir die beiden Punkte ¢ ond D kinnen ebenfalls Kreise eintreten,

16, Aufgabe. In dem Dreieck ABC einen Punkt X so zn bestimmen. dass die Summe der Quadrate
der Entfernungen desselben von den drei Ecken so klein wie moglich wird.

Auflosung. Es sei X der verlangte Punkt und daher, wenn Y irgend ein von X verschie-
dener Punkt ist, AY? +BY?+CY?>AX®+ BX2+ON2 Verbindet man X mit Y und fillt von A,
B und € auf XY bez. deren Verlingernng die Senkrechten AAY BB' und C0% so ist

AYZ=AXE+X¥Y2+ 29XV AX

BY:=BX*+ XY 9XY. B'X

CY2=(0OXE - X¥2 9NV OX

AY2+BY 4+ 0Y2=AX®+BX2 4+ ONS-F8XY2+9XY (A‘X + BV 0X)

Ist nun X der Schwerpnnkt des gegebenen Dreiecks, so ist, wie Y auch lieren mag, die
algebraische Summe der Entfernungen AX, BY, (X gleich Null. Denn zieht man vom Endpunkie
D der Mittellinie AD die DE[A’A bis zum Durchsehnitt in E mit XY, so ist BX--XE=0'X—F'X.
oder BXH2XE=0X; aber 2XE = A‘X, weil ADEX~/ AAX und AX =9DX. Daher ist unter
dieser Voraussebzung AY2+BY2--0YV?=AX®+ BX2+ (OX?* 4 3XX?, folelich

AY2+BY - CY2 > AX2+BX24-0X2 Also ist der Schwerpunkt des ge-

webenen Dreiecks der gesuchte Punkt.

Anmerkung. Die Aufgabe ist offenbar der Verallgemeinernng fiir ein System von beliebig
vielen Punkten fihig, indem man in diesem den Punkt bestimmt, (Mittelpunkt der mittleren Ent-
fernungen) fir welchen die alzebraische Summe von AX, B‘X u. 5. w, gleich Null ist.

Vergleiche Gandtner und Junghans 1 § 12, 369,
Ii. Aufgabe. Gegeben ein Dreieck ABC; in demselben soll Punkt X so bestimmt werden, dass
die Summe der Quadrate der Entfernungen desselben vou den drei Seiten =o klein

wie miglich wird.

Auflisung. Es sei X der verlangte Punkt und daher, wenn Y ein von X verschiedener
Punkt ist, DYE+E Y+ Y*=DX? +EX2+FX? (DD, EE, FF' die Fosspunkte der Senk-
rechten in AB, AC, BC). Um so mehr wiire dann, wenn man DY, EY und FG zieht, DY2+
EY: +FY?=DX2+EX2+FX2 d. h. X muss so legen, dass die Summe der Quadrate seiner
Entfernungen von den drei Punkten D, K, F ein Minimum ist. Der gesuchte Punkt ist also nach
der vorigen Aufeabe der Schwerpunkt des Drelecks DEF. Zieht man AX und verlineert his
zum Durchsehnitt in G mit BC, fillt von & die GH-“AB und GJ-LAC und zieht AM BC, so ist

BG:GH = AB: AM (weil & BGH ~ABM)
CG:GJ=AC: AM (weil & CGT ~ ACM)
Bl :CG=AB.GH: AC.GJ

Zieht man endlich noch DK und EL senkrecht auf XF (diese Perpendickel sind einander gleich),

so Ist ferner DX:DK=AB:AM (weil & DKX~ ABM)
EX :EL=AC:AM
DK = KL

DX:EX =AB:AC. Es ist anch
DX :EX=GH:GJ]
AB: AC=GH:G&J. Wir hatten vorhin

BG:CG=AB. GH: AB.GJ
B : GG =AB=: AC*



Ehenso ergiebt sich, wenn man C mit X verbindet nnd bis zum Durchschnitt G in AB
verlingert,
AGY:BG = AC2: BC2
Durch diese Proportionen lassen sich G- und G* und damit X bestimmen.
18, Aufgabe. In dem einen Schenkel eines Winkels sind zwei Punkte A wnd B gegeben; es soll
in dem andern Schenkel ein Punkt X so bestimmf werden, dass SCAXB so
wie miglich wird.
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Aunflosung. Beschreibb man iiber AB als Sehne einen Kreis, weleher den andern Schenkel
in O und D schneidet, so liegt der gesuchte Ponkt offenbar zwischen C und D, Denn wenn man
irgend einen Punkt 1 zwischen U md D mit A und B wverbindet, A bis zum Durchschnitt in
T mit dem Kreise verlingert und F mit B verbindet, so ist SSAEB>-<CAFB, daher auch
S ARB=ACB oder ADB. Wie nahe nun anch C und D genommen sein migen,

immerhin liegt

der gesnchte Punkt zwischen € und D, Der Kreis iitber AB als Sehne muss daher den andern

Schenkel beriihiren, und der Berithrungspunkt ist der gesuchte Punkt. Die Anfgabe ist daher

zuritclgefithret anf die Aufeabe; Dureh zwel gegehene Punkte einen Kreis zu heselireiben, welcher

gine der Lage nach gegebene Gerade beriihrt; oder, was dasselbe ist, zu zwel gegebenen (reraden
die mittlere Proportionale zn hestimmen.

19. Aufzabe. Wie vorhin; jedoch sind statt der beiden konvergirenden Linfen zwei parallele
Linien gegeben.

Auflisung. Wie vorhin: der gesuchte Punkt ist der Durchsehnitt der Mittelsenkrechten
auf AB mit der Parallelen.

20. Aufgabe. Gegeben der Kreis um O und zwei Punkte A und B ausserhalb oder innerhalb
desselben: es soll in der Kreislinie ein Punkt X so bestimmt werden, dass <<AXB
ein Maximum oder Minimum wird.

Auflosung, Bine ganz ihnliche Betrachtung, wie die in Aufgabe 18 angestellte, fithrt

su dem Schluss, dass der verlangte Punkt derjenige Punkt ist, in welchem der durch A und B

gehende Kreis den gegebenen Kreis berithrt. Liegen A und B ausserhalb des gegebenen Kreises,

so bedingt der eine Berithrungspunkt ein Maximum, der andere ein Minimum; liegen beide Punkte
innerhalb des gewebenen Kreises, so ist, wenn X und Y die Berithrungspunkte sind, sowohl <t AXB,
als auch << AYB ein Maximum.




2. Maxima und Minima
des Inhalts und Umfangs von Dreiecken.

21. Aunfgabe. Unter allen Dreiecken, welche auf derselben Grundlinie AB stehen und eleichen
Umfang haben, dasjenice zn finden., welches den erissten Inhalt hat.

Auflisung. Ueber der Grundlinie AB denken wir uns zwei Dreiecke ABN und ABY

konstruoirt, von welchen das erste gleichschenklie, das zweite uneleichschenklie ist. so aber. dass

AB+AX+BX=AB+AY +BY=n75 ‘oder AX+BX=AYFBY=s5—AB ist. Von den Beiden

pen Khicheninhalt haben, dessen Hohe die ertssere ist.  Ver-

Dreiecken wird dasjenige den o
lingert man AN nm XC=XB nnd verbindet ¢ mit B und Y, so ist AY +OY = AC, oder AY

CY = AX -+ BX, dalier CY > AX + BX — AY, oder CY = BY. s lieet demnach Y zwischen AB
und der Senkrechten XE, welche man von X anf BO filli: daler izt Hilie XF=> Holhe Y& fole-
lich L AXB>= 20 AYB. Unter allen Dreiecken von gleichem Umfanee, welche ither AB als Grund-

linie. errichtet werden, hat also das gleichschenklige den grissten Inhalt.
22. Aufeabe. Unter allen Dreiecken, welche auf derselben Grundlinie AB stehen und den oleichien
Winkel « an der Spitze haben, dasjenige zu finden. welches den griissten Inhalt hat.

hem Winlkel «

LG

Spitzen aller Dreiecke anf derselben Grundlinie mnd mit o

Auflisune.

eishogen, welcher fiber AB als Sehne beschrvieben den =5 als Um-

an der Spitze liegen in «

fangswinkel fasst. Von allen diesen Dreiecken hat offenbar das gleichschenklige die grisste Hihe;

also 1st auch in diesem Falle das gleichschenklice das verlangte Dreieck.

23. Aufeabe, Unter allen Dreiecken, welehe in einem Winkel « und der Summe der einsehliessenden

=0

Seiten ithereinstimmen, das grisste zu finden.
Tisung.  Esseien ABC u. ADE zwei Dreiecke. in welchen <2 ABC DAE = cn. AB -
A==, IstHABRC ADHE, soistnach dem Satze: Haben zwel gleiche Dreiecke sinen
nkel, so sind die Rechtecke gebildet ans den diesen Winkel einschliessenden Seiten
rleich, AB.AC ALLAE., Reehteck cebildet aus AB und AC ist aber so oross wie mielich

, wenn AB Al Alzo 18t aneh in diesem Falle das '_L'll'il'il‘:-'|I-'I:|ii‘i:_‘" Dreieck, les=en

|
Selte 22 und dessen Winkel an der .“;|li'|;a',|' i, das 1.'l']'!-'llI,L'.'ll'.
24, Aufgabe, Unter allen Dreicken, welche denselben Umfang u und gleiche Hihe h haben, das grisste
zn finden.
Analysis. Da die in Betracht kommenden Dreiecke dieselbe Hilie haben, seo hat offenbar
dasjenige von denselben den grissten Flicheninhalt, welelies die orisste Grundlinie hat. Fiie ein
h. AB-- AC wird nach Aufrabe

solehes 1st aber die Summme der beiden Seiten so0 klein wie miielic

2 =0 klein wie miglich, wenn =£BAD ECAE 1st (DE | BC), und dieses ist der Fall. wenn AB
AC ist.

Konstroktion. Man konstruire aus h und "s u das rechtwinklice Dreieck AFG (AF =1

ud FG =20, £ AFG=1R), errichte anf AG die Mittelsenkrechte bis zum Durchselinitt in B

mit K, verbinde A mit B, mache FC=FB und verbinde A mit C. so ist A ABC das verlangte.




Beweis.. Is ist AF=h und AB+ AC-+=BC=nu nach der Konstruktion. Dass & ABC so
oross wie moglich, aroieht sich leieht durch Vergleichung mit einem andern Dreieck.
1

25, Aufeabe. Unter allen Dreiecken auf derselben Grundlinie AB, deren Seifen in einem gegebenen

Verliltniss m:n zn einander stehen, das grisste zu finden.

Auflosung. Theilt man AB in einem zwischen A and B liecenden Punkte C und in einem
in der Verlingerung tiber B hinans liegenden Punkte I) nach dem Verhiltniss m:n, so ist der
Kreis iiber D als Durchmesser der Ort aller Punkfe, deren Entfernuneen von A und von B sich
verhalten wie m:n. Verhindet man ireend einen Ponkt X dieses Kreises mit A und B, so ist
also AX:BX=m:n, und das . ABRX ist so oross wie méglich, wenn seine Hihe XE ein Max.
ist, Diese ist aber am grosstén, wenn sie Radius des konstruirten Kreises, d. i, wenn ihr Foss-
punkt Mitttelpunkt des Kreises ist.

6. Aufeabe. Unter allen Dreiecken, welehe gleiche Hihe h und gleichen Winkel « an der Spitze

haben, das kleinste zu finden,

Analysis. ABC und ADE seien zwei Dreiecke, welche dieselbe Hihe AR =h haben und
i welchem <£BAC=<DAE ist. Dreieck ABC sei gleichselienklig, ADE ungleichschenklig, Von
den beiden Dreiecken ist offenbar dasjenige das kleinere. welches die kleinere Grundlinie hat.
Beide Grundlinien haben das Stiick DC wemeinsam; untersuchen wir daher BD und (E. Machen
wir G =FD, so ist, wenn wir G mit A verbinden: AABD==AACG, daler £ CAG=-LCAE,
folelich CE:CG AT :AG, Nun ist offenbar AE=AG, folglich anch CE=0G, daher anch
CE -+ D= 66 -+ eD, oder DR =B, folelich AADE= A ABC. Von den Dreiecken mit gemein-

camer Hihe und gleichem Winkel an der Spitze ist also das eleichschenklice das kleinste.

Konstruktion., Konstruire zunichst das rechtwinklize 4 ABF aus AF =1 nnd <L BAK
97, Aufeabe. Unter allen Dreiecken, welche einen pleichen Winkel « und gleichen Flicheninhalt

haben, dasienige zu finden, we lehes den kleinsten Umfang liat.

Auflisung. Es zeien ABC und ADE zwei sleichflichize Dreiecke, in welchen <K BAC
_DAR=e so ist AB.AC=AD.AE. Der Umfang dieser Rechtecke ist aber nach Aunfgabe 1 am
Kleinsten, wenn dieselben Quadrate sind, d. i. wenn AB=AC. Die Aufgabe ist somit zuriick-
gefithrt anf die Aufgabe: Kin oleichsclienklices Dreieck zu konstroiven, von welchem der Inhalt
und die Winkel gegeben sind.

29, Anfeabe. Unter allen Dreiecken von oleicher Hohe und gleichem Flicheninhalt dasjenige zu
finden. weleches den kleinsten Umfang hat.

Anflésung. Alle in Betracht kommenden Dreiecke haben, weil sie gleichen Inhalt und
gleiche Hithe haben, auch oleielie Grundlinien. ABC und BCD seien zwei solehe Dreiecke, das
erstere gleichschenklig, das andere ungleichschenklig. Nach Aufgabe 2 1sf AB+AC<<BDA-{CD
Also ist der Umfang des gleichschenkligen Dreiecks kleiner als der eines jeden ungleichschenkligen,
welehes mit ihm anf derselben Grundlinie und zwischen denselben Parallelen liegt.

Konstruktion. Bestimme aus Inhalt und Hohe die Grandlinie . 5. W,

99, Aufzabe. Durch einen innerhalb eines gegebenen Winkels BAC pgegebenen Punkt O eine
Gorade so zu leeen. dass das abreschnittene Dreieck AXY an Inhalt ein Minimum wird,

Auflosung. Zieht man durch O beliebig die Verbindungslinie der beiden Schenkelpunkte
B und €, macht OD=O0B (fir den Fall, dass OB=O00), zieht DX ||AB und dmreh O die XY, so
ist vou allen Dieiecken, welche sich durch eine durch O gehende Linie abschneiden lassen, das
Dreicck AXY das kleinste. Denn es ist & Dt X =ABOY, daher ACOX=>ABOY. Je niher
nun BD an XY heranviiekt, desto kleiner wird der Ueberschuss ACDX, nnd dieser verschwindet
ganz, wenn BC mit XY zusammenfillt.
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Aus der Kongruenz der Dreiecke DOX und BOY ergiebt sich, dass OX = 0Y. Vorliegende
Aufeabe ist somit zuriickgefithrt anf die Aufgabe: Durch einen Pankt innerhalb eines gegebenen
Winkels eine Gerade so zu legen, dass die Theile derselben zwischen dem gegebenen Punkte und
den Schenkeln einander gleich sind.

30. Aufzabe. Durch einen Punkt O innerhalb eines gegebenen Winkels BAC eine Gerade so zn
ziehen, dass der Umfang des abgeschnittenen Dreiecks so klein wie miglich wird.

Auflosung. Es sei XY die verlangte Linie. Beschreibt man einen Kreis, welcher die
beiden Sehenkel beliebig in C und B und die XY berithrt, so ist AB (=AC) gleich dem halben
Umfang des A AXY., Die Tangente AB wird aber um so kleiner, je kleiner der Kreis, bez.
ich, wenn er duoreh O geht., Dhe Aufgabe

dessen Radius wird, und ersterer ist offenbar so klein wie mijg

ist somit zuritckgefithrt anf die Aufoabe: Einen Kreis zn beschreiben, weleher doreh einen gege-

benen Punkt geht und zwei gegebene gerade Linien berithrt.

31. Aufgabe. In den Seiten eines gegebenen gleichseitiven Dreiecks ABC drei Punkte X, Y, Z so
zit bestimmen, dass die Verbindungslinien derselben wieder ein gleichseitiges Dreieck
bilden und zwar das kleinstmigliche.

Auflosung. Es seien X, Y, ¥ die gesnchten Punkte in den Seiten AB, AC und BC des
gegebenen  gleichseitigen Dreiecks ABC. Das Dreieck XYZ ist offenbar so klein als miglich,
wenn die Summe der abgeschnittenen Dreiecke AXY, BXZ und CYZ so0 gross wie miglich st
Voraussetzung gemiiss anf’ gleichen Grondlinien und haben gleiche

Diese Dreiecke stehen dex
Winkel an der Spitze. Daher sind nach Aunfeabe 22 diese dvei Dreiecke gleichschenkliz mit den
Grandlinien XY, X%, YZ. Da aber der Winkel an der Spitze derselben /3 R betriigt, so ist
auch jeder Winkel an der Grondlinie =23 R, d. h. die Dreiecke AXY, BXZ und CYZ sind eben-
falls gleichseitiz. Hieraus ergiebt sich, dass die Mittelpunkte der Seiten des gegebenen Dreiecks
die gesuchten Punkte sind.
32, Hiilfsanfzabe, Gegeben sind zwel Kreige um O und O, welche sich in A und B durchschneiden;
es soll doreh A eine Sekante so gezogen werden, dass das zwischen den fdussersten
Drehsehnittspunkten liegende Stilcl derselben so gross wie miglich wird,

ingen wir am einfachsten, wenn wir von der

Auflosung. Zor Lisung dieser Aufeabe g
e ansgehen, dureh A eine Sekante von gegebener Linge zu ziehen. HEs sei CD die ver-

e Sekante, also gleich m. Fillen wir OE und (F senkrecht CD, so ist EF =":CD =0,
wenn wir noch O/G | CD bis zom Durchsehnitt mit OE in G ziehen. Verbinden wir endlich
0 mit 07 so ist das rechtwinklige Dreieck GOOY bekannt. O‘G wird aber so gross wie maglich,
wenn O04G =007 ist, d. h., wenn O‘G mit OO’ zusammentillt. Daraus folgt, dass CD so gross wie
miaglich ist, wenn CD/| OO0,

39, Aufeabe. Um ein beliebiges Dreieck ABC ein gleichseitizes Dreieck XYZ zn beschreiben,

dezsen Umfang so gross wie moglich 1st.

Es sei XYZ das verlangte Dreieck. Zuniichst ist klar, dass die Eeken des-

zelben in de ber AB, AC und BC beschriebenen Kreisbogen liegen, welche den =22's B als

Umfangswinkel fassen. Von den anf diese Weise leicht zn konstruirenden gleichseiticen Dreiecken

idie Kcken des gegebenen Dreiecks gehen, ist nun das an Umfang grisste zu
be zuriickgefiihrt,
Konstruktion. Man beschreibe iiber AB und AC als Sehnen-Kreishogen (beide nach aussen
hin), welche den <2%/s R als Umfangswinkel fassen, ziehe dorech A die XY | 00¢ (Centrale), ver-
binde X mit B und Y mit C und verlingere diese Verbindungslinien bis zn ihrem Durchsehnitt in
Z, so ist XYZ das '\l't'].‘llj_'_"llJ Dreieck.

deren Seiten du

bestimmen. Die Anfgabe ist somit anf die vorangestellte Hiillfsanfoa
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Beweis. 1) Die Seiten des Dreiecks XYZ pehen der Konstruktion gemiss duorch A, B

md 0. 2) LYXEZ==LXYZ =2/ R nach der Konstruktion, folglich ist auch LXZY =24 R, also

Dreieck XYZ gleichseitiz. ) XY ist so gross wie miglich, daher auch der Umfang des Dreiecks

XYZ der ;;‘r-’issl'mi'-f_l'lirhu.

Zusatz, A XYZ ist anch dem Inhalte nach das grisste olaichseitige Dreieck, welches sich
nm ABC heschreiben lisst.

4. Aufrabe. In ein gegebenes Dreieck ABU ein anderes DXY so einzusehreiben, dass seine Spitze
in einem gegebenen Punkt D der Seite BC liegt, die gegeniiber liegende Seite XY
parallel der Seite BC, und sein Inhalt so gross wie miglich ist.

Aunflosung. Hs sei DXY das verlangte Dreieck. Zieht man AD, so verhilt sich
. ADNY: AAXY=DE:AE (E ist Durchschnitt der AD mit XY)
=Y : AY oder
CY.AY - AY? Herner
ANY A ABG=AYE: AC?
DNY:AABC=CY.AY:ACE
Da nun 2 DXY so gross wie mielich sein =oll, 8o mnss auch CY.AY so oross wie miglich
sein. und dieses ist der Kall, wenn ¥ =AX (Aunfeabe 1), Also wird AC in Y, und daher anch
AB in X halbirt.
usatz. In derselben Weise werden foleende Aunfgaben gelist:
{) In ein Dreieck ein Parallelogramm singuschreiben, welches mit dem Dreieck einen

Winkel eemeinsam hat und dessen Tnhall ein Maximum ist.

9) Tn ein Dreieck ein Rechteck einzuschreiben, dessen Inhalt ein Maximum ist.
9 In ein Dreieck ein Parallelogramm, von welchem ein Winkel egegeben ist, so einzu-
sehreiben, dass sein Inhalt ein Maximum wird.

25, Aufzabe. Auf den drei Seiten eines spitzwinkeligen Dreiecks ABC sollen drei Pankte X, ¥, Z
so bestimmt werden, dass der Umfang des Dreiecks NYZ so klein wie miglich wird.

Auflisune, Es seien X, Y, # die verlangten Punkte, also XY +XZ+YZ so klein wie
miielich. Darans ergiebt sich (Aufoabe 2), dass <EAXY L BXY, <CAYX ==C0YZ und

L RBZX==LCZY, Dieses ist der Fall. wenn X, ¥ und Z die Fusspunkte der drei Hihen des

rerebenen Dreiecks sind; denn dann ist

<LAXNCG £ BX(
= (XY == (XY (die Hohen eines Dreiecks halbiren die Winkel des Fnsspunktsdreiecks.)
<LAXY "BN7. Ibenso ergeben sich die beiden anderen Winkelgleichungen. Die

Fusspunkte der drei Hihen des gegebenen Dreiecks sind demnach die verlangten Punkte.

26. Aufeabe, Unter allen Dreiecken, welche einen regebenen Winkel enthalten und einem gege-
benen Kreise umsehrieben werden konnen, dasjenige zu finden, welches den grossten
oder kleinsten Fliicheninhalt hat.

Anflosung. Leet man an den gegebenen Kreis zwei Tancenten, welche sich unter dem
gegebenen Winkel durchschneiden und zieht pwischen diesen zwei beliebipe Tangenten XY und
V¢ an diesen Kreis, so aber, dass die entstandenen Dreiecke AXY und AXYY’ von innen von dem
Kreise beriilhrt werden, so ergiebt sich fihnlich wie in Aufgabe 29, dass dasjenige von den beiden
Dreiecken das grossere sei, bei welchem der Unterschied der beiden Seiten AX und AY resp.
AXY und AYY der grossere ist. Darans folgt, dass das Dreieck AXY um so kleiner wird, je
kleiner der Untersehied der Seiten AX und AY, und dass AXY dem Inhalte nach ein Minimom
wird, wenn ANX=AY. Die Tangente XY wird alsdann in ihrem Berithrungspunkt halbirt. Ein
Ort fir den Beriihrungspunkt der dritten Seite ist daher der Kreis, ein zweiter die Halbirungs-
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linie des <C XAY, Zieht man aber duorch den zweiten Punkt, in welchem die Halbirungslinie
den Kreis trifft, die Tangente XY an denselben, so erhalten wir ein & AXY, welches der Kreis
von aussen berithrt, und es erciebt sich in derselben Weise wie vorhin, dass von allen so beriihrten
Dreiecken AXY so gross wie miglich ist

37, Aufzabe. Unter

Kreise mmschrieben werden kinnen, dasjenige zu finden, welches den kleinsten Unifang hat.

allen Dreiecken, welche einen gegebenen Winlkel enthalten und einem gegebenen

Auflosune. Es erciebt sich leicht, dass das Dreieck, welches die vorhergehende Aufgabe
als das kleinste ergab, anch dem Umfang nach ein Minimmm ist.
38, Aufeabe. Unter allen Dreiecken, welehe einem gegebenen Kreissegment eingeschrieben werden
kinnen, dasjenige zn finden, dessen Inhalt und Umfang so gross wie miglich ist.
Anflisune, Ist AB die Sehne des Segments, so ist das gleichschenklige Dreieck ABX
das verlanete. Denn 1) ist Dreieck ABX an Inhalt grisser als jedes andere eingeschriebene
Dreieck ABY nach Aufgabe 22: 2) hat anch £ ABX einen grisseren Umfang als ABY. Um
dies zn beweisen, beschreibe man mit XA um X den Kreis bis zum Durehsehnitt in Z mit der
verbingerten AY und verbinde Z mit B, so ist
EAZB =Y<L AXB (Umfangs- und Mittelpunktswinkel aunf demselben Bogen)
ANB=<=CAYB
AYR ==L AX B, mithin
YZR | \_]'./ 'i.-'I]H'!
¥7% =¥YB. Nun ist
AY<9AY (Sehne und Duorehmesser), oder
AZ <AX + BX, oder
AY+YB<AX +BX. mithin auch
AB+AY FYB<<AB+AX+BX:
'39. Aufgabe. Unter allen Dreiecken, welche einem gegebenen Kreissegment umschrieben werden

kinnen, dasjenige zn finden, welches den kleinsten Inhalt hat.

Auflésung. Dureh Vergleichung verschiedener um das Segment gezeichneter Dreiecke
erriebt sich, dass das gesnchie Dreieck dasjenige gleichschenklige S ABC ist, dessen Seiten AB
und AC in den Beriihvingspunkten D und I halbirt werden. Denn beschreibt man zunichst
beliebig ein vom gleichschenkligen & ABC verschiedenes ungleichsehenkliges & OFG, dessen Seite
CF der Richtung nach mit AC zusammenfallen moge, so ergiebt sich, dass' & ABC <4 CFG. Zieht
man niimlich BH!|CF und duoreh den Beriihrongspunkt D die HJ | FG bis zom Durchschnité i J
mit CF. so ist ABDH=A ADJ, daher ABDH=<AAFK (K ist Durchsehnitt der AB mit FG),
um g0 mehr & BEKL< A AFEK (L ist Durchsehnitt der FG mit BH), um so mehr noch 4 BGE
< MNAFK, folelich auch ABGK +AREGCA<AAFK +-AKGCA oder AABC<<ACKHG Es ist
also das umschriebene sleichschenklize Dreieck kleiner als jedes umschriebene ungleichschenklige.
Vergleichen wir ferner irgend ein vom 4 ABC verschiedenes gleichsehenkliges A MNP (M Spitze,
N und P in der Sehne liegend) mit 2 ABC. Zieht man ES | MN bis zum Durchschnitt in B mit
AT|BC (S ein Punkt der Sehne, T der MN), so ist & BDS=ADR, daher A BNU<AATU
(U ist Durchschnitt der AR mit MN), um so mehr A BNU<<AAMU. Ebenso ergiebt sich, dass
A CPY <A AMY, wo V den Duarchschnitt der AC mit MP bezeichnet; daher & ABC-<<A MNP,
Also ist & ABC das verlangte. Die Aufeabe ist somit zuriickgefiihet auf die Aofrabe: An ein
geoebenes Kreisseoment eine Tancente so zn legen, dass das Stiick derselben, welches zwischen
der das Segment begrenzenden Sehne und dem darauf senkreeht stehenden Radius (bez. dessen
Verlingerung) liegt, in dem Berithrungspunkte halbirt wird,
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