Anwendung der Summenformel von Mac-Laurin
auf harmonische Reihen.

Zunichst mag eine elementare Methode zur independenten Darstellung
der Bernoulli’schen Zahlen gegeben werden.

- ~ I - N = . : 3 y
Bezeichnet ['I' die Anzahl der Combinationen von p Elementen zur n'" Classe
ohne Wiederholungen, so ist zunichst
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und durch beiderseitige Multiplication mit p
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gesetzt wird, so kommt durch Einfihrung dieser Symbole

R T o e y3 =8 I g i p R
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Das durch hihere Induction leicht Leweisbare Bildungsgesetz ist allgemein
dargestellt durch pm
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Lisst man hierin p alle Werte der ganzen Zahlen von 1 bis p annehmen und
addiert simmtliche aunf diese Weise entstehenden Gleichungen, so kommt mittels
der Relation
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Die allgemeine Formel fir

die Summe der geraden Potenzen der natiirlichen
Zahlen von 1 bis p ist also
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(Vgl. GL. 6 auf S. 9 der Prog.-Abh. v. J. 1879.)

Nun ist die nte Bernoulli’sche Zahl Ban—1 der Coefficient des letzten Gliedes in
der Summenformel der 2nten Potenzen der natiirlichen Zahlen.

Es sind sohin alle A
aufzulosen und die Coefficienten der Glieder, die pt enthalten, zu vereinigen.

Da das allgemeine Glied A fir alle i — 2

11 2, wofern 0! = 1 gilt, den Term
1') - fr==-

(= 1 (i—2)!p
enthilt, so erhilt man sofort
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Der Vorzeichenfactor muss angebracht werden, weil der letzte Term der nach
fallenden Potenzen geordneten Summenformel fir die 2nten Potenzen der Zahlen von
i . | geraden | fnegativ] |

1 bis p bei O S L

|ungeraden| | positiv|

Nach Dirichlet gilt die Gleichung
qr+-g*

: * sin k
Lim o(t) i |

Tt LU E e (Orraln) (0] s
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wo die Grenze g- = beliebig negativ, aber an sich <z, also
O<m-g=lr<rx (_|]<ﬂ<h{_]l'}
und (f=giplrry
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= ht > T
Nimmt man a4+ —=u d. 1. t = ; (u—a) ,

¢(t) =F(a | hj'j — F(u), so wird die untere Grenze flir u

h :
= a——(m—g) = A, wobeli A < a
h
und zwar a—A = = (z—g) =0 h < h
: heh R : hg' :
und die obere = a--—(qz+g)=a-+hq+——> =B,
: hg!
wobel B—qh=a-4 —=<a-{h
ik
also auch (B—qgh) — a < h
] — o ¢ 3 ' 1 1 A
b _‘_g‘?}- =0, so ist in der Summe 4 ¢(0) und § ¢(q7)

zit setzen.
« 1—1
Da nun sin(@l1)t ; \_,
' e 1—1—2 ; cos 2t ,
sin t ded (1)
1

so hat man durch Einfilhrung des Argumentes u

I
1) F(a) 4 Fa-+h)—+4 ««++evvo - Fa-|-qh) = ]]1 g F(u) du
OO ks ;
AL f \! g F(u) cos 2zr 2 du
I‘-_;J{l.)_\ h

Diese Gleichung, in welcher F ein beliebiges Functionszeichen ist,
gilt, solange S F(u) du zwischen allen moglichen Integrationsgrenzen, die
zwischen A und B incl. fallen, endlich und stetig bleibt.

Stellt man noch die Bedingung, dass dieselbe fiir alle Werte von a,
die zwischen A und B —qh liegen, gelten soll, so muss

(B-qh) — A = hoder B—A > (q-1) h  sein®)

Entwickelt man das zweite Glied auf der rechten Seite, so ergeben
sich mit Riicksicht auf die Relation
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*) Scheibner; Uber unendliche Reihen 37.




fiir die Correctur die 2 Formen
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wenn t auf das Intervall zwischen o und qz, also u auf das J. zwischen
a und a—-qgh=1"» beschrinkt wird.

Die Annahme F(u) = u" , wobei z eine beliebige reelle (oder com-
plexe) Zahl bezeichnen mag, gibt
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1 2n |aul e 2n h
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Es Iassen sich unbeschriinkt viele Funetionen von u angeben, welclie die Werte
der einzelnen Glieder dieser Reihe annehmen, wenn man fiir u successive a, a-th,...
einsetzt. Demnn hat man erst eine solche Function gefunden, z. B. u®,so braucht man

zu ihr nur eine beliehige Function zu addieren, welche an allen diesen Stellen ver-
p o B . (u=a)rn p frE i
schwindet. Diesem Zwecke wiirde geniigen uJ—i— ¢ . sin — — , wo ¢ eine beliebige
Constante bezeichnet.
Hiemit ist die Summation einer harmonischen Reihe im allgemeinen
geleistet und es eriibrigt nur noch den Wert von R, zu beurtheilen. Der
einfachste Fall liegt vor, wenn p eine ganze, positive und gerade Zahl ist.

Es wird fiir 2n = Z

u—a ¥ —a PR ;
5 cos 2zr i du = —p Sin pra § : = 0, somit R, = 0




Ist 2 ungerade und positiv, so wird bei 2n1 = p

i
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511 . COS 27r ] du = 5 u.sin 2ar R (‘-;M) co§ 2zr i 0
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somit wieder Rii="0

Ist ¢ beliebig reell, so ist jedesfalls

n—2n--1
1

a n—2n
du | < »u' Hiise—

I —

n—2=2n - -
' coS 27X 5h A
J 1—2n—-1

2n—1

: N 0.—2n4-1 u—2n41
also R n"h. - { i )i’ |h' ¢ —a 2

) R T ) Qnr—l_ "2n—1

d. h. klemmer als das zuletzt berechnete Glied der Reihe, wobei tibrigens
die GroBle von n willkiirlich ist.

T - ...i r 4 . L] - 3 .
Nota I. Wenn F="(u) d. h. jede Derivierte gerader Ordnung im Bereich der Inte-
gration von bestindigem Zeichen ist, so ist das BErginzungsglied der Correctur absolut

b
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= (}l_) Sop s F='(u) du = ""u—j ]*'"J“(u) du

-
@

T 2n b
Boe b olhof i 52 - ! :
und kann folglich o \ F“(u) du, wo g ein positiver oder negativer
3 (2n). ; 4

echter Bruch ist, gesetzt werden.
Fithrt man die Entwicklung der Correctur weiter, so erhiilt man die Beziehung

0
D ]
Bopi1h™ ¢ 2ngo

T RO O

B :
£2q b e _
Gy 5_,':]]? ‘ F2) du = (—1) (1—p)

an 2n+2 .
SHRELEL L b i e 27T fungleiche
woraus wegen 1—g'> 0 folgt, dass g — ist, je nachdem ] (u) .l (u) ( RS
: gle

Vorzeichen haben, so dass fiir den letzteren Fall die wabre Summe immer zwischen
den Summen von n und n-+1 Termen liegt.

Nota IL. Fiir h 1, q e und unter der Voraussetzung, dass Fu), F/(u),
Fiu), ... fir g o verschwinden, wird einfacher F(a) + F(a+-1) + Fla+4-2) .
3 : 5
- o I 1 A - '.’l Ao | g A
= \ F(u) du - 5 F(a) - 51 [(a) -~ Al F'(a)

Es sollen nun die Ausdriicke untersucht werden, die sich ergeben,
wenn man die Gliederzahl der harmonischen Reihe ins unendliche
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wachsen lasst. Kine unendlich wachsende positive ganze Zahl soll .mit k
bezeichnet werden.

Wird eine harmonische Reihe d. i. eine Reihe, welche nach gleich hohen Poten-
zen der natirlichen Zahlen fortschreitet, wobei die Glieder sowohl positiv als negativ
genommen werden konnen, als unendliche gedacht, so ist sie nur dann convergent,
wenn der Exponent negativ ist und zwar muss derselbe, falls alle Glieder positiv sind,
an sich ~ 1 sein, somit ist die Convergenz der Reihe

 E Y o Trod £ A s i . agie
1 4+2 "8 F 4., » Wo . an sich positiv,
. % - iy e i o 2l ]
an diec Bedingung p. > 1 gekniipft. — ¥iir o v wiichst das allgemeine Glied n
mit n iiber alle Grenzen, withrend fiir p. = 0 lauter Einheiten zu summieren sind —

Fiir p. = 0 nimmt allerdings n— unbegrenzt ab; da jedoch aus der von Schloemilch
angegebenen I}L:grcuzuug =)

. 1 1 1 :
il i = =1 S e e an a, e e el L 2t
1 (n+1) < 1+ Bl T e )
S ; S ; 1 T ; -
ersichtlich wird, dass die Summe der Reihe 1 + 5+ 5 4 .... iiber alle Grenzen
wiichst, so ist fiir alle Werte von = 1die Divergenz der harmonischen Reihe selbst-
verstindlich. — Soll die Reihe noch conver gieren, wenn der Exponent zwar negativ

aber der GrdBe nach — 1, so miissen die Zeichen der Glieder in regelmiilligen
Perioden wechseln.

detzt man nun in 2)

& X b a-qh X | so kommt
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wo R = (—1) —— [ 2] \ — 11 COS 27r 1 du
il (97)> ;-J(L'] 1_.111 1
by 1 a4

fiir ganze positive ¢ verschwindet, fiir alle iibrigen reellen Werte von g
absolut kleiner ist als das jeweilige letzte Glied der Reihe.

Setzt man in dieser Gleichung q = k, so wird die Summe auf der
rechten Seite nur so weit fortgesetzt zu werden brauchen, bis die Expo-
nenten z—2r--t anfangen negativ zu werden. Dieselbe sondert sich

*) Zeitgchrift f Math. u. Phys. III. Jg.




alsdann in zwei Theile: einen unendlich grofen mit dem Argument x—-k
und einen gleichgebildeten endlichen mit dem Argument x, welcher letz-
tere I(x,p) heille, nimlich

pt1 L L]
X I T‘ (=1) B e

n-1 2 ..._..;‘1} 2r 2r—1,

Die Summe kann beliebig weit, soll aber jedesfalls soweit
fortgesetzt sein, als noch p—2r—1> 0 ist. i
Es ist demnach 3) -

Kb b h) e k1) = Bl — Exy)-Ry

I

Im Restgliede R, verschwinden die Terme mit dem unendlichen
Argument x-+k und aem Wert ist bei ganzen -}« Null, indem die Reihe
von selbst abbricht.

Das erste Glied im Ausdruck der Grofie E (x+-k.) lisst erkennen,
dass die Summe der in inf. fortgesetzten Reihe fiir 4= a-|- /i unendlich

falls > —1, denn es ist der einfachste Wert von

-1 1 §.L{x3k).1
et e S S

Fiir den Grenzfall « = —1, setze man p=— (1--¢); dann ist
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Ist Lim e =-+ 0 und wird k absolut unendlich, so wird (x-+k) =0,
wie klein auch ¢ angenommen werden mag, also

: 8 1 3
Lim sl e R e I
. | ]_.I_: i
=0 LI (x1) o (x-}+2)

welches Resultat sich auch geometrisch verificieren lisst.

Die Curve von der Gleichung Y =- 1+ - (¢ >>0) erstreckt sich mit beiden

Asten ins unendliche und nithert sich .tsymptohsgh den Coordinatenachsen.
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dx 1 1
Das Flichenstiick S = o
X a
ik
ist offenbar kleiner als die Summe S der Rechtecke
oy L + . + 1 i-
T e e o ST
T () (a-2) (a-+3)
dagegen grifler als die Summe der Rechtecke
1 1 1
T P T ) B T P e e 1
(i Ve s s el s B
1 Wit | g S i X
dihcalio <o B — 4 - und folglich Lim (¢8) = 1.
a’ at ke (=0
Statt 1 kann hierin ein beliebiges positives Increment h genommen werden, wobei
der Grenzwert t resultiert,
Dagegen ist, wenn Lim ¢ = — 0 und wenn = durch — ¢ ersetzt wird,
i S | 1 1 4
Lim = S e I B e by e —
E—0 =X (it B ooy (X -+ 2)
Setzt man in 3) x=1 und k—1 statt k, so wird
P e g i + (k—1)}* = E(kp) — E(ly) + R
Nun ist die Grofe — E(l,n) + R von k unabhéngig und endlich,
hat also cinen bestimmten Wert, der bloB von abhiingt; er heiBe K(u).

_ ) : 5 5 5 1441 )
Der Ausdruck der Function K () enthiilt das Glied - e wird
s

demnach AL : 1
I — e
SR e s
wo C(p) ebenfalls eine Function von g allein ist.

Folglich hat man die Bestimmung

4) il L TR R SR N + (k—1)* = E(kp) + K(p)
Wo kitl ke 'lL‘l. (08 Bl TR u—2r+4-1
': L i — - —_— e T he R e T ! ]-.' et |
i) o 2 ll{l-} 21 (.'31‘—1,) B:!l'——l 3
1

(1 + 1>>2r)
und (mit Einfihrung der Vandermonde’schen Bezeichnung)

G 3 Byl B,
(_,"(‘r'.-f e .2__ p— ..;j!_‘m _]l_ 4’; Lﬂ] e “: L”] ._! ......

)
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i ist aber E(x.pz) e L —1— R, fiir endliche x selbst endlich und

yon x und g abhiingig; denn (lu einzige Fall, wo in diesem Ausdrucke
llllLll(HlLllL Glieder vorkommen konnen, ist dercwo = — 1 Dann
aber ist der Betrag der unendlichen Glieder

b ¢

T R :
Lim e ——l ~ = Lim j s =%
)

(o ==—1) M "l_ 1 (r==1] :

wie auch aus der Entwicklung von <™ nach Mae-Laurin’s Reihe fiir m=>~0

m? :
nimlich aus x® = 1 4 m Ix—-5y (IX)° '™  folgt.

Fiir den Fall, dass p nicht eine ganze Zahl ist, sollen fiir reelle p
die positiven Werte der l’otuuen, fiir complexe g dleb]ll“’Ul gemeint sein,
welche die kleinste Amplitude haben, welche Werte in der allgemeinen
Potenz

gt — grLaFp.207 [ cos (B.La + a.207) L i sin (8. La + a.207) |
enthalten sind.

Ist der reelle Theil von g negativ, so vereinfacht sich K, nimlich

i r7 1 ] Bl | 1 K1
‘_'L) I\,K—ﬂ) — e - e R i 55 _{_ e ]
: (k—1)" T

1 LL L i}"lj

wenn hier . eine Zahl bedeutet, deren reeller Theil positiv, wobei auch
noch das unendliche Glied kl—# verschwindet, falls p» > 1.
Stellt man sich nun die Aufgabe, den Grenzwert der harmonischen
Reihe anzugeben fiir negative u>—1 wenn dieselbe nur bis zu einem
gewissen (Gliede k* fortgesetzt wird, so erhilt man aus 4), nachdem —

statt » gesetzt worden,

L e e kst PRTed L
2t g ! 5 {\l(_—l'}i" i O T 1—p 1—p Leeenehs
l_,‘ ('_ 1 )1_1 B-) 5 'u_l_‘,}r_,,?r

}, e ahet ( ?; ) wenn ¢ von 1 verschieden ist;

1 1 SR | B 6B,
s e T

120B,  4320B; |
2 E G o sl

«oywenn p=1ist;




11

oder kiirzer

] ] 1 1 T e
oo e el ok DTSl s (s
3 ’ Lt o i g | | U{_l){,_ 1 i 1= { J\( 1),
e 1 1 1
l v ot EE 5‘1&1“’ s s e ey

FEs ist

B 1 1 sed By 1 1 L 1 1 o
: BHLE== N gy == = . 0000830687,
_,,‘ o 0,083; -, AT 50 0,00188; - T " 55 0,0000880687
B, 1 1 B, L o T 1 691
3 . 8267 ; —— . ( 208 —=— v
5l g1 0 0,0000008267 ; 01— 101" 66 0000000208 ; 21— 121" 2730

Die Constante K (—g) kann mit beliebiger Genauigkeit durch das
folgende Verfahren erhalten werden.
Es ist

k
1
Lt e e
:-]w ; 5:; (2](—{—1)!-1' gli"' ""_lLl,] 1:; [\l"—!— 1 \".]'
1 LR i

Entwickelt man die Nenner nach dem Binomialtheorem und ordnet
die Glieder nach den B.C., so kommt mit Anwendung einer selbstver-
stindlichen Bezeichnung fiir den Ausdruck der rechten Seite

k : Hen
clpa L Lo (R E g
ST l\| T _(,',)2 Spp1 T ( 2 )2t" S S ]
__l-l‘r'

oder, wenn je die ersten Glieder in den S abgesondert werden, mit Zu-
zichung von 5)

R T e CERRE (#) . 1y 1 ,
]T‘Ji*-|l_';u_'!‘_'1\[‘_‘”')— 1) _lf‘( 2 )'2’-‘"—""*"_"”5"1.]’

wird T vollstiindig geschrieben und beachtet, dass

#y 1 p-1 1 (1) 1 e Il o
(_1,) 9 _( 9 ) ' z.-ff(, 3 ) TAnAt e et D e s
so folgt 6) 1 - 1 S 1 A0 1= _ 1 Al

3 b (2k—-1)*
| e g f (—=1)F (’u--}- r-—1 2
2l R IS 55 (8 =4
guy. {1—pn ' B Rl \. or FhiE ¢ ) (b'ﬁ-‘l‘l’ D1
= : £ -—I-I[_I'j & &

worin die X rapid convergiert.
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Ferner resultiert aus 5) durch Multiplication mit —

o
| P 1 el 1 [IJ—-*
i i Ee ) s e Foa b 5 B —_— —Il-——‘
e e | e e
s ! 2 1
Durch Addition von 6) und 7) kommt, da das Glied - (2] 1),1 als
i
verschwindend klein wegbleiben darf,
1 1
1+"——' L e AT
3+ | (2k)*
Do | Ql\l =h 20 N
=1+ l — + 2K (—p)— 1 -~ \
I—p S e
aber zufolge 5) ist dies auch
kit
= L K(-p),
op I—rz) il
|
somit gibt die Gleichsetzung beider Werte |
h) )) ]\("_“J—')J : |_ -‘ ( 11 ('u+1 ELH.A_}_]*_'-I)
iy 2 i ®
Hiemit ist K(—p) durch einen von k unabhiingigen Ausdruck gegeben.
Diese Gleichung kann, wenn p ~> 1 vorausgesetzt wird, zur Auswertung solcher
S dienen, deren unmittelbarer Ausdruck nur schwach convergiert; es wire diesfalls
Sy statt K(—p) zu setzen.
Multipliciert man Gleichung 7) mit 2, oder Gleichung 5) mit 21—
und subtrahiert das Resultat von der folgenden, die sich aus 5) ergibt,
wenn 2k statt k gesetzt wird
3| 1 1 1 ol —¢ .
i s et SREERTI o f = L R(—p),
ot ' g @k—1)F | ok* — ov(1—p)
s0 kommt
1 1 1 . ;
s W s e A s O R R b e SIS R U LA e
o T T § f2h—] L ol %
oder da die Reihe links fiir > 0 convergiert,”)
\ Tadac ] 1 : 5
9) et ol B i =(1-21"4) . K(—p)
2:1— '3:1 4:1 3 {
+) Scheibner: Uber unendliche Reihen, 5.20.
]
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Diese Bestimmung lisst noch ersehen, dass die Werte von K(—p),
wenn p<<1, simmtlich negativ sind; denn die Reihe links ist ein
positiver Wert, wihrend diesfalls 1—2!1—# < 0 ist.

Addiert man noch 9) und 7), so folgt

1 1 led 2 —

1 .
10 PRI B L s & Bt SR o T (=
) + 351‘ 1 51)_ | T“{?]:—])!J‘ 2:}_[1 _ i“-:] A i 2:" ( )

; S 1
wo das verschwindende Glied ()1)" weggelassen wurde.
2k)™*

Fiir =1 resultiert aus 9)
K(-1) =
und die 111‘51;1‘i'111g]iclm Formel gestaltet sich fiir h=1 wie folgt:

1 1 1

£ ‘1 [ (]
a g a--1 o d—t—" e f—q——l 2 2 l a- {1—|+

v( )1~-lBQ|— l 1 1 (—1p Cal S i e | 1 J
bl e S8 e etin e
el La?t (at-)™. 21l Lt‘“ (at-q)*
0<e<+1
Geht man zur Grenze fiir unendlich wachsende ¢ iiber, so wird
- 11 Lim [ : i e e G 1“_'1'_”I
) (q=k) e + a1 : - El—|—l1—l
n—1 :
+\? yr—1 Bor 1 1 i [:__”i.l—l—l E_B:EIL—_I__ ; 1
2r ares 4 a1 q2n

Bt Sl dl/'(a
wo die linke Seite den Ausdruck —------m—( )

Setzt man a=1 und k—1 statt k, so geht die linke Seite in die
Euler’sche Constante iiber.

reprisentiert.

Ersetzt man in 4%) K(—p) durch C(—p) — T 80 erhilt man

== )
all 1 1 1 ]1—” 1
Vet Sl e *F]\--—"-TL“?J T
2
= ezl 1 _
=l et ek

Wollte man diese Constante durch die directe Substitution a =1
auswerten, so wire nur eine geringe Genauigkeit zu erreichen, weil

das Anwachsen der Glieder rechts schon nach dem 4% néimlich nach
B
1S
(13

6 _,D beginnt.
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Addiert man aber beiderseits in 11)

I CoA s n |
1 _1_ ! !} _1_ *

=

[y T ] =g ey

so geht ihre linke Seite ebenfalls in C(—1) iber und es wird

== 1 1
O(—D=14 5 + 5o Fyg — bt
n—I1
1 s N\ riy \r--1 ]".21—_} 1 o __1J11n1~1 E]'-]’Eu—‘ll ; 1
2a —r) £ 2r 921 2n 20
1 g
Die Summe 1 -} ‘13 AL 1 e - 111 auf 20 Stellen zu berechnen macht
3 Ba

wenig Mithe und noch weniger die Berechnung der 5 Briiche von- ]llJE bis {6,100 *

welche man nur zu beriicksichtigen hat, um C auf 20 Stellen genau zu erhalten.

Da ferner
14

| O (1 4+ )
9 S e

so folgt durch Bestimmung von 1 2 und 15

b i e
l ].0 10 r]. {1 + __.1 :I i s e 1 L]‘ ] 2 1.‘3:.",]

Entwickelt man die Logarithmen nach der Formel -
: 155 1(z)-‘i 1(z)a |
| = __.]I Lk 1 i e L . e — 7<= 0O
Wlra) =217 T3 W) T 5 w42/ T [l r
so liisst sich 1 10 beliebig genau finden.
3richt man die Reihen mit der mien Potenz ab, wo m eine beliebige ungerade
Zahl bezeichnet, so betragen die resp. Reihenreste weniger als
1 9 ( 3 )I:-
40 (m-4-2) 9™ * 3200(m42) \253
Nimmt man resp, m — 16 und 9, so erhiilt man auf 21 Stellen genau
1 10 — 2,302585 092994 045684 018 '
und endlich C(—1) 0,577215 664901 532860 6
Bei negativen px < —1 convergiert die Reihe fiir g=k und es ist,
h=1 genommen, da Lim b—#¥ 12 —= Lim p—(t+2r=1) — ¢ |
L
12 a) 5 1.. S __]__ b o= 1 : __]l__ ..... _ ! e i_ ! !
a* | (at1)F o (ak2) (p—1)a—1 * 2a |
B )i i) i
Qg1 ' 4 E-.L:J.—l—:}- Is
) 1 = —p iy
( 1)11 *on—3 (211—!—5 o 1 "B2n—'l (_211_—].
(On=2) Akt =tetie 9 gi-2n—1
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Ist speciell 2 eine negative ganze Zahl =—m, so ist in anderer
1 1 1
Form: 12 b) e et o R
qm (u--';—l)“’ | (a,_{_?)m |
2a-m—1 1 B,m! Bym+2)! iaes
~ 9(m—1)a™ C(m—1)!amtl 121af 4! a?

n-1 eBop 1 U“ 12n—2) |

n Bag g (M- }—Qll—fl)Tl ;
U“ 1 1) (jn)l mi 2n—1

—1) — ey L (—1
il (2n—2)! a2n— )
Spll hieraus diu Summe

__[.,.] o 17 1 =l L
2111 | :_;m |

J
bl]l L

berechnet werden fir ungerade m (da fir gerade m schon bequeme
Formeln existieren), so kann man dieselbe in 2 Theile zerlegen, von denen
der erste

e ] Bl L 1 BT __|_ _1_

i gm Sl g ('l——l)m

. SO 1 :
direct, der andere mit b -1 ... beginnende nach der eben

a}ll (.—L I_l'}l'['l
gewonnenen Formel berechnet wird, nachdem aus dem Restglied der letz-
tern die Zahlen a und n so bestimmt sind, dass der Wert des Restes
unter die in Aussicht genommene Fehlergrenze herabsinkt.

Dies ist bei 12b) und auch bei 12a), falls # keine ganze Zahl ist,
immer moglich.

Sei S, zu berechnen, so dass der Fehler

< 0,0000000001 werde.
Aus 12 b) resultiert

1 e __I A 1 T 1 ':'l,-—_}---_l 1 3B, e 5B, i 7]15_

ad T (a1 T (a2 " e gl Ry sl ab b as
| n (2n—1) lg‘)n—- (_])ti ._.l"”_Il—]—l} 2n—1 -
el a2n Ex na2n+2
_ a1 o | S daes) e N RS e o L

223 LY S T Lo DR TR S0 R
691 3617 43867

420t hig f.hw' — Goars T 8da®

n (2n—1) Bon—s n e(2n4-1) Ban—1

"'P" ('_ ) BT 3‘1311 _-__('_-1) 2n ‘1."'“—'_“

Da der Fehler, den man begeht, wenn man die Berechnung bei einem Gliede
abbricht, stets kleiner als das Doppelte des niichsten Gliedes ist




16

231
( :1—[‘?’}:2. —"]“!TI < 9,} WO ﬂ < )—. < ‘-'Ii— 1).‘

i1}

so erkennt man aus den numerischen Werten der Coefficienten, dass fir a=5 der

Fehler sich mit Sicherheit nur auf ungefihr 515 0,000000000083 herabdriicken lisst,

5
el : S = 7 . = .
wobei RO das letzte zu beniitzende Glied wire. — Macht man a grifier, so lisst sich

die Genauickeit verstirken, weil die Potenzen von —— schneller abnehmen.

e

Fithrt man die Rechnung fir a — 5 aus, welche wegen J,l 0,2 bequem ist,
b
g0 erhilt man in 11 Decimalstellen
1 1 1 . pp
e e i SO = 0,02439 48661 2
5 6° 73 :
ire 1 1 o
und direct 1 4 ;‘ + o= 1, 17766 20370 4;
mithin Sak— 1,20205690316

und dies stimmt noch in der 11ten Stelle.

Man hat also im Falle p = — m zur Auswertung der Summe
1 1 1
S 1 + S 4+ .. 4+ =

2I!1 3111 l}lﬂ
wenn unter S, die Summe der unendlichen, fir m > 1 convergierenden
teihe 1 1
Reihe it At R

2!1[ 31“

verstanden wird, die Formel
n—1

I 1 1 r—1 a@r—1°
I) Su=05p— ; b X el e
) m Lll!—IJP —1 +°1)"‘ m—l__J }( ) ( 2r )

By
2r—1 LIl
ST A et
wo ug das allgemeine Glied der halbconvergenten Reihe darstellt.

Dieser Formel bedient man sich mit Vortheil, wenn p eine so grofe

Zahl ist, dass die directe Summierung iduferst miithsam werden wiirde. —

1 1 1
g - -+ —— L TR T T - —— —
“] S | ) ax 3 t + D
n—1 ]
1 g o7 VAl € ot
C(—1)-t+1p-+ —_ \ —1)1 : .1 ;Ll (e 1)11 e

2n. p

wo ((—1) die oben berechnete Izuler'sche Constante bezeichnet.
Ist aber p zwischen den Grenzen 0 und —1 enthalten, so ist

e 1
I11) [ J_T bl 'p!? e

9 g




n-—1 ; "
1= . el | 1 0 l:._;._l |
e b c e e
1—p EI’LJ' -!—Il'l'} 2r—1 21 l}'r' rar—1
1 (—-i_}” 2. gy

Bekanntlich wird mit dem Symbol I (14-x) eine sewisse Funetion von x Dbezeich-
net, die fiir alle reellen und complexen x einen bestimmten Wert bat, die nur daun
unendlich wird, wenn x gleich einer negativen ganzen Zahl ist und 1i1t’ fiir ganze posi-
tive x sich auf das Produet x! reduciert, dessen Logarithmus durch die Stirling’sche
teithe ausgedriickt wird. — Man gelangt zur Vorstellung der allzemeinen Functionen Iy
wenn man die Funetion x! zu interpolieren, d. h. wenn man d: as Product 1.2.8,...x
durch eine Function von x darzustellen sue ht, welche eine villlig bestimmte | sedeutung
behilt, wenn x aufhirt eine ganze positive Zahl zu sein.

Es seien x und n ganze positive Zahlen. Die x Briiche

1 n 1
n+17nf2 7 0 7 T T

nithern sich der Einheit, wenn n unbegrenzt wiichst, wiihvend x constant bleibt. Das-
selbe gilt daher vom Producte dieser x Briche, und man hat, wenn noch beiderseits
it 1s 20850 S x multipliciert wird,

1 X
1.2.3..... 2 et . (I4:), wo Lim ¢ 0 fiir n ¥
(x4-1) (x2) .... (x4n) 1

Liisst man jetzt die ganze Zahl n unendlich grofs werden, so folgt

B i 4 Lim I :
t=on (X9-1) (X+2) ... (x-}n)
Die rechte Seite wird unendlich, wenn x cine negative ganze Zahl ist: behilt
aber fiir alle iibrigen reellen und ¢ nlnp]n xen x einen bestimmten endlichen Wert.
(Siehe Ohm, Syst. d. Math. VIII, § 101, wo der Gauss’sche Beweis gegehen ist.)
wetzt man daher
n! n*

I'(14-x) = Lim
‘_'J s Xt |

0= g (X4-1) (x-

80 ist im Falle eines ganzen positiven x

R . n!n
I' (14-x) x! , da Lim 1
n= o (X=n)!

Ist 14x = u beliebig positiv. so kommt F(u) mit dem Euler’schen Integral
zweiter Art iiberein. (S. Schloem. Zeitschr. f Math, XXV, S. 127.)

Obiger Definition zufolge ist auch

1+x+-h) = Lim 1+x+4-h) (2+-x+hj . .. (nx1-h)

und es wird

I‘(H—_x--l—l_n _(1-|—x_'in_{2—;-.u} Sl (T L) i ;
F(14-x) (I4-x+4h) (24x+h)... (n+x+h) (h=c
Nimmt man links und rechts die reellen Logarithmen und setzt dabei — 1 < X< oo

und h Leliebig positiv voraus, so kommt
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LI +x+h)=LI(1+x) +h [Ln N Ry A
j | Lipyx+ls 1)
-
n I 1
2 a
}] \‘- ] S I‘l‘ \‘ I & ]14\‘ . -I © e
2 L& tT1+TF 8 ddp)(XF L+1)* 4 mEx+1+1)?

Bezeichuet man nach Gauss den Differentialquotienten von L '(1-4x) mit 4(x),
so erhilt man nach Taylor’s Lehrsatz

,r' - I ___l !{"] - 'l'] | e ]12 hif <) hj 1 fd{ ar h-']- ] Fldif~e
LI+ x+h)=L{ (1 +X) +hox) + 5 - (X) + 3 5 (x) + L a7 (x)+ .- i
Die Vergleichung der rechts stehenden Reihen gibt
1 1 :
[n — \ iR T = g“" (X)
'-.—“-‘i;]'-}h] o |
00
o3 1 sk
1-\ (X 1 4T)% e
s :
o0
A I e ] (.u[:,\,-‘]
: e i T s
) (XRl=r) 2 :

Da die Beihen links fiir x 0 in die Potenzsummen der reciproken natiir-

chen Zahlen ithergehen, so hat man znnitchst

S = /(0 3 1 ;
'] l‘. (1 ) IL"-J e = E'jrul‘“}
54 — :;I ‘I-—h{”(_{)) : 1 e
...... Byt
Zur Bestimmung von 4 dienen dic Formeln
A) LI'QA+x) = LV2n +(x+ S L{l+x)—x—1 &
n—1 o = | .I. 1 H
A | _l Ty P - e
\ § ‘_)-}. = *2’ L o ¥ (—1D)" Len g, Woraus
()RR SL) 2 (1+ %)
1 B 1 5% 1 B, 1

p<_"x<ico
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n—1
s . 1
- / A ( --_] J] B"'l' 1 1
34 J —l—_" _I :j:.': _.I.. X._;._ 1 I‘.' 4 _.!_ \ \ 2r—1 ;
) !'r(] = Jl-" | ( I 3)  Bomi L (2r —1) 2r \_:_11._1
A ! .
i
_|l_ 1 ]11 1 ca
R R e SO o ,
woraus ¢LX) = Lx D f-’.‘it_:-_ TR —,l— +—1:<T X <4 cc

) LI'(1-x) =x Ln — 1.(1—',—’]‘) SR Rt :) S (1_},?:)-:,_141-.&-3

A . - : £ s
WOoraug, wenn -— I<{X khrri—l vorausgesetzt wird, mittels der logarithmischen Heihe

T 1 L o 1 : " 1 o -l 1 . e s Ve
LI(14x) = —ex4L 5,2 — L g x0p L gy x8— -o - L L(l-e)
und fitr unendlich wachsende n
d(x) = —C1-8x — SyX?-L-5 X% — . . —.1 <x<-+1)
. ’ 1 ;
folglich C=1-+ l, I e = :1 — Ln=— ¢(0)

resultiert.
7u den Mitteln die Euler’sche Constante aunszuwerten kommt hiemif ein neues

hinzu, Man berechnet z. B. zuerst 4(10) direct aus A), erhiilt dann mittels der Relation
1 [l ey 1o R T R R T o ja
I'(1-}+x) = x.['(x), woraus J(x) =¢ (x—1) folgt,

successive U(9), U8), .. .« ¥(2); Y1), L(0), wodurch C = —(0) bekannt ist.

Nimmt man in

K(p)=1" 4 2" 4+ 8" 4+ ... .. L (k=1 — Ep) [Vgl 4]
p=0, so wird

K (0) = k—1 — E(k,0), oder da E (k0) =k— ,

K(0)=—

Wenn 1 eine ganze positive und gerade Zahl = 2n ist, s0 folgt

L} ] )
K(2n) =149 8% o oooe o (k=1)"—

er 1 ; n : sr—1 : .
llr’“fl ARy Sw (Gl ( 2n ) B 221
',.’II—I—I e L(r) 2r Ir—1° ey 4

1

setzt man aber in 3)
x=0, q=k, p=2n
s0 wird
| i Mm
el SRR -+ (k—1)" =

[ | [ F r—1
k2n:l 1{‘3_“ \! (=1 ( 21

anf1 - 2 T Ly or—1,




folglich im Zusammenhalt mit du vorhergehenden Gleichung *)
L(2n) = 0

Setzt man gz = 2n--1 voraus, so kommt

SN a2n-1 | . 2n--1
K (2n--1) = 1--2 el (k1)
2n--1 -1 SRSy e (i
k ik Nkt (“” | ]}[1.,. 20— 2r-4-2
on--2 p) A 1) 2r=1K :
L5 L ( e 1'z‘n-|—I 1
: 2n—-2
und, wie vorhin i
- cOn-L
14 _j..u -1 s __ll_ [:]f""'l,,"d“ 1 £
202 2n+-1 v (=11 ’n—-—] 2n--2r-2
k 22 k _.f_\‘ \ ; ) Inl 2, k
7] L%} . et a6 —
2n——2 2 ey Ak
1
-1
(—1) Bo,, |
nlolie T (9 | Y — -_“T]
folglich K(2n}1) = T
2
Stellt. man nach H. Kinkelin®) den Iunntunhhc iff auf
: S : : > 1 —1 e
13) B(x.p) = E(x-tku) — —+C( ) — \ (x4-1)"
¢l () )
]
80 ist B(x,.) fir alle endlichen x und .+ endlich und bestimmt und von k
_—
unabhingig, und es ist, wenn R |
_ ) ==
i—1
\ M * » 3 Y A1 EE
B (x,) = E (x-}-k, ) L K( o) — N (x4
W
fiiy = —1 aber wird
: S ; 1 1 . : 1 i
B(x,—1) = I(x-}-k) + C(—1) — - e T R
'l; k] s \ |5 | \ / X | 2l 1 I 1 Y":'“.i':"—!
da aber 1(x-+k) = Ik - 1(14- l'f ), so kann man statt 1(x-Lk) einfach Ik
setzen, da beide Grifen nur um ein unendlich kleines von der Ordnung
differieren.
Haupteigenschaften der allgemeinen Bernoulli'schen Function B. '
Setzt man in 13) das einemal x—-1 statt x, das anderemal k-I-1 statt k,
S0 ergibt die Vergleichung der Resultate die I Beziehung
A)  B(x+1.4) = B(x,s) - x* , welche auch noch fiir p= —1 gilt.
I
5 "'} Vel. Riemann i. d. Monatsberichten d. Berl. Akad. Nov. 1359, -
Allgemeine Lh-n: ¢ der harmonischen Reilien, Basel 1862,
1 :‘
»
"
3

;Ll




Da ferner
B(ly) = B(ket-1,p) — [1* - 28 - - oo L T ] - K(p)

und pach 4) 1¥ L 28 L ..... L (k—1)* = B(kypy) 4 K(p)

folglich B) B(1,) =0 ist,

so erhilt man aus A), wenn man darin statt x successive 1, 2, 3,...,x—1
setzt und die entstehenden Gleichungen addiert, die fiir alle ganzen
positiven Werte von x geltende Formel

14) Bxp) = 1% 9¢ 4 8¢ f oo o (x— 1)

Im besonderen Falle, wo p positiv ganz ist, resultiert die von Raabe und
Schloemileh untersuchte IFunction 1:. co(X,m) =

i RS L e e e T S )
TR \ ! o (“ ])iw {Eeee MR
2 T4y 2
1

Setzt man in A) x =0, so wird B(0,x) = —0%* | l h. B(0Ou) =0

oder B(0,z) = — oo, je nachdem der reelle Theil von u< 0 ist.
Fir g = — v, wo v >0, ist
e SLyani )
19) Brx—)=1 4+ K)o p
== X’ (x—-1)" (xk—1)"

Auf diese B-Funetion lassen sich harmonische Reihen von der Form

1 (] LS 1
- ....-_i.

- (2k—1pHA)

i ] AT b AP oL
A4 @ptA) T (SpA)!

wo p und 4 beliebige ganze positive Zahlen sind, zuriickfiithren.

Wird in 15) x— ° gesetzt, so wird
5

<« 1 P ) -
i RS LSS I O O
Ih’; \ {5 ':l-;-“i_hp Y = l.",l i ==y | ]1{ -‘) l (}} . .J') I
o | ) 4
]

Liisst man hierin I in 2k iibergehen, so wird
2k—1

=011 —N | =
17) ! .] e 1 l"-_}fl.‘_} i 4 e —-»MHJ{ — ]:
N kgl

lisst man in 16) p in 2p iibergehen, so wird
k—1

] -{ l\ E_) = = :
]h) \,j - = S - o _!:,_ I\[Z-'— '.a'j—~ J_-i (.;J i .i) ]
-‘—”"lu_‘_llj (ﬂ—{—ﬂhl})'l ['2]_)'}" L .L'—'J ___I)
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Subtrahiert man Gl 18) von Gl 17, so kommt 19}
2k—-1 ]
% 1 0 1T e S e A A A
} 1 poa ¢ 1 g = - LT} l L \ _!_[:2 _J )I\'(.__ :’) v 2 ]){ y lJJ_!'._I"(r) J_':Jj—l
e (A+2h--1p) (2p) & p =P
und subtrahiert man 19) von 18), so wird, da die resultierende Reihe auf der linken
Seite beliebig weit fortgesetzt convergent ist, 20)

0

\! (—1)h 1 oz | s A XA l
Wi = s F o o R(y) 2B —p)—2. B
—) (A-hp)"  (2p)’ -( JEC B £p‘ ) 2p’ )

Aus Gl. 20) resultiert fiir p =1, A — 1, da B(1,—v) —0 ¥
1 1 I 12y 3
e et A ek o AR O B
1~ = ! e—xen-286, -]
Im Zusammenhalt mit Gl 9) folgt die Bestimmung

C) B(;,—v)=(2-2").K(-)

Aus 18), 19), 20) folgt fiir p =2, A —1

| 1 1 1 LS : <

e e e o S S | LRy B = ]

) 5Ty T (dkl1) 4 L1—v bl 2yl

_ et | 1 1 1Tk :
SRl et o e L L (4 —2'—1)K(~y
SR AR @tz avli—v [ R

+3¢-0]
| P gy 1.F e . i
s 1oLy Lo e K -2BC-) |
gl SR 4 ;

Aus 18) folgt noch fir p —2, A —3

;5 i (e R 3
!! ) L Hnl—} == [ Ee Y BG - |
SR==0 s ” ]

Durch Vergleichung von 24) und 22) folgt die Bestimmung
T Tl Pt 1 y xr
I).) I"(.L ?"":J_I_L[w Ay >)=(2_|_‘1J_1F)I\( 1’)

welche in 23) eingefiihrt gibt

: RS i R i '
s LRl LD 'B(d S |
oY .].1 Te’ _-_L" i -—.

Entwicklung der B-Function nach einer Fouriexr'schen Reihe.

Setzt man nach H. Kinkelin®)
1

3

U= \B(a-}x,p) dx, V=

B(x, ) sin ex dx, W= 5 B(x,p) cos ax dx

'.__,_——-‘ e

) {

i
B
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wo a eine positive Z
<o hat man, um U auszuwerten, zunichst den Wert von

1
j B(alklx,p) dx
anzugeben. 0

Aug der Definition der Function E [S. 8] folgt
26) D, E(-k,p)=/. E(x—+k,p—1),

wodurch obiges Integral
(a-Hlyet]

' i 5
= Mol lobl 1) — Bladtk, 1) | =5
‘H.--ll--l 1 (& [—] L—l:ru | 1) 1 (A, 2 ) J”I -!I—}
wird, wie aus den Werten von B(a—{-1, /-] 1), B(a,p—-1) und aus der Rela-
tion B(a—1,p-+1) = B(a,z+41) + a* " zu ersehen ist.
Nimmt man ferner das Integral iiber die Summe, S0 kommt so
1 jot k ) i 041
" _ , o e et (a-+k)" ' —a
NV itz Lrkdr=\ (a-x)" de==—""—r10
J i) ' T pr1
o Y 0
1
und folglich, da noch 5 K(p) dx =K(p) ist,
) .
Tty |
. . gl FEHA
97 [ 1K
27) l T, K(p)

1
T [ s
Fs ist ferner, da 5 l\(iu}( )r.{,\' dx =0,
: N0 :
1]
1 k
e \ E(x-k, ) sin gx nlx—j x* sin ax dx.
:J i

Durch factorenweise Integration®) folgt mit Riicksicht auf 26)
k

1
yii P 1 i {ie=1
N \ E(x-}k,pz—1) . cos ax . dx — | x*=7 cos ax . dx
(7 ;
' :I 0
und ebenso
i k
; T W Gyt : BT '
e . E(x-+k,pz—1) sin ex . dx — X! sinax .dx | .
& 0 :

u

rahl inclus. 0 und « ein Multiplum von 27 bezeichnet,
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Fiithrt man die factorenweise Integration ¢™* aus, bis —1 <"p—q<T0
wird, so findet man

1 1 1
i . k—4 | op—
j E(x-k,p—q) sinex , dx=—- cos ax |- E(x+-k,z2—q—1)
; 2 o ¢ et
> 3 ¢ cos ux . dx =0
und ebenso
1 1
' u-—l'[',._ s A
. E(x+k,z—q) cosax . dx= - E(x-+}k,pz—q 1) sin ax . dx =0.
i " "{ ) 1 I Py
L1 I'I

Beachtet man noch die Integral-Werte

B : Clp—q-+1) . p—q-+1
s_\'n’“‘” sin ax. dx =-—" LT sin! 1 i
: b i1 2
L§]
k
¥ I'( e —q--1 r—q -1
&:\':" Jicos ox. X = (=1 . €o8'— [] — T,
g a— a1l =
[t
so erhiilt man die fir jedes x> —1 giltigen Formeln™)
X L) s : :
V=—— ! ) _sin = ()7 \
grtl # _
: UL == :
W=——5 ,|J .cos -+ (1-kp) =
R I ir

Gibt man jetzt der Gl. 1) durch Entwicklung des cosinus die Form

. : 2 e ...-' Tl h| 0 ot I'a
F(a)-F(a-th) - - - - 4 F(at-qh)—a,4-2 }\ @ €0 = 1) fusin

1\1) —1!

1 1

W0 @, , ¢, [ selbstverstindliche Abkiirzungen sind, und nimmt hierin
F(a) =B(x,z), h=1, =0, so wird durch Emfithrung der gefundenen
Integral-Werte

o e

noT e n 20004 T 1 s COS27rX |
IV) B(x,p)=K(p)— _f l_l .I__'”} COS ~ [T N C‘ml rl b sin- | Uh\.g 14
ottt L= Ly rirt i ¥

1
fiir jeden Wert von x zwischen den Grenzen O und -1
und fir jedes p>—1. [Vel. die Bemerkungen zu Gl 1)].

Aus dieser Gleichung resultieren fiir die Bernoulli’schen Functionen mit ganzen
positiven Exponenten die unendlichen Reihen ™)

1 n+12 1'(2n4-2) ['sin 2zx  sin dzx  sin 67X
/ g (PR = — > AL -
Na)ai = (1) (2 )}n—-l _12041 ' 92n+1 1 32n+1 75

*) Ohm, Syst. d. Math. IX, § 24; Schloem., Comp. d. hih., An. IL. 8, 270.
**) Vgl. Schloem. Comp. d. hih, An, IL
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i<nx =3
. 2!”{‘31:—|—1) C0S 2mX | COS 47X
, P A LS Ay py il | i =l T L
9‘?()(5211)“( ) Boyn—1 B ) (2:)._;“ ~1on I 92n | —|
(=" x- <0l
7 1 o et 1 le
Nimmt man x < = und setzt successive x, x - =X e :
x4 L] statt x, so erhillt man durch Summation auf der rechten Seite
Il
n—1 l."
1 1+
\ ’— u) =n K(x) —- E :
._IuJ (2m)LtH n{‘
oD oo
18in2x nrx Y¢os 27nrx
[si \ ey |
. bl]l_ 1--p €085 (1—n a
l ( | ) ]%, ( | ) |:| 11 | T I
1

oder mit Hilfe von IV), wenn darin nx statt x gesetzt wird
n—1
V) 3 b(;\—— p) = n— " Buxy) - (m—n)"" . K(p).
—U-'m
Dieser Gleichung liegt zuniichst die Voraussetzang g > —1 zugrunde;
indessen lisst sich diesclbe mittels 15) auch fiir << —1 (ebenso wie fiir
— 1<<p<<0) direct bestitigen.

Ebenso lisst sich fiir o= —1 die Gleichung
n—1
) ](}a.*l—" ,—1)=n B(nx,—1) verificieren.
‘_U']lrl

5 ; 1 . !
Obschon ferner Gl. V) nur fiir positive x, die <n-‘ abgeleitet wurde, so gilt

sie doch fir alle reellen x, indem sich zeigen lisst, dass, wenn sie filr ein be-
1

stimmtes x gilt, sie auch gilt fiir ein x!, welehes —x + :
; 1

Im speciellen Falle, wenn n=2,x=  ist, resultieren aus V), da
B(1,1) =0, P:U,—'I):u die Bestimmungen

B(L,) = (2—27 K(s)
B (l] —1)=0

von denen die erstere fiir jeden von der Einheit verschiedenen Wert von

14 gilt.
Aus 1V) folgt, wenn x = 1 gesetzt wird,
1 21’(1—[—;1} (%, Srate | J
B(-g:ﬁ)“‘— (f)+ (2 )l‘l‘”- "i—h!) I 1+'JL r}l—l—u 1= 51-[' e
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welche Gleichung zufolge der Bestimmungen

und B( ';:"315):{:2—'2_9') K( )
L 1 1 1 SN :
fl_:"_?' = ‘.’l'i':f-_g— _'-;1"5:-[‘- " 11—|—': Hl-l G (l'_-g : ) . I\(_'l_,”) “H g] ”)I

dquivalent ist mit
IS( 12) 2/ (1+4-12) B .
] == 1008l T fir p>—1
K(-1-p) (Q;-;‘J]‘f’lf- z (1) =
oder, wenn g in z—1 umgesetzt wird, mit,
K(p—1) 21'(p) ' :
V1 = ——— COSuT fiir jedes p>0.
; R(—p) ~ @ay %% ke
Die Beschrinkung, dass p > 0 sein miisse, kann wegfallen. Denn ist
p==—v, WO v eine positive Zahl bezeichnet, so wird zufolge der Eigen-
schaft der /-Function

(x). Fl—%) &= e

(%) L t5=a) sin 7x
& T o 7
Tttt SRR (D
(27)7 - 21 (14v) cos-(14v) 7 K(v)

Somit gilt VI) auch fir negative Werte von x. — Endlich wird sie

auch erfillt, wenn p=-—1 ist, wie die Substitution der betreffenden
Werte zeigt.

Die fir jedes positive p giltige Gleichung VI) stellt, wenn 0<Cp<Z1
ist, eine Relation dar fiir zwei K, deren Argumente beide negativ sind
und sich zu —1 erginzen. Zur Anlegung einer Tabelle der Werte von
K(z) hat man demnach nur jene fir die Argumente # von — ;- bis — co
zu berechnen.

Grang der K-Function fiir reelle z von — oo bis - oo.

Solange p < — 1, kann K(p) dargestellt werden durch die unend-
liche Reihe

1 1 '
LSt
] — i I og—u | g—L
welche bestindig positiv bleibt und beim Zunehmen des # von — oo bis
— 1 zunimmt von -1 bis ~} oo.

An der Grenze p==—1 springt K(x) von oo zu — oo iiber.

solange —1<Tp <0, kann K(y) dargestellt werden [9)] durch

: 1 1 1 :
TR N P S | R T
ol+u__q ll g—k T g=p 4..—&*+ ; ]

und bleibt negativ.

PP,

i

4
»
|
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T R T

L T P

Von p=—1 bis g =0 wichst K(sz) stetig von— oo bis — ;. Von

p=0bis p=2 ist K(z) zufolge VI) negativ und versc hwindet bel
p=2; von ;=2 bis p=4 ist K(p) positiv und bei =4 wieder Null.

Ferner ist K(5) = —]; S R(6)==0 . 8. f.

Zwischen den Puncten =0 und z=2 hat also die Function K(z)
ein Minimum, zwischen =2 und z=4 ein Maximum und zwar wachsen
mit wachsenden g die Minima und Maxima selbst ins unendliche

Die Zahlen p=2,4, 6, .... sind demnach diec Wurzeln dex Gleichung

K =0
und zwar einfache Wurzeln derselben; denn, da
K(p) = — 2.(27)~ 1% F(14p) . K(—1—p) sin 5 pr=Q. sin  p=,
s0 ist D, K(p) = ; Qcos & pm - sin g px. D, Q ,

wo fiir £=2n das erste Glied rechts von Null verschieden, das zweite
=0 ist; somit kann D, K(g) fiir = 2n nicht verschwinden.

Ebensowenig ist 2 = — 1 eine mehrfache Wurzel der Gleichung
1 = P i satvilo
R — und folglich darf gesetzt werden |
K(p) = (p—2) (p—4) (pr—6) =+ (2—2k) . {(I{?!

worin die Function y(z) filr keinen andern reellen Wert von 2 Null und
fiir keinen andern endlichen Wert von g unendlich wird.

Zur Berechnung von K(p) fiir negative 2 kann auch das folgende
Verfahren dienen. [Vgl. 8) S. 12.]

Setzt man in [3) S. 8]
(XD (2 e e - (x-+k—1)*= E(x-++k,z) — E(x,p)--R_

r statt x, rk statt k, —p statt ¢ und lisst r eine gamze positive A\l 1
hedcuten. s0 kommt
1 1

1 =SSl L eyt BT _ —TFEr-trk.—u L A 1-‘_;“\)_[i R
rJ_ H—U +1ju_ [1 I__gJJ + I (1._:_1.1{___1):1, !\ | | i } {. 7 1
Setzt man In
1P 2bp 82 - i (k—1)* = Bl ) - K(p) [4) 8
r--rk statt k und —p statt g, so kommt
L _'1__ I ]u. Aty R 'Tl—" — = B(r+rk,—p) + K(—p)

‘3 (].'—|— rk—1 ) i

Subtra. iiert man diese Gleichung von der vorhergehenden, so kommt
durch Substitution des Ausdruckes von E(r,—p)

i!
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I. .I. 'l 1.1 1II
e ) = —— i --__!._. T ESURY ASTTER TR R} o _ —_— — ——
}\( ,") I:J l ‘2!" | :-5:.1_ |— ( l)J P J1|- 1____‘”:
1 I;t plp1) (p12) By | p(ptD) .. (p44) By
e 1.14:.' Dl e 4! ST 1"" G' £C;
u{:u—| 1) (rz—Lln ) B, 7 )
S an grll_"“_'”_J[_L'n

wo ‘der Rest jeweils kleiner ist als das zuletzt gerechnete Glied der in der
Klammer enthaltenen halbconvergenten Reihe.

Im Falle p=—1 ist K(—p) durch C(—1) und 1—; durch Ir zu
ersetzen. [Vgl 5) S. 10, 11]. '

Nach obiger Formel wurde K(z) fiir das Intervall =0 bis p=—1
und zwar fiir r=4 und je einmal fiir r=5 und r= 10 berechnet.

Fiir das engere Intervall von p=— 0,6 bis p=—0,9 wurde K(z)
aus der Relation [\(u——l) 2I'(p) L

Ix(--— u) [Q#] 0
mit Hilfe der Tafel von Legendre fiir die Brigg’schen Logarithmen von

P'(p) berechnet.*)

Fiir pr=— - wurde direct durch Berechnung der Quadratwurzeln

bisi 1= 10 der genaue Wert
K(—1) = — 1,460354509
gefunden, — Sodann ergeben sich aus den Werten von K(z) jene von C(z)

durch die Relation - 1
SR K(p) = C(p) — T

Es moge hier die folgende Tafel der Werte von K(x) Platz finden.
e T B OO S AT At
—0,0 | —0,500000000 | 0,50000000 el g e
—Ul —0,603037520 | 0,50807359 807909 6811! i
—0,2| —0,733920925 | 0,51607907 | 8005481 7oqql a7
0,3 —0,904559259 0,52401217| [93310] geoll 01| 20
—0,4| —1,134797785(0,53186888 | 830711 gq741 871 Co
—0,5| —1,460354509 |0,53964549| 7176611 oo -} 3451 £0
—0.6|—1.952661450 |0,54733855 | [99306| o0l 317 £
e JaUD LN IS | 760634 8672 G54 24
—0,7 | —2,778388447/0,55404489 | "--"-1 8965 293 28
—0,8|—4,487538417| 0,56246158| 791669 o055l 265 &
—0,9| —9,430114027 | 0,56988507 | (42439 gio0 240 =
e ~ 0,57721566| 192969 Jia

Die zwischenliegenden Werte sind daraus durch Interpolation bestimmbar.

*) Traité des fonet. ellipt. tome IL. — Einige Werte aus dieser Tafel finden sich
in Schloem, Comp. d. hih, An, IL

L g, (S o
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Setzt man die Berechnung von K(z) bis zam Argumente —1,9 fort,
<o erhdlt man mittels der Relation I'(1-- - 7 ]u-q- o ‘:) die Reihe der

Werte von K(z) fiir das Intervall 2= 0 bis z=0,9, wozu man sich auch
unter Zuhilfenahme des Gauss’schen Theorems der Formel

Ko=) _2V2 I@)
KEo) o (8 F)

welche speciell fir 1=1

u::s(’)ﬁ—]—l)4 A>0,

K(0,5) __—1{( 1,5) oibt, vortheilhaft bedienen kann.*)
Wenn p= — v ist, wobei » >0, so erhiilt man die Gleichung
o
or'(1—: in 271
Be K () - ’? < ME L
(2m)— 5 BT
oo
2 (1=y) . o\ Cos 2mrX
2m)- " —Ml

>—\ :,111 2:#. rX

w__”) sin 1 y—i EE.S 27rX
0<y—=1 dex1 ol st ikl T
Hieraus folgt mittels der Relation I'(1—v) . I'(y) = %innv';
_ 2m)" "sin 27x |, sin 47X g
e ey i o B Ciee [1. m s ]
' ) ( 1"). ( ) f'(V]SlIIiWE 11 _y !-" 21_., |
VII) - o 97
BB (s, —) -+ B(1—x,—) — 2K (=)= — o [CERE 4
J‘[y)LOS ¥y LA o
€08 4nx
s

Nimmt man hierin x= », so gibt die erstere Gleichung die Iden-
t; ;1t 0 =0, und die letztere die Bestimmung

*) Bine Tafel der Werte von I'(14 ) findet sich in Schloem. Ubungsbuch fiir
hohere Anal. I
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B (L) —a(-)= O oy ]

I'(v)cos ;v gl—v gl—v

welche zufolge der Gl. C) [S. 22] und der Gl. 9) [S. 12] dquivalent ist mit

1k 1 1 9_.9¥ ="
1_-r'.'+ L.;—’.-,a"}-”.'—h_‘,'___
2 3 4 2'—1 QI(J)LOS

S 1 1
[1 St B B ]

Jezeichnet man die links stehende Reihe mit f(v), so hat man fiir
f(v) und die complementire Function f(1—v) die Relation

f1—v)  2'—1 2I(J)CGS _
T B @;3,' C<v<l

welche von Schloemilch auf einem andern Wege entdeckt wurde.™)

Aus VIIa) folgt fiir x=
1 1 1 L( 4 1_"1) ]3(1 3 A= ) = Sy
1I'—- i ——— e e = - < I(v) sin - vz
31—‘a+51—‘- 7]—‘r+ (2_) ( ) Cs
oder mit Riicksicht auf 25), wenn unter der Annahme v<{1 v in 1—v
umgesetzt wird,

B VBl G s
B(4 a—]l)—w-B(1 ,J—i) S ’1'(1») sin 1 s

oder ebenfalls zufolge 25)
1 1
e RO _( i
3”+5" ) I (v} sin - v

: 3
[ 31_, Ty 71':;4‘“' I

und dies ist die zuerst von Malmsten aufgestellte Relation™**)

s?f;i_(aﬂz (f) I(v) sin L vz 0<r<1.

Auf leicht ersichtliche Weise é-l'hiilt man noch
1 2'—1  f(y)  ¢(l—)

kg —
tan 0} YT — 22,4____1 ! 21.-—'.*‘___ il j{l“‘-‘) (Et: )

*) Vgl. Zeitschr. f. Math. Jg. XXIII, — **) Jg. III. XXIIL
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Liisst man in Gl. VIIa) x successive die Werte e o
2 zn 211 ‘Bu

annehmen, addiert dann alle ungeradstelligen Gleichungen und subtrahiert
alle geradstc_llin‘cn und ordnet nach Numern, so kommt

I 2"—3 I |
B(si—¥) — Bl = )+ Bloo—9) — - ooh BE— ) —B(E )
an
97 ) 1 ;
—_—— -_(T-_)_ y : lam fc -°,m —[—%l )-”—.._..

I(v) sin -, uu_.l{)]f s
1
. (@01 —1) Ar
— §in
¢ i
worin der Kiirze halber ¢ statt 2°—* geschrieben wurde.

Die Summe des Klammerinhaltes rechter Hand ist, wie man leicht
bewahrheitet, sin Am

Dieser Ausdruck 1st aber Null fiir alle 4, ausgenommen, wenn
- —) o . ] : " -
A= (2m--1)2°~%(m=0,1,2,...), in welchem Falle er die Form{ annimmt;
der wahre Wert ist diesfalls
n—2 ¢ n—2 .
%__Mﬂﬁ—l) 2. '"':b:(—“l]m gn—32
. 1
sin (m )7
Demzufolge verschwinden in der Summe rechts alle Glieder, aus-
s . - - .
genommen jene, in denen A= (2m--1)2""= und dieselbe geht durch
Vereinfachung iiber in 20—2) o(1—v)
oder zufolge der oben angegebenen Relation zwischen den Functionen
¢(v) und ¢(1—v) in
- i 14,57 i
—— I(Y)singvz . ¢(v),

50 dass schlieblich die von Kinkelin entdeckte Relation

I:) B (';n,_l") j :2“1 U) }* ) RS B(Oll - 1 —V) = — ony. 9:'(1;)

r.)ll 9

resultiert. *)
Substituiert man in V) p fiir x und 2" fiir n, so kommt fiir p=—v

mit Riicksicht anf B(1,—v) =0

*) Mittheilungen d. naturf. Ges. in Bern. Nr. 419.
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BB+ B B+

211’
2 gn—l1__1 ks
1’»(2,1-_1=—-V) + e 4= B(- on—1 —v) = (2" —2") K(—v)

: e St el A A .
Substituiert man aber in V) e fiir x und 2% fiir n, so wird

211—1_1

1 e 3 i
B (2,1'_'11"1’) i 13[211_--1,—»)—{—13(2“-_ Shr s e TS R V)

= [l 9—1M] K(—)

Aus beiden Gleichungen folgt

" 1 15 3 1:2“__ 1 fednd. .')Il—-l [ll-—-—])\' oMV
BL ) B+ A BES ) = [l - 2K ()

21!’

Wird diese Relation mit der obigen E) verbunden, so folgt

30 ,/20—3
- v) ~-B( 'q'ua__“) S et=iB( on

= — 91 () [21 20—V —oM ] K(—v).

:_1")

F) B~ +B(

e

B3 | n

n’

Anmerkungen.

Seite 6, Z. 8 v. u. lies 7. 0.
Seite 13 Z. 8 v. o. Vgl. Riemann i. d. Monatsberichten d. Berl. Akad. Nov. 1859,
dessen Function ¢(—p) ibereinstimmt mit K(g).

Seite 16 fiige zu Gl II) hinzu: Z. B. ist fir p = 1000 s, = 7,485471 und fur

p— 1000000 s, = 14,392727, woraus ersichtlich wird, mit welcher Langsamkeit 3,
divergiert.
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