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Normalen überall mir eine andre Art , die Winkel
anznschreiben , seyn mögte .

Wenn die Normallinien auch keinen andern Nuz -
zen hätten , als daß sie die Messung an allen Punk¬
ten richtig oricntiren , dieselben folglich Krade dahin
setzen , wo sie geographisch liegen ; so würde schon dies
allein nicht wenig , cs würde eben das sevn , was in
der allgemeinen Ortsbeschreibung durch die Meridiane ,
und mehr als was bei speciellen Messungen durch die
Doussole bewirkt wird . Gleichwohl beschranken sich
die Vortheilc des Normalen nicht hierauf , sondern sie
kürzen die Auflösung goniometristher Aufgaben beträcht¬
lich ab , erleichtern die Arbeiten bei pvlpgonomctri -
schen Messungen , und dienen zur größer » Genauigkeit
derselben , indem sie leichtere Mittel an die Hand
geben , eine große Anzahl von Linien durch Rechnung
zu bestimmen . Hiervon wünsche ich einige Beweise
zu geben .

Zweiter Abschnitt .

h . io .
In der praktischen Geometrie kommen häufige

Fälle vor , wo man sich an unbestimmten Orten
befindet , deren Lage gegen andre , bereits bekannte
( gemessene oder gegebne ) Punkte ausgcmittelt werden
soll . Dabei sind aber nicht immer solche Stücke in
den Figuren bekannt , wodurch die Auflösungen der
Aufgaben aus einfachen geometrischen oder analptischen
Sätzen hcrgcleitct werden können , und die Vcrwik -
kclung , welche durch den Mangel jener konstituircn -
den Dinge verursacht wird , macht die Auflösungen
der hierher gehörigen Fragen mehr oder weniger'
schwierig .



Unter denen , welche sich mit diesen Gegenstän¬

den beschäftigt haben , nm die dabei vorkommendcn

Schwierigkeiten wegzuräumen , war , wie ich glaube ,

Lambert der erste , der die Sache in analytischer

Allgemeinheit behandelte , wiewohl er auch noch viel
durch geometrische Konstruktionen zu bewirken suchte .

Für den einfachsten dieser Fälle will ich Lambert ' s

Auflösung hierher setzen , >o wie sic in seinen Bei¬

trägen Thl . i . 75 gegeben ist , indem ich

nur zur schneller » Verständlichkeit die , dort ausgelasse¬

nen Substitutionen mit beifüge .

Es scy z . HLO ein ganz gegebnes

Dreieck , darin H L — g , L6 — b und der

Winkel HLO — Man befinde sich in O , und

könne die Winkel HOL — « ; LOO — /3
messen , aus welchen Stücken die Lage von O gegen

die gegebnen Punkte H , L , 6 , bestimmt werden soll .
In den Dreiecken H . LO und LOO ist LO —

!>. 5iii L /V O b Lill L6O

8in xL 3 >n 2̂
oder
L . Lill : b . 8ill « — 8ill LOO : 8iQ LHO

man nenne LHO — x , so ist

LOO — 4 L - / Z — x

4 ^ — ( ck /3 - j- </ ) — cl
und

s . 8lQ A : b . 8ill « — 8ill ( cl — x ) : 8ill X

so auch :

( » . 8in - s- b . 8in « ) : ( g 8io — b . 8iri « )

— ( 8in ( 6 — x ) - s- 8in x ) : ( 8iri ( cl — x ) — ( 8ln x )
nun ist aber :

Lin ( 6 — x ) - j- 8inx — 281N ^ 6 . Oos j ( cl — rx )

8in ( cl — x ) — 8ilix — 2 . Oor ^ cl . 8in 4 ( cl — 2 x )

LoLiQ ( ä — x ) - j- Oo » x — r . Oos ^ cl . OoL ' ( cl — zx )



Seht man mm die hier gefundenen Wcrthe von

8ir > ( ci — Lin x und Lin ( ci — x ) — Lin x in

die obige Gleichung , und dividiet beide Glieder durch

den Werth von Oosin ( d — x ) -s- Los x so erhält
man

( s . Lin /? -s- b . Lin oe ) : ( 3 . Lin /3 — b . Lin « ) 2^ :

Lin ^ Los ^ sd — 2x ) . Los ^ d . 8ir > ^ j ' d — 2x )

Los ^ d . Los ^ ( d — 2x ) * Los ^ d . Los ^ ( d — 2x )
— r , NK ^ el : tsn ^ ^ ( cl — ix )

woraus denn isnß d — x ) folglich auch x berech¬
net werden kann .

Wenn noch ein zweiter Punkt T , oder mehrere

dergleichen unbestimmte Orte ihrer Lage nach gegen

- ^ tZL fest gelegt werden sollen , so geräth man auf

noch mehr zusammengesetzte Ausdrucke , welche bei
Lambert a . a . O . H. m js . — 270 ss. nachzufehcn

sind . Auch andre Schriftsteller haben sich mit diesen
Fällen beschäftigt , und die Sache bald so , bald

anders angesehen , ohne wie es scheint . Zu einfachere »
Resultaten gelangt zu seyn . Sie Einfährung eines

Hiilfswinkels giebt unter manchen Umständen merkliche

Erleichterungen , und man findet davon in dem lescns -

werthcn Wei . e des Hrn . Or . Schulzc M 0 ntanus

mehrere sehr artige und elegante Beweise , z . B . Thl . 2 .
H. 121 . 122 .

§ . ii .

Das Vorstehende habe ich nur mitgctheilt , um
zur Vergleichung zu dienen ; jetzt will ich Zeigen ,

um wie viel leichter alle Aufgaben dieser Art zu lösen

sind , obgleich von dem Dreieck PLL selbst wenig

oder auch nichts bekannt wäre , wofern nur eine Nor -'

male an A , U , L , gezogen ist .

I ) Systematisches Handbuch der qesammtcii Land - und
Erdmcffuug re , von A Schulz , Dr . : c. Berlin i8iy .



Es jenen min L , R , 6 , k 'i' Z . ^j . wieder drei

Punkte , an denen die Normalen ÄstL , <) A , 1X6 ,

gezogen worden , und I ) ein vierter Ort , dessen Lage

gegen die erstem bestimmt werden soll . Da es keinem

Zweifel unterworfen ist , daß man auch an O die

Normale OL ^ IVl L Iss 6 legen , und die Win¬

kel OOö , O O ( I messen könne , so hat man in
dem Dreieck LOO die Winkel

OOtj ^ OO » — 006
61 ) 0 — LstliO — OOL

demnach auch den dritten Winkel L60 — 2 k —

( 601 ) - f - 6IZO . )

Der Ort O ist demnach geometrisch gegeben , und

wenn nur noch etwa eine Seite , z . B . L 6 bekannt

wäre , so würde auch der graphische Ort des Punktes
O zu bestimmen semi , indem alsdann die Seiten L O

oder O 6 durch einen einfachen trigonometrischen Satz
auszunürteln waren . Eine Zweideutigkeit , wie sie in

dem Ausdruck des vorigen § wegen der positiven oder

negativen Wcrche der goniometrischen Ausdrücke ein -

treten kann , ist hier , wie man leicht sicht , gar nicht
zu erwarten .

§ - I - .

Ganz auf gleiche Weise würde sich auch jeder an¬

dre Ort Ö , oder jede beliebige Zahl von Orten ihrer

Lage nach gegen ^ eü 6 bestimmen lassen , ohne daß
cs nöthig wäre , eine weitläuftigerc Rechnung deshalb

anzustellen , wenn nur die Lage der Normale an diesen

Punkten gegeben ist . Auch ist cs hinreichend , wenn
an jedem zu bestimmenden Orte zwei bereits bekannte

sichtbar sind , und cs bedarf deren weder g noch 4

oder mehr , wie sonst bei ähnlichen Aufgaben , z . B .
aus drei gegebnen Orten die Lage von drei andern

zu finden , wohl vorausgesetzt wird . Bei allen diesen

Aufgaben kommt cs vorzüglich auf die Erfindung des



einen Winkels wie LOO oder .4LO an , und die¬
ser ist vermöge der gegebnen Lage der Normalen
schon bekannt , wie man im vorigen § bemerkt hat .
Hierin liegt die Auflösung des Problems , und man
kann daher sagen , dasi die Normalen alle derartige
Fragen beantworten . Wo jedoch tie Lage der Nor¬
malen nicht bekannt ist , da behalten jene analprischen
Auflösungen allerdings ihren Werrh , und es kann
hier daher nicht die Meinung seyn , letztere ganz
überflüssig Z» machen , sondern nur , die Erleichte¬
rung zu zeigen , welche ans dem Gebrauch der Nor¬
malen fließt .

Daß ich mich hier ans die Bedenklichkeiten nicht
eingelassen habe , welche bei den hierher gehörigen
Problemen aus der Beschaffenheit der etwa zu spitzen
oder stumpfen Winkel u . d . gl . eintreten , wird wohl
keiner besonder » Entschuldigung bedürfen , so wenig ,
als daß ich dabei keine Distinktion besonderer Falle
statuirt habe , wie sie großencheils zum Ueberflus;
vorgetragen zu werden pflegt . Es ist kein Leitfaden
oder Handbuch , welches ich hier liefere , sondern
bloß eine Betrachtung über eine Meß - Methode , und
ein motivirrer Vorjchlag dazu . —

§ .

Zu mehrerer Erläuterung und zur Benutzung bei
vielen Vorfällen der Ausübung will ich den Gebrauch
der Normalen für einige der häufigsten Aufgaben ,
welche bei den Messungen zu lösen sind , im Folgen¬
den anzeigen .

In lAZ . 5 - si'v O ein Winkelpunkt , den man
jedoch von bi und 6 weder sehen , noch erreichen
kann ; es wird verlangt , den Winkel LOO nebst
den Seiten tiO , 60 zu bestimmen .

Man lege durch O in beliebiger Richtung die
Linie und bezeichne die Endpunkte O,

welche
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welche von k und 6 sichtbar sind , und messt: die
Linie HVO . In ö und 6 , an welchen Punkten
die Normale gezogen ist , Ziele man auf ^ und O ,
schreibe die gefundenen Abweichungen an , wodurch
also die Normale an ^ und O gleichfalls bestimmt ist ,
und beobachte entweder in ^ oder in O die Abwei <
chung der Linie c^ O von der Normale .

Durch dieses Verfahren sind folgende Größen
bekannt geworden :

Die Winkel : HO O — lVI O O
KLO — NOL
klO ^ — O 4 0

^ 04 ^ - 04 . 0
Die Seiten : 4 ^v , VO , folglich 4 0 und

man hat nunmehr in dem Dreieck 4 00 , die Seite
40 , nebst den Winkeln

004 — 2L -^ Ist04 -f- 000 ^ ,
0 40 — Ist04 — 0 04 — kr
400 — 004 — OOO — «

8in b .
folglich 0 O — . 40 .

und in dem Dreieck OVO .
Die Seiten OO , OO , nebst dem Winkel

OOV — - ,

folglich : Ool . OOO ^ r ^ Lin a

oder tsuZ OOO —
6 o älll L

X o . Lrn !) . 8In L

und die Seite
O l» . Lill c - f- ^ O . Lin Ir . t^ o » a

8ia L
ov OO . tzmeos

Ganz auf dieselbe . Weise findet man in dem
Dreieck LOO .
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o . Lin Lo . Lin 60 ^

irv o — ^ o " Li ,i ^ LO - f - .̂ o . Lin ffXÖTc ^ -ßliÖI

o . Lin 6 . Lin cl .

Lin ß - s- Lin . s ( ^o ». cl .

wenn cch e
die Seite

S die angezeichncten Winkel bedeuten , und

IM — L6
Lin li) O .

Dce ganze ?Winkel

L06 — 006 ff - LO 6 .

§ - - 4 -

Das vorstehende Verfahren begreift eine Anzahl

einzelnce Falle in sich , welche als eben so viel be¬

handle Probleme pflegen vorgetragen zn weeden ; und

ich weede einige davon hiee alifüheen , nni zn Zeige » ,

wie sic in dein Vorhergehenden enthalten sind .

i . In dee 1 ' iA . 6 . ist O ein Winkelpnnkt , ans

welchen zwae von 6 , abee nicht van II Ziele » kann ,

dagegen ist ein andrer Punkt ^ van il , I ) und 6

ans sichtbae , nnd die Entfernungen H . L , ^ 6 , HM ,
können gemessen werdeil .

Da man nnn , ausser den Seiten , nach der

Voraussetzung auch noch die Winkel kl HM , 6 HO ,

6 O H messen kann , so ist offenbar , daß alles gege¬

ben sei nm die Winkel 6 O H , 4 ! OH , folglich deren

Summe 60 st! nebst den Seiten ? - 0 , 60 zu finden .

Man hat :

6°r . , 00 - L N -» . LL0

< UOL — LLL — ( LUV LL0 )



die Seiten : L
5ln v ^ r»
Lia LLQ

Lin 0 ^ 0

8 >n ^ 0 D
Ohne alle diese Dinge zu messen , giebt der

vorige § Anleitung zur kürzen , ? luflösung . Denn da
nach der Voraussehung von 0 nach O gezielt , folglich
die Normale an O gezogen werden kann , so ist da¬
mit schon der Winkel 0 OH gegeben , und es kommt
nur noch auf den andern Winkel LOH an . Da
man jedocb nach H. ig die Winkel HLO , LOH
und LHO kennt , so ist auch wie dort : die Seite

und die Seiten LO , OO , werden wie dort durch
ganz einfache Analogien bestimmt .

2 . Ein zweiter Fall wird häufig angenommen ,da man nemlich von 0 nach O , aber nicht nach H ,
hingegen von L nach H , aber nicht nach O zielen
kann . Dieser Fall ist indessen bereits in dem vorigen
mit enthalten ; ( sofern die Normalen gebraucht wer -
dein denn der Winkel OHO ist in den vongen Aus¬
drucken zur Erfindung des fehlenden gar nicht vorgc -
kommcn . Man reicht daher auch hier mit dem vori¬
gen völlig ans .

Nach der sonst gewöhnlichen Auflösungs -Art muß
man die Seiten HL , HO , 00 , und die Winkel
LHO , HO ( '- messen .

Dann steht die Rechnung so :
( HL4 - HO ) : ( HL — HO ) — l3o§i ( HL0 -i- H08 )

lsnZLOO ^; Lin Ij o . Lin LOX

O O . L .n HO - j- 0 . Lin I ) /V O . ( -os ö (H

: r » nZ 4 ( HLO — HOL )

XL -s- Xv
rsoZ 4 ( HQo - j- HoLg

lSQZ 4 ( HLO
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und Weil ^ 8 O 4 - ^ 08 — 180 ° — 8 ^ O ,
so ist
H. VK — Lti8°° — 8 .̂ V4 - ^ I) 8 — -48V ) )
-48v ^ : L ( r8v° — 8 ^ O — ( ^ O8 — -480 ) )
demnach :

800 — -4V8 4 - l406
Sin LäO

08 — -4 0 . ^ — Tu
SIN -V^ D .

z . Zuweilen wird wohl noch vorausgesetzt , daß
weder -4 noch O von 8 ans gesehen werden kön .'
nen , nnd das heißt nun im Grunde weiter nichts ,
als daß der Punkt ^4 unrichtig gewählt worden .
Denn in einem solchen Falle gäbe cs zwischen den
Seiten nnd Winkeln des Dreiecks -48 0 gar keine
Relation , folglich auch keine Möglichkeit , etwas dar '
aus zu schließen . Man muß also die Punkte , etwa
wie O , lP so wählen , daß die Dinge des § . iz
bekannt werden , welches wirklich » och sehr wenig ist ,
nnd allemal möglich seyn wird , wofern man nicht in
undurchdringlichen Wäldern arbeitet , wo inan denn
überhaupt mit Winkelmessern allein schwerlich vor -'
warts kommen würde . Man muß sich in solchen
Fällen schon an die unmittelbare Messung der Linien
halten

Herr rc . Däzel ' ) der so viel Verdienst » m
die Polygonometrie erworben hat , räch unter solchen
Umständen an , eine Zwischen - Station zwischen I)
und 8 zn nehmen , sehr nahe an der Richtung 0 8 ,
und so viel möglich in der Bütte zwischen I ) und 8 ,
wie etwa s , 8iZ . 6 . Wenn alsdann die Seiten
s8 , sO nebst dem Winckel 8sO gemessen sind , so
soll der Winke ! » 08 ans der Analogie

-» O : s8 — s80 . a08
Lo 4- s 8 : 3 8 nC » 8 o 4- 3 0 8 ) : » 08

— ( 2 8 — 8 - 0 ) ; , 08

D lieber die zuverlässiagc Metliode , große Waldungen z»
niessc » u . s. w . — ü . zo sf. 2 . Anfl . i3iy .
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gefunden werden . Um die Seite LO zu findcit ,

soll aus s eiu Perpendikel auf LO gefallt , und die

dadurch auf 6O bestimmten Stücke Ob , Lb aus

den bekannten Seiten sO , ak und den Winkeln

« OL , aLO berechnet werden .

Dieses Verfahren ist aber nur annähernd , nicht

methodisch , weil die Voraussetzung , dasi sich die Win /

kcl verhalten wie die gegenüber liegenden Seiten , nicht

streng ist , desto weniger , je weiter r> aus der Mitte

zwischen beiden Punkten L , O , und von der Richtung

LO entfernt liegt . Da die letztere nicht bekannt ist ,

so kann man sich von der Erfüllung der andern For /

derungcn nicht überzeugen , und die gebrauchte Analo /

gic könnte in dem Falle merklich von der Wahrheit

abweichcn . Auch werden die Winkel sLO , nOL

sehr klein , und hierin liegt wieder ein Grund zur

Furcht , bei dem Verfahren zu fehlen .

Unterdessen kommen dergleichen Fälle unstreitig ,

besonders bei der Messung von Waldparccllen vor ,

wo der Geometer sich an keine Methode halten kann ,

sondern nur suchen muß , dic nöthigen Stücke Zn

messen . Wenn cs aber doch gemessen scyn muß , so

mögtc ich noch eben so lieb den Punkt » als eine

Station ansehen , aus « O , cO und » Oc die Seite

s O , dann auf ähnliche Weise L O , und endlich aus

LO , 6O und LOO die Seite L O nebst dem
Winkel LOO berechnen .

Das ist allerdings umständlicher , aber da es zu

-Hause geschehen kann , so wird ein wenig mehr Rech /

nnug nichts ausmachen , da man so viel richtiger arr
beitet .

Ich will die hierher gehörigen Fälle nicht mehr

häufen , um zu einem andern Satze überzugchen ,

der unter mancherlei Umständen noch leichter anzu /

wenden ist .



§ .

^ L 60 L — Li§ . -7 . , sei eine Reihe voll
Winkelpunkten , daran die Normale gezogen , und
die Abweichungen /Z , F, x , ^ A gemessen , auch
die Seiten LO , OL , L6 , auf irgend einem Wege
bekannt sind .

Alsdann i

tSNZLött -

st :
L O Sin ^ - f- 6 ll Sin F - f - vss 8 !n

II ( I Los - s- ss I > Los ^ -f - I ) Id 6v »

Und LL - 11 L . Sin /Z - I- c O Sin F -z- 1 ) Id Sin
Ziv L 1i 11 .

e
e
e

Diese 'Ansdrücke sind in vielen Fallen anzuwem
den , davon einige hier kurz angeführt werden sollen .

1 . In den Figuren 7 und 8 , ist ^ LL ein
Ilmfangswinkel , der aber von lj nicht angezielt werc
den kann : man soll den Winkel -ltLL und die
Seite LL bestimmen .

Lkniferhalb deb Linie LL können die Punkte 6
und O an einer , oder an beiden Seiten von 1) L
bestimmt , und die Seiten ülü , 60 , OL gemessen
werden . In beiden Fallen ist der Winkel LLLl ,
und die Seite LL ganz nach den vorigen Ansdrükc
ken z » berechnen , daher auch I , LL —
HöL bekannt .

a . Die Polygonalwinkel / k , R , 6 , O , L , A . g .,
machen einen Lheil einer Figur aus , in welcher die
Seite L6 nicht zu erreichen , auch der Winkel L
nur von ^ und 6 angezielt werden kann : man >oll
den Wessel k , nebst der Seite LL bestimmen ,
wenn die Linie bekannt ist .

Man sieht sogleich , daß der Winkel I ) durch
düs Anziclen von ^ und 6 aus bekannt geworden ,
weil /3 ^ k — 2 L , folglich P



^ n — ( /Z - 4- k ) , und 8 — ^ 8 —

— ' ,2 - ^- e . Auch ist :
^ ^ 2 . Sill /Z -P 2 6 . Sill F

üin 0 ^
demnach

80 — ^ 6 . SM 6äN — ^ . 2 . Sin /Z

8 >n F

z . Wenn unter den vorigen Voraussetzungen
auch noch die Seite ^ 8 unbekannt , dagegen die
Diagonale l » O auf irgend einem ZLege gegeben ist,
so sicht man leicht , daß das vorige Verfahren auch
hicr völlig ausrcicht . Denn cs ist wiederum :

_ 2 6 . Sill x - j- 6 O . Lin A
L n 2 v I>

IMd

80 —

auf gleiche Weise

^ . 8 m

2O . 8i -i2O ? — 6O . Sin A

Sin ^

^ 6 . Sin 6 /VlV — 26 Sin ^

8 >" /3
Der Winkel ^ 8 0 ist aber , wie vorher , be -

kannt .
Hierbei ist es offenbar , daß eS in der Beant -

Wortung der vorgclegten Fragen keinen Unterschied
machen könne , wenn auch die unbekannten Seiten
nicht neben einander , sondern in einem Perimeter
zerstreuet liegen . Die Sache bleibt genau dieselbe ,
und es scheint daher ganz überflüssig , besondere Pro¬
bleme daraus zu machen , wie man cs hin und wie¬
der findet .

4 . Wenn die Diagonalen wie vorhin , nicht ge¬
geben , aber die Seiten 8 6 , OL eines , übrigens



bekannten Polvgons gefunden werden sollen , so bicr
nrii dazu ebenfalls die vorigen Ausdrücke .

In Li§ . io . ist vermöge der Aorauslclziing , daß
die Fiaur bekannt sei , auch die Lage von O bekannt ,
oder kann allemal gefunden werden , z . B . , durch die
bei und k beobaclneten Winkel ?l ^ O , ? L0 ,
und die Seite welche lederjeit zu finden ist,
wenn der Tbeil des Perimeters bekannt ist .
Es ist nemlich :

^ (Ol?

( O k . 8in ^ - ß- II o 8in Lin ^Demnach sind auch die Langen o ^ und 0 2
bekannt . Nun Ist

OV — 06 . 8ia x - j- 6 6 8in 8in «

02 — OL . 8in ^ - s- LL 8illdaher
l ) ^ — ( k> ti . 8in x -s- ^ Z 8in

86 — - - -
8i » ^

OL —
v 7 — L ? 8inn

8in ^

; . Der Tbeil eines Perimeters ^ 86 . . . . 6
Litz- ist in Winkeln und Seiten bekannt, und es
soll die Granzlinie 8L ihrer Richtung und Größe
nach gefunden werden .

Die gesuchten Dinar sind also : die Linie 8L
nebst den Winkeln 68 L und L88 .

Man har :
LL . 5in -)/ ^ - ev 8inF ^ - OL8mx - s- Lb Lin ^

^ 8ill ^
Daher

688 -- 28 - ( -/ -s- 880 )
L88 — Lk — ( ^ -j- 88tt )
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— L6 . ÄN -), 4 - ev . 8 !n F ^- VL . LIn x -s- LhL -n ^
LI ? — Lin r- nr !" '

4 . Es kann bei Polygonal c Messungen wohl der
Fall seyn , daß die Schwierigkeiten des Terrains nicht
» erstatten , an allen Wiukelpunkten die Abweichungen
der Seiten entweder unmittelbar , oder nur durch ,
Anziclen von den nächsten Stationen zu bestimmen ,
deren Kcnntniß jedoch zur Verzeichnung der Figur
nöthig ist . Außer den , hierher gehörigen , bereits
angegebenen Fällen , nehme ich noch an :

s ) daß in dem Tbcil eines Perimeters ALOO
die beiden Winkel bei tt und 6 nebst der Seite LO
fehlen . ssiZ . i2 .

Weil die Punkte ^ und O , folglich OH als
bekannt anzusehen ist , so wird auch :
Lu — 6 0 8iri /Z dadurch gefunden , daß man

Lu — OO — -f- OO 8io -h
seht . Auch ist

On — - IT7V7 -f- 0 O . Oos ^ — -iVL . Oos «
UNd

r - r-Z OLll - ^
nun ist

/Z — ir — OLn
— ff -j- oö Q

folglich

. - V60 — 2ff -f - « — — If -s- « -I- 06r »
LOO — » k -j- — ff ^ - F - OLo

und die Seite

LO — - — — Ln . Lse . 08a
8W /Ä

Anmerkung . - In dem Ausdruck für La habe
ich die Tangente des Winkels fl ^ O ciugeführt , weil
der übrige Thcil der Figur zwischen und O nicht



in Betrachtung gezogen ist . Durch diesen , hier fehlen .'
den Theil der Figur wird die Breite des Punkts O ,
oder AO bestimmt , und ich habe tsuZ AHO hier
nur das ,Ir in jenem Ausdruck substituier .

b ) Wäre die Richtung der Seiten AL und OO
oder die Abweichung « und nicht gegeben , so feh .'
len eigentlich 4 Winkel nebst einer Seite , und das
ist ein wenig zu viel . Der Fall ist auch schwer zu
denken ; denn wenn AL und OO gemessen werden
können , so müssen auch ihre Richtungen bekannt seyu .
Aber diese beiden Seiten können auf andern Wegen
ausgemittelr seyn , und der gedachte Fall kann also
doch eintreten , wie er denn auch in einigen Schrift
tcn betrachtet wird . In etwas muß man jedoch zu
Hülfe kommen , und da nimmt man z . B . an , daß
non A zwar nicht nach L , wohl aber nach O , und
von O nach L gesehen und gemessen werden könne .
Alsdann aber ist 0 ?>! — AO . Sill I^ AO ,

und LK4 — LO . Sin lVI O L ,
weil auch , vermöge der , in der Figur gegebnen Lage
von A und O , die Länge des Punktes O , oder
O .lss bekannt sc » n muß , so bat man :

OO — LLI — LO
HO — OlV — 0 ? .

^ LOfolglich Srll « — —

dann aber wieder
Lu — LlVI - ftCN — OO

— LO SillpOL ^- AO . 8 ill ^ A 6 - OO
D U .

Oll — - ivi . v . -f- OO . Oos 0 — AL . Ocis or
irrig '

woraus denn die Winkel ALO , LOO , und die
Seite LO durch das vorhin angegebne Verfahren
gefunden werden .



e ) Wofern die unbekannten Stücke nicht neben

einander in der Figur liegen , sondern zerstreut , z . B .

in k ' iA iZ die Seite 80 , nebst den > Winkeln OOL
und LLO gesucht werden ; so ist dies kein besonderer

Fall , wie ich schon vorhin bei ähnlicher Gelegenheit

bemerkt habe . Anstatt aber schwieriger zu werden , ist

die Sache hier im Gcqentheil weit leichter , sofern

man die Methode der Normalen braucht , und löset

sich beinahe selbst auf .

Denn da die Winkel 6 , L und O gegeben , folg ?

lich ihre Abweichungen e , ^ und A beobachtet
sind , so sind die beiden Winkel cl und k zugleich und

Nothwendig bekannt .

Es ist ncmlich OOL — 4 ^ e )

und LLO — 4 8 - ( L ' - j - S )
Die Zweideutigkeit , ob diese Winkel ein - oder

ausgehend sind , hebt sich durch die Ausdrücke selbst .
Denn da die Abweichungen allemal außen an der Fi¬

gur beobachtet werden , so ist der nicht gcmcßnc Win¬

kel z . B . 6 OL eingehend , wenn die beiden Abwei¬

chungen - s- e ) s> 3 k , und umgekehrt , ausge¬

hend , wie 0 L8 L wofern - j - k ) 2 8 .

Die fehlende Seite 8 0 zu berechnen , ist schon
früher gezeigt worden .

<D In einem , übrigens bekannten Vieleck sind
die drei , auf einander folgenden Winkel 0 , O und

L , LiZ iI . nicht gemessen werden , und sollen durch
Rechnung ausgcmittelt werden .

Weil die Winkel 8 und L bekannt sind , so sind

auch die Richtungen KO und LL gegeben , d . h . die

Abweichungen /3 und n sind gemessen . Es kommt

daher nur noch darauf an , die Abweichungen > und

e zu finden .

Da auch die Seiten 8 0 und LL gegeben sind ,

so sind die Langen und Breiten der Punkte O und L



oder ihre Projektion auf 6 und bekannt .
Daher ist eine bekannte Größe , und
inan hat

6 O . Lin -s- kl O 8in k — ec —
Ebenfalls ist IVlO — Äklhs — I>lO bekannt , und

klO . Oos e — 6O dlo ; l^ O .
Hieraus kann man nun schon den 8in . oder dlor .

voll 'Z oder « entwickeln , allein die Sache wird
etwa weitlauftig . Weit kürzer kommt man auf fol¬
gende Art dazu . Man denke sich das Dreieck dl O kl
durch die grade Linie kl dl geschlossen , so hat man
in demselben , weil

kldl n ^ ec - 4
alle drei Seiten bekannt , und wenn deren Summe
— s , so erhalt man

8ir> dlklk)
2 . L v . L ( l .

LindlklO — ^
und k — k -s- dlklO -s- dlklO .
Ganz ans dieselbe Weise findet man auch den

Winkel Man kann aber noch etwas kürzer den
^ ( »

SiudlOkl —
26U . ) ( s — rLV . ) — 2LL )

2 . Llv . LÖ '
nehmen , und daraus

es Id — ( dlO kl -j- k ) finden .
Wofern die fehlenden Winkel nicht neben einan -

der , sondern zerstreut im ganzen -Vieleck liegen , so
ist es offenbar , dag die einzelnen Winkel , vermöge
des Gebrauchs der Normalen , bereits gefunden sind .
Denn wenn ein Polygonal - Punkt von zweien , da¬
neben liegenden Winkelpnnkten angezielt wird , und
die dabei beobachteten 'Abweichungen sind ^ H und 4 '



so ist der angczicltc , außen an der Figur liegende
Polygonal -' Winkel allemal — -sk — ( <A - s- xj- )

Man kann hieraus folgern , daß es bei der An¬
wendung der Normal - Methode hinrciche , an jedem
zweiten Winkel des Perimeters einen Standpunkt z»
nehmen , um dennoch alle Winkel Zu messen . Dies
ist nun auch freilich an sich ganz richtig , und gewährt
in vielen Fällen der Ausübung eine lehr willkommne
Erleichterung ; dem nncrachtet wird man doch nicht
ans bloßer Bequemlichkeit jeden zweiten Wiukelpunkt
überschlagen dürfen , indem die Mestimg , selbst
überflüssig scheinender Winkel zur völligen Richtig¬
keit einer geodätischen Arbeit sehr vieles beiträgt , und
daraus Korrektions - Mittel entstehen , welche sonst
schon schwieriger sepn können , anfzufindcn . Man
würde die wahren Vorzüge der Goniometrie verken¬
nen , wenn man sich dabei auf die nothdürftige Mes¬
sung der Winkel , welche eine Figur konstituircn , be - ^
schränken wollte : kann man sich durch goniometrisches
Verfahren die Messung von einer Menge Linien , wo¬
bei so häufige Fehler vorgefallen , ersparen , so müs¬
sen hingegen die Winkel mit desto größerer Schärfe
bestimmt werden , wenn man nicht die gewonnenen
Vortheile selbst ans den Händen geben will .

§ .

Das Zentriren der Winkel findet bei gouiometri -
schen Arbeiten so häufig statt , daß ich darüber einen
einzigen Sah hierher setzen will , obgleich der Gegen¬
stand eigentlich nicht hierher gehört .

Der Winkel ÜO O , i /j ist geniesten : der¬
selbe soll in .4. — in gegebner Richtung und Entfer¬
nung — — zentrirt werden .

Um dieses zu bewirken nehme man einen zweiten
Standpunkt irgendwo inner - oder ausserhalb der Figur
z . B . in L , jedoch so , daß L in gegebner oder zu



/. 6

v

mcstender Rici' tung und Entfernung von O , auch in
6 und 8 sichtbar sei . Der Winkel LOL und die
Linie LO sind also bekannt .

Wenn man nunmehr den Winkel OLL mißt , so
sind in dcni Dreieck LOL die zwei Winkel an O
und L , folglich auch der dritte an L , ncbsi der
Sette OL bekannt , und mau hat :

OL - OL — Lin OLL : 8ia OLL
^ OL . Lin O L O

— Lin O (^ L
dann aber in dem Dreieck AOL , ans den beiden
Seiten OL , OL , nebst dem Winkel ^ OL

Lot . äLO - - , „ .OO - Isl Lot . ^ O L^ O . Lin ^ O t, '
. _ -tO . Lin VOO

t -mZ , LLO — - -
OO -j- ^ O c°5 ^ OL

_ ^ O . Lin ,tOL . Lin OOL .

l ) 8 . Lin D 8 6 - j- ^ O Lin 1) 0 8 . (^ vs . ^ I) (_ .
Auf dieselbe Weise erhalt man , wenn der Winkel

OLL geniesten wird , in dem Dreieck LOL die
Winkel an O und L , folglich auch den dritten an
L , nebst der Seite OL ; deshalb ist auch hier

^ ^ _ O L . Sin O L L
^ ^ Lin LLO

und dann in dem Dreieck t^ LO

" HZ . ^ . LO — vtO . Lin äOL

OL ^ ^ 0 . k, o » . ^ OL
I) . Lin ^ 0 6 Lin D 6 8

O 6 . Linv 8 6 /V O . Lin 068 . Ooz ^ O 6
Da nun die beiden Winkel OL ^ und OLH ,

dem Unterschiede der beiden Winkel LOL und LH . L
gleich sind , so hat man den zenti irren Winkel

L ^ L ^ LOL ^ s ^ LO -j- ^ LO )wenn nemlich ^ innerhalb der Schenkel LO , OL
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liegt'- folglich größer als O iß , so werden die bei .'
den Winkel >^ LO und ^ 6 O zu LO 6 addirt,
oder das positive Zeichen wird gebraucht .

In solchen Fällen , da die Winkel auf die ge /
dachte Weise zcntrirt werden sollen , kann cs sich
wohl treffen , daß ein Winkel , z . B . LOL größer
als 180 ° ist , oder daß das Dreieck LOL an einer
ander » Seite der Linie OL liegt als das Dreieck
LO 6 .

Allein die vorigen Ausdrücke bleiben nicht nun /
der gültig , und man erhält sie durch die Rechnung
eben so wie vorhin .

Weil aber der Winkel LO 6 , in Bezug auf
eben den Winkel des vorigen Falls , eigentlich der
erhobuc ( esL — AOO ) ist , so wird der Sinus
dieses Winkels verneint , —

— 8 irr /^ O L — 8 io ( ffL — ^ O 0 )
und deshalb wird der ganze Ausdruck für rsog O " L ^
verneint . Nun ist aber — taog so entweder — »mg
( slff — so ) oder — rsog s ŝL — so . ) d . h . der ge /
fundne Winkel erscheint , mit Bezug auf eben den
Winkel , welcher vorhin positiv genommen war , als
eine negative Größe , und muß daher abgezogen wer¬
den . Demnach wird jetzt der zentrirte Winkel

LX / O — LO 6 ff^ ' LO — ^ ' OO ) .
Man kann sich übrigens auch aus der Figur leicht

von der Sache überzeugen . Denn man hat den ä » ,'
ßern Winkel

X — LO 6 ff- ^ ' OO
— L ^ ' 6 ff- ^ ' LO

demnach ist
LOOff - /V ' 6 O — L ^ Off - ^ LO

und L /Vkff — LO 6 ff- ^ OO — ^ LO
— LOO — ( ^ ' LO — ^ OO )
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Diese Bemerkung macht mm , daß der Ausdruck

für de » zentrirtcn Winkel die allgemeine Form erhalt :

LA6 — LV6 ^ ( AKV 4 . A6O )

Man wird leicht erkennen , daß die gegenwär¬

tige Auflösung der Aufgabe , einen Winkel zu zentri -

ren , alle andre Fälle , welche sonst häufig als beson¬

der Aufgaben vorgetragen werden , mit cinscbliesit .

Denn die Lage von k ist ganz willkührlich genommen ,

und last daher alle Bedingungen zu , welche man

daran knüpfen mögtc ^ z . B . das kl in der Verlän¬

gerung einer Gesichts - Linie , wie AL , oder in der

Linie AL oder deren Verlängerung lieie » soll , u . s. w .

Bei dieser Materie nimmt mau aber gewöhnlich

auch noch die Entfernungen AL , AO als bekannt

an , wodurch die Rechnung etwas weniges kürzer

wird . Indessen ist es selten der Fall , das diese

Entfernungen würklich bekannt find , und man pflegt

sich dann wohl mit einer Schätzung zu behelfen , wo¬

bei man jedoch in merkliche Irrthümer gerathen kann ,

welche auf die Rechnung erheblich einfliese » . Es ge¬

hört schon gute ttebung dazu , eine Länge von meh¬

rere 100 Schritten ans ebnem Felde annähernd zu

schätzen ; schwerer wird die Schätzung auf abhangen -
dcn oder aufsteigenden Boden ; allein eine Linie von

mehrern 100 Schritten über Berg und Thal läßt

sich auf die Weise ganz und gar nicht erträglich bestim¬
men . — Ans der Größe des Aehwinkels eines ent¬

fernten Gegenstandes ließe sich eher etwas schließen ,
wenn man im Stande wäre , diesen Winkel zu schä¬

tzen , und dabei die wahre Grüße des Gegenstände -

kennte . Beides ist nicht oft der Fall , und wenn

mau auch den scheinbaren Durchmesser des Gegenstan¬

des durch Messung bestimmt , so bleibt doch der wahre

fast immer unbekannt . — Aus der Fortvflanzung deS

Schalls ist auch nur dann etwas über die Entfernun¬

gen herzulciten , wenn gewisse Dam vorhanden sind ,
welche
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welche in der praktischen Geodäsie gewöhnlich fehlen .

— Wollte man sich endlich gar auf die Angaben der

Entfernungen , die von Ortbcwohnern cingezogcn

werden können , verlassen , so fällt cs in die Augen ,

wie sehr man fehlen , und wie unsicher eine darauf

gegründete Rechnung werden könne .

Aus diesen Gründen habe ich geglaubt , daß die

vorstehende Auflösung der Aufgabe , bei welcher die

Entfernungen der Ziclobjekte nicht als bekannt ange¬

sehen , sondern gesucht werden , hier einen Platz
verdienen könnte , da sie zumal um nichts schwerer ,

und sehr wenig weitläuftiger ist , als die gewöhnliche .

Allein ich habe doch bei dieser Darstellung keine Rück¬

sicht auf die Normallinic genommen , weil man bei

goniometrischen Arbeiten oft unerwartet in die Lage

verseht wird , den wahren Winkclpunkt nicht benutzen

zu können , und cs dann schwer hält , an dem ge¬

wählten crcntrischen Punkte eine richtige Normale zu

legen . Auch kann es Fälle geben , wo die Reduktion

ercentrischer Winkel ohne Hülfe der Normalen ge¬

schehen muß , wie z . B . wenn an den Punkten L

und L noch keine Normale gelegt , wäre , u . deegl .

Dritter Abschnitt .

§ - r7 -

Nach der bereits gegebnen Erklärung von dem

Begriffe , welcher hier mit der Normallinie verbunden

wird , und nachdem die nützliche Anwendung solcher

Normalen an einigen oft vorkommenden Fällen im

vorhergehenden Abschnitt gezeigt worden , darf ich

wohl hoffen , über die Sache selbst allgemein ver -4

/
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