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Vorwort .

Aicht etwas Neues will ich lehren , sondern
nur etwas Altes und lange Bekanntes zum be¬
quemen Gebrauch einrichten . Lambert — einer
der scharfsinnigsten Geometer seiner — und unsrer
— Zeit , hat mir die Veranlassung zu dieser
Arbeit gegeben , wiewohl die Art , wie er in
seinen Beitragen zur praktischen Geometrie die
Mittagslinicn cinführt , ganz andre Beziehung ?«
hatte , und haben mußct , in sofern der dama¬
lige Zustand der Geodäsie weit mehr unmittel¬
bare Verzeichnungen und Konstruktionen als
goniometrische Operationen voraussctzte .



Hatten die Winkelmesser , welche in der ge¬

wöhnlichen Prari der Feldmesser gebraucht wer¬

den können , zu seiner Zeit die Vollkommenheit

erreicht , die sie gegenwärtig haben , so würde

auch Lambert seinen Scharfsinn auf ihren nütz¬

lichsten Gebrauch gewandt haben ; und daß cs

nicht geschehen konnte , ist ohne Zweifel ein Ver¬

lust für die Wissenschaft , denn jeder Freund der¬

selben weiß , mit welchem Geiste Lambert die

Gegenstände durchdrang , womit er sich beschäf¬

tigte .

Diese Erklärung habe ich für diejenigen vor¬

ausgehen lassen , welche mir vielleicht beilegen

' köuntcn , was mir nicht gebührt .

Den Kennern der Mathematik lege ich diese

kleine Abhandlung zur Prüfung der Behandluugs -

wcise des Gegenstandes und seines Nutzens in der

praktischen Geometrie mit dem Wunsche vor , daß

ihr Urtheil meine darüber ausgesprochenen Gedan¬

ken bestätigen möge .

Bei der Bearbeitung habe ich vorzüglich zwei

Forderungen an mich gemacht : Die möglichste

Kürze zu beobachten , und die überzeugendste



Deutlichkeit auch für minder Geübte zu bewirken .

Denn ich wünschte , bei aller Kürze , doch für die

Praktiker eine solche Verständlichkeit zu erreichen ,

wodurch die Anwendung der Methode der Norma¬

len bei ihnen keine Art von Schwierigkeit antref¬

fen mvgtcv Die Erleichterungen , welche diese

Methode in der Praxis gewahrt , werden den

ausübenden Geometern , wie ich hoffe , desto

schneller einleuchten , je weniger sie von dem

bereits Gewohnten abweicht , und die dargebote¬

nen Vortheile werden ihnen desto willkommener

seyn , je einfacher und natürlicher der Weg ist ,

auf welchem Sie dazu gelangen . Deshalb habe

ich es mir ganz besonders angelegen seyn lassen ,

in den analytischen Ausdrücken so einfach und

kurz zu seyn , als möglich , die zusammengesetz¬

ter » lieber zu verwerfen oder zu unterdrücken , und

von den , in der Goniometrie bereits angenom¬

menen Formen so wenig abzuweichen , daß die

Abweichung -, ü > um merklich ist , Bei dieser höchst

einfachen Kürze habe ich dagegen auch geglaubt ,

die Beispiele in Zahlen , mit Ausnahme einzel¬

ner Falle gänzlich ersparen zu können , wozu ich

ohnehin durch den beschränkten Raum , den ich

mir bei . dieser Arbeit vorgesieckt hatte , genöthigt

war .



der übrigen Gestirne zu haben schien , und man

bemerkte bald , daß eine Linie vom Auge zu die¬

sem unbeweglichen Punkte alle Tagkrcise in gleiche

Halsten rb ilc . Da eben dies an dem Tagbogcn

der scheinbaren Bewegung der Sonne geschah ,

und der Tag daher in gleiche Thcilc getheilt wurde ,

so nannte mqn jene Linie die Mittagslinie , und

die Unvcrandcrlichkcit derselben gab die natür¬

liche Veranlassung zu dem Gedanken , die Lage

der Ocrter an der Mittagslinie abzuzahlen , oder

darauf zu beziehen .

Die unveränderliche Richtung dieser Linie

wurde von der Zeit des phönicischcn Hercules bis

zu der des Picard ( 1680 ) nicht in Zweifel gezo¬

gen , da derselbe auS den Abweichungen mehrerer

astronomischen Beobachtungen von denen des
1 ^ gs Lrsbe auf die Vermuthung gericth , daß
die Richtung der Mittagskreisc einer ' Veränderung

unterworfen seyn konnte .

Die Vermuthung hat sich glücklicherweise

nicht bestätigt , allein sie hat den Nutzen gehabt .

Laß die sorgfältigsten Untersuchungen darüber an -

gcsiellt worden , woraus sich ergeben bat , daß

die Mittagslinicn ihre Richtung durchaus nicht
verändern .

Nicht blos für die Astronomie und die mathe¬

matische Geographie , sondern auch für die speci -

ellere Geodäsie sind die Mittagslinicn von großer

Wichtigkeit , indem sich alle Messungen auf die¬

selbe beziehen lassen , wodurch eine Wahrheit des

Bildes von der gemessenen Flache erhalten wird .



wie man sic sonst nicht darstellen kann , und die

Anpassung einzelner Messungen an ciuandcr zur

Darstellung ciucs größern Theils der Erdfiäche

sich nur durch die allgemeine Beziehung auf die

Mittagslinien so bcwirkcn laßt , daß auch das

größere Bild noch dem dargcstclltcn Dheil der

Kugelfläche ähnlich bleibt .

Jur Entwerfung von Land - und See - Kar -

tcn sind die Mittagslinien als unentbehrlich , stets

zum Grunde gelegt , so lange diese Karten über¬

haupt einigen Anspruch auf Richtigkeit haben

machen können , d . i . seit der letztern Halste des

16 . Jahrhunderts . Es fehlt jedoch viel , daß

diese Richtigkeit der Karten sieh soweit erstreckte ,

als man gegenwärtig zu erwarten berechtigt seyn

mögte , weil die Kostbarkeit und die Schwierig¬

keiten , welche mit der Bestimmung der Mittags¬

linien verbunden sind , bisher nur gestattet haben ,

dieselbe an einigen Hauptpunkten zu bewirken ,

deren Zahl verbaltnißmaßig noch sehr gering ist .

Auch in der praktischen Geometrie ist die

Benutzung der Mittagslinien einigermaßen bear¬

beitet worden . Der scharfsinnige Lambert hat

in seinen Beitragen mehrere Aufgaben mit Hülfe

der Meridiane aufgelöset , und I . T . Meyer hat

in seiner praktischen Geometrie auch diese » Gegen¬

stand so weit abgehandelt , als die Schwierigkeit

zuließ , Meridiane aus dem Felde zu ziehen .

Der Gebrauch der Magnetnadel bei geodäti¬

schen Arbeiten gründet sich ebenfalls auf den

Begriff der Mittagslinien , und er ist besonders



- ID -

deshalb häufig empfohlen worden , unerachtet die
Variationen in der Abweichung schon ziemlich
früh beobachtet sind .

Die Ziehung eines Meridians — wenn auch
nur eines magnetischen — gewährte in der prak¬
tischen Geometrie den Vorthcil , die graphischen
Instrumente , dergleichen vorzüglich jdcr Meßtisch ,
mit großer Leichtigkeit zu benutzen . Das Bestre¬
ben , die Auflösung vieler Aufgaben durch geome¬
trische Konstruktion zu bewirken , war vielleicht
durch die analytische Geometrie befördert , und
selbst der treffliche Lambert verwandte noch viel
Zeit auf die geometrische Darstellung von analy¬
tischen Resultaten . In der praktischen Geometrie
aber hielt man sich vorzugsweise an die Konstruk¬
tions - Methoden , weil dabei weniger oder gerin¬
gere Fehler zu befürchten waren , als bei dem
Gebrauch der goniomctrischen Werkzeuge , deren
Unvollkommenheit allerdings weit größere Fehler
unvermeidlich machte ,

Man empfahl daher , und wohl mit Recht ,
die graphischen Instrumente , deren mögliche
Vervollkommnung flicht unterblieb , und sic sind
bis zum Ende des vorigen Jahrhunderts fast aus¬
schließlich in der Geodäsie gebraucht ,

In unscrm gegenwärtigen Jahrhunderte aber
ist die Verfertigung sehr genauer Winkelmesser so
weit gediehen , daß die Anschaffung solcher Werk¬
zeuge , welche bis dahin nur auf den Sternwar¬
ten — und noch nicht auf allen — gesehen wur¬
den , das Vermögen eines praktischen Geometers



nicht mehr übersteigen , und jetzt verhalt sich die

Sache anders . Wenn früher der Meßtisch und

ähnliche Instrumente mit gutem Grunde den

Winkelmessern vorgezogcn wurden , so ist setzt mit

eben so vielem Rechte zu behaupten , daß die

Benutzung der letztcrn bei geometrischen Arbeiten

eine viel größere Genauigkeit gewahre , als durch

irgend eine Konstruktions - Methode zu erreichen

ist . Hierdurch hat die niedere praktische Geome¬

trie gewissermaßen eine andre , und gewiß vor¬

züglichere Gestalt erhalten ; es ist auch ein neuer

Zweig , die Polygonomctrie , entstanden , die wir

zunächst den Bemühungen des Herrn Dazcl

verdanken — denn was früher in diesem Fache

von Lambert , Level u . a . geleistet war , hatte

eine ganz andere Richtung .

Aber der Gebrauch der Mittagslinien ist dar¬

über aus den Augen verloren , wiewohl derselbe

zur Richtigkeit der entworfenen Bilder immer

gleich viel beitragt , wie auch die Meßgerathe

beschaffen scyn mögen .

Zwar , die wirkliche Ziehung der Meridiane

hat noch immer dieselben Schwierigkeiten ; allein ,

konnte man sich früher mit der Boussolc behelfen ,

um einen magnetischen Meridian zu ziehen , und

diesen Gebrauch rechtfertigen , so wird man jetzt

auch irgend eine andre — gleichviel , welche —

aber unveränderliche Linie wählen dürfen . Konnte

der magnetische Meridian , ungeachtet seiner Ver¬

änderlichkeit , zur Festlegung einer Messung em¬

pfohlen werden , um wie viel mehr wird dies



bei einer andern Linie geschehen können , deren

Richtung zwar nicht am Himmel zu lesen ist ,

deren Unvcrandcrlichkcit sich aber verbürgen laßt .

Eine solche Linie , welche bei einer Messung

als Basis dient , woraus sich Winkel und Linien

beziehen , und worauf die Lange ' und Breite einer

gemessenen Flache mit geometrischer Genauigkeit

projicirt werden kann , will ich hier , in Er¬

mangelung eines bessern Namens , Normal -

Linie nennen . Diese Linie mag für irgend

eine Messung willkührlich angenommen werden ,

so wird sic , wofern sie nur in dieser Messung

eine unveränderliche Richtung behalt , die Stelle

einer wahren Mittagslinic vertreten , folglich

auch alle damit verbundene geographische Vortheilc

weit genauer gewahren , als ein magnetischer

Meridian zu erwarten gestattet .

Ohne Zweifel werden diese Vortheilc von

jedem Geometer eingcsiandcn , und nach dem ,

was ich oben gesagt habe , würde ich nicht nvthig

haben , ' noch etwas zur Empfehlung des Ge¬

brauchs cincr solchen Normal - Linie hinzu zu

fügen , wenn ich nicht glaubte ., daß damit auch

andre Erleichterungen verbunden sind , welche cs

in Prqri wichtig machen können , eine , Methode

der Normalen anzuwcndcn .

Dieses ist der Grund , wodurch ich bewogen

bin , in den folgenden Blattern noch einiges über

diesen Gegenstand zu sagen ; weil ich damit aber

pur den Wunsch verbinde , die Sache kompeten -



tcn Richtern zur Prüfung vorzulegcn , so habe

ich mir die möglichste Kürze zur Pflicht gemacht ,

und nur das Wichtigste berührt , ohne es jedoch

wie ich hoffe , an derjenigen Deutlichkeit fcblen

zu lasse » , wodurch auch jüngere praktische Geo¬

meter in Stand gesetzt werden , die Anwendung

auf dem Felde selbst zu machen .



Erster Abschnitt .

H. r .

Die gegebne Erklärung von demjenigen , was hier

unter Normal - Linie Zn verstehen ist , wird hinrcichcn

zu erkennen , was mit ihrem Gebrauch gemeint seyn
kann . Die Richtung derselben mag an sich selbst will -

kührlich seyn , wofern sic nicht durch andre Rücksich¬
ten bedingt oder von de » Obern , welche die Messung

leiten , vvrgeschricbcn ist ; so wird die Normale doch

in jedem Falle die wahre Mittagslinie ersetzen , wenn
die Richtung für den ganzen Umfang der Messung

unveränderlich ist — oder die Veränderungen darin

einem bekannten Gesetze unterworfen sind . Sofern

daher die Normale ihrer Richtung nach gewählt oder

gegeben ist , wird sich das Azimuth andrer Gegen¬

stände , j . B . die Begränzung eines Vielecks oder

ihre Abweichung von der Normale eben so gut messen
lassen , als dieses mit Bezug auf den Meridian am

Himmel und auf der Erde geschieht . Und dieses ist



cs auch , wodurch sich die Anwendung der Normalen
in der Geodäsie von andern gewöhnlichen Winkel -
Messungen unterscheidet , daß man nemlich nicht die
Winkel , welche von Gränzlinicn gebildet werden ,
sonder » die Abweichungen dieser Gränzen von der
Normale mißt . Der Gebrauch hiervon schränkt sich
begreiflich nicht auf die spcciclle Vermessung einzelner
Grundstücke oder deren Aggregat ein : auch bei grö¬
ßten geometrischen Arbeiten ist er mit eben dem Nuz -
zen anznwcnden . Der Begriff davon ist , wie ich
schon vorhin anführte , von oben genommen , und
wird sich auch auf das , näher daran Gränzcnde er¬
strecken , wenn er sogar in der entfernter » Einzelheit
noch brauchbar bleibt »

§ .

Die einmal gegebne oder angenommene Nichtung
der Normale wird im ganzen Umfange einer Messung
unveränderlich beibehaltcn , und an jedem Standpunkte
goniometrischer Operationen wird eine , mit der ersten
parallele Normale gezogen oder gedacht , wodurch eine
vollkommne Gleichförmigkeit in den Verhältnissen der
gestimmten Abweichungen von der ersten Normale
bewirkt wird . Hierin scheint Zwar der Begriff die¬
ser lebten Linie sich von dem der Meridiane zu unter¬
scheiden , deren cs bekanntlich für jeden Ort , oder
jede Reihe von Orten eine eigne gicbt . Allein man
wird auch leicht übersehen , daß diese Verschiedenheit
bei geometrischen Arbeiten auf kleinen Flächen nur
verschwindenden Einfluß haben könne ; für ausgedehnte
Strecken aber ist allerdings eine , jedoch sehr leichte
Korrektion nöthig . Auf diesen Umstand werde ich
übrigens weiter unten noch zurück kommen , wogegen
die Leichtigkeit der Arbeit bei Special - Vermessungen
und die große Simplicitäc der Nechnungsformen Unter
der Voraussetzung einer völligen Parallelität der Nor -



malen grade das Vorzügliche und Empfehlende der
Methode ansmacht , wodurch ich bewogen bin , diese
Parallelität beizubebalten , und lieber ein klein wenig
wider die steruqe Wahrheit zu sündigen , als die
Arbeiten und die Rechnungen zu erschweren . '

§ - Z -
Wenn nun aber Normalen gezogen , und mit

einander parallel gelegt werden sollen , so fragt cs sich
natürlich , wie dieses zi , bewirken scyn rnögte .

Man kann dazu nun erstlich eine wahre Mittags /
linie wählen , wenn dieselbe am Orre der Bcobach /
tung etwa bekannt ist . Dieses ist jedoch sehr selten
der Fall , und man kann schon nicht bei Dreiecks /
reihen des : . und z . Ranges — piel weniger aber
bei den speciellen Polttgoual / Messungen erwarten ,
auf solche Punkte zu treffen , für welche die Mittags /
linie bestimmt ist .

Die Mittagslinie für eine solche speciellc Messung
selbst , und Zwar mit hinreichender Genauigkeit zu
ziehen , erfordert einen Aufwand von Vorkehrungen ,
Instrumenten und Zeit , welche im allgemeinen das
Vermögen und die Verhältnisse eines praktischen Gcomc /
ters übersteigen müßte , wenn es ihm auch im Ernste
zugcmuthct werden könnte . Leichtere Mittel zur Be /
stimmunc ; der Mirtagslinie , z . B . die Beobachtung der
Schatten senkrechter Stifte an horizontalen Kreisen
oder andre gnomonische Vorkehrungen sind zu unsicher ,
um eine erträgliche Genauigkeit zu verbürgen , und
die Magnetnadel ist nun gar nicht anzuwcnden .
Wenn aber auch die Mittagslinie auf irgend einem
Wege gezogen wäre , so müßte eben das an jedem
Winkclpunkte wiederholt werden , oder die erste Ar /
beit hatte keinen weitern Nutzen , als den eine jede
andre gegebne Richtung der Normale haben würde .
In der speciellen Goniometrie scheint daher die Zie /
hung der Mittagsliuie » als Normalen nicht süalich

gcfor »



gefordert werden zu können ; aber dieses hindert kei -

uesweges , daß nicht bei solchen Arbeiten eine Nor¬

male vorgeschricben werden könnte / welche mit einer

gegebnen Mittagslinic zusammen fällt , was ohne

Zweifel sehr nützlich ist , wenn eine Reihe spceieller

Arbeiten ein richtig zusammenhängendes , wohl orien -
tirtcs Ganze ausmachen soll .

Bei größeren geodätischen Arbeiten , wie etwa

z . B . bei Triangulationen des ersten Ranges über

eine ganze Provinz oder mehrere , wobei die Haupr -

Winkelpunkte , als eben so viel geographische Oerter

allerdings astronomisch fest gelegt werden sollen , tritt

freilich ein andrer Fall ein . Die Kennmiß der Mit -

tagslinien ist nicht blos eine Selbstfolge der geogra¬

phischen Ortsbestimmung , sondern die Beobachtung

der Azimuthal - Winkel wird auch zur Bestimmung der

relativen Lage andrer Punkte gegen einen gegebnen

ersten Meridian bienen . Bei dergleichen wichtiger »

Arbeiten liegt eS schon in der Natur der Sache , so

wie iu der erforderlichen astronomischen Genauigkeit ,

daß die Mittagslinien als Normalen benutzt worden ;
und die Ucbertragung derselben ans die Punkte kleine¬

rer Drciecknetze wird an sich nicht schwierig , dagegen

für die genaue Einpassung der Theile in das Ganze
von wesentlicher Erleichterung sein , , — Allein dies

ist nicht eigentlich der Gegenstand , womit ich mich

hier zu beschäftigen habe , indem ich nur vorzüglich

von dem Gebrauch der Normalen bei speeiellen Mes¬
sungen das nothwendigste sagen wollte .

§ - 4 -

Wenn man eine Reihe von Winkelpunkten hat ,
von welchen ein , verhalrnißmaßig sehr entfernter

Gegenstand sichtbar ist , so läßt sich leicht ausmitteln ,

wiefern die Eesichtslinien von jedem der gegebnen

Winkelpnnkte » ach dem entsernten Gegenstände für



parallel untereinander gelten können , odee wie groß

die Fehler werden , wenn man die Parallelität jener

Gesichtslinien anninnnt .
Gesetzt , man hatte eine Wjnkelrcihe , deren

ganze Länge in gerader Linie gemessen zoo Ruthen

betrüge , in welcher man einen , etwa 2000 Ruthen

entfernten Geaenstand sehen könnte , so würde der

parallaktische Winkel , unter welchem dieser Gegen -

stand an beiden Enden der Winkelreihe erscheint ,

schon beträchtlich seyn . Läge der entfernte Gegenstand
mitten vor der Winkelreihc , so würde die Parallaxe

8 ^ 4/ 41 , 8 " betragen ; befände sich derselbe aber dem
einen Ende der Winkelreihe gegenüber , so würde der

parallaktische Winkel 8 ^ 1 ^ 0 , 77 " ansmachcn .

Hieraus ist nun freilich klar , daß dieser Weg ,

die Richtung der Normale an jedem Winkelpunkce

durch das bloße Hinzielen auf den entfernten Gegen¬

stand zu bestimmen , nicht gewählt werden könne .
Mit Hülfe einer leichten Korrektion aber ist das

Mittel doch nicht ganz zu verwerfen . Denn wenn

die Länge der Winkelreihe ^ 2 ^ a ; die Entfernung

des Zielgcgcnstandcs — und man sucht den gan¬

zen parallaktischen Winkel — lemZ /Z — theilt

denselben in s Thcile , und legt dem beobachteten

Winkel an jedem Polygonal - Punkte /Z zu ( oder

zieht diesen Werth davon ab ) so wird der Fehler ,

welcher hierbei noch vorfällt , so klein , daß er bei

den gewöhnlichen Special - Vermessungen als verschwin¬

dend anzusehen ist . Das Verfahren gicbt die Unter¬

schiede der parallaktischen Winkel anfangs zu klein ,

hernach zu groß ( weil die Differenzen der Tangenten

Ordinaten einer , gegen die A ' bscissenlinic erhabnen

. Kurve sind , und diese Differenzen hier rückwärts

gezählt werden ) allein die Unterschiede bleiben für

kleine Winkel immer unbedeutend , und heben sich



« NI Ende gegenseitig auf . So würde der parallakti¬

sche Winkel bei den vorhin gebrauchten Zahlen 222 :

4° 17 , 20 , 9 " , folglich 2222 „ 01 ,42 , 9 " scyn , wo¬

hingegen — toriZ „ °i , 4Z , 7 „ , und

lsriA „ °z , 26 , 2 -; , , , folglich der Unterschied zwischen
diesen beiden Winkeln 2222 „ 01 , 42 , ; " gefunden wird .

Er jolltc aber nach der Voraussetzung ( daß die Tan¬

genten gleichförmig mit den Bogen wachsen ) 1 , 42 , 9 "

betragen , und diese kleine Verschiedenheit könnte frei¬
lich am Ende bemcrklich werden , wenn sie immer

auf einer Seite läge , und dabei u beträchtlich wäre .

Die Sache verhält sich aber eigentlich so :

sey t ^ L die gerade Ausdehnung der Winkelreihe , L c:

die senkrechte Entfernung des Zielgegenstandcs , und

der Ort der Beobachtung in O oder O ; fo ist der

parallaktische Winkel in O222 / XL0 — Oüo , und
in O 2222 -^ 66 — OLL . Die Größe dieses Win¬

kels , von 6 an gerechnet , nimmt für gleiche Thcile

von L ^ ab , je weiter O oder O von 6 entfernt

sind . Wenn demnach der angenommene mittlere Werth

des Wachsthnms der parallaktischen Winkel 2222 ^ Z

für die , zunächst an 6 gelegenen Punkte , wie I *.

zn groß ist , so wird er für die letzten , an ^ gele¬

genen Punkte zu klein ; für die ganze Päuge L ^ t

aber heben sich diese Differenzen auf .

Wäre ^ O 2222 1 o 222 O 6 , und ^ 62222 i ; o ,
so würde

l3vZ ALO 2222 kso§ ( ^ LL — OLL )
— t3llZ ( 4°i - , 20 , 9 „ — 4° „ , II , 7 „ )

und daher ^ L O — , °i 7 , 9 , 2 " . Braucht man hin¬

gegen den vorigen Mittlern " Werth der Zunahme von

A L O für jede , in L ^ cnthaltne Einheit , —
„ 01 , 42 , 9 " , so ist für k^ O — 10 , ^ LO —

also nur noch um 0 , 2 Sec . zu klein .

Auf gleiche Weise wird ^ cLO — ^ LL — OLL
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— 4 °l 7 ^ o , y " — — 4 ° , / 7 , 6 " ; wogc -

gcn man / ? — 140 X „ °l ^42 , y " — 4 ° , / ü "
also um z , 6 Sec . zu klein findet . Diese anfänglichen

Unterschiede ( von 6 an gerechnet ) werden also kleiner ,

je näher man nach kommt , welches begreiflich die

Folge der wachsenden Tangenten ifl . Ueberhaupt sind

aber alle diese Unterschiede für die gewöhnliche geome¬

trische Praxis so gering , daß sie der Beobachtung

entgehen .

§ . 5 -

Es kommt also darauf an , 1 . die Entfernung

eines Zielgegenstandes von der graben Linie durch die

Endpunkte der Winkelrcihc , und 2 . die senkrechte
Entfernung der verschiedenen Winkelpunkte von der

durchgehenden gradcn Linie zu kennen . Alsdann

erhält man an dem senkrechten Projektions - Punkte
jedes Polyg . - Winkels die Richtung der Normalen
mit der ersten parallel , indem man auf den entfern¬

ten Gegenstand zielt , und für in Ruthen Entfernung

von dem ersten Observations - Orte de » Mittlern paral -

laktischcn Winkel — ^ /L hinzulcgt . Dadurch wird

eine Normale erhalten welche von der vollkommnen

Parallelität mit der , am ersten Winkelpunkte durch
den Ziclgegenstand gelegten , weniger abweicht , als

selbst gute Instrumente mit Sicherheit beobachten

lassen .

Die vorige Figur kann noch dazu dienen , dieses

deutlich zu machen . Wenn ^ 61 ' ßSL eine Winkel -

rcihe , und L ein entfernter Zielpunkt , l ) , ss , O , T
Projektionen der Winkelpunte 6 , 5 , Z , e , folglich

u . s. w . das jedesmalige in für ^ 6 —

L , so ist O Ll SL Lö , wofern LOLil —
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Aber diese Bemerkung , daß der parallaktische

Winkel i O nicht für den Bcobachtimgsort 6 , sonr
derir für dessen Projektion O gilt , führt Zu der
Nothwendigkeit , mit dem oben angegebnen Verfahr
ren noch eine Korrektion zu verbinden .

H. 6 .

Wenn O eine Polygonal r Seite , ^ 8 die
Richtung der Normale an ^ durch den Zielpunkt 8 ,
8 6 — 'Z , O <ü — « ; so ist c! 8 P . , oder

der parallaktische Winkel — — jZ
Projektionspunktc 6 , oder 6 " . Allein am Bcobachr
tungsorte L> oder O " wird 8 nach einer andern
Richtung gesehen , als von 6 oder cl " , d . h . der
parallaktische Winkel 0 8 ^ , oder O " 8H . ist dem
88 ^ . oder 6 " 8 ^ nicht gleich , sondern um den
Wjnkcl I) 8 ei , oder O 8 8 " davon verschieden .
Dieser Winkel des Unterschieds scy — so hat man
wenn 6 ^ , 8 — -)> :

X O Lin slv, »s-
r - n§ V6 -1 — - " " —

^ XO 6o » ( -)/ ^ « )
m -

<18L — - j3L

taug ( V8A — 88 ^ ) — rsn§O8l1 .— rsriZ <p —
ring — rang <18 ^,

i -s- kLnx l ^ ng clLi ^ .

^ O 8in ( -^ — ( ^ L -s- ^ O . Lo , ( °/ ^ « ) ) . ranx — jH ,



Nennt man der Kürze wegen :
/V O 8in ce ) — lVs ,

Izl /^ O Los

rsn ^ /L .

so ist rsvZ
idl -j- i>I ISNA /3 .

Giebt dieser ? lusdruck etwas positives , so ist der
parallaktische Winke ! an I) größer als an cl , und

m -

der Winkel <̂ > muß von ss abgezogen werden ,

« m durch den Nest — ^ /3 — LO ? ,
O ? ^ zu erhalten . Wird gcgentheils rang <p
negativ , so ist — tsnZ <P — tsnZ ( 4 k — <p )

und LO " I^ " — /3 -s-
Mit Benutzung diejer Korrektion kann man sich

an jedem Standpunkte einer Winkelreihe in die Nor '
male O ? ^ cinrichtcn , indem man auf L
zielt , und den Winkel L O ? , oder L O " ? " aus der
vorigen Formel bestimmt , an die Gesichtslinic O ü
legt .

Hierin läge nun an sich nichts Schwieriges ,
denn man könnte wohl Tafeln entwerfen , darin
KOP für jeden Fall im Voraus berechnet wäre .
Allein es sind zur Benutzung solcher Tafeln Data
erforderlich , die sich in der ausübenden Goniometrie
nicht so leicht ausmittcln lassen . Man muß kennen :

1) die senkrechte Entfernung des Zielpunkts ö
von der Hauptliuie -^ 0 ,

2 ) den Winkel — </ ,
z ) den Winkel « ,
4 ) die Lange der Seite ^ O .
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In Rücksicht auf die letztere ist noch zu bemer¬

ken , daß wann nicht die erste Polngonal - Seite

von an , sondern eine andre , z . B . Ze 8i ^ . r .
wäre , man für die ganze Länge in grader

Linie gemessen , nehmen , und den Winkel —

« bestimmen müßte . Uebcrhanpt erscheint jedoch die
Sache in vielen Fallen zu verwickelt , um bei speciel -

len polpgonometrischen Arbeiten mit Nutzen angewandt

zu werden .
Bei größern geodätischen Arbeiten wäre das

Verfahren um so eher anzuwenden , als man dabei

z . B . bei einem Triangularnetz des ersten Ranges

über eine ausgedehnte Fläche ohne Zweifel suchen
wird , die geographischen Orte der Haupt - Drcieck -

punkte zu bestimmen . Nimmt man nun bei einer

solchen Arbeit den Meridian eines ersten Punkts als

Normal - Linie für die ganze Messung an , so kann 8

in der vorigen Figur den Pol bedeuten , und an

jedem andern Orte wie O , wird sich der Winkel

oder die Lage des Meridians von O gegen

den von bestimmen lassen , welchem dann der

Winkel 8L > ? gleich ist . In solchen Fallen aber

wird das Dreieck -^ 81 ) als ein sphärisches bctrach -
rct werden müssen , darin auf Gradmaaß ge¬

bracht , und -^ 8 die Polhöhc ist .

Weil dabei der Winkel 8 /?ss ) bekannt ist , so

wird der Ausdruck sehr einfach , nemlich :

8ia6ot . -48O

wobei 6 » r . —
(Hol . ^ O "

Lss . -V.

Da es jedoch in gegenwärtiger Schrift nicht

meine Absicht ist , von dergleichen größern Unterneh¬

mungen zu reden , so lasse ich die so eben berührte

Materie bis zu einer schicklicher » Gelegenheit ausge -

scht scy » .



§ . 7 -

Besser als die bisherigen Wege zur Bestimmung

der Normallinic und deren Parallelen wird sich für

speciellc Messungen das folgende einfache Verfahren
passen .

Wenn ^ cllßeO wiederum eine Winkelrcihc
vorstcllt , so wird im Anfänge derselben die

Normale ^ ll entweder willkührlich bestimmt , oder

durch cinfließende Rücksichten bedingt . Nach dieser

Bestimmung wird nun die Abweichung von KO ,

oder der Winkel liKci ohne Zweifel gemessen , so

genau als das gonirmetrische Geräth , seiner Einrich¬

tung nach , mit oder ohne Repetition gestattet . Geht

der Geometer demnächst nach cl , so wird er von cl

eben so gut nach K sehen können als von K nach cl ,

und er kann daher das Instrument auf K cinrichtcn .

Gesetzt , er hatte hierbei die Alhpdadc der Diopter

oder des Fernrohrs auf Null am Limbus gestellt

( wiewohl dieses keineswegs nothwendig ist ) und

drchctc dann eben diese Alhndade , bei nnverrücktcn
Stande des Instruments , um einen Winkel —

( r K — IlKcl ) n KclU nach der Richtung gegen

8 , so wird ^ Kl ) und demnach ist cl lVI
die Normale für den Punkt cl .

Die Sache ist äußerst einfach und spricht sich

selbst aus : Fehler können nur solche dabei Vorfällen ,

welche in der Unvollständigkeit des Instruments oder

der Schwäche der Sinne liegen , und diese werden

bei keiner Beobachtung vermieden . Daher kann ich
mich zur weitern Erklärung darauf beschränken , das

Verfahren für einen bestimmten Fall in der Kürze

zu beschreiben .

H. 8 .

Das gebrauchte Instrument sei ein Repetitions -

Kreis oder ein solcher Theodolit , worauf die Winkel



durch den Nonius bis auf einzelne Minuten zu lesen

sind . Der Winkel L ^ ccl sey durch Repetition —

y / Oio ^ir " gefunden , so daß der Winkel / ^ cllVI —

i8o° — 97° 10 ^12 " — 8 ^ 049 ^48 " sepu soll .

Wenn man mm in 6 ciugckonuncn ist , und das

Instrument gehörig über dem Stationspunktc ausge¬

stellt hat , so löse man zuerst die unterste Klemm¬

schraube und bringe A genau in die Schare des Vcr -

sicherungsrohrs . Hat man sich von dieser genauen

Einrichtung überzeugt , so befestige man das Versiche¬

rungsrohr sorgfältig , löse darauf die obere Klemme

nebst der Alhydade , bringe die letztere genau auf

Null — oder auch auf einen andern Theilstrich des

Limbus , von welchem man etwa anfangcu will , zu

zählen — und führe den Kreis so weit herum , daß

auch das obere Fernrohr genau auf H einzielt . Man
befestige nunmehr den Kreis durch Anscbraubcn der

ober » Klemme , löse dagegen die Alhydade , und
führe sie soweit herum nach der Richtung ch iVl , daß

der Inder auf 82049 ^48 " des Limbus zeigt . —

Der Ccntrations - Kollünations - oder andre Fehler

des Instruments , werden hier bei Seite gesetzt ,

oder als berichtigt angenommen . Weil man jedoch

nach der Voraussetzung , auf dem Instrument keine

Sekunden angeben kann , so suche man möglichst ge¬

nau 48 Sec . — ^ Min . am Nonius zu schätzen .

Ist dieses geschehen , und man hat sich durch das
Vcrsichcrungsrohr von der unvcrrückten Stellung des

Instruments überzeugt , so befestige man die Alhy -
dadc , richte in angemessener Entfernung ein Signal
2, in das Fadenkreuz des oben , Fernrohrs — wozu
aber ein scharfbegränjtes Zeichen , z . D . das Tableau

einer Nivellir - Latte nöthig ist , — und befestige dies

Signal aufs beste in lothrcchter Stellung .

Nach dieser ersten Bestimmung des Abweichungs -

winkels , löse man die Alhydade , und führe die¬

selbe zurück nach H , wobei der Inder wieder auf



den Nullpunkt des Limbus zeigen wir - , wofern die

Lage des Versichcrungsrohrs noch beweiset , daß bas

Instrument nicht verrückt worden . Es ist nunmehr

klar , daß der Winkel -Fel 2 eben so gut wie jede

andre Abweichung zweier Objekte , mit dem Jnstru -

mente repetirt werden könne . Demnach repetire man

den Winkel Ast 2 so lange , bis der ganze Dogen

nur noch Minuten , keine Seennde » enthalten soll ,

das ist in gegenwärtigem Falle fünf mal . Alsdann

must dcrganzc Bogen — ( 82°4 </ 48 " ) ; — 414° ./ X

betragen , wofern ^ richtig ansgcstcckt ist . Trifft

dieses ein , d . h . liefet man nach der fünften Repcti -

tion auf dem Limbus wirklich ; 6o° so ist

auch der Winkel -F cl F , — ZF <i FI genau 82°4i ' 48 " .

In einem andern Falle ist bei dem ersten Ansstecken

von 2 oder der Normallinie <1 Fl ein Fehler vorge -

fallen ; z . B . man hätte bei der Repetition des Win -
kcls -Fcl2 den ganzen Bogen — 414° ! 2 " , also um

zu groß gefunden , so wäre der Winkel -Fcl ^ um

^ Min . — ; 6 Sec . zu groß gemacht . Diesen Fehler
durch Verrückung des Signals ^ zu verbessern , könnte

in der Ausübung sehr schwierig sepn , und man würde

Gefahr laufen , dabei in einen andern Fehler zu ver¬

fallen , vielleicht so groß oder gar noch größer als der¬

jenige , den man berichtigen will . Man würde die

vorige Behandlung von neuem vornehmen , und auf

solche Weise vielleicht sehr lange arbeiten müssen , wo¬

fern man nicht in der Ungewißheit bleiben wollte , oh

ein Fehler begangen worden , und wie groß er seiz .

Daher ist es ohne Zweifel besser , den ersten Winkel

- FclX gar nicht zu berichtigen , und dieses kann auch ,

der Genauigkeit der 'Arbeit unbeschadet , füglich unter¬

bleiben . Denn da man nunmehr weiß , daß der Win¬

kel um z6 Sec . zu groß gemacht worden , so

wird dieser Fehler , anstatt ihn von ^ . cl - h abjuziehen ,

jeder anderweitigen Beobachtung in el hiuzugclegt ,

wofern die beobachteten Abweichungen nach dem , von



^ abgewandten Bogen bestimmt werden , wie z . B .

6b ; oder abgezogen , wenn die Abweichung in dem ,

nach A gewandten Bogen gemessen ward , wie z . B .

6 ? . Gesetzt man fände 2 6b — 54° z " , so

wäre derselbe in der That noch um z6 " größer , folg -

lich 54019 ^49 " ; oder , wenn 26 ? — ao ^ ozo ^ o "

gefunden wäre , so würde derselbe in der That

200 " zi ^16 " seyn . Hätte man hingegen den Winkel

^ cib nach dem andern , zugewandten Bogen —

i ; ; °29 ^2o " gefunden , fo müßten davon z6 Sec .

abgezogen , folglich das wahre Maaß des Winkels
— i ; z°2 !? 44 " genommen werden .

Dies alles hat , wie man leicht steht , nicht die

geringste Schwierigkeit , ist auch , wenn die gefor¬

derte Genauigkeit überhaupt Repetitionen uothwendig

macht , nicht weitlauftigcr , als jede andre repetireudc

Wiukelmessuug .

§ - y .

Wollte man in 6 etwa nichts anders messen ,

als den Winkel Uclb , so würde man sich die Ar¬

beit noch erleichtern können . Denn wenn man , ohne
Rücksicht auf die Normale , den Winkel ^ . db gradc -

zu mißt , und dabei dasjenige Verfahren beobachtet , '

welches der vorgejchriebne Grad der Genauigkeit er¬

fordert , alsdann aber von dem gefundenen Bogen

^ <1 s den Winkel cbU — 2 Ib — bi A l ) abzicht ,
so bleibt der Bogen Uclb übrig , und man wird

dabei um nichts fehlen , wofern sonst richtig gearbei¬
tet ist .

Alsdann wird im Grunde nichts anders gesche¬

hen , als was bei jeder Polygonal - Messung auch

geschieht ; allein obgleich dieses in dem angenommenen

Falle in Rücksicht auf den einzelnen Polvgonwinkel

gewissermaßen wahr ist , so läßt sich daraus doch

wohl noch nicht schließen , zdaß die Methode der
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Normalen überall mir eine andre Art , die Winkel
anznschreiben , seyn mögte .

Wenn die Normallinien auch keinen andern Nuz -
zen hätten , als daß sie die Messung an allen Punk¬
ten richtig oricntiren , dieselben folglich Krade dahin
setzen , wo sie geographisch liegen ; so würde schon dies
allein nicht wenig , cs würde eben das sevn , was in
der allgemeinen Ortsbeschreibung durch die Meridiane ,
und mehr als was bei speciellen Messungen durch die
Doussole bewirkt wird . Gleichwohl beschranken sich
die Vortheilc des Normalen nicht hierauf , sondern sie
kürzen die Auflösung goniometristher Aufgaben beträcht¬
lich ab , erleichtern die Arbeiten bei pvlpgonomctri -
schen Messungen , und dienen zur größer » Genauigkeit
derselben , indem sie leichtere Mittel an die Hand
geben , eine große Anzahl von Linien durch Rechnung
zu bestimmen . Hiervon wünsche ich einige Beweise
zu geben .

Zweiter Abschnitt .

h . io .
In der praktischen Geometrie kommen häufige

Fälle vor , wo man sich an unbestimmten Orten
befindet , deren Lage gegen andre , bereits bekannte
( gemessene oder gegebne ) Punkte ausgcmittelt werden
soll . Dabei sind aber nicht immer solche Stücke in
den Figuren bekannt , wodurch die Auflösungen der
Aufgaben aus einfachen geometrischen oder analptischen
Sätzen hcrgcleitct werden können , und die Vcrwik -
kclung , welche durch den Mangel jener konstituircn -
den Dinge verursacht wird , macht die Auflösungen
der hierher gehörigen Fragen mehr oder weniger'
schwierig .



Unter denen , welche sich mit diesen Gegenstän¬

den beschäftigt haben , nm die dabei vorkommendcn

Schwierigkeiten wegzuräumen , war , wie ich glaube ,

Lambert der erste , der die Sache in analytischer

Allgemeinheit behandelte , wiewohl er auch noch viel
durch geometrische Konstruktionen zu bewirken suchte .

Für den einfachsten dieser Fälle will ich Lambert ' s

Auflösung hierher setzen , >o wie sic in seinen Bei¬

trägen Thl . i . 75 gegeben ist , indem ich

nur zur schneller » Verständlichkeit die , dort ausgelasse¬

nen Substitutionen mit beifüge .

Es scy z . HLO ein ganz gegebnes

Dreieck , darin H L — g , L6 — b und der

Winkel HLO — Man befinde sich in O , und

könne die Winkel HOL — « ; LOO — /3
messen , aus welchen Stücken die Lage von O gegen

die gegebnen Punkte H , L , 6 , bestimmt werden soll .
In den Dreiecken H . LO und LOO ist LO —

!>. 5iii L /V O b Lill L6O

8in xL 3 >n 2̂
oder
L . Lill : b . 8ill « — 8ill LOO : 8iQ LHO

man nenne LHO — x , so ist

LOO — 4 L - / Z — x

4 ^ — ( ck /3 - j- </ ) — cl
und

s . 8lQ A : b . 8ill « — 8ill ( cl — x ) : 8ill X

so auch :

( » . 8in - s- b . 8in « ) : ( g 8io — b . 8iri « )

— ( 8in ( 6 — x ) - s- 8in x ) : ( 8iri ( cl — x ) — ( 8ln x )
nun ist aber :

Lin ( 6 — x ) - j- 8inx — 281N ^ 6 . Oos j ( cl — rx )

8in ( cl — x ) — 8ilix — 2 . Oor ^ cl . 8in 4 ( cl — 2 x )

LoLiQ ( ä — x ) - j- Oo » x — r . Oos ^ cl . OoL ' ( cl — zx )



Seht man mm die hier gefundenen Wcrthe von

8ir > ( ci — Lin x und Lin ( ci — x ) — Lin x in

die obige Gleichung , und dividiet beide Glieder durch

den Werth von Oosin ( d — x ) -s- Los x so erhält
man

( s . Lin /? -s- b . Lin oe ) : ( 3 . Lin /3 — b . Lin « ) 2^ :

Lin ^ Los ^ sd — 2x ) . Los ^ d . 8ir > ^ j ' d — 2x )

Los ^ d . Los ^ ( d — 2x ) * Los ^ d . Los ^ ( d — 2x )
— r , NK ^ el : tsn ^ ^ ( cl — ix )

woraus denn isnß d — x ) folglich auch x berech¬
net werden kann .

Wenn noch ein zweiter Punkt T , oder mehrere

dergleichen unbestimmte Orte ihrer Lage nach gegen

- ^ tZL fest gelegt werden sollen , so geräth man auf

noch mehr zusammengesetzte Ausdrucke , welche bei
Lambert a . a . O . H. m js . — 270 ss. nachzufehcn

sind . Auch andre Schriftsteller haben sich mit diesen
Fällen beschäftigt , und die Sache bald so , bald

anders angesehen , ohne wie es scheint . Zu einfachere »
Resultaten gelangt zu seyn . Sie Einfährung eines

Hiilfswinkels giebt unter manchen Umständen merkliche

Erleichterungen , und man findet davon in dem lescns -

werthcn Wei . e des Hrn . Or . Schulzc M 0 ntanus

mehrere sehr artige und elegante Beweise , z . B . Thl . 2 .
H. 121 . 122 .

§ . ii .

Das Vorstehende habe ich nur mitgctheilt , um
zur Vergleichung zu dienen ; jetzt will ich Zeigen ,

um wie viel leichter alle Aufgaben dieser Art zu lösen

sind , obgleich von dem Dreieck PLL selbst wenig

oder auch nichts bekannt wäre , wofern nur eine Nor -'

male an A , U , L , gezogen ist .

I ) Systematisches Handbuch der qesammtcii Land - und
Erdmcffuug re , von A Schulz , Dr . : c. Berlin i8iy .



Es jenen min L , R , 6 , k 'i' Z . ^j . wieder drei

Punkte , an denen die Normalen ÄstL , <) A , 1X6 ,

gezogen worden , und I ) ein vierter Ort , dessen Lage

gegen die erstem bestimmt werden soll . Da es keinem

Zweifel unterworfen ist , daß man auch an O die

Normale OL ^ IVl L Iss 6 legen , und die Win¬

kel OOö , O O ( I messen könne , so hat man in
dem Dreieck LOO die Winkel

OOtj ^ OO » — 006
61 ) 0 — LstliO — OOL

demnach auch den dritten Winkel L60 — 2 k —

( 601 ) - f - 6IZO . )

Der Ort O ist demnach geometrisch gegeben , und

wenn nur noch etwa eine Seite , z . B . L 6 bekannt

wäre , so würde auch der graphische Ort des Punktes
O zu bestimmen semi , indem alsdann die Seiten L O

oder O 6 durch einen einfachen trigonometrischen Satz
auszunürteln waren . Eine Zweideutigkeit , wie sie in

dem Ausdruck des vorigen § wegen der positiven oder

negativen Wcrche der goniometrischen Ausdrücke ein -

treten kann , ist hier , wie man leicht sicht , gar nicht
zu erwarten .

§ - I - .

Ganz auf gleiche Weise würde sich auch jeder an¬

dre Ort Ö , oder jede beliebige Zahl von Orten ihrer

Lage nach gegen ^ eü 6 bestimmen lassen , ohne daß
cs nöthig wäre , eine weitläuftigerc Rechnung deshalb

anzustellen , wenn nur die Lage der Normale an diesen

Punkten gegeben ist . Auch ist cs hinreichend , wenn
an jedem zu bestimmenden Orte zwei bereits bekannte

sichtbar sind , und cs bedarf deren weder g noch 4

oder mehr , wie sonst bei ähnlichen Aufgaben , z . B .
aus drei gegebnen Orten die Lage von drei andern

zu finden , wohl vorausgesetzt wird . Bei allen diesen

Aufgaben kommt cs vorzüglich auf die Erfindung des



einen Winkels wie LOO oder .4LO an , und die¬
ser ist vermöge der gegebnen Lage der Normalen
schon bekannt , wie man im vorigen § bemerkt hat .
Hierin liegt die Auflösung des Problems , und man
kann daher sagen , dasi die Normalen alle derartige
Fragen beantworten . Wo jedoch tie Lage der Nor¬
malen nicht bekannt ist , da behalten jene analprischen
Auflösungen allerdings ihren Werrh , und es kann
hier daher nicht die Meinung seyn , letztere ganz
überflüssig Z» machen , sondern nur , die Erleichte¬
rung zu zeigen , welche ans dem Gebrauch der Nor¬
malen fließt .

Daß ich mich hier ans die Bedenklichkeiten nicht
eingelassen habe , welche bei den hierher gehörigen
Problemen aus der Beschaffenheit der etwa zu spitzen
oder stumpfen Winkel u . d . gl . eintreten , wird wohl
keiner besonder » Entschuldigung bedürfen , so wenig ,
als daß ich dabei keine Distinktion besonderer Falle
statuirt habe , wie sie großencheils zum Ueberflus;
vorgetragen zu werden pflegt . Es ist kein Leitfaden
oder Handbuch , welches ich hier liefere , sondern
bloß eine Betrachtung über eine Meß - Methode , und
ein motivirrer Vorjchlag dazu . —

§ .

Zu mehrerer Erläuterung und zur Benutzung bei
vielen Vorfällen der Ausübung will ich den Gebrauch
der Normalen für einige der häufigsten Aufgaben ,
welche bei den Messungen zu lösen sind , im Folgen¬
den anzeigen .

In lAZ . 5 - si'v O ein Winkelpunkt , den man
jedoch von bi und 6 weder sehen , noch erreichen
kann ; es wird verlangt , den Winkel LOO nebst
den Seiten tiO , 60 zu bestimmen .

Man lege durch O in beliebiger Richtung die
Linie und bezeichne die Endpunkte O,

welche
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welche von k und 6 sichtbar sind , und messt: die
Linie HVO . In ö und 6 , an welchen Punkten
die Normale gezogen ist , Ziele man auf ^ und O ,
schreibe die gefundenen Abweichungen an , wodurch
also die Normale an ^ und O gleichfalls bestimmt ist ,
und beobachte entweder in ^ oder in O die Abwei <
chung der Linie c^ O von der Normale .

Durch dieses Verfahren sind folgende Größen
bekannt geworden :

Die Winkel : HO O — lVI O O
KLO — NOL
klO ^ — O 4 0

^ 04 ^ - 04 . 0
Die Seiten : 4 ^v , VO , folglich 4 0 und

man hat nunmehr in dem Dreieck 4 00 , die Seite
40 , nebst den Winkeln

004 — 2L -^ Ist04 -f- 000 ^ ,
0 40 — Ist04 — 0 04 — kr
400 — 004 — OOO — «

8in b .
folglich 0 O — . 40 .

und in dem Dreieck OVO .
Die Seiten OO , OO , nebst dem Winkel

OOV — - ,

folglich : Ool . OOO ^ r ^ Lin a

oder tsuZ OOO —
6 o älll L

X o . Lrn !) . 8In L

und die Seite
O l» . Lill c - f- ^ O . Lin Ir . t^ o » a

8ia L
ov OO . tzmeos

Ganz auf dieselbe . Weise findet man in dem
Dreieck LOO .
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o . Lin Lo . Lin 60 ^

irv o — ^ o " Li ,i ^ LO - f - .̂ o . Lin ffXÖTc ^ -ßliÖI

o . Lin 6 . Lin cl .

Lin ß - s- Lin . s ( ^o ». cl .

wenn cch e
die Seite

S die angezeichncten Winkel bedeuten , und

IM — L6
Lin li) O .

Dce ganze ?Winkel

L06 — 006 ff - LO 6 .

§ - - 4 -

Das vorstehende Verfahren begreift eine Anzahl

einzelnce Falle in sich , welche als eben so viel be¬

handle Probleme pflegen vorgetragen zn weeden ; und

ich weede einige davon hiee alifüheen , nni zn Zeige » ,

wie sic in dein Vorhergehenden enthalten sind .

i . In dee 1 ' iA . 6 . ist O ein Winkelpnnkt , ans

welchen zwae von 6 , abee nicht van II Ziele » kann ,

dagegen ist ein andrer Punkt ^ van il , I ) und 6

ans sichtbae , nnd die Entfernungen H . L , ^ 6 , HM ,
können gemessen werdeil .

Da man nnn , ausser den Seiten , nach der

Voraussetzung auch noch die Winkel kl HM , 6 HO ,

6 O H messen kann , so ist offenbar , daß alles gege¬

ben sei nm die Winkel 6 O H , 4 ! OH , folglich deren

Summe 60 st! nebst den Seiten ? - 0 , 60 zu finden .

Man hat :

6°r . , 00 - L N -» . LL0

< UOL — LLL — ( LUV LL0 )



die Seiten : L
5ln v ^ r»
Lia LLQ

Lin 0 ^ 0

8 >n ^ 0 D
Ohne alle diese Dinge zu messen , giebt der

vorige § Anleitung zur kürzen , ? luflösung . Denn da
nach der Voraussehung von 0 nach O gezielt , folglich
die Normale an O gezogen werden kann , so ist da¬
mit schon der Winkel 0 OH gegeben , und es kommt
nur noch auf den andern Winkel LOH an . Da
man jedocb nach H. ig die Winkel HLO , LOH
und LHO kennt , so ist auch wie dort : die Seite

und die Seiten LO , OO , werden wie dort durch
ganz einfache Analogien bestimmt .

2 . Ein zweiter Fall wird häufig angenommen ,da man nemlich von 0 nach O , aber nicht nach H ,
hingegen von L nach H , aber nicht nach O zielen
kann . Dieser Fall ist indessen bereits in dem vorigen
mit enthalten ; ( sofern die Normalen gebraucht wer -
dein denn der Winkel OHO ist in den vongen Aus¬
drucken zur Erfindung des fehlenden gar nicht vorgc -
kommcn . Man reicht daher auch hier mit dem vori¬
gen völlig ans .

Nach der sonst gewöhnlichen Auflösungs -Art muß
man die Seiten HL , HO , 00 , und die Winkel
LHO , HO ( '- messen .

Dann steht die Rechnung so :
( HL4 - HO ) : ( HL — HO ) — l3o§i ( HL0 -i- H08 )

lsnZLOO ^; Lin Ij o . Lin LOX

O O . L .n HO - j- 0 . Lin I ) /V O . ( -os ö (H

: r » nZ 4 ( HLO — HOL )

XL -s- Xv
rsoZ 4 ( HQo - j- HoLg

lSQZ 4 ( HLO
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und Weil ^ 8 O 4 - ^ 08 — 180 ° — 8 ^ O ,
so ist
H. VK — Lti8°° — 8 .̂ V4 - ^ I) 8 — -48V ) )
-48v ^ : L ( r8v° — 8 ^ O — ( ^ O8 — -480 ) )
demnach :

800 — -4V8 4 - l406
Sin LäO

08 — -4 0 . ^ — Tu
SIN -V^ D .

z . Zuweilen wird wohl noch vorausgesetzt , daß
weder -4 noch O von 8 ans gesehen werden kön .'
nen , nnd das heißt nun im Grunde weiter nichts ,
als daß der Punkt ^4 unrichtig gewählt worden .
Denn in einem solchen Falle gäbe cs zwischen den
Seiten nnd Winkeln des Dreiecks -48 0 gar keine
Relation , folglich auch keine Möglichkeit , etwas dar '
aus zu schließen . Man muß also die Punkte , etwa
wie O , lP so wählen , daß die Dinge des § . iz
bekannt werden , welches wirklich » och sehr wenig ist ,
nnd allemal möglich seyn wird , wofern man nicht in
undurchdringlichen Wäldern arbeitet , wo inan denn
überhaupt mit Winkelmessern allein schwerlich vor -'
warts kommen würde . Man muß sich in solchen
Fällen schon an die unmittelbare Messung der Linien
halten

Herr rc . Däzel ' ) der so viel Verdienst » m
die Polygonometrie erworben hat , räch unter solchen
Umständen an , eine Zwischen - Station zwischen I)
und 8 zn nehmen , sehr nahe an der Richtung 0 8 ,
und so viel möglich in der Bütte zwischen I ) und 8 ,
wie etwa s , 8iZ . 6 . Wenn alsdann die Seiten
s8 , sO nebst dem Winckel 8sO gemessen sind , so
soll der Winke ! » 08 ans der Analogie

-» O : s8 — s80 . a08
Lo 4- s 8 : 3 8 nC » 8 o 4- 3 0 8 ) : » 08

— ( 2 8 — 8 - 0 ) ; , 08

D lieber die zuverlässiagc Metliode , große Waldungen z»
niessc » u . s. w . — ü . zo sf. 2 . Anfl . i3iy .
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gefunden werden . Um die Seite LO zu findcit ,

soll aus s eiu Perpendikel auf LO gefallt , und die

dadurch auf 6O bestimmten Stücke Ob , Lb aus

den bekannten Seiten sO , ak und den Winkeln

« OL , aLO berechnet werden .

Dieses Verfahren ist aber nur annähernd , nicht

methodisch , weil die Voraussetzung , dasi sich die Win /

kcl verhalten wie die gegenüber liegenden Seiten , nicht

streng ist , desto weniger , je weiter r> aus der Mitte

zwischen beiden Punkten L , O , und von der Richtung

LO entfernt liegt . Da die letztere nicht bekannt ist ,

so kann man sich von der Erfüllung der andern For /

derungcn nicht überzeugen , und die gebrauchte Analo /

gic könnte in dem Falle merklich von der Wahrheit

abweichcn . Auch werden die Winkel sLO , nOL

sehr klein , und hierin liegt wieder ein Grund zur

Furcht , bei dem Verfahren zu fehlen .

Unterdessen kommen dergleichen Fälle unstreitig ,

besonders bei der Messung von Waldparccllen vor ,

wo der Geometer sich an keine Methode halten kann ,

sondern nur suchen muß , dic nöthigen Stücke Zn

messen . Wenn cs aber doch gemessen scyn muß , so

mögtc ich noch eben so lieb den Punkt » als eine

Station ansehen , aus « O , cO und » Oc die Seite

s O , dann auf ähnliche Weise L O , und endlich aus

LO , 6O und LOO die Seite L O nebst dem
Winkel LOO berechnen .

Das ist allerdings umständlicher , aber da es zu

-Hause geschehen kann , so wird ein wenig mehr Rech /

nnug nichts ausmachen , da man so viel richtiger arr
beitet .

Ich will die hierher gehörigen Fälle nicht mehr

häufen , um zu einem andern Satze überzugchen ,

der unter mancherlei Umständen noch leichter anzu /

wenden ist .
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^ L 60 L — Li§ . -7 . , sei eine Reihe voll
Winkelpunkten , daran die Normale gezogen , und
die Abweichungen /Z , F, x , ^ A gemessen , auch
die Seiten LO , OL , L6 , auf irgend einem Wege
bekannt sind .

Alsdann i

tSNZLött -

st :
L O Sin ^ - f- 6 ll Sin F - f - vss 8 !n

II ( I Los - s- ss I > Los ^ -f - I ) Id 6v »

Und LL - 11 L . Sin /Z - I- c O Sin F -z- 1 ) Id Sin
Ziv L 1i 11 .

e
e
e

Diese 'Ansdrücke sind in vielen Fallen anzuwem
den , davon einige hier kurz angeführt werden sollen .

1 . In den Figuren 7 und 8 , ist ^ LL ein
Ilmfangswinkel , der aber von lj nicht angezielt werc
den kann : man soll den Winkel -ltLL und die
Seite LL bestimmen .

Lkniferhalb deb Linie LL können die Punkte 6
und O an einer , oder an beiden Seiten von 1) L
bestimmt , und die Seiten ülü , 60 , OL gemessen
werden . In beiden Fallen ist der Winkel LLLl ,
und die Seite LL ganz nach den vorigen Ansdrükc
ken z » berechnen , daher auch I , LL —
HöL bekannt .

a . Die Polygonalwinkel / k , R , 6 , O , L , A . g .,
machen einen Lheil einer Figur aus , in welcher die
Seite L6 nicht zu erreichen , auch der Winkel L
nur von ^ und 6 angezielt werden kann : man >oll
den Wessel k , nebst der Seite LL bestimmen ,
wenn die Linie bekannt ist .

Man sieht sogleich , daß der Winkel I ) durch
düs Anziclen von ^ und 6 aus bekannt geworden ,
weil /3 ^ k — 2 L , folglich P



^ n — ( /Z - 4- k ) , und 8 — ^ 8 —

— ' ,2 - ^- e . Auch ist :
^ ^ 2 . Sill /Z -P 2 6 . Sill F

üin 0 ^
demnach

80 — ^ 6 . SM 6äN — ^ . 2 . Sin /Z

8 >n F

z . Wenn unter den vorigen Voraussetzungen
auch noch die Seite ^ 8 unbekannt , dagegen die
Diagonale l » O auf irgend einem ZLege gegeben ist,
so sicht man leicht , daß das vorige Verfahren auch
hicr völlig ausrcicht . Denn cs ist wiederum :

_ 2 6 . Sill x - j- 6 O . Lin A
L n 2 v I>

IMd

80 —

auf gleiche Weise

^ . 8 m

2O . 8i -i2O ? — 6O . Sin A

Sin ^

^ 6 . Sin 6 /VlV — 26 Sin ^

8 >" /3
Der Winkel ^ 8 0 ist aber , wie vorher , be -

kannt .
Hierbei ist es offenbar , daß eS in der Beant -

Wortung der vorgclegten Fragen keinen Unterschied
machen könne , wenn auch die unbekannten Seiten
nicht neben einander , sondern in einem Perimeter
zerstreuet liegen . Die Sache bleibt genau dieselbe ,
und es scheint daher ganz überflüssig , besondere Pro¬
bleme daraus zu machen , wie man cs hin und wie¬
der findet .

4 . Wenn die Diagonalen wie vorhin , nicht ge¬
geben , aber die Seiten 8 6 , OL eines , übrigens



bekannten Polvgons gefunden werden sollen , so bicr
nrii dazu ebenfalls die vorigen Ausdrücke .

In Li§ . io . ist vermöge der Aorauslclziing , daß
die Fiaur bekannt sei , auch die Lage von O bekannt ,
oder kann allemal gefunden werden , z . B . , durch die
bei und k beobaclneten Winkel ?l ^ O , ? L0 ,
und die Seite welche lederjeit zu finden ist,
wenn der Tbeil des Perimeters bekannt ist .
Es ist nemlich :

^ (Ol?

( O k . 8in ^ - ß- II o 8in Lin ^Demnach sind auch die Langen o ^ und 0 2
bekannt . Nun Ist

OV — 06 . 8ia x - j- 6 6 8in 8in «

02 — OL . 8in ^ - s- LL 8illdaher
l ) ^ — ( k> ti . 8in x -s- ^ Z 8in

86 — - - -
8i » ^

OL —
v 7 — L ? 8inn

8in ^

; . Der Tbeil eines Perimeters ^ 86 . . . . 6
Litz- ist in Winkeln und Seiten bekannt, und es
soll die Granzlinie 8L ihrer Richtung und Größe
nach gefunden werden .

Die gesuchten Dinar sind also : die Linie 8L
nebst den Winkeln 68 L und L88 .

Man har :
LL . 5in -)/ ^ - ev 8inF ^ - OL8mx - s- Lb Lin ^

^ 8ill ^
Daher

688 -- 28 - ( -/ -s- 880 )
L88 — Lk — ( ^ -j- 88tt )
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— L6 . ÄN -), 4 - ev . 8 !n F ^- VL . LIn x -s- LhL -n ^
LI ? — Lin r- nr !" '

4 . Es kann bei Polygonal c Messungen wohl der
Fall seyn , daß die Schwierigkeiten des Terrains nicht
» erstatten , an allen Wiukelpunkten die Abweichungen
der Seiten entweder unmittelbar , oder nur durch ,
Anziclen von den nächsten Stationen zu bestimmen ,
deren Kcnntniß jedoch zur Verzeichnung der Figur
nöthig ist . Außer den , hierher gehörigen , bereits
angegebenen Fällen , nehme ich noch an :

s ) daß in dem Tbcil eines Perimeters ALOO
die beiden Winkel bei tt und 6 nebst der Seite LO
fehlen . ssiZ . i2 .

Weil die Punkte ^ und O , folglich OH als
bekannt anzusehen ist , so wird auch :
Lu — 6 0 8iri /Z dadurch gefunden , daß man

Lu — OO — -f- OO 8io -h
seht . Auch ist

On — - IT7V7 -f- 0 O . Oos ^ — -iVL . Oos «
UNd

r - r-Z OLll - ^
nun ist

/Z — ir — OLn
— ff -j- oö Q

folglich

. - V60 — 2ff -f - « — — If -s- « -I- 06r »
LOO — » k -j- — ff ^ - F - OLo

und die Seite

LO — - — — Ln . Lse . 08a
8W /Ä

Anmerkung . - In dem Ausdruck für La habe
ich die Tangente des Winkels fl ^ O ciugeführt , weil
der übrige Thcil der Figur zwischen und O nicht



in Betrachtung gezogen ist . Durch diesen , hier fehlen .'
den Theil der Figur wird die Breite des Punkts O ,
oder AO bestimmt , und ich habe tsuZ AHO hier
nur das ,Ir in jenem Ausdruck substituier .

b ) Wäre die Richtung der Seiten AL und OO
oder die Abweichung « und nicht gegeben , so feh .'
len eigentlich 4 Winkel nebst einer Seite , und das
ist ein wenig zu viel . Der Fall ist auch schwer zu
denken ; denn wenn AL und OO gemessen werden
können , so müssen auch ihre Richtungen bekannt seyu .
Aber diese beiden Seiten können auf andern Wegen
ausgemittelr seyn , und der gedachte Fall kann also
doch eintreten , wie er denn auch in einigen Schrift
tcn betrachtet wird . In etwas muß man jedoch zu
Hülfe kommen , und da nimmt man z . B . an , daß
non A zwar nicht nach L , wohl aber nach O , und
von O nach L gesehen und gemessen werden könne .
Alsdann aber ist 0 ?>! — AO . Sill I^ AO ,

und LK4 — LO . Sin lVI O L ,
weil auch , vermöge der , in der Figur gegebnen Lage
von A und O , die Länge des Punktes O , oder
O .lss bekannt sc » n muß , so bat man :

OO — LLI — LO
HO — OlV — 0 ? .

^ LOfolglich Srll « — —

dann aber wieder
Lu — LlVI - ftCN — OO

— LO SillpOL ^- AO . 8 ill ^ A 6 - OO
D U .

Oll — - ivi . v . -f- OO . Oos 0 — AL . Ocis or
irrig '

woraus denn die Winkel ALO , LOO , und die
Seite LO durch das vorhin angegebne Verfahren
gefunden werden .



e ) Wofern die unbekannten Stücke nicht neben

einander in der Figur liegen , sondern zerstreut , z . B .

in k ' iA iZ die Seite 80 , nebst den > Winkeln OOL
und LLO gesucht werden ; so ist dies kein besonderer

Fall , wie ich schon vorhin bei ähnlicher Gelegenheit

bemerkt habe . Anstatt aber schwieriger zu werden , ist

die Sache hier im Gcqentheil weit leichter , sofern

man die Methode der Normalen braucht , und löset

sich beinahe selbst auf .

Denn da die Winkel 6 , L und O gegeben , folg ?

lich ihre Abweichungen e , ^ und A beobachtet
sind , so sind die beiden Winkel cl und k zugleich und

Nothwendig bekannt .

Es ist ncmlich OOL — 4 ^ e )

und LLO — 4 8 - ( L ' - j - S )
Die Zweideutigkeit , ob diese Winkel ein - oder

ausgehend sind , hebt sich durch die Ausdrücke selbst .
Denn da die Abweichungen allemal außen an der Fi¬

gur beobachtet werden , so ist der nicht gcmcßnc Win¬

kel z . B . 6 OL eingehend , wenn die beiden Abwei¬

chungen - s- e ) s> 3 k , und umgekehrt , ausge¬

hend , wie 0 L8 L wofern - j - k ) 2 8 .

Die fehlende Seite 8 0 zu berechnen , ist schon
früher gezeigt worden .

<D In einem , übrigens bekannten Vieleck sind
die drei , auf einander folgenden Winkel 0 , O und

L , LiZ iI . nicht gemessen werden , und sollen durch
Rechnung ausgcmittelt werden .

Weil die Winkel 8 und L bekannt sind , so sind

auch die Richtungen KO und LL gegeben , d . h . die

Abweichungen /3 und n sind gemessen . Es kommt

daher nur noch darauf an , die Abweichungen > und

e zu finden .

Da auch die Seiten 8 0 und LL gegeben sind ,

so sind die Langen und Breiten der Punkte O und L



oder ihre Projektion auf 6 und bekannt .
Daher ist eine bekannte Größe , und
inan hat

6 O . Lin -s- kl O 8in k — ec —
Ebenfalls ist IVlO — Äklhs — I>lO bekannt , und

klO . Oos e — 6O dlo ; l^ O .
Hieraus kann man nun schon den 8in . oder dlor .

voll 'Z oder « entwickeln , allein die Sache wird
etwa weitlauftig . Weit kürzer kommt man auf fol¬
gende Art dazu . Man denke sich das Dreieck dl O kl
durch die grade Linie kl dl geschlossen , so hat man
in demselben , weil

kldl n ^ ec - 4
alle drei Seiten bekannt , und wenn deren Summe
— s , so erhalt man

8ir> dlklk)
2 . L v . L ( l .

LindlklO — ^
und k — k -s- dlklO -s- dlklO .
Ganz ans dieselbe Weise findet man auch den

Winkel Man kann aber noch etwas kürzer den
^ ( »

SiudlOkl —
26U . ) ( s — rLV . ) — 2LL )

2 . Llv . LÖ '
nehmen , und daraus

es Id — ( dlO kl -j- k ) finden .
Wofern die fehlenden Winkel nicht neben einan -

der , sondern zerstreut im ganzen -Vieleck liegen , so
ist es offenbar , dag die einzelnen Winkel , vermöge
des Gebrauchs der Normalen , bereits gefunden sind .
Denn wenn ein Polygonal - Punkt von zweien , da¬
neben liegenden Winkelpnnkten angezielt wird , und
die dabei beobachteten 'Abweichungen sind ^ H und 4 '



so ist der angczicltc , außen an der Figur liegende
Polygonal -' Winkel allemal — -sk — ( <A - s- xj- )

Man kann hieraus folgern , daß es bei der An¬
wendung der Normal - Methode hinrciche , an jedem
zweiten Winkel des Perimeters einen Standpunkt z»
nehmen , um dennoch alle Winkel Zu messen . Dies
ist nun auch freilich an sich ganz richtig , und gewährt
in vielen Fällen der Ausübung eine lehr willkommne
Erleichterung ; dem nncrachtet wird man doch nicht
ans bloßer Bequemlichkeit jeden zweiten Wiukelpunkt
überschlagen dürfen , indem die Mestimg , selbst
überflüssig scheinender Winkel zur völligen Richtig¬
keit einer geodätischen Arbeit sehr vieles beiträgt , und
daraus Korrektions - Mittel entstehen , welche sonst
schon schwieriger sepn können , anfzufindcn . Man
würde die wahren Vorzüge der Goniometrie verken¬
nen , wenn man sich dabei auf die nothdürftige Mes¬
sung der Winkel , welche eine Figur konstituircn , be - ^
schränken wollte : kann man sich durch goniometrisches
Verfahren die Messung von einer Menge Linien , wo¬
bei so häufige Fehler vorgefallen , ersparen , so müs¬
sen hingegen die Winkel mit desto größerer Schärfe
bestimmt werden , wenn man nicht die gewonnenen
Vortheile selbst ans den Händen geben will .

§ .

Das Zentriren der Winkel findet bei gouiometri -
schen Arbeiten so häufig statt , daß ich darüber einen
einzigen Sah hierher setzen will , obgleich der Gegen¬
stand eigentlich nicht hierher gehört .

Der Winkel ÜO O , i /j ist geniesten : der¬
selbe soll in .4. — in gegebner Richtung und Entfer¬
nung — — zentrirt werden .

Um dieses zu bewirken nehme man einen zweiten
Standpunkt irgendwo inner - oder ausserhalb der Figur
z . B . in L , jedoch so , daß L in gegebner oder zu
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mcstender Rici' tung und Entfernung von O , auch in
6 und 8 sichtbar sei . Der Winkel LOL und die
Linie LO sind also bekannt .

Wenn man nunmehr den Winkel OLL mißt , so
sind in dcni Dreieck LOL die zwei Winkel an O
und L , folglich auch der dritte an L , ncbsi der
Sette OL bekannt , und mau hat :

OL - OL — Lin OLL : 8ia OLL
^ OL . Lin O L O

— Lin O (^ L
dann aber in dem Dreieck AOL , ans den beiden
Seiten OL , OL , nebst dem Winkel ^ OL

Lot . äLO - - , „ .OO - Isl Lot . ^ O L^ O . Lin ^ O t, '
. _ -tO . Lin VOO

t -mZ , LLO — - -
OO -j- ^ O c°5 ^ OL

_ ^ O . Lin ,tOL . Lin OOL .

l ) 8 . Lin D 8 6 - j- ^ O Lin 1) 0 8 . (^ vs . ^ I) (_ .
Auf dieselbe Weise erhalt man , wenn der Winkel

OLL geniesten wird , in dem Dreieck LOL die
Winkel an O und L , folglich auch den dritten an
L , nebst der Seite OL ; deshalb ist auch hier

^ ^ _ O L . Sin O L L
^ ^ Lin LLO

und dann in dem Dreieck t^ LO

" HZ . ^ . LO — vtO . Lin äOL

OL ^ ^ 0 . k, o » . ^ OL
I) . Lin ^ 0 6 Lin D 6 8

O 6 . Linv 8 6 /V O . Lin 068 . Ooz ^ O 6
Da nun die beiden Winkel OL ^ und OLH ,

dem Unterschiede der beiden Winkel LOL und LH . L
gleich sind , so hat man den zenti irren Winkel

L ^ L ^ LOL ^ s ^ LO -j- ^ LO )wenn nemlich ^ innerhalb der Schenkel LO , OL
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1

liegt'- folglich größer als O iß , so werden die bei .'
den Winkel >^ LO und ^ 6 O zu LO 6 addirt,
oder das positive Zeichen wird gebraucht .

In solchen Fällen , da die Winkel auf die ge /
dachte Weise zcntrirt werden sollen , kann cs sich
wohl treffen , daß ein Winkel , z . B . LOL größer
als 180 ° ist , oder daß das Dreieck LOL an einer
ander » Seite der Linie OL liegt als das Dreieck
LO 6 .

Allein die vorigen Ausdrücke bleiben nicht nun /
der gültig , und man erhält sie durch die Rechnung
eben so wie vorhin .

Weil aber der Winkel LO 6 , in Bezug auf
eben den Winkel des vorigen Falls , eigentlich der
erhobuc ( esL — AOO ) ist , so wird der Sinus
dieses Winkels verneint , —

— 8 irr /^ O L — 8 io ( ffL — ^ O 0 )
und deshalb wird der ganze Ausdruck für rsog O " L ^
verneint . Nun ist aber — taog so entweder — »mg
( slff — so ) oder — rsog s ŝL — so . ) d . h . der ge /
fundne Winkel erscheint , mit Bezug auf eben den
Winkel , welcher vorhin positiv genommen war , als
eine negative Größe , und muß daher abgezogen wer¬
den . Demnach wird jetzt der zentrirte Winkel

LX / O — LO 6 ff^ ' LO — ^ ' OO ) .
Man kann sich übrigens auch aus der Figur leicht

von der Sache überzeugen . Denn man hat den ä » ,'
ßern Winkel

X — LO 6 ff- ^ ' OO
— L ^ ' 6 ff- ^ ' LO

demnach ist
LOOff - /V ' 6 O — L ^ Off - ^ LO

und L /Vkff — LO 6 ff- ^ OO — ^ LO
— LOO — ( ^ ' LO — ^ OO )
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Diese Bemerkung macht mm , daß der Ausdruck

für de » zentrirtcn Winkel die allgemeine Form erhalt :

LA6 — LV6 ^ ( AKV 4 . A6O )

Man wird leicht erkennen , daß die gegenwär¬

tige Auflösung der Aufgabe , einen Winkel zu zentri -

ren , alle andre Fälle , welche sonst häufig als beson¬

der Aufgaben vorgetragen werden , mit cinscbliesit .

Denn die Lage von k ist ganz willkührlich genommen ,

und last daher alle Bedingungen zu , welche man

daran knüpfen mögtc ^ z . B . das kl in der Verlän¬

gerung einer Gesichts - Linie , wie AL , oder in der

Linie AL oder deren Verlängerung lieie » soll , u . s. w .

Bei dieser Materie nimmt mau aber gewöhnlich

auch noch die Entfernungen AL , AO als bekannt

an , wodurch die Rechnung etwas weniges kürzer

wird . Indessen ist es selten der Fall , das diese

Entfernungen würklich bekannt find , und man pflegt

sich dann wohl mit einer Schätzung zu behelfen , wo¬

bei man jedoch in merkliche Irrthümer gerathen kann ,

welche auf die Rechnung erheblich einfliese » . Es ge¬

hört schon gute ttebung dazu , eine Länge von meh¬

rere 100 Schritten ans ebnem Felde annähernd zu

schätzen ; schwerer wird die Schätzung auf abhangen -
dcn oder aufsteigenden Boden ; allein eine Linie von

mehrern 100 Schritten über Berg und Thal läßt

sich auf die Weise ganz und gar nicht erträglich bestim¬
men . — Ans der Größe des Aehwinkels eines ent¬

fernten Gegenstandes ließe sich eher etwas schließen ,
wenn man im Stande wäre , diesen Winkel zu schä¬

tzen , und dabei die wahre Grüße des Gegenstände -

kennte . Beides ist nicht oft der Fall , und wenn

mau auch den scheinbaren Durchmesser des Gegenstan¬

des durch Messung bestimmt , so bleibt doch der wahre

fast immer unbekannt . — Aus der Fortvflanzung deS

Schalls ist auch nur dann etwas über die Entfernun¬

gen herzulciten , wenn gewisse Dam vorhanden sind ,
welche
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welche in der praktischen Geodäsie gewöhnlich fehlen .

— Wollte man sich endlich gar auf die Angaben der

Entfernungen , die von Ortbcwohnern cingezogcn

werden können , verlassen , so fällt cs in die Augen ,

wie sehr man fehlen , und wie unsicher eine darauf

gegründete Rechnung werden könne .

Aus diesen Gründen habe ich geglaubt , daß die

vorstehende Auflösung der Aufgabe , bei welcher die

Entfernungen der Ziclobjekte nicht als bekannt ange¬

sehen , sondern gesucht werden , hier einen Platz
verdienen könnte , da sie zumal um nichts schwerer ,

und sehr wenig weitläuftiger ist , als die gewöhnliche .

Allein ich habe doch bei dieser Darstellung keine Rück¬

sicht auf die Normallinic genommen , weil man bei

goniometrischen Arbeiten oft unerwartet in die Lage

verseht wird , den wahren Winkclpunkt nicht benutzen

zu können , und cs dann schwer hält , an dem ge¬

wählten crcntrischen Punkte eine richtige Normale zu

legen . Auch kann es Fälle geben , wo die Reduktion

ercentrischer Winkel ohne Hülfe der Normalen ge¬

schehen muß , wie z . B . wenn an den Punkten L

und L noch keine Normale gelegt , wäre , u . deegl .

Dritter Abschnitt .

§ - r7 -

Nach der bereits gegebnen Erklärung von dem

Begriffe , welcher hier mit der Normallinie verbunden

wird , und nachdem die nützliche Anwendung solcher

Normalen an einigen oft vorkommenden Fällen im

vorhergehenden Abschnitt gezeigt worden , darf ich

wohl hoffen , über die Sache selbst allgemein ver -4

/



sränt >lich zu seyn , und ich werde daher jetzt dazu

übergehen können , einige goniometrische Folgerungen

und deren Gebrauch in der ausübenden Meßkunst dar .'

zustellen .
Wenn an einem Mittelpunkte eine Normallinie

gezogen wird , so entstehen daraus nothwendig vier
Winkel , welche zwischen dieser Normallinie und den

Scbenkel » des Winkels liegen . Der ursprünglichen

Ableitung der Normalen ( von den Meridianen ) zu .'

folge , und um die eben angedeutcteu Winkel durch

die Benennung selbst zu bestimmen , mag cs mir er .'

laubt seyn , diese Winkel : Abweichungen ( Azi .'

miith ) zu neunen , und sie dadurch hier von andern

Triangulär .' oder Polygonal - Winkeln zu unterscheiden .

Von den vier Abweichungen aber , welche die Schen¬

kel eines Winkels oder die Seiten einer Figur mit

der Normale bilden , werden im Folgenden , wie bis¬

her , nur diejenigen beiden in Betrachtung gezogen ,
welche außen an dem Winkel , oder außen an
der Figur liegen .

Wenn an zwei auf einander folgenden Winkelpunk -

ten eine Normale gezogen , und die Abweichung , wel¬

che die zwischen beiden Winkelpnnkten gezogne Gränze
mit der Normale an einem Punkte macht , beobach¬

tet ist , so muß die Abweichung eben derselben Gränze
mit der Normale am andern Punkte , ebenfalls be¬

kannt seyn ; denn die Normalen sind mit einander

parallel , und die Summe zweier solche Abweichun¬

gen ist demnach — 2K . Daher auch umgekehrt ;
wenn die Abweichung einer Gränzlinie von der Nor¬

male an einem Polygonal - Punkte bekannt ist , so ist

auch die Normale an dem nächstfolgenden Winkel -

punkte gegeben , denn die Gränzlinie hat an diesem

zweiten Endpunkte eine Abweichung von der Nor¬
male , welche das Komplement der Abweichung am

ersten Punkte zu 2 ti , macbt .



Wenn die Normalen an zwei Polygonalpunkten
gelegt , und die Abweichungen beobachtet sind , welche
von de » Gränzlinien nach einem dritten ( etwa » » zur
gänglichcn ) Winkclpnnktc gebildet werden , so ist auch
dieser dritte Winkel gemessen . Denn die Summe
der Abweichungen an demselben ist das Komplement
jener ersten , bekannten Abweichungen ju 4 rechten
Winkeln .

Auch ist jeder Winkel einer Figur das Komplex
ment der Abweichungen an diesem Winkclpnnkte zu
4 rechten Winkeln .

Wenn die Normale mit einer Gränzlinic paral¬
lel ist , oder dieselbe deckt , so ist die Abweichung
dieser Grenzlinie entweder — o , oder — 28 , je
nachdem man sich die Figur an der Normallinie so ,
oder so gedreht denkt , oder je nachdem die Richtung
beschaffen ist , in welcher man die Abweichungen an
einer Figur mißt .

Nach diesen vorläufigen Erinnerungen , die an
sich leicht verständlich sind , und zu deren etwaiger
Erläuterung man irgend eine Figur wählen oder selbst
entwerfen kann , gehe ich zur Anwendung derselben
über .

§ . r3 .
Die drei Granzpunktc ^ , 8 , 6 ki' Z . irgend

einer Figur sollen in Grund gelegt werden ; man
kann aber nicht von einem Punkte zum andern , auch
nach 8 ganz und gar nicht kommen , sondern » nr
Hinsehen . Die Richtung der Normallinie ist aber für
die ganze Figur anderweitig gegeben .

Man lege an ^ die Normale ^ in der ge¬
gebnen Richtung , und beobachte die Abweichung

8 — Eben so lege man die Normale N 6
an 6 , und beobachte N68 — Alsdann sind die
Abweichungen der Gränzen LA , 86 , vy » der Nor -



» »Mine an 8 , oder LI8 ^ — 28 — Lll 8 6
— 28 — und der Polygonal .' Winkcl ^ 86 --- ^ 8
— <M 8 ^ L166 ) — 48 — ( 28 — « -l- 28 — F)

Hierdurch sind nun die Punkte L , 8 ^ 6 ihrer
Lage nach , geometrisch gegeben , und wenn die Gränr
zcn t^ 8 , 86 selbst , oder ihr Vcrhältniß zu cinan -
der — kurz , wenn der Maaßstab gegeben ist , so kön -
ncn die drei Punkte auch verzeichnet werden .

Die wirkliche Ziehung der Normalen LI8 ,
1 ^ 6 ist bei dieser Operation keine nothwendigc Der
dingung . Denn da die Lage der Normallinie schon
anderweitig ; Z. B . durch die bekannten Abweichung
gen l^ 62 gegeben ist , so kann man die
Abweichungen () tV6 , 1^ 68 schon bestimmen , in «
dem man die ganzen Winkel )sk^ 8 , 268 ( nemlich
den erhabenen ) beobachtet . Zieht mau hiervon die
gegebnen Abweichungen ^ 68 ab , so sind
die Reste gleich den Abweichungen () ^ 8 , l>l 62
— « und Aus diesen aber erhält man die Ab '
Weichlingen L 46 A , iVI86 , und demnach auf den
Winkel -î 86 ^ auf die vorhin gedachte Weise .

Diese Bemerkung ist in praktischer Hinsicht nicht
ohne Erheblichkeit , da die wirkliche Ziehung der Nor /
malen an jedem Standpunkte zuweilen ihre bedcu -
tcndcn Schwierigkeiten hat . Hiervon ist schon im
1 sten Abschnitt das nothwendigste angeführt worden .
Die Unterlassung dieser Arbeit kann jedoch auf der
andern Seite fürchten lassen , daß in der richtigen
Messung , oder der richtigen Angabe der Abweichung
gen Fehler , oder Versehen Vorfällen mögten , die
nicht bemerkt würden , und es ist daher nörhig , hier
etwas über die Art , wie sich dergleichen Fehler ent¬
decken , hiuzuzufügen .

Gesetzt also , es sei in ^ ein Fehler vorgcfallcn ,
entweder in der Messung des Winkels oder der Lage
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der Normale durch unrichtige Bestimmung der Ab¬

weichungen , so wird dieser Fehler in jedem Falle da¬

durch ausgcdrückt , daß man annimmt , die Normale

habe eine , von ihrer wahren wahren Richtung ver¬

schiedene Lage , z . B . q -V erhalten .

In diesem Falle wird der Winkel y ^ 8 kleiner

gemessen , als er wirklich ist , ncmlich kleiner als

() X8 , und indem das falsche Maas , in Voraus¬
setzung der richtigen Lage von auf die wahre

Normale bezogen wird , erhält die Kränze H . 8

die Lage ^ s . Würde hierauf in <H richtig gearbeitet ,

folglich N68 seinen wahren Werth behalten , so
würde 8 nach » fallen , und das Verhältniß der

Seiten ^ » : » 0 würde gestört werden . Wenn dem¬

nach dieses Verhältniß ^ ^ . 8 : 60 gegeben wird ,

so erscheint der begangne Fehler in der Winkelmcssung

durch die Verschiedenheit dieser Verhältnisse .

Auch ohne das Verhältniß der Seiten ^ 8 : 86

als bekannt anzuuehmcn , erhellet der Fehler aus der
Winkclmessung selbst . Denn wenn man in 8 , oder

jetzt vielmehr in s die Nsrmallinie sm legt , oder

denkt , so kann dieses nur in Bezug auf die an ge¬

legte geschehen , und man muß » in 1 ^ ,

nicht lege » .

Än dieser falschen Normale wird nun die Ab¬

weichung » 6 beobachtet oder gelegt , und dieselbe

wird — in s 8 < 6 6 ( oder auch größer je nach

der Beschaffenheit des ersten Fehlers an M gemacht
oder gefunden . Hierin aber liegt das Mittel , den

Fehler zu entdecken .

Denn wenn richtig gearbeitet ist , folglich » in

A so hat man .— — 28 —- ( s 0 m -j- m a 6 )
und n > » 6 — sk — » Lni )

auch ist
in » 6 — —







Da nun 8in ( « A ) — 8io « . Los
Sin /? - Los « , so wird man in diesem Aus /

druck — -/ so einsühren müssen , daß dessen Funk /
tionen ebenfalls verneint werden . Auf solche Weise
erhält man :
8ln 8 L — — 8ir > « . Los — 8iv Los «

— — ( 8ir > « Los8ir > ^ Los « )
Dicsesistnun — — Lia s2 8 -/ ) )
oder auch — — 8ia ( xs 8 — -/ ) )
welches allemal — 8iv ( « - s- ^ ) .

Daher ist in jedem Falle , auch wenn 6 ncga .'
tl' v ist , dennoch 8iir L .4. 0 2^: 8ia ( « - j- A ) .
Wären beide Winkel negativ , so würde man noch
immer denselben Ausdruck erhalten .

Man könnte etwa auch so sagen : der Sinus
des Winkels 8 ^ L sei dem Sinus der Summen bei /
der Abweichungen ^ und k gleich , aber entgegen gc <
seht , oder-

8io 8 ^ L — — 8in ( F - l- k )
Denn da 8 ^ 6 x — 48 ,
so ist 8irr 8 ^ . 6 — 8irr ( ^ 8 — ( F r ) )

— — Liir 5 )
wiül aber <̂ — 28 — «

k m 2 8 — A
folglich — 8iu k ) — — 8ia C^ 8 — >(« -^ /) ) )
so ist wieder
8ra 8 ^ L — — 8in s ) — 8in ( « /3 )
und die Sache wird dadurch nicht modificirt .

tz . Lo .

Um mit mehrerer Demlicbkeit zu übersehen , wie
der Sinus von 8 ^ L , er sei nun hohl oder crha /
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ben , unter ollen Umstünden dem Sinus der äußern

Abweichungen gleich sei , setze man nach Und nach für

A die verschiedenen Wcrthc , wodurch eine Abände ^

rung bewirkt werden könnte ', ncmlich :

( 8 — ce ) ; o oder — 2K ; — — ( 2K — « ) ;

— ( 284 - « ) ; in dem Ausdruck
8 in 8 -^ L — 8 in « . Los -j- 8 in /? . Los « .
Man erhält :

1 . für /2 ^ ( 8 — c>r )

8 >o 6 ^ L — 8io 4 . Los /Z " — 1 — ^ d . h . ,

8 ^ 6 ist ein rechter Winkel , wie auch nothwendig ,

wenn oe - ^- /3 — 8 , wie die Voraussetzung angicbt .

2 . Für / 3 — o , oder — 2K

8io 8 ^ 6 — 8io « . i — o 8in welches

also anjcigt , daß 8 ^ 6 — oder auch — U —

« ) ; beides richtig , weil in beiden Fällen ^ L

Hilst , oder ^ 6 auf Ulst fällt .

Für / ? — — «
81 o 8 ^ L — 8in « . Los « — 8 in « . Los «

— 0

d . h . ^ 8 und ^ L decken einander , oder auch , sie
liegen in einer graben Linie .

Dies ist auch nothwendig , wenn onlst — A ,

weil alsdann « und A Scheitelwinkel sind , welches

voranssetzt , daß 8L ^ cH . , oder was einerlei

ist , daß sie zusammen eine grade Linie ausmachcn .

Daher ist in diesem Falle 8 ^ 8 — o , oder

8 ^ 0 ^ 28 . ,

4 . Für / ? — — ( 28 — « )

810 8 / ^ L — 8io « Los « 4 ° « Los «

2 8io « . Los «

— 8in 2 «



— Lira ( « j3 )

— — Sill ( ej 8 — / ? ) )

d . h . 8 ^ 0 üft ein stumpfe »' Winkel , hohl oder crc

haben , dem an 4 »echten Winkeln noch « - j- j3

2 « fehlt , »veil in dem Falle eben so viel um

tee Lstlst lieat , als st̂ 8 darüber liegt .

5 . Für /3 — — ( 2 8 or )

8ia 8k ^ 0 — 8ia « . 6c »» 00 — 8in « . Oos «
— o

weil nemlich ^ , 0 so »veit um herum gekommen

ist , daß />. c: auf e^ 8 fällt , daher 8 .̂ 0 — ej 8 ,
oder auch ^ 2: 0 .

6 . Bisster sind die Wertste von /3 bald positiv ,
bald negativ , aber immer nur in Beziehung auf die

Lage gegen A 4 Ist genommen . Man kann sich aber

auch denken , daß die Abweichung /? an sich selbst

verneint werde , sofern nemlich der Bogen , welcher

das Maas derselben ausdrückt , demjenigen der Nichc

tung nach entgegengesetzt ist , womit « gemessen wird .

Dann liegen die Winkel in einander , wie z . B .
wenn /ss 0 die Lage ^ 80 hat und dabei das Maas

der Abweichung nach dein Bogen Ist <) geschäht wird ,

während die Größe von « nach dein Bogen ( st 8 ( in

entgegen gesetzter Richtung von Ist ( st ) gemessen ist .

Dergleichen geschieht , bei der so eben angedcm

toten Ansicht der Sache , 1 . zwilchen Nr . 2 und g ;

denn um von dem Werthe — o zu dem — — «

zu bringen , muß sich in einer Richtung Ist <̂
bewegen , welche der 8 entgegen gesetzt ist .

2 . Zwischen Nr . 4 und ; , da / ? » um von dem

Werthe — ( 28 . — « ) zu dem andern — ( 2 8 - j-

« ) zu gelangen , nothwendig durch 28 , d . h . durch

0 gehen , folglich nach dem Durchgänge verneint wer -

den muß , wciin der vorherige Werth positiv war .
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In beiden Fällen erhält man

SiQ 8 ^ 6 — — 8ia ( es 8 — f « — / Z ) ) .

Diese Fälle , da die beiden Abweichungen in

einander fallen , gehören zwar der Strenge nach

nicht mehr zur Frage , sondern erscheinen nur in der

analytischen Entwickelung ; allein sie sind keineswegs
unmöglich oder nur idealisch , wie wir weiter unten

Gelegenheit haben werden zu bemerken , da cs sich
denn Zeigt , wie nützlich dergleichen analytische Be¬

trachtungen seyn können , wenn gleich nicht sogleich

cinleuchtct , wozu sie dienen . Uebriqens sind jene

Fälle noch immer in der allgemeinen Formel

8in 8 - ^ 6 — 8in ( « / ? )

mit enthalten , weil darin keine Bedingung vorkommt ,

wonach die Abweichungen positiv seyn oder heisien

müßten . Die Begriffe von Positivität und Negativi¬

tät sind ja überall nur relativ , und beziehen sich auf
gewisse , an sich willkührlichc Voraussetzungen . Eben

so ist cs mit den goniometrischen Größen und ihren Funk¬

tionen beschaffen , sso daß die beiden Abweichungen ,

oder nur eines davon verneint seyn kann , ohne die

Gültigkeit des allgemeinen Ausdruckes zu beschranken .

§ . - i .

Wenn die Abweichungen der Gränzen einer eb¬

nen Flache von der gegebnen Richtung einer Normal¬

linie beobachtet werden , so ist die Summe dieser

Abweichungen allemal das Komplement der Polygon -

wiukcl . Dies ist die Folge Won demjenigen , was in

den vorigen § . § . iy . 20 gesagt worden . Allein cs

wurde dort ( wenn der Polygonalwinkel 8 ( je 6 — 7k
gesetzt wird )

8in 7t — — 8in ( 2 8 - s-

oder auch — — 8iia ( es 8 — /3 ) )

gefunden , und cs ist noch nicht gesagt / welcher
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von diesen beiden Werthcn gebraucht werden Nlüsse .
Um uns nun hierüber ganz zu verständigen , wollen
wir die 8 ,' Z . 17 . mit zu Hülfe nehmen .

Wenn man etwa von ^ anfängt , die Abwci -
chimgcn der Seiten einer Winkclrcihe zu beobachten ,
so ist die Abweichung , der ersten Seite ^ 8 , ohne
Zweifel — lVl ^ . 8 — « in Bezug auf die Normale

Die Abweichung der zweiten Seite >^ 8 ist
nun , in Bezug auf eben die Normale von
doppelter , einander entgegen gesetzter Art , entweder
nach eben der Richtung , wonach « gemessen wird ,
d . h . nach dem Bogen « mb , und in dem Falle ist
das Maaß desselben — 2 8 -j- Ist ^ 8 — 2 8 -s- /? .
Beide Abweichungen zusammen sind demnach — 2K
-j - « - j- Oder zweitens , die Abweichung von
^ 8 wird nach der entgegen gefetzten Richtung me 8
gemessen , und das Maaß derselben ist dann — 28
— Ist ^ 8 — 28 . — /3 . In dieser Beziehung ist
aber die erste Abweichung ^1 ^ 8 an sich negativ ,
( § . 20 . Nr . 6 .) und ihr negatives Maas ; ist — —
em — 0 8 rn — em 2 8 — « . Die Summe
der Abweichungen ist demnach 2^ 48 . —
In dem ersten Falle ist die Summe der Abweichun¬
gen außen an dem Polvaonalwinkel gelegen , und ge¬
hört demselben als Komplement zu es 8 . Dieser Po -
lpgonalwinkel ist daher — 77 — 48 . — ( 2 8 -s- « - j- /2 )

^ 28 — ( « - s- /Z ) .
Im zweiten Falle liegen die Abweichungen in

dem Polygonalwinkcl , sind aber gleichwohl sein Kom¬
plement zu 4 8 , d . h . 7? — ^ 8 — 8 — ( « - j- /Z ) )

oder die Summe der Abweichungen ist dem Polyao -
» alwinkcl gleich , natürlich — weil sic darin liegt ,
Mid die eine Abweichung dabei verneint ist .



Jetzt weeden wie die oben bemeektc Zweideutig¬

keit übce den Wceth von gänzlich wegeäumcn kön¬
nen . Die Summe dee Abweichungen im ersten Falle

— 2 k - t - « /3 liegt außen an der Figue , und

gehöet dee Feage übce die Größe des zugehörigen
Polygonalwinkcls gar nicht an , weil nicht die Nei¬

gung , welche außen an der Figue gebildet wird ,

dem Polygon gehöet , sondern diejenige , welche die

Seiten nach dem Innern der Figur zu einschlicßen .

Daher ist der Ausdruck - 8in 7p — — 8ia ( 2 - s-

( « - j - / Z ) ) gar nicht zur Frage gehörig , weil man
nicht wissen will , was der Polygonalwinkel nicht sei ,

sondern das , was er ist . Im zweiten Falle fanden

wir , daß die Summe der Abweichungen dem Poly¬

gonalwinkel gleich sei , und daß diese Summe — esK

— ( « - j - /3 ) ; also ist 8ia -ne — — Lin li . —
( « -s- /D ) .

Dieses alles bezieht sich auf Polygonalwinkel ,
deren Seiten an einer Seite der Normallinie lie¬

gen , und ist für diese ganz allgemein , wenn man

nur über die positive oder negative Bedeutung der

Abweichungen völlig einverstanden ist . Weil aber

dieses zuweilen Anstoß geben kann , so will ich auch

den Weg anjeigen , auf welchem man ihn vermeidet ,

der auch schon in der Sache liegt , jedoch in den all¬

gemeinen Ausdrücken nicht erscheint . Ohne sich also

darum zu bekümmern , ob eine Abweichung positiv
oder negativ zu nehmen sei , wird man jeder Ab¬

weichung an Winkeln , deren Seiten an einer Seite

der Normale liegen wie L ^ Ps 90 ^ zule¬

gen können , und dann die Formel gebrauchen . Man

sieht leicht , daß dieses eben sowohl bei ü als bei

und überhaupt in einer Figur so oft geschehen müsse ,

als sich an derselben Winkel finden , deren Seiten
auf einer Seite der Normale liegen .



Wenn bisher mir von Polygonal / Winkeln
die Rede war , so dürfen doch auch die Ecken nicht
vernachlässigt werden , d . h . solche Neigungen der
Seiten , deren Maaß noch der Figur zu > 28 .
Man pflegt dergleichen auch wohl erhabene Win¬
kel zu nennen , wiewohl cs mir stheint , daß der
gemeine Sprachgebrauch das Wort : Ecke dafür hiiu
reichend billige , daher ich mir erlaube , dies Wort
zu brauchen , ohne gleichwohl den Tadel der Neue -
rungssucht in einer so importanten Angelegenheit auf
mir laden zu wollen .

Also , eine solche Sckc wäre bei 6 , daran die
Abweichungen außen an der Figur beobachtet werden
sollen . Diese äußern Abweichungen sind aber 8 6V
und <) 68 , und cs ist hier ganz in die Augen falz
lcnd , daß sie in einander liegen , welches der , in
h . » o . Nr . 6 ausgestellten Betrachtung entspricht .
Wir fandcr, dort , daß allemal

8irr 8 ^ 6 — — 8in ( cs 8 — ( « — /? ) )
sei , und das wird also auch hier der Fall sepn .

Das Maaß der Ecke 86V ist ^ cs 8 — 86 »
und man hat : 8 6V — 28 — ( V6 () 8 ,68 )

also ist O6tz — 28 — 86V
— 28 — /Z

868 — 28 — 86tz
— 28 — oc

ch 8 6 >v — 28 — ( 28 — /3 -s- 28 — cs )
— ( cs /? ) — 2 8

und 77 — cs8 — ( « — ( 38 — /Z ) )
so daß in diesem Falle — ( 38 — /2 ) ist .

Man hat daher
8ill77 — 8108 6V — — 8iv ( cs8 — ( « — ( 28 — /2 ) ) )
und cs ist auch 77 ^ 7 ( 48 — ( « -§- /? — 28 ) ) .

Dies heißt also , daß man bei Ecken von der
Kumme der Abweichungen igo° abznziehen habe .



NM das Komplement zu 4 rechten Winkeln für die

Polygonalccke zu erhalten .

In Verbindung mit demjenigen was vorhin über
die Zulage von 90° zu jeder Abweichung von Seiten ,

welche eine gleichnamige Lage gegen die Normalliuic

haben , bemerkt wurde , kann man jetzt überhaupt
sagen :

81071 ^ 2 — 8io - ( ( « ^ 90° ) 90° ) ^

Das heißt : in allen Fällen , wo die Seiten eines

Vielecks eine gleichnamige Lage gegen die Normale

haben , werden jeder beobachteten Abweichung an Po¬

lygonal .' Winke ln 90° zugelegt , an Ecken hinge¬

gen abgezogen . In diesem Verstände ist der Aus¬

druck allgemein für Polygonalwinkel oder Ecken :
8 in — 8 ia ( 4 k — ^ /3 )

denn es ist weiter nichts darin enthalten , was auf

die , außen an der Figur liegende » Ecken oder Win¬

kel Bezug hätte .

h . ar .

Wenn die Zahl aller Polygonalwinkcl und Ecken

überhaupt — in , die Summe aller Abweichungen der

Polygonalgranzeu ^ z , und die Summe aller Poly¬

gonalwinkel oder Ecken — 8 ; so ist8 — P in ?», — s
dies ist eine unmittelbare Folge von dem Ausdruck :

71 — chli - ( « ' s- -3 )
denn , mit w vermehrt gicbt er

1N77 — 8 — chmR . — w ( « -ch ,3 )

wobei begreiflich unter « und /3 keine unveränderliche

Grüßen , sondern die , an jedem Orte beobachteten

Abweichungen der Polygonalseiten von der Normalli¬

nie verstanden werden . Daher ist in ( « - j- / Z ) —
und das gicbt den vorige » Ausdruck .



Es ist hierin nichts enthalten , wodurch der

gänzliche Schluß einer Figur bedingt würde , und der

vorige Satz muß daher auch noch wahr seyn , wenn

nur ein Theil eines Perimeters , oder eine beliebige

Anzahl von Winkclpunkten in Betrachtung gezogen

wird . Dies ist auch sehr leicht einleuchtend : denn

da jeder Polygonalwinkel nach dem vorigen — ^ k

>— ( « -Z- /3 ) ; so setze man nur für die Summe der

Abweichungen jedesmal den gemessenen Werth , und

die bloße Addition wird zu dem Resultate führen :
1 . 7s — cj li —. ( « -f- /Z )
2 . - s- F )

I . 7s " — 4 k . — ( k ch- A
4 - 7s '" — 4 li —' ( A -l- >l)

II . 7s " " * cf ss — ( cs - j- 's )

heißt nun diese letzte Summe ( « - j- /2 - j- -/ — - j- s ) - s
so ist wieder : 8 — m cf sl — « ohne alle Rück -

sicht auf die Gestalt des , durch diese Winkclreihe
konstituirten Perimeters .

Der Ausdruck dient also dazu , die Summe der

Polygonalwinkel eines jeden beliebigen TheilS vom

Perimeter einer Figur aus den Abweichungen zu fin¬

den , indem die Zahl der , in diesem Thciltz enthal¬
tenen Winkel - - - m gesetzt wird .

§ .

Wenn die Abweichungen an m Polygonalstatio¬

nen gemessen , >md man nennt die Summe aller Ab¬

weichungen — s , die erste Abweichung — die

letzte — 7 ; die Zahl der Polygonalwinkel , deren

Schenkel auf einer Seite der Normale liegen —



und welchen » ach h . 21 . jedesmal 90° hinzugclegt
lrwrden sollen ; so ist

L ^ 2 ( p -j- m — t ) . 2 ^ -j- « l '
Die Zahl aller Abweichungen an m Stationen ist
— 2 m ; hiervon die erste und letzte Abweichung üb¬
gesogen , bleibt die Zahl der übrigen 2 ( un - i ) .
Von diesen lebten sind allemal je zwei und zwei an
de » inner » Seiten der Normallinien gelegen ^ vermöge
deren Parallelität die Summe solcher zwei iniiern
Abweichungen — 2 Ist ; daher ist die Summe aller

2 ( m — i ) Abweichungen — - — 2 Ist —
( tn — List

Wenn nun in den m Poloqonalwinkeln eine
Zahl ^ 0 vorhanden ist , deren Schenkel auf einer
Seite der Normale liegen , so werden nach § . 21 .
für jeden derselben 2 Ist zu der vorigen Summe der
'Ab 'veichungeu hiuzugelegt , und für Anjahl — o voll
Polygonalerbe » eben der ? lrr ( deren Abweichungen in
einander falle » ) abgezogen . Demnach ist die Summe
— (. NI -s- 0 — so -st- l ) ) . List .

Endlich füge man noch die erste Und letzte Ab¬
weichung « - j- 7. hinzu um die Summe aller Ab¬
weichungen

— , — ( m -j- a — ( o -s- 1 ) ) 2K -j- « -j- 7
— ( p m — t ) . 2 Ist -j- « - s- 7

jU erkalten , wo p 2— v — o . ,
Wofern die Figur mit der Abweichung 7 schließt,

so ist auch « 7 — 2 Ist , Und für eine jrde g e -
sch löste ne Figur von m Winkeln ist die Summe
- Iler Abweichungen

n » -s- Iv ) . 2 Ist .
Aus diescui Ausdruck erhält man auch den Werth

der smtcn Abweichung
,5 — L — ( ( p st- m » ) . 2 Ist -s- « ) »
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Wenn man für n — m — , ) Polygonalwinkeh

die Summe aller Abweichungen ^ seht , >o ist
nun wieder

die 20 ' tc Abweichung — ^ — s " — ( ( p - stn — i ) .

2 U -st « ) .

Die nächstfolgende ? lbweickung , oder die sLn -stiPe

welche , da o — ( m — i ) , der ( neu — - sten ent¬

spricht , ist — <7 — 2 U — < , und demnach ist

die fs m — i ) ste Abweichung

— cr — 2 U — — >) . 2 U -st «

— ( p -st o ) . 2 If - st « —

22 ^ ( p - st rn — i ) . 2 U -st « — 8 ^.

Unter Anivendnng der Methode der Normalen

kann man demnach ( 1) die Summe der Polpgonal -

Winkel einer ganzen Figur , oder ancb eines >ede » be¬

liebigen Theils des Perimeters , und zwar uicbt so

wie sic etwa gemessen wird , sondern wie sie sep » soll ,

aus dein § . 2i . gegebenen Ausdruck : » — ^ mlä — 8 ;

( 2 ) aus dem im gegenwärtigen h gegebnen Ausdruck ,
die Summe aller Abweichungen an einem geschlossenen

Polygon r — ( p -st m ) . 2 k , oder einer jeden

beliebigen Winkelrcihc , so wie sie seyn soll 8 —

( p -stm — i ) . 2ff - s- « - ^- i ' ; ( Z ) die ( 2m — , ) ste

Abweichuinj — <7 — ss , . st m — 1 ) . 2 U -st at — 8 ^

und ( -j ) die 2 mte Abweichung an jeder beliebigen

Stelle — 1° — s — ( ( p -st n > — , ) 2U - st « ) finden .

Es ist dabei einleuchtend , da m einen jeden Werth

haben kann , daß man jede Zahl von Polygonalwin¬
keln oder auch Abweichungen finden , so wie jede
Abweichung als die ( 2m — i 'jste oder die 2 rrue an -

sehcn und bestimmen könne . Hierin liegen aber , wie
man leicht erkennt , manche willkominnc Mittel , die

Richtigkeit einer Arbeit zu prüfen , die Fehler zu er¬
kennen und auch an den Orten zu verbessern , wo



sie wirklich liege » . Ich werde dieses gleich nachher
durch ein ausführlicheres Beispiel erläutern .

§ . 24 .

Zn einem jeden Vieleck , welches nur Winkel ,
( hohle ) keine . Ecken ( erhabene ) har , sind allemal
zwei , aber nicht mehr Polygonalwinkel , deren
Schenkel auf einer Seite der Normallinie fallen .
Wan überzeugt sich sehr leicht ans den beiden vorigen
§ . § . 22 . 2 ; . von der Richtigkeit dieser Behauptung ,

Denn da 8 — m lL — s
8 — m -f- p ) . 2 R.

so ist 8 — 4 ll» li — 2U .
— m — p ) . L l )

Ebenfalls isi aus der Geometrie bekannt :
8 — ( m — 2 ) . 3 li

daher ; Cm — Pi . 2 — ( rn — 2 ) . 2K
« nd p — 2 .

Es ist jedoch noch ein Fall übrig , wobei cs
zweifelhaft scheinen könnte , was aus p werden möchte ,
iiemlich der , wo die Normale mit einer Polygonal-
sclte parallel geht , oder mit derselben zusammen fällte
Es ist schon in H. 17 bemerkt worden , daß die Ab¬
weichungen in einem solchen Falle entweder — c, oder
— 2 tt, seyn müßten , je nachdem die Vorstellung b <v
schaffen ist , die der Werthbestimttinng der goniometri -

' schcn Funktionen zum Grunde liegt . Das ist dem¬
nach der , in h . 20 Nr . 2 angeführte Fall , und die
Abw , ichmigeii sind nun das einemal — o oder — 2 kt ,
das andremal — 2 kt , oder — 0 wovon und wie
diese alternativen Weiche anzunchmen sind , man sich
auf folgende Weise leicht überzeugt

Wenn kiß iz . eine Polygonalscite und
eine Nvrmallinie ist , darauf die folgende Polygonal
feite LO oder UL? fällt , und dabei die Richtung LilX
positiv heißt ( wodurch die Neigung einei » Win -

; *



kel kleiner als gicbt ) so » ins 8U negativ hoi '
ßcn ( wobei eine Ecke > 180° bildcch .

Alsdann ist dev Winkel ^ 86 —
( / i 8 6 " -f- 2 8 ) , dagegeii die Ecke ^ 8 < l ' — ^ 8 —
( ^ 8 <H -s- o ) . Daher ist in den allgemeinen Ausr
drücken des § . io A ^ 28 , oder auch — o . Jsi
aber A — 28 für den Winkelpiinkt kl , so muß
für de » Eckpunkt 0 nochwendig ce — o werden ,
wofern Nemlich 8 6 , 8 6 ^ ihre relative Lage nicht
ändern , d . h . wofern die nächste Polngonalseite 6L >
an einer andern Seite der Normalline lVlld! liegt
als ^ 8 . Bleibt hingegen 6O ans eben dersclc
bcn Seite von lVll>l auf welcher H8 liegt , so
hat 8 6 eigentlich den Halbkreis 8 6 ' durchlaufen ,
und alsdann ist « ^ 28 , wogegen 6 ^ 0 . Man
sieht hieraus , wie diese Werche zusammen hängen ,
nemlich : wenn 8 und 6 Winkel sind , so ist :

Lio -^ 8 6 8in ( ĵ 8 — ( ot -f- 2 8 ) )
8io ( « -f- o )

8ia 8 6O " — 86 ' O " — 8ia ( 48 - ( 28 4 . l§ ) )
^ 8 io ( o 4 /3 )

Sind aber von beiden 8 und 6 , der eine ( 8)
ein Winkel , der andre ( 6 ) eine Ecke , so ist

für den Winkel :
8ia -48 6 ^ : 8io (^ 8 — ( « -f- 2 8 ) )

für die Ecke :
8ia 8 6 O — 8ia ( /j ü — ( « -j- o ) )

in beiden Fällen — 8lll « >
oder umgekehrt :

für die Ecke :
Lio ü 6 — — 8ill 8 — ( ok 4 0 ) )

— Lia «
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für den Winkel :

8io L L ' O ' — - Lin ( 4 k — ( 2 N jZ ) )

^ Lin /3 .

Hieraus ist cs nun auch klar , daß die Polygo -

nalwinkel 7s

für jede Ecke — — «

für jeden Winkel — -s kl — ( 2 k - s- « )

und die Summe der Abweichungen ( « /3 )

für die Ecken — ( « -s- c») — sj 3 -f - a )

für die Winkel ( cp - s- 2kl ) — ( 2li -s - A )
werden müßen .

Es bleibt demnach auch hier für die Summen
der Abweichungen bei dem , in h . : i für alle Fälle

gesagte » , wo die Granzcn der Polvgone oder Win¬

kelreihen auf einer Seite der Normallinie fallen ,

daß denselben bei Polygonal - Winkeln 2K zuge¬

legt , bei Ecken abgezogen werden , um den all¬

gemeinen Ausdruck gültig zu brauchen .

h .

Wenn in einem Polygon zwei Ecken , deren

Schenkel auf einer Seite der Normaklinic liegen ,

ans einander folgen , so muß die Summe der nega¬

tiven Abweichungen ( § . - i ) kleiner als - rechte
Winkel seyn .

In der ssiß . 19 leien L und c zwei auf einan¬
der folgende Polygonalcekcn und die Normaklinic

^ Op , so ist klar , daß Ubc und clc ?
als negativ erscheinen müsse » , wenn skl >l und be ?

positiv genommen worden . Wofern nun die Summe

dicker negativen Abweichungen so groß wäre als zwei

rechte Winkel oder e! c ? — » li , und da¬

bei ohne Zweifel Ukc -s - be ? — ski ( weil Miss

O ? ) so würde äe ? — bc ? seyn müssen .



In diesem Falle würde also 6 c auf bc fallen , faß¬
lich die Ecke bc6 — o oder auch — sevu , und

cs kdnnte sich bei c weder Winkel noch Ecke finden .

Wäre hingegen ^ kbc -? 6c ? größer als zwei rechte

Winkel , also c - s- 6 c ? > - 2lss und lVIbcck '

t > c ? 2K , folglich 6c ? > . lic ? ; io würde

6 c auf die andre Seile von bc fallen , und man

fände bei c keine Ecke , sondern einen Winkel .

Dieser Fall gehört aber nicht mehr zur Frage , indem
vorauSgesebt isi , daß b und c Ecken seyn sollen ;

daher cs nothwendig folgt , das ; die Summe der ne¬

gativen Abweichungen an zwei auf einander folgenden

Polygonalecken kleiner als 2 ? scvn müsse .

Wofern auf c noch eine dritte Polvgonalecke 6

folgte , so würde für die Abweichungen an c und 6

eben das gelten müssen , was so eben für t) und 0

als gültig erwiesen worden , das ; uemlich :

O 06 - j- c6 < ( r li
und da Oc 6 2 — 6c ?

so ist « 6 () -< 6c ? .

Nun ist aber schon nach dem vorstehenden

6c ? - ? Nbc -< 2Ü , und um so viel

mehr muß e6 ( ) - ? lVls ) c < 2li si>„ „ .
An diesen drei auf einander folgenden Ecken ist

daher die Summe der ersten und lehren Abweichung

kleiner als zwei rechte Winkel , und da dieses auch

für mehrere solcher Ecken auf die gleiche Weise zu

beweisen ist , so ist auch für jede Reihe auf einan¬

der folgender Polygonalecken , die Summe der ersten

und lebten negativen Abweichung ( positiv genommen )

kleiner als zwei rechte Winkel ,

Die Frage : ob die Zahl der auf einander fol¬

genden Ecken von der angegebenen Art in einem Po¬

lygonal - oder einer Winkelrcihe eine Gränzc habe ?

rmd welche die Gränzc sei ? gehört zu den unbestimm¬
ten Aufgaben . Die Summe der negativen Abwei¬

chungen an je zwei , auf einander folgenden Ecken



nähert sich Mir immer mehr dem Welche von 2 k ,
je größer die Zahl solcher Ecken wird ; allein dieser

lehre Werth ist als eine Asumtote anzusehen , die nie

erreicht wird - Es giebt sogar einen einzelnen Fall ,

in welchem gar keine Annäherung mehr statt findet ,

sondern die Differcntialien der Summen Null werden .

Dies geschieht , wenn jeder zweite negative Winkel

Null ist , oder jede zweite Polvgonalseite mit der

Normale parallel läuft . In einem solchen Falle würde

dieser Thcil des Perimeters aus einer unbestiinmten

R ihe i » einander liegender Vierecke , oder wenn ich

so reden darf , aus einer viereckige » Spirale bestehen ,
der aber eine andre , gleichartige , jedoch entgegen ge¬

setzte Spirale folgen muß , wofern die Winkelreihe
eine Figur umfasse » soll .

Die weitere Entwickelung hierher gehöriger Un¬

tersuchungen liegt außer den Gränzcn meines gegen¬

wärtigen Zwecks , für welchen kein großer Nutzen da¬

von zu erwarten ist , weil dergleichen Fälle in der

Wirklichkeit nicht leicht Vorkommen .

§ . - 6 .

Für jede Reihe oder Anzahl von Polygonal -
Eckcn , deren Schenkel auf einer Seite der Nor -

inallinic liegen , muß sich in einem geschlossenen Poly¬

gon eine gleiche Anzahl von Winkeln ähnlicher

Lage gegen die Normale finden . Denn die allgemeine

Richtung des Perimeters , um eine Figur ganz zu

schließen , wird durch jede Ecke , sie sei übrigens

welche sie wolle , um 2 U aus dieser Richtung ver¬

schoben : sic wird rückgängig ( — 180° ) und muß

daher um eben so viel ergänzt , — vorschrcitend

( ch 180° ) werden . Da nun dieses in einem Poly -

gonalperimcter nicht anders als durch einen Winkel

von gleicher Lage gegen die Normallinic geschehen

kann , so müssen auch nothwendig in jedem geschlosst ':
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nen Polugon für jede Zahl von Ecken , eine gleiche

Zahl von Winkeln auqetroffe >i werden , wodurch dir

Wirkung drr Ecken auf dir goniometrischcn Smnmen

aufgehoben wchd .

Es ist schon vorbin , h , 24 bewiesen , daß in

jedem geschlossenen Polvayn , an denen Perimeter

lauter Winkel ( keine Ecken ) sind , Zwei derselben die

Lage haben müssen , daß ihre Schenkel aus einer

Seite der Normallinic fallen , und es folgt daraus ,

daß in einem Polugon , darin r » Ecken Vorkommen ,

( v -P » ) Winkel senn müssen , deren Schenkel die ge¬

dachte Lage haben . Weil aber übrigens diese 0 Win¬

kel nur die Wirkung jener n Ecken ausbeben , so ijt

das Aggregat derselben in einer geschlossenen Fi¬

gur ohne Einfluß auf die Summe der Abweichungen ,

und eS mögen daher in einem Polngon Ecken seun

oder nicht , so bleibt für die geschlossene Figur

jederzeit p 2^ 2 2 Nur auf die Summe der Abwei¬

chungen an einzelnen Thcilen des Perime¬

ters behalten die o Eeken und Winkel ihren Einfluß ,

und ihre Zahl muß für diese Falle mit i » p enthal¬
ten seyli . Aus diesem Grunde nur , und um die

Richtigkeit der gonionietrischen Größen an einzelnen

Theilen einer Winkelreihe erforschen zu können , müs¬
sen die Ecken und Winkel , welche ganz an einer

Seite der Normallinie liegen , mit ihrem additivnel '

len oder subkraklivon Werth gngcmerkt werden .

h - - 7 .

Jetzt will ich in aller Kürze Zeigen , von welcher

Anwendbarkeit und welchem Nutzen die bisherigen

Satze des gegenwärtigen Abschnitts in der speciellen

Goniometrie sind . Ich nehme zur Erläuterung an ,
daß das folgende ein Theil des bei drr Messung ge¬

führten Manuals sei . Die lnZ . 20 . kann mit dazu
dienen .
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i , Man hat zu einer gewissen Zeit eine Zlnzahl

von Abweichungen an m Polvgonalstatiouen gemessen ,

und will nunmekr wissen , ab die Arbeit richtig lei ,
i » n mit Zuverlässigkeit darauf fortgede » zu könne » .

Hierzu sumuüre man im Manual alle gemessene

Abweichungen , so weit selbige nemlich untersucht wer¬

den sollen , und bediene sich dann der Formel ;

» ^ isp -s- rn — i ) 2 U 7 ^

welche in Zahlen aufgclöset , jener gefundenen Sumnie

des Manuals gleich seyn muss Wofern sich in dielen

beiden Summen ein Unterschied rindet , so ist auch

irgendwo in den Operationen gefehlt . Dieser Fehler ,

sowohl als auch der Beobachtungsort , wo er vorne -
fallen ist , wird aber durch den Gebrauch der For¬

mt !» für die ( r m — i ) ste und die : wtc Abwei¬

chung cr — ( p -j - m — i ) . s k
7" — , — -f- w — l ) . r li -f- « )

entdeckt .

a . Wir wollen dieses jetzt versuchen .

Die Summe aller , im Mannal angeschricbcncn

Abweichungen ist

— loi - o 41 " ' s- igoo 1192 ^ z 5 ^ 41 "

Dielelbe soll gleich seyn
s — ( p -s- ru — i ) . r U Z- « - j - 7"

— ( -f- 6 — r ) . r 9o - f- üiOio ^ i ; " -f , ; o ^ i6 ^ ro "

— ü . lgoO -f- m " 26 '

— 10800 1 ; i° 2Ü " g — 1191° 16 ^ g

Da es jedoch hier erscheint , daß diese Summe
mit der ersten , aus dem Manual gezogenen Summe

der Abweichungen nicht überein stimmt , so must in

den Beobachtungen ein Fedler vorgefallen seyn , welcher

1192° zü ' 41 " — 11910 26 ^ z ^ i " i </ 6 ' ^ be¬
trägt .

Um denselben auSMuitteln , nehmen wir nun

zuerst die Veobachttingen an je zwei Standpunkten
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für sich zusammen , und wiederholen die vorigen Suim
mirnngen mit denselben .

An den beide » Bcobachtunqsorten und ti ist
nach deui Manual die Summe der Abweichungen

— 2710 I g ' z i " -f- igoon 4 ; : ° ijftgl "
UNd L ^ > p -f- m — I ) . r kl - s- « ae

— < i - f- 2 — 11 . ) v -f - 6i° ic >̂ i 8 ^ r b "

— ? So° - f - yi ° i 8 ^ Zl "

— 4 ; i° lg ' Zi "
Hier stimme » nun die Summe » auf beide » Wer

gen mir einander überein , und es entdeckt sich dem -'
nach auch » och kein Feßler . Wir gehe » also weiter ,
und nehme » I ! und 0 auf gleiche Weise vor .

Wir finden an diesen Bcobachtungsortcn die
Summe der Abweichungen nach dem Manual

^ 4 go° 52 ' - 4 "
UNd 5 — ( p -s- ln — >) . 2 V

— ( o -f - 2 — i . rli - f- i ; tzo ; ^ 48 " - j- gz° 8 Ac >"
— igoo - f- : ; oO 2 ' iZ "

— 4go° 2 ' 18 " .
Die beide » hier gefundenen Summen sind aber

um ; c/ 6 " von einander verschieden , und es muß
demnach in den Beobachtungen an den Stationen ü
und 6 ein Versehen vorgefallen scyn .

z . Damit nun der fehlerhafte Winkel entdeckt werde
brauchen wir die Formeln für o- und i ' , d . h . für
die vorletzte und letzte Abweichung .

ES ist nemlich :
— z — ( ( p -f- irr — i ) . rli -s- c« )

4 ; o° 24 " — ( o -f - 2 — i ) . 2K — y ; oz '
t^ 4Zoo : 4V — 27 ; ° 8 " zo "

4 ^
-islZL — <7 — ( p -j- lli - i ) . 2 ?e - » '

— fo -s- r — i ) . 2 . 90 — 1 41 ' ; o "
^ 2 <) °l8 ' io " .



Nun findet man aber im Manual ;
( von u nach — i ; 6° ; ; " 4g "

HZll ( von v » ach 69 ^ zo -> g ' 16 "
und der elftere Werth ift um ; o " 6 " zu klein , der
letztere um eben so viel zu groß . Dieser Unterschied
ift jedoch genau dem Hehler gleich , der vorhin in den
Summe » gefunden wurde , jund es ist daher mit
Recht zu schießen , daß eine dieser beiden Abweichung
gen um so viel fehlerhaft beobachtet , oder notirt sei .
Da nun die Summe der gemessenen Abweichungen
nach dem Manual größer ift , als sie nach der Rech¬
nung seyn sollte , so muß diejenige Abweichung fehler¬
haft seyn , welche größer ist , als die , so eben ge¬
führte Rechnung giebt . Das ift hier 1 L 6 , und
diese muß demnach ein Manual korrigirt werden , wo¬
zu eine eigne Spalte reservier ift .

4 . Der ganze Unterschied der beiden Summen
wurde in Nr . 2 , 2^ : 1° ic/ iü " gefunden , wovon
bis jetzt nur bei der Abweichung l ' UO aus -
gemittelt sind . Es muß daher noch sonst irgendwo
eine Unrichtigkeit von 20 ^ eingeschlichen seyn , zu deren
Auffindung geschritten werden muß , damit die gouio -
metrischen Summen in vollständige ( Übereinstimmung
kommen .

Wenn man die Reihe der beobachteten Abwei¬
chungen des Manuals auf die , so eben augezeigte
Weise durchgeht , so findet man für die Beobach -
tungsortc L und k , die Summe derselben

im Manual ^22: 292 " —
nach der Rechnung : s — ( p -s- m — i ) . 2 K -j-

und hier steckt also der Fehler . Bei welcher Abwei¬
chung derselbe vorgcfallcn sei , ergiebt sich ans dem
vorhin benutzten Wege durch Berechnung der letzten
und vorletzten Abweichungen«



— ? 6 -

Man findet :
stl ) — 7- — 8 — ( ( p -j- nr — , V 2 K -s- es )
— 292° z 2 - — ( ( c» -j- r , , ) . 2 . 90° -j- 16 ^ 20 ")
^ <>201 ^ ^ 0 "

WLjs — ct — ( p m — l ) . 3 N —
— ( o -j- 2 — , ) . 2 , 90 ^ — 4i° : r ^ l2 "
^ 1 ; 8 - > ; / " 48 "

Dafür stcdt im Manual :
l9 O -7- 61° ; ; ' 40 "

V^ ' K — k7 — rZ8 ^ 57 ^ 48 ^
crsterer » m 20 Mm . zu klein , letzterer- um eben ss
viel ZN groß . Da mm der in Nr . 2 gefundene Fehler
der ganzen Summe » och um diese rc> Min . größer
ist , als die , bereits in vor . Nr . ; entdeckte Korrek¬
tion , so must man auch hier diejenige Abweichung
korreairen , welche im Manual größer notirt worden
ist , als die Rechnung giebt . Dies ist ( von L
nach Ist) welche 1Z8O -Z / 48 " hätte gefunden werden
Müssen .

Mit diesen , im vorstehenden ausgcmitteltcn Ver¬
besserungen stimmt nun die Summe der Abweichungen
genau mit der Rechnung überein , und es ist weiter
keine Unrichtigkeit zu fürchten ,

Ich will hierbei jedoch nicht verschweigen , daß
es einen einzelnen Fall giebt , in welchem ein began¬
genes Versehen auf die bisher ( durch Nr . 2 z . 4 ) an¬
gegebene Weise nicht entdeckt wird . Dieser Fall tritt
ein , wenn z . B . der Fehler , welcher in DUO
( von U nach 0 ) begangen ist , in ( von 6
nach k ) wiederholt wird , und man dagegen die fol¬
genden Abweichungen , von 6 nach O , und von O
nach 6 richtig beobachtet . Alsdann würden die , im
Manual notirten Abweichungen so stehen :

von U nach 6 —. zo° 8 ^ 16 "
von 6 nach U — 149° 44 "
ppn O nach 0 — 92° irss - 4 "
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von O » ach 6 — 87° 41 ^ ; 6 "

von I ) nach R — ii8 " 4 ^ 20 ^
u . s. w .

In diesem Kalle wäre dev Kehler örtlich , d . h ,

er hätte blos auf die Lage von 6 , nicht auf die
üb eigen Punkte der Wiukelreihe , noch auch den

Schluß der ganze » Figur , einen Einssufi . Es wäre

so viel als ob der Punkt O nacb n verlegt wäre , ohne

L oder I ) zu afsiciren , wogegen bei den , im Ma »
» ual angezeichnetcn Abiveiclmnaen die ganze Figur ver -

schoben würde . Ein solcher örtlicher Fehler würde

sich nun etwa durch die Anwendung der , im H. 18

vorgetragenen Derichtigungsweise entdecken , wenn nicht

die gegenwärtige Ansicht der Sache , wie ich sogleich

zeigen werde , leichtere Mittel dazu au die Hand gäbe .
Vorgängig bcinerke ich nur noch , daß dergleichen ört -

lichc Fehler auf den gewöhnlichen KorrekcioNSwegeN

goniometrischer Resultate nicht bemerkt werden . Auch

sind sie , wenn nicht gröblich gefehlt wird , von unbe¬

deutenden Einfluß auf die Gestalt einer Winkelreihe
oder eines ganzen PolvgoNs , so wie auck aus das

Areal einer Pareelle . Bei größer » Arbeiten hinacr

gen , z . D . zur 'Anlage von Triananlarnehen sind sic
schon von Belang , und müssen billig ausgesucht wer¬

den . Wie sich dieses am leichtesten bewirken lasse ,
wist ich jetzt suchen kurz anzugebcn .

6 . Von jedem guten Geometer , dem cs um eine

richtige Arbeit Zu thun ist läßt sich erwarten , daß

er sich Nicht dabei beruhigen werde , an jedem Stand¬

orte die nothwcndlgen Äingc zu messen , sondern daß

er auch solche Winkel bestimmen werde die , ohne

grade nothwendig Zum Schlüße einer Arbeit ZU scyn ,

doch sehr nützlich Zu Korrektionen diene » können -

Das Wesen des goniometrischen Verfahrens , welches
gegenwärtig so viele Vorzüge hat , erfordert die Be¬

obachtung aller Winkel , welche auf eine Figur cin -

fließcu , oder in derselben zu bestimmen sind , und



wer dieses vernachlässigt , indem er sich auf das Noth -
dürftige beschränkt , verkennt den Werth der Gonio¬
metrie , und wird auch nur eine nvrhdürftigc Arbeit
liefern .

In der billigen Voraussetzung des Bessern iss
hingegen in dem vorgclcgtcn Auszüge aus einem Ver¬
messungsmanualeeine eigne Spalte mit der Rubrik :
Hülfswinkel , hinzngefngt , und dabei angenommen ,
daß der Geometer auf der Station 4 , außer den
Beobachtungen der Abweichungen von .4. 2 , 4 8 ,
auch nach 6 , so wie in 6 zurück nach 4 gezielt
habe . Diese letztere Abweichungen sind im Manual
als Hülfswinkel angezcichnct .

Ilm nun zu prüfen , wiefern c richtig gelegt sei ,
setze man die Richtigkeit der Lage voraus , so daß
nemlich 18 c — 186 , oder c auf 6 fällt . Als¬
dann iss

186 — N86 -s- NR ?
1481 — 8441
1486 - 846 -1. 86 .4

18 6 — 846 -1- 864 ^. 8 4L !
846 — 4446 - 8441

— 4146 4- 864
864 — 1464 — 1468

186 — 4146 -1- ( 146 4 — 1468 )
sssun iss nach dem Manual

14 64 — ( von 6 nach 4 ) i ; z° 14/ zo "
14 68 — ( von 6 » ach 8 ) 22^ i ; o° 4 i " ; o "

^ 14 6 4 — 1468 ^ 2 ° 4 : ' 40 "
4140 — ( von 4 nach 0 ) ^22: 26 ° zo "

186 — 29O18 - 10 "
Dagegen ist diese Abweichung ein Manual zu

; ,o° 8 " 16 " nokirt , woraus denn erhellet , daß c
falsch gelegt worden . Die Abweichung an c ist ncm -
jich UM zo° 8 ' ib " — 29° 18 ' iä " — ; o ' 6 " zu
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groß geuommcu , welches mit der vorigen Rechnung

in Nr . 2 u . z völlig übergar kommt .

7 . Es braucht jetzt wohl nicht mehr erinnert zu

werden , was gewissermaßen von selbst einleuchtet ,

daß nemlich die , in den vorigen Nr . erzählten Kor -

rektioncn säst auf der Stelle voraenommen werden
können . Ein aufmerksamer Ueberblick des Manuals

kann den Geometer auf jeder zweiten , dritten und

folgenden Station ju Bemerkungen über die Nichtig «

keit seiner Arbeit führen , dadurch er sich spätere , müh «
saniere Korrektionen erspart . Die Summirung der

Abweichungen auf je zwei Stationen , ist schon an

sich selbst eine Korrektion , die so zu sagen im Vor «

bcigchen vorgcnommcn wird , und daher nicht ver «

säumt werden darf .

8 . Ware ein Fehler in der ersten oder letzten Ab «

Weichung « oder 7° der Summe — vorgcfallctt ,

so würde derselbe sich auf dem bisherigen Wege zu
dieser Zeit noch nicht entdecken , weil diese Größen
als bekannt angenommen werde » . Allein der letzte

Winkel bleibt nicht immer , der letzte : war er cS

dieses Mal , so wird er doch später in der Reihe
derer mit Vorkommen , welche geprüft werden können ,

und nur über die erste Abweichung , womit die Ar «

beit angcfangen worden , bleibt die Sache bis zum

gänzlichen Schlüsse der Arbeit unentschieden . Diese

Bemerkung wird aber den Geometer veranlassen kön «

nen , seine Aufmerksamkeit bin Bestimmung dieser er «

sten Abweichungen , oder eigentlich , der Lage der

ganzen Figur gegcn die Normallinic ( Oricn «

nrung ) zu verdoppeln . Da übrigens dieser erste Feh «

ler nur die Lage der Figur , nicht die einzelnen Thcile

derselben afficirt , so wird sich der Fehler auch korri «

giren lassen , oder man wird die Figur um gleich «

sam als um ihren Pol drehen können , ohne die in «

uerir Verhältnisse der Seiten und Winkel zu stören »



Wenn hingegen der Fehler bloß in der erfreu

Äbiveichuug -V X nicht zugleich in der folgenden - ^ li ,
allo nicht in der Lage der Norinallinie begangen nwr -

den , so » nlg er sich beim Schlüge der Figur zeigen ,

da die erste Abweichung ( « ) alsdann als eine vorletzte

( a ) erscheinen muß , und als solche geprüft werden
kann .

Die große Leichtigkeit des im vorstehenden ange -

deutete » Weges zur jedesmaligen partiellen Verbesse¬

rung der goniomckrischcn Operationen , wird derselben

hoffentlich eben so sehr zur Empfehlung diene » , als
die Sache selbst .

§ . 28 .

Wenn die Normallinien bei der Messung einer

Winkelreihe oder eines Polygons zum Grunde gelegt

werden , so ist Nichts natürlicher noch auch beguemer
als dieselbe » , oder eine davon als gegebene Mittags -

linie zur allgemeinen Projektions - ( Abscissen - ) Liuie an¬

zunehmen , um die geometrische Lage der gemessenen

Winkelpunktc zu bestimmen .

Die Seiten des Polygons Und ihre Abweichun¬

gen sind dabei als vorgängig gemessen oder berechnet .
Natürlich voranszusetzen , und alsdann die Orte der

Polygonalpnnkte durch die 8io . Und 6osio . der Ab¬

weichungen als Ordinate » und Abscissen sehr leicht
gefunden .

Die kiZ . 21 . mag eine solche gemessene Winkel -

rcihe , oder auch ein geschlossenes Polygon vorstellen ,
darin die vorzüglichsten Fälle Vorkommen , welche da¬

bei etwa cintreten können . Man nehme nun in der

Figur zu erst das , was über — oder auch , was

unter — der Normallinie ^ 2 liegt , als eine für

sich bestehende Winkelreihc , und V / li für die erste

Normale , « der Abjeiffenliliie an , so ist es klar , daß
1 die
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die einzelnen Winkclpunkte , senkrecht auf die Ab leise
senlinien projicirt , auf derselben derr 6 >r » inu » der
ersten , an denselben Punkten liegende »

! Abweichungen , abjchneiden , wozu die , an eben
^ den Abweichungen liegenden Seite » die
j Halbmesser abgeben . Die Figur macht es sogleich

deutlich , daß a . 6asin /3 die Abscisse des Punkts
kr . 6 <r , in ^ die Abscisse des Punkts z . u . s. w . auf
der , jedem Winkelpunkte zugehörigen Normale , und
demnach auch auf der ersten Normale ^ bestimmen .

>, Indem ich übrigens die Bekanntschaft mit diesem , in
der Polygonomctrie bereits angenommenen Verfahren
voranssche , kann ich mich darauf beschranken , ohne
weitere Erläuterung zu sagen :

z DieAbscisse eines jeden Winkelpunktcs
» ist gleich der Summe der Abscisscn aller
^ vorhergehenden Winkelpunktc vom ersten
i an gerechnet , oder
f — s 6osin j3 -j- kr Oosin -s- n . Oosin ^ -f- .
A Auf gleiche Wcise ist der Perpendikus , oder die
E Ordinate eines jeden Winkclpunkts gleich dem
? Produkte des Sinusder ersten Abweichung
i an demselben Punkte in die daran lieg cm
' de Seite , oder — a . Lin /2 ; kr . Lin u . s. w .

Rechnet man die Ordinaccn von dem Winkclpunkte
der ersten Normale als Anfang der Abscissenlinie an ,

i so sind dieselben für jeden Winkclpunkt gleich der
Summe der Ordinalen der vorhergehend
den Winkel punkte , vom ersten an gerecht
net , oder

- — s . Lin j3 -s- d Lin ^ -j- c . Lin ^ -f- . . . . .
s Hiezu füge ich folgende kurze Bemerkungen :

i . Die vorstehenden Ausdrücke sind in ihrer Entt
stchungsart und Gestalt ganz diejenigen , welche Hr .

tz Däjel bereits früher gegeben , .und nur die gonir »



metrischen Funktionen der einfachen Abweichungen ,
was im Ärmide sehr wenig bedeutet . Hr . Schierek
hat auch in s. Polngonvmetrie eben das gekhan , was
hier steht , und seine redueirre Winkel sind eben
die , hier gebrauchten Abweichungen , von denen sie
nur in der Lage ( und übrigen Behandlungsart ) ver¬
schieden sind . Es kommt hier also eben nicht viel
Neues vor , und ich kann mich desto kürzer fassen .

2 . Man kann sich über diejenigen Abweichungen ,

welche in der Rechnung zu brauchen sind , gar nicht
irren : ihre Lage ist deutlich bezeichnet , und es fin¬
det keine Abänderung darin statt .

Die OoLiii . stumpfer Winkel sind negativ , d . h .
sic fallen in der Richtung nach dem Anfangspunkte
der Abstissen zu , wie bekannt ist .

Bei Ecken , deren Schenkel auf verschiede¬
ne » Seiten der Normale liegen , wie bei wer¬
den die ersten Abweichungen ganz nach der Vorschrift
genommen .

Bei Ecken , deren Schenkel auf einer Seite
der Normale fallen , wie 6 . und n . welche man
etwa Wendepunkte — so wie bei io , welche man
Rückkchrpunkt .— punctum reklexu , — nennen
könnte , wird man sich dessen erinnern , was früher
in § . 20 . 2 i . gesagt worden . Die Abstissen und
Ordinate » , werden alsdann den Komplementen zu

li . proportional . Ncmlich bei dem Wendepunkt 6 .
sind nach § . so . der Wendung wegen 3 fit . hinzu zu
lege » ; demnach ist die Absttsse für den Winkelpuukt
7 " Z . Onsill ( 2 kf /u ) . Esist /U — » li — A ,
folglich jene Abstisse — ß . Oosio ( -j k — A . Eben
so ist auch die Ordinate für diesen Winkelpunkt
8 !a ( es . ki — A ) . Bei dem Polygonal Punkte n .
welcher gleichfalls ein Wendepunkt ist , hak cs eben
dieselbe Dewandniß .
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Anmerkung . Es wird hier MIN zwar , wir cs
scheint , nicht dis erste Abweichung an 7 , welche
77 ist , sondern die zweite gebraucht , und
auch dieser leine andre , A , welche die zweite
an 6 ist , substitnirt . Allein wenn man die Rech /
Uung von 12 . an führt , so ist A allerdings die
erste Abweichung , wodurch die Abscisse für den
Radius ß , bestimmt wird . In diesem Falle
würde das Verfahren von 12 . bis 6 , dem ,
auf der andern Seite , von 1 . bis 6 . völlig
gleich sein , und 6 käme als Wendungspunkt gar
nicht in Betrachtung . Jene Substitution ist
daher nur die Folge der Einführung des Wen¬
depunkts in die Rechnung , und auch nur in so /
fern nöthig . Die Bequemlichkeit , welche mit
der Zählung der Abscisse » und Ordinate » von
einem gemeinschaftlichenAnfangspunkte ( Null »
punkt ) verbunden ist , und die Betrachtung , daß
cs zweckmäßig sei , Fälle wie diese , mit vorzu /
tragen , haben mich bewogen , die Rechnung auf
die angegebne Art zu führen .

Für den Rückkehrpiinkt io . findet noch wie /
der dasselbe Verhältniß Statt . Von 11 . angefangen
ist die erste Abweichung , und wegen der Wen /
düng ist die Abscisse ^ I . Oosio ( 28 . ^- <A . Es
ist aber P an sich negativ und — ( 2K — ^ / ) ;
demnach ist die Abscisse ^ I . 60 , . ^ ( oder wenn
man will , auch I . Oos K. -j - Die Ordinate
ist ebenfalls I . Lio

Demnach hat man , von r . angefangen , die
Abscissen ^ r>. Oos . /3 f- b . Oos ^ -s- 0 Oos . ^

-s- 8 . Oosia U ch- 6 . Oosio ?L ^s-
§ . Oos . ( 4 lst - A ) -s- Ir . Oos . ( ^ k - 77 )

L *
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-s- i . Oo » ( 48 - kr . dos . ( 4 L. - 7")
-f- I . 60s -j- ( rn - x ) . 605 f^ ki - L>)

Die Ordinatcn ^ 8 >n /? -j- b . Lin n Lin ^ -j-
cl . Lin -i -f- s Linx -f- A . Lin ( 4 ^ - A )
-I- k 8 io ( 4 4 ° ' 8 ia ( 4 ^ '
4- le.. Lin ( 4 1^ - 7") 4 - 1- 8 >o
4- ( in — x ) . Lin ( 4 ^ — 00)

4 . Die dosin . der Komplemente zu 4 ^ sind an
sich positiv , daher werden auch alle Abfeissen positiv ,
deren zugehörige ? lbwcichuugen kleiner als ein rechter
Winkel sind . Für größere Abweichungen werden die
dosio . , folglich auch die Abfeissen negativ .

Die Linus der Winkel wie ( 4 ^ — hingegen
sind negativ , wenn man daher die Ordiuaten einer
Winkclreihe vom Anfänge bis zum Durchfchnittspunkte
einer Polygonalseitc mit der Abseissenlinie zusammen
nimmt , so müssen die positiven und negativen Ordi -
natcn einander gleich , oder die ganze Summe aller
Ordinate » muß Null sehn . Das jsi :
L . 8 in /3 -f- t>. Lin ^ -f- c Lin ^ -s- 6 . Lin »/ -^ « - 8 inx

— ^ Z 8in ( 4tt - A ) - f- tr 8in ( 4 ! i - ^ r ) 4 - i . 8in ( 4k - <r )
-f- k .8in ( 4li - n-) -f- I 8 in -̂ 4- ( m - x ) .8 in ( 4 K - w ) ^

» der o — L . LinA 4- b . Lin ^ 4 - c . Lin ^ 4- 6 . Lin q
-j- e 8inx -f- Z 8in ( 4k - A ) 4 - k 810 ( 4 ^ - 77 )
-j- i 8 in ( 4 li - o' ) -4- ^ 8in ( 4 ^ - 7-) 4- 1. Lin
4- ( m — x ) . 8 in ( 4 ^ ^ <«>)

Wenn man eben diese Rechnung zur Bestim¬
mung der Koordinaten für die andre , unter der
Abscissenlinic ^ liegende Winkclreihe , oder den
andern Thcil des Vielecks in fortlaufender Reihe für
: z . 14 . u . f. w . fortfebt , so bleibt cs völlig bei der
bisherigen Dezcichnungsart . Für i ; . har man die
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Abscissc — r , Oos ( 48 — w ) für 14 . die : 0 . Oo , ^
( 48 — a ) u . s. w . Für 17 . ist die Abweichung
( nemlich die zweite an r6 .) — 0 , oder — 28 ;
daher die Abscissc — — <7 Für 18 . müssen we¬
gen der Wendung , welche der in 6 . der Richtung
nach entgegen gesetzt ist , 28 . abgezogen werden ,
daher bleiben nur 28 , — g , oder was dem gleich ist :
k . Die Abscissc für rg . ist daher — r Oos k , und
man sicht schon , daß man jetzt , nach dem Umgänge
durch die Wendungen des Perimeters , wieder in die
erste Ordnung ( zu Anfang dieses § . und in Nr : : )
komme . Für den Winkelpunkt : o . ist die erste Ab¬
weichung — n ; für : i . sind wegen der Wendung
2 8 hinznzulcgcn , also ist die Abscissc — u Oosir ,
( 2 8 -f- q ) und weil q — ( 2 8 — 0) so wird diese
Abscissc — u . 60 , in ( 48 — 0 ) .

Für die Ordinalen werden eben dieselben gonio -
mctrischcn Ausdrücke gebraucht , und , sie werden , nach¬
dem Wcrlhc derselben , bald positiv , bald negativ .

Alle Abscissen werden hier negativ ( den beson¬
der » Fall ansgenoznmen , da eine der gebrauchten
Abweichungen kleiner als 90° wird , wie z . D . bei 4 ,
welcher Fall in der untern Hälfte der Figur grade
nicht vorkommt ) und die Summe aller negativen Ab -
scisscn muß der Summe aller positiven Abscissen ,
welche für den oben , Thcil des Vielecks gefunden
worden , gleich scyn . Man kann daher auch die ge¬
stammte Summe aller Abscissen gleich Null sehen oder :
o — Oos . /3 4' Oos . -st- . 8 Oos . ( 4 8 - A )

-j- Ii . Oos . ( 48 - /2 ) . . . . -j- ( rn - x Oos . ( 48 - cv)
4- x . Oos . ( 48 - 00) 4- 0 . Oos . ( 4 8 - a )
. . . 4 - - 4 - r . Oos . k. . . . 4-- U . OOS . ( 48 - 0 )
4- v . Oos . «

welches zur Prüfung der Abscisscnlinie dient .



Die Ordinaten werde » bis zum Wendnngspunkte 16 .

negativ , für 17 und für dir folgende » Wiiu

kelpunkte pofitio , ausgenommen für 21 , wegen der

Rückkehr in 20 ,

Ich habe diese Rechnung rund um den Perimc -
tcr in unveränderter Richtung forkgeführt , um dabei

zn zeigen , wie die goniometrifchen Funktionen sich

dem , früher in den H. h . 20 . 21 . bemerkten gemäß ,

ihrer Natur nach ändern , und nach vollendetem Cyk -

lus » ' jeder auf ihre ersten Wcrkhe zurück kommen .

Allein cs ist keineswegcs nothwendig , die Rechnung

grade so diirchznführen , man kan » , wenn man cs

leichter findet , von 1 . bis 12 . über 2 . z . u . f. w .
und wieder von 1 . bis 12 . auf dem andern Wege

über 21 . äs . u . s, w . rechnen . Man braucht dabei

nur die Figur nnizukehren . Fände man cs bequemer ,
nur von i . bis 6 . und dann wieder von 12 . bis , 6 . so

wie von 1 . bis 17 . und dann von 12 . bis -aü . zu

rechnen , so hätte auch dieses kein Bedenken . Nach

dem oben gesagten 'wird man über die Wahl dev zu

brauchenden Abweichungen und ihre Werthc nicht in
Zweifel sei » können ,

H. 2 ? .

Das Verfahren des Hrn . Däjel , eine Abstis -

senlinie ungefähr mitten durch das Vieleck zu nehmen ,

verdient ohne Zweifel alle Empfehlung , sowohl in

Rücksicht auf die Verbesserung der Fehler , als auch
wegen der , dadurch möglich gemachten Absätze in den

Berechnungen , welche allerdings ermüdend werden

können , wenn dieselben schlechterdings aus einem

Anfangspunkte geführt werden sollen .
Wenn man nun mit Beibehaltung dieses Verfah¬

rens eine mittlere Normallinic zur Abscisscn -

linie nimmt , so ist die Lage derselben schon gegeben .
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und es bedarf der Rechnung nicht , um die Winkel
2 . I . IT — A ; II . 12 . I — L > zu finden .

Die Lange der Abstissenlinie ist gleich der Snm -
me der Abstichen für die einzelnen Winkclpunkte , und
daher eben fo zu finden , wie im vorigen h . Nr . ; .
gezeigt worden . Um aber den Ort zu finden , wo
die angenommene Abstichenlienic eine gegenüber ste -
hendc Seite des Vielecks , oder überhaupt , einer
Winkclreihe schneidet , wird man erwägen , daß das
ganze Vieleck bekannt , folglich auch die Lage eines
Winkelpunkts , wie etwa n . auf irgend einem Wege
gegeben sei . Demnach ist die Ordinate für n . be¬
kannt , wie sie denn auch allemal ans der Gleichung
in § . - 8 . Nr . 4 : o — s . 8iu /Z -j- b . 8io . . . .
. . -s- ( m — x ) 8insssU — w ) gefunden werden kann ,
weil darin nichts anders als x unbekannt ist , und
man erhält das , von der Abstissenlinie abgeschnittne
Stück der Seite rn , oder :

s . 8iv /? -s- b . 8iri ^ -j- . -j- I8ia ^/
x — - — -- f- M

8ia U — w )
» . 8io -s- 8 . 8io . -f- 1. 8in ^— - -s- m

Es scheint nun zwar kein Grund vorhanden sein
z » können , weshalb von der , bei weitem leichtern
und adäquaten : Annahme der Normale als Abstichen -
linic abgewichen werden sollte ; indessen läßt sich doch
auch nicht erweisen , daß keine Verbindung von Um¬
ständen zur Wahl einer andern Abstissenlinie , als
grade der Normale , bestimme » konnte , und cs wird
daher angemessen sein : , wenigstens das Nöthigstc über
einen solchen Fall hinzuzufügen .

Hätte nun etwa die Linie i . ig . aus überwiegen¬
den Gründen zur Abstissenlinie gewählt werden müssen ,
so kann man dabei doch ohne Zweifel erwarten , daß

8io ^
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man diese Wahl auf eine bestimmte Weise werde bc -

zeichnen können , oder daß sic mit karakteristiscbcn

Kennzeichen vorgeschrieben werde . Dieses heißt min
doch wohl so viel , daß die Richtung der neuen Ab -

scilsenlinie , oder ihre Laae gegen bekannte Punkte des

Vielecks gegeben sei Und damit dies geschehe , muß
entweder die Abweichung der Abscissenlinie von der

Normale , folglich der Winkel 11 . i . iz . oder der

Endpunkt i z . in seiner Lage gegen die übrigen Punkte

des Vielecks , folglich die Ordinate desselben , gege¬
ben siin .

i . Wofern nun erstlich die Abweichung der neuen

Abscissenlinie von der Normale gegeben ist , so kann
die Projektion der Winkelpnnkte auf die Abscissenlinie

alsbald geschehen , wenn man die ganze Figur um

irgend einen Punkt , z . B . um i . oder 6 . so viel

gedrehct denkt , als die Abweichung der Abscissenlinie

von der Normale betragt , oder mit andern Worten ,

wenn man alle Normalen so viel drehet , als die ge¬

dachte Abweichung der Abscissenlinie von der ersten

Normale aus macht . Hätte man Min schon zu An¬

fang der Messung gewußt , , wie die Abscissenlinie lie¬

gen solle , so würde man dieselbe begreiflich sogleich

als Normale gebraucht , alle andre Normale an den

Winkelpunkten damit parallel gillegt , und daun ohne

weitere Abänderung eben das Verfahren befolgt haben ,
welches der vorige § . : 8 . angicbt , so wie man denn

auch eben dieselben Ausdrücke erhalten würde . Wird
hingegen die Abscissenlinie nach Beendigung der Mes¬

sung gegeben oder gewählt , so bringt man diese Mes¬

sung auch leicht auf die neue Abscissenlinie , indem

man die Beobachtungen der Abweichungen ( ü . i . die

Winkel A , <̂ , u . s. w . ) um so viel abändert ,

als die Abscissenlinie von der Normale abweicht . Ist
z . B . dieser lehre Abwcichungswinkel — »j , so wer -



den die Abweichungen an den Winkclpunktcn - - -

( F - s - n ) . ; — i ) ; ( / ^ — r?) . ;

( x — r , ) ; ( 8 — „ ) ; ( k -^ - ri ) ; II . s . w . und man
erkennt leicht , wie sich die , im Manual verzeichne -

tcn Abweichungen ändern . Mit diesen veränderten ,

und aus die Abscissenlinie bezogenen Abweichungen

wird nun übrigens ganz nach dem vor . § . - 8 . ver¬

fahren .

2 . Waren aber zweitens , nicht die Abweichung der

Abscissenlinie von der ersten Normale , sondern die

Lage ihres Endepunkts i z . gegeben , so erkennt man
leicht , daß die Abweichung der Abscissenlinie von dev

Normale , oder der Winkel ra . i . ig . auch in die¬

sem Falle gefunden werden könne . Wofern die Lage

des Endpunkts i z . nicht anders als durch die Pro - ,

jektion der Polygonal - Winkelpnnkte auf die Normale

V X gegeben ist , so hat man doch
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Um Liesen Ausdruck , aufzulöscn , muß man zuvor

x , oder Las von der Normale abgeschnittenc Stück

der Seite n . iz . ausgcmittclt haben : wozu im An¬

fänge dieses h . Veranlassung gegeben ist .

Die Tangente wird nicht negativ ( wenigstens

nicht anders , als dieses durch den eignen Werth der

Summen der Ordinären und Abstichen etwa geschehen

könnte ) sondern der Nenner des obigen Ausdrucks ist

an sich verneint , weil alle Abstichen verneint sind , und

das vorgestbtc negative Zeichen dient nur zur Auflö¬

sung dieser Negationen . Ncmlich , ich habe die Ab¬

stichen und Ordinalen hier so beibehaltcn , wie sie im

vor . § . - 8 - ausgestellt sind , als wären sie alle ans

einem Punkte gezählt . Dieses ist aber nur gesche¬

hen , um in einer konsequenten Schlusifolgc zur Er¬

leichterung der Ucbcrsichtlichkeit zu bleiben , und den

Zusammenhang der goniometrischcn Funktionen durch

keine neu cingcführtc Supposition zu stören . Bei jener

Zählungsweisc wurde nun die Richtung der Abstiche 2 ) 5

negativ , wenn die andre , V2 positiv genommen war .

Allein dieses ist eine relative Vorstellung , welche sich blos

ans den Anfangspunkt der Abstichen bezieht , und kann

auf Len Werth der Tangente einer neuen , davon unab¬

hängigen Abweichung keinen Einfluß haben . Wollte man

jedoch bei derselben Relation stehen bleiben , so würde

die Abstissenlinie 1 . 1 z . sich von V 2 an um den Anfangs¬
punkt der Abstichen i . rückwärts durch n _ io . . . .
6 . . . . i . : i — u . s. w . gedrehet haben , und als¬

dann auch die Tangente des Winkels allerdings ver¬

neint sein , weil die Winkel — ( -sK — >?) sein wür¬

de . — Wer aber wirklich in die Lage käme , eine

solche Rechnung zu führen , würde die Abstichen doch

wohl nicht von dem entferntesten Punkte aus zählen ,

und rund um die Figur herum gehen , sondern damit

da anfangen , wo die nöthigc Rechnung anfängt , in

welchem Falle die Abstichen positiv werden .



Uebriqens muß ich noch zum Beschluß bemerken ,

daß die Voraussetzung , worauf die Rechnung hier ge¬

gründet ist , daß ncmlich nichts als die Lage des End¬

punkts iz . in Bezug auf die Normale gegeben

sei , nicht füglich statuirt werden darf . Man sieht ,

daß unter solchen Umständen das ganze Vieleck zuerst

auf die Normale bezogen , und gänzlich berech¬
net werden müsse , bloß um den Winkel der Abwei¬

chung einer neuen Abscissenlinic zu finden , da dann

die Nechnnng in Bezug auf diese letzte Linie noch

einmal zu führen wäre . Das hieße etwa so viel :
man habe sich nach der Hand anders besonnen —

was aber nicht zulässig ist ; und sich auch bei einer ,

gehörig angelegten Messung nicht annchmen läßt . Es
ist billig , vorauszusetze » , daß alle Umstande vorher
erwogen worden , und in diesem Falle wird der Geo¬

meter die doppelte Rechnung , welche bei größcrn

Arbeiten viel Zeit raubt , und durch die Einförmig¬

keit sehr ermüdet , ohne Zweifel ersparen .

Vierter Abschnitt .

h . Zv .

Der Gegenstand , welcher in den § . § . io — ir .-

des otcn Abschnitts kurz berührt wurde , ist dort ab¬

gebrochen , um den Nutzen der Methode der Nor¬
malen auch bei andern trigonometrischen Fragen zu

zeigen , welche in der praktischen Aistßkunst häufig
aufgelösct werden müssen .

Jetzt wird cs aber doch nützlich feyn , die dort
abgebrochenen Betrachtungen noch etwas weiter fort -

zusetzcn .
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Im § . ii . wurde gezeigt , daß die Beobachtung
der Abweichungen , 0 0 6 , 0 06 , Li ^ . ^s . hur-
reiche , die Winkel des Dreiecks LID zu finden ,
und daher nur noch ein Maassiab nöthig sei , um
auch die Seite 146 ( oder LI ) , 60 ) zu bestimmen .
Eben dasselbe muß auch für die andre Seite AZ
gelten , wenn die Winkel des Dreiecks * izi) x>m>ch
die Beobachtung der Abweichungen OOL , OOA ,
gefunden sind . Wenn daher auch die Entfernungen
AL , 6 6 unbekannt oder nicht meßbar sind , so las¬
sen sic sich doch auf dem eben angedcureten Wege
finden , sofern nur der zugehörige Maassiab ausgc -
mittclk iss .

Gesetzt , man hatte , wie in H. n . noch einen
zweiten Punkt L , daran die Normale gezogen , und
die Abweichungen kLA , 6L6 beobachtet wären,
so würde die Linie LO den verlangten Maassiab ab¬
geben , wenn sic gemessen , und ihre Abweichung
LOL oder OOL beobachtet werden kann . I » die¬
sem Falle sind in dem Dreieck LOL bekannt .

Die Seite OL
der Winkel LOL — sL — ( 0 0 6 -j- LOL )
— — OLL — 2 N — ( l> L6 — LOL )

und man hat daher
LO — LO .

LL — LO .

Lin O88
Sin LUD
Lin LDL
Lin LVQ

In dem Dreieck 660 sind , ausser der Seite
60 auch noch die Winkel 606 — OOL — 006

660 — LIL6 — OOL
bekannt , und daher
> i« Seite 66 — 60 .

Lill <ül ) L
Sin 8 00

s - LO . Lill 8 8O . Lin OOL

Sm LLO . Sill LOO
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Auf gleiche Weisc sind in dem Dreieck PÜL ,
ausser der Seite LL auch neck

der Winkel / iLK — ? LK -
— — — Llü / e 4-

bekannt , und man erhält
Ria

die Seite — LL .
R̂i » LXL
Lin k » L . S „ , äLL— p- p> -— Sin kiti l ) . Sin Ija. L

Dies heißt nun überhaupt so viel : von el /
ner gegebnen oder gemessenen Scandlinie ( LO ) an
welcher die Abweichungen nach je zwei entfernte »
Orten ( wenn auch der dritte Orit von einem Stand .'
pnnkre nickt gesehen werden kann , z . D . 4 in O ,
und 6 in L nicht sichtbar ist ) beobachtet sind , köm
neu die Entfernungen der Orte , l4 , L , unter
einander bestiinmt werden . Der Weg dazu ist äußerst
einfach , und die Ausdrucke für die gesuchten Seiten
sind es nicht minder . Die Sache aber ist nützlich ,
und wird durch die Leichtigkeit des Weges um so viel
brauchbarer .

Wenn aber der Punkt L von I) nicht gesehen,
folglich die Abweichung K O L nicht beobachtet wer .'
den kann , so wird die Sache schon weit schwieriger .
Den Abwcichnngswinkel KOL direkt zu finden , sefic
ich noch kein Mittel , wenn keine Linie von bckann .'
ter Abweichung gegeben ist . Alle Winkel an den
fünf Punkten X , Ü , O , O , L , können unverändert
bleiben , und dennoch blclbt die Lage von O oder L
veränderlich , wofern nicht auch der Winkel KOL —
oder ein andrer , der die Lage von OL bestimmt —
gegeben ist . Nur in dem einzigen Falle , wo die
Punkte K , (ü , indem sie verrückt werden , doch
m derselben Normale bleiben , behalten auch O und
L ihre unveränderte Lage gegen einander . Dies ist
aber ein ganz einzelner Fall unter allen übrigen mög -'
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ltcheu , wovon die Entwickelung eben deshalb rmnütz
ist . Beiläufig zeigt aber dicsc Bemerkung , von web'
chee wesentlichen Erleichterung der Gebrauch der Nor -
malen auch hier ist . Denn ohne diese letzter » würde
die vorstehendcAufgabe , welche sich so leicht aufiösct ,
schwer zu lösen sein .

Es kann aber gleich wohl der Fall sein , daß
man LI ) zur Standlinie zu wählen gute Gründe
harte , ungeachtet diese Linie nicht übersehen und nicht
gemessen werde » könnte . Man kommt alsdann » och
am kürzesten zum Ziel , wenn sich irgendwo zwei
Punkte wie L , 6 , ausserhalb der Linie LO finden
lassen , deren Entfernung von einander man messen,
und von wo ans man die Punkte O und L sehen ,
folglich die Abweichungen beobachten kann . Man hat
dann die Bedingungen eines bekannten trigonometri¬
schen Problems , in welchem aus der Seite LO und
den beobachteten Winkeln LLO , 8 LL u . s. w . die
Seite LI ) und der Winkel LLO gefunden werden .
Alsdann ist , wegen der Parallelität der Normalen

LLL — 2K — LLV
LLV — LLO Z- VLO
VLO — KOL

LLL — 2k — ( LLO -i- KOL )
daher KOL — 2K — ( LLL -f- LLO )
welches die gesuchte Abweichung ist , mit deren Hülfe
das obige Problem gclöset wird .

h . a ; .
Wenn die vorstehende Betrachtung keinen andern

Zweck hätte , als für ein Problem , welches sich ohne
Hülfe der Normalen schwer , oder gar nicht lösen
laßt , eine leichte Solution vorzutragen , so möchte
sic an sich noch immer ihren Werth haben , allein sie
würde nicht hierher gehören , und ich hätte derselben
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auch diesen Platz nicht cingeräumt . Es scheint mir

jedoch , daß das goniomemsche Verfahren in der
Maaßc vorzüglicher wird , als cs die unmittelbare

Messung der Linie » mehr und mehr vermeidet . Bei

diesen Messungen werden stets Fehler begangen , und

sie rauben eine - sehr ansehnliche Zeit , welche zuweilen
auf Kosten der Genauigkeit erspart wird . Dazu müs¬

sen diese Messungen im Felde geschehen wahrend

einer Zeit , in welcher die goniometrischen Operationen

grade am besten vorzunehmcn stnd , wogegen die Be¬

rechnung der Linien zu den Hausarbeiten gehört ,
die aus bequeme Muße recht wohl warten , und man

zu jeder Tages - und Jahreszeit vornehmen kann .
Die berechneten Linien aus genau gemessenen Winkeln

werden auch weit weniger Fehler enthalten , als die

unmittelbar gemessenen , und die Genauigkeit der Ar¬

beit gewinnt in eben dem Verhältnis ; als man den

Messungen die Rechnung substituircn kann .

Die Goniometrie erhält ihre wahre und vorzüg¬

lichste Bedeutung durch die Anwendung der Rechnung

statt der Messung ; denn durch die Beobachtung der
'Abweichungen der Linien und Punkte von einander

bringt sie zur Kenntniß der inncrn Verhältnisse die¬

ser Linien unter sich , und es kommt dann nur noch

auf die Erfindung eines Maaßstabes an , um eine

ganze Figur aufzulösen .

Dieses sind die Gründe welche mich bewogen

haben , hier etwas über den Weg zu sagen , auf

welchem sich ein solcher Maaßstab finden ließe , und

aus welchem die Seiten einer Winkelreihc oder eines

Polygons bequem berechnet werden könnten . Die

Grundidee ist auch hier nicht neu , sondern bei Trian¬

gulär - Operationen langst angewandt , und cs kommt

nur darauf an , ob die Anwendung so zweckmäßig

und bequem sei , als sich für die Fälle der speciellcn

Geodäsie wünschen läßt . Meine Gedanken darüber
will
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will ich hier in möglichster Kürze Zur Prüfung , Dc -

urtheilung und Verbesserung vorrragen . und dazu

habe ich das Problem des vor . § . gebraucht . —

Es sei nunmehr ö , <ü , . . . . . O . . . Issg . 22 .
ein Theil einer Winkelreihe oder des Perimeters eines

Vielecks , daran die Abweichungen von einer gegebnen

oder angenommenen Normallinie beobachtet worden .

Von den Seiten tVfj , LO , u . s. w . sind aber

keine gemessen , sondern dieselben sollen berechnet
werden .

Man nehme die Punkte V , W , ausserhalb oder

innerhalb der Winkelreihe so vortheilhaft als möglich ,

d . h . so , daß die möglich größte Anzahl von Win .'
kelpunkcen aus beiden Standorten V und W frei

übersehen werden könne . Auch ist es vorthellhaft ,

darauf Rücksicht zu nehmen , daß die Linie VW so

lang genommen werde als die Umstande gestatten ,

und daß sie mir der Hauvtrichumg der Winkelreihe
_ O einiaermaaßcn parallel laufe . Man

erhalt hierdurch die Vortheilc bequemer , und gleiche

förmig va >inender Winkel , wodurch die Fehler per '

mieden .-.-erden , welche mit sehr spitzen oder stumpfen

Winreln verbunden sind .

Pu Lage und Lange der Standlinie VW sei
nun übrigens unmittelbar gemessen , oder durch eine

vorgangige Operation und Rechnung bestimmt worden ,

so kann diese Lmie hier m jeder Rücksicht als bekannt

angenommen werden , und macht demnach eine solche
Gen . dlinie ans , von welcher alle ebenen der Winkel .'

reihe oder des Polygons , so weit dieselben von V
W aus sichtbar sind , berechnet werden könne » .

In dem Standorte V beobachte man nun die

Abweichungen ? Vbb , k> VI , Iss VW ,

und in dem Standorte w , die Abweichungen si) w Hs ,

W l , (^ Wstl . VVW ; so dar man in den

Dreiecken VK . W , VtW , VHW . V2W ,
7
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die Seite VW , nebst den Winkeln XV W , XWV ;
IVW , IWV ; HVW , ttWV ; . /^ VW ,
^ WV ; woraus sich die Linien XW , IW , IIW
. . . . u . s. w . und die andern -ücV , UV , 6 V . . . .
u . s. w . sehr leicht entwickeln lassen .

Uni den Zweck der Rechnung zu erreichen , nein -
lich um die Seiten ^ U , U ( I , 6V _ IX _ zu
bestimmen , ist es übriaens keinesweges » öthig , alle
Seiten ^ V . W ; UV , UW ; . X V , ' X W ;
. . . . zu kennen ; sondern man übersieht hier schon ,
daß cs schon hinreiche , wenn man nur die Halste
dieser Seiten berechnet , wobei man noch den Vor - ^
theil hat , die bequemsten der Lage nach wählen zu '
können . In der Xig 22 . nehme man z . B . die
Seiten -VV , UV , . . . . XV , und dann OW , NW
_ bis XW , so finden sich in jedem Dreieck wie
^ UV , U6V , . . . . n . s w . und IXW , IIIW . . .
n . s. w . eine Seite und alle drei Winkel bekannt , um
die Seite ^ U , U6 — IX . . . zu finden . Die Zahl
der nüthigen Berechnungen wird sich aber noch weiter
dcprimiren lassen , wie ich bald anfnhren werde .

§ . Z - .

Ich will die Abweichungswinkel der Polygonal -
Seiten nach der Reihe s , b , e , . sic, und die
Abweichungen der Gesichtolinicn in V nach L . (I
. . . u . s. w . « , j3 , -/ . . . . A , /ec . - . in W , aber
a . b , c, . . . . h , k, und endlich die Abweichung der
Standlinie VW — w nennen , so daßXVH —
kVU — /Z ; XV6 — u . s. w . PW /^ — n ;
? WU — b ; DW6 — c ; . 1WO — h ;
1WI — i ; 'I ' WX — k.

Man hat alsdann zur Berechnung der Seiten
^ V , UV , LV . . . . u » d XW , IW , ÜW . . . u . s. w .
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in den Dreiecken äVW , » VW , 6 VW .
ovw . kl VW , folgende bekannte Stücke .

1 . Die bekannte Seite
VW — kV

2 . Die Winkel
wv /l — p Vk^ 4 k>vw — « so
W vo — ? VL 4 ? VW — ? -s- so
WVkl — ? V » 4 t ' VW — ^ so

z . Die Winkel
VW /X — 2kl — ( ^ WW4 ? VW ' — 2 1l - ( a 4 - so)
VW kl — 2kl - ( IW » 4P VW ) — 2 kl - ( b - I- -o )
VW (k — 2 kl - ^ 1 WO4P V W ) — 2kl - ( c -f- so )

4 . Die Winkel
V -VW — 2 kl, — ( WV ^c 4 VW / c)

— 2 kl, - ( os so) — 2 kl 4 ( a 4 so )
— a - «

VLW — 2 kl - ( WVkl 4- VW » )
— 2 kl, — ( /3 - j- -2 ) — 2 kl 4 ( b 4 " )
— b - /3

VLW — 2 kl - ( W V6 4- VWO )
— 2 kl, — ( ^ - ^- so) — 2 kl 4 ( r 4 so),
— c — V

u . >. >v .
woraus sich denn die Seiten

8in ( a 4- so)
k̂ V — 4 .

» V — 4 .

8in ( a — os )
Lio ( b -s- so)
8ia ( b — /3 )
8ik» ( c 4 so )

7 *

LV — kV Liv ( e — "/ )
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OV — 8io ( d - s- c» )

Lill ( d — <̂ )
x . s. w . ergeben . Auf gleiche Weise erhält man

i . die Winkel

W VK — ? Vlv 4 - ? VW — - j - Ä,

WVI — k ' VI 4 - W —

WVH — ? VH4 - I ' VW — x . - j - «
2 . die Winkel
VWX , — 2li — ( 1V . lv ? VW )

— 2Ü — ( k -f- L>)
VWI — 2li — ( IWt -f- ? VW )

— 2 II — ( j -s- ü))
V WH — r n — ( 1 Wir 4- ? v W )

— i tt — ( h 4 - « )

z . die Winkel
VlvW - i- » k - ( WVX 4- VWK )

— 2II — ( ^t -^- « ) — 2 k -s- ( k 4-
— r — ^

.VIW — r k - ( WVI 4- VWI )
— 2li — « )
— i — A

VIIW — 2 n - ( w VH 4- V WH )
— 2Ü — — 2 K 4 - ( H 4 - Ä>)— h - >-

u . s. >v .
woraus sich die Seiten

Lin k - l - ü , )XW —

IW —

8in ( k -

Lin ( i — A )
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8ia ( h — x )
ii . s. >v . finden lassen .

Man wied nun ans der vorstehenden Auseinan¬
dersetzung sogleich erkennen , wie sich die Werthc der
Winkel jedes mal ergeben , und wie sie durch bloße
Addition und Subtraktion für jeden Polygonal / Win -
punkt — jedoch mit Bezug auf den Standort V.
oder W , gefunden werden .

§ . ZZ .

Nach der Bestimmung dieser Seiten ^ . V , LV ,
6 V . IchW , IW , XW . sind nun in den
Dreiecken ^ IIV , 8 6V , 6OV . Iss IW .
IX . W . alle Winkel und zwei Seiten bekannt ;
man wird also die dritte noch fehlende Seite ^ 6 , 86
. leil , IX . . . welche die Polygonal - Seltenst ,
auf jedem beliebigen Wege finden können . Die Wahr -
nehmung aber , daß auf dem , im vor . H. angezcigten
Wege mehr Stücke gefunden werden , als zur Be .'
stimmnng der Seiten -411 , 116 u . si w . nöthig sind ,
giebt nun hier Veranlassung , die am Schlüsse des
§ . zi . gemachte Bemerkung zu bestätigen . Man über¬
sieht nemlich leicht , daß man nicht alle Seiten wie
^ V , 8V , 6V . XW , IW , HW . be¬
rechnen dürfe , sondern an einer Seite für zwei
aneinander liegende Dreiecke , wie z . B . an
UV für die Drcicke >^ 8V , 86V oder IW für
die Dreiecke IXW , HIW genug habe .

Man findet die Winkel in diesen Dreiecken so ;
-VV8 — WVW — WV6

— ( ar - j- w ) — ( /3 - j- w ) — « —- /3
8V6 — WV8 - WV6

— ( /3 - j - « ) — — v



6VO — XVV6 - XVVO

— üi ) — . F
O VK — XVVs) — XV Vk

— ürl) — ü) ) — - x

VvXk — s - kW — s - «

Vk 6 — k - pVk — k — /3
V6V — e - KV6 - c - v
Vvk — <1 - ? VO — (I — ^

VLK — 2 k - k -kk V6 — 2 k - ( b - v )
VKO — 2k - <l .-kKVK — 2 K — ( <j — k )

lin 8 ferner :
KXVI — 1XVI — l ' XX' k — i - k
IXX - II — DXVkl - 1XVI — h — i
IIXX ' o — 'k XX' o - 1 XX' kl — q - h

XX' k — 1XX ' k — 'k XX' O — f — g

IKXV — 2k - i -kDXVK — 2k — ( i — k)
kirxx ^ — 2 k — k -k ' l ' xvi — 2 k - ( k — 0
0 k ! XV — 2 k — b -k '1 XV kl — 2 k - ( K - h )
k6XX ' — 2k — 5 -k 'kXVO — 2 K — ( I - g )
1 kl XX" — k — V XV kl — k — h

Man hat nunmehr in dem Dreieck ^X kV
-XK : KV — 8 ill -XVK : 8 ir» Vkk

— Sin — /Z ) : Sin ( A

iXö — KV . 8 ill ( « — /Z )
« )

Sill — « )
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» orhin war :

8 V —

daher :

8io ( b d - so )

Lin ( b — j3 )

8ia ( b - s- 8ia ( « — /3 )

8io ( b — / 3 ) 8iir ( a — « ) )

^ 6 — ^ .

Ferner im Dreieck 8t ^ V

L6 : LV — LinLV6 .- 8illVc ! 8

— 8 ia ( /3 — </ ) : 8 irr ( 28 — ( b —

8ia ( /3 —80 — 8V . - - - -
8in ( b —

8io ( b - b -» ) 8i ' ii ( O —8 6 — » - — ,
8iQ ( b — / 3 ) 8ill Cb —

Im Dreieck OOV .
OV : VV — 8 - oOVO : VOO

— 810 ( -/ — : 8io ( c —

Im Dreieck O8V .VL : VV — 8illvVL : 8inVLI )
— 8in " k ) : 8ia C2 8 — ( d — k ) )

8in sc — / )

es war vorhin

8io — <) )

OV —
8ill ( d « )

8lQ ( d — <̂ )

8in ( d d - i» ) 8io

8ill sc —

VL — OV .
8in — e )

8ill ( d — » e )
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8i' a ( d -s- ca ) 8in — x )

8ir > ( d — <̂ ) 8in ( cl -— x )
Von der andern Seiko gcecchnct hat man im

Dreieck I X W
IX : IW — 8ia IWX : 8ioIXW

— 8i' n ( i — k) : 810 ( 1 — k )
8 ici ( i — k)

IX — IW . ^ 7— 7-
8 >n ( i — k)

vorhin war gefunden

8in ( A - ^ - « )IW —

daher

IX — ä .

8ia ( i — / .)

8irr ( X - ^- ü !)
8 - r, ( i — k)

Sinsi — A ) 8in ( i — k)
Im Dreieck HIW

HI : IW — 8 >o Iss WI : 8in IHW
— ,8iv ( h — i) : 8in ( ti — h )

8in ( h — i )» I — IW .
8ir > ( ti — h )

^ 8in ( X - ^- co) 8io ( h — i )
' 8in ( i — ' 8 , u ( ü — h )

Nur um über die' Verbindung der Winkel , deren
Summen oder Differenzen in den Rechnungslaken
Vorkommen , keinen Zweifel zu kaffen , habe ich die
Ausdrücke so weit fortgesetzt . Wenn man sich die
Summen und Differenzen so untereinander schreibt :



/ / - j - « « — /3
a — «

b - ^- w

k — tt — «
x « j3 — "/ l — k

c —

d -^- w F - ' k

tl — k

so kann man unmöglich über die Fortschritte ungewifl
bleiben , worin diese Summen und Unterschiede sür
die Berechnung aller Polygonal .' Seiten zu nehmen
sind . Wenn man sich von den , hierin herrschenden
Gesehen eine deutliche Vorstellung macht , so kann
man die , bei jedem Rechnungsjahr ' zu brauchenden
Wr kel gradezu hinschreibcn , ohne die Operation aus
der Figur erst herzuleiten . Da sich auch die Polngoe
nale Seiten auf verschiedenen Wegen , z . B . UO
durch LV , oder O V , oder O W finden lassen , so
behalt man die freie Wahl der bequemsten Winkel .
Uebrigens empfehlen sich diese Rechnungssähe eben so
wohl durch ihre einfache und übersichtliche Gestalt ,
welche sich dem Gedächtnisse bald cinprägt , als durch
ihre Bequemlichkeit zur logarithmischcn Auflösung .

Auf die vorstehende Weise waren denn alle Po -c
lygonal -' Seiten von -4, bis X. , oder soweit die Winr
kclreihe von V und VV aus , zu übersehen ist , sehr
lcicbt berechnet — eine Arbeit , welche sich im Zim .'
mcr mit aller Muße und grosier Genauigkeit ausfühe
ren laßt , während die wirklichen Messungen zeit .'



raubend , beschwerlich und fehlerhaft attsfallen . Um
daher auch einem andern Thcil des Perimeters , oder
einer , von V und >V ans , nicht sichtbaren Winkele
reihe , z . B . von X bis O . . . . durch ähnliche Rech¬
nung zu finden , wird man eine andre Standlinie ,
z . B . V 2 nehmen müssen . Man kann eine solche
Linie messen — oder auch berechnen .

Zum Behuf des letzter » lassen sich wohl man¬
cherlei Kombinationen denken : um eine davon auszu -
wählen nehme ich einmal an , daß die Endpunkte
einer neuen Srandlinie V2 , zwar von dem einen
Punkte W , der erster » gesehen werden können , daß
aber am andern Punkte V , nur das nächste EndeV ,
der neuen Standlinie sichtbar sei .

In dem Dreieck VWV find die Winkel W W
und VWV nebst der Seite VW bekannt , und
man kann daher die Seite W V bestimmen .

Man erhält :
Lin WVV

vv V — L - -
— Lin ( ^VVV -t- VWV )

Wen » man demnächst in V die Abweichung des
Punkts d . >. 8V /^ beobachtet , so hat man auch
in den Dreieck W V / , die Seite W V , den Win¬
kel VW2 — DW D WV , und den Winkel
WV /. — 2 lst — 8V2 -i- 'rWV . Hieraus crgicbt
sich nun die Seite

VL — wv . LinVW ^

Lin WLV

8io W V V 8in ( 1W2 - 1WV )

' Lin ( WVV P VWV ) ' Lin ( 8VlL - DW2 )
Hiernach kann mm der Theil des Perimeters

K , 1̂ , Vl , i >s , O , . völlig ebenso von V2 ans
bestimmt werden , als vorhin der Thcil . k



von VW aus berechnet würde , lind NE sicht , daß

cs an sich nicht die geringste Schwierigkeit habe , mit

z oder 4 solchen Standlinicn um eine ganze Figur

herum zu gehen , ohne mehr als eine einzige Linie
zu mesien .

Indessen will ich hiermit doch kcinesweges ge -'

läugnet haben , daß nicht Umstande eimretcn könnten ,

wodurch die unmittelbare Messung der Standlinicn

V X , u . s. w . zweckmäßiger werden möchte als die

Berechnung . Es ist hier blos im allgemeinen von
dem Wege die Rede , auf welchem fick die verlange

tc » Resultate durch Rechnung finden lassen , ohne daß

jedoch alle andre Operationen unmittelbarer Messungen

ausgeschlossen wären .

§ . Z5 -

Es ist bei der Berechnung der Polygonal - Sei -

ken aus einer , oder einigen Standlinien in jeder

Rücksicht wünschcnswerth , der letzter » so wenig zu

haben , als die Umstände irgend gestatten . Die

Wahl der Endpunkte solcher Linien hängt vorzüglich

davon ab , daß der möglich größte Thcil des Perimc -

ters oder der Winkelreihe übersehen werde , und die

Winkel , welche die Gesichtslinien nach den Polygo¬
nal - Winkelpuuktcn mit der Standlinie machen , eine

bequeme Größe haben . Wenn nur diese Endpunkte ,

als die eigentlichen Bcovachtungsorte diese vorthcil -
hafte Lage haben , so kann ihre Wahl dadurch nicht

beschränkt werden , daß die Linie , welche sie ver¬

bindet , nicht übersehen , und nicht gemessen werden
kann . Man wird doch eine andre Linie , wie AB ,

finden , welche die , im H. go . angeführten Eigen¬

schaften hat , und durch welche also , die Länge der

Linie VW bestimmt werden , kan » . Es scheint sogar

nützlich , eine solche Kleinere Linie AD zu messen .
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und die größere , eigentliche Standlinie W , dar¬
aus zu berechnen , weil die Vkessung so langer Linicn ,
wenn sie mit Genauigkeit geschehen soll - oft mit vie¬
len Schwierigkeiten verbunden ist , welche man durch
die Wahl einer kleinern vermeidet . In jedem Falle
muß jedocb die gemessene Linie mit der größten
Sorgfalt und Genauigkeit bestimmt werden , weil
daraus die Richtigkeit der ganzen Operation beruhet ,
wie es an sich schon cinleuchtet .

Kann mau die erste Grund - und Standlinic
VW in das Innere der Figur verlegen , so ist die ,
scs ohne Zweifel sehr oft vortheilhaft , theils weil
man im Innern weit mehr Winkelpunkte übersehen ,
theils , weil man mit der gehörigen Aufmerksamkeit ,
so zu sagen im Vorbeigehen , eine große Anzahl von
Punkten zum Anbalt und zur Beschleunigung der
Detail - Messung fest legen kann . Es ist jedoch nicht
allemal möglich oder aus andern Rücksichten räthlich ,
die erste Grundlinie in den , inner » Raum eines Po¬
lygons zu ziehen , und in solchen Fallen wird man
sich der , vorhin angegebenen Methode mehr oder
weniger bedienen müssen .

Hierbei ist es wohl möglich , daß die Stand -
linicn wie VW , eine solche Lage gegen einen
Theil des Perimeters erhalten , daß einzelne Seiten
desselben nicht hinreichend übersehen werden könne » ,
so wie dieses in der Ift'A . 23 . bei der Linie Xd der
Fall ist . Man kann nun solche Linicn , deren es bei
gehöriger Wahl der Standlinien , immer doch nur
wenige geben wird , unmittelbar messen , wofern die¬
ses für das kürzeste gehalten wird : man kann sic
aber auch berechnen . Zu diesem Endzweck bemerke
man , daß in den Dreiecken XW ^ und XWV
alles bekannt sei , was erfordert wird , um die Seite
Id oder auch Id zu bestimmen . Wenn eine dieser
Seiten bekannt ist , so kann auch die Seite XX un



Dreieck XVX berechnet werden . Da diese Sache
ganz eiusach ist , und völlig mit demjenigen überein -
stimmt , was zue Berechnung der Seiten /VI ) , , 8 0
u . s. w . bereits in den § . H. ga . zz . ausführlich
nachgcwiesen , so kan » ich mich hier darauf beschran¬
ke » , bloß die Rcchnungsfatze herzustellen .

Wenn daher 'XVW ; 8VX — v ;
so ist

XV — W' X .
8inXW ' V
8l ^ xvd

— vvx . 8in >ik — m )
8io (.r — m )

und weil im § . za ,

WX — V .

XV — -V .

ferner :

XX — XV .

8i » so )

8 »u ( k — // )
8ivs // -^- w ) 8io ( k — M )
8iu >. k — Lm ( v — m )

8in XVX

8er > XXV

— XV . 8in — >/)

; i » ( X — ^

XX : ^ 8in ( /^ - j- ao) 8ir > - k - mH
' 8in ( t — ^ / 8 -n v — m ) 8jo ( ^ —

Man stellt leicht , wie auch dieser Ausdruck de¬
nen des § . ; z . vollkommen ähnlich fei , indem der
vierte Faktor um von dem Mangel des Winkels
kVX herrnhrr . Wo fern die Winkel XWX und
xxw nicht zu spitz , und deshalb unbequemer würs
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den , so könnte man die Seite KO nach § . zz . kür .'
Zer finden . Man hatte

8lnK > VO

8ill ( /oi -^ w ) 8 >' n ( k — l)
Lin ( k — /x ) 8io ( st — l )

§ . Z6 .

Ein paar bcsondrc Fälle , welche bei dieser Be -'
rcchnnnq der Polygonal Seiten eintrejfen können ,
will ich hier noch kurz berühren , um damit den Bcc
denklichkeiten zn begegnen , wozu die Lage einzelner
Seiten Anlaß geben könnte .

Erster Fall : Es könnte sein , daß eine Po -
lygonal - Seite wie ' z . B . Oll IAZ . 2 Z . mit der
Richtung einer Vifirlinie Wlss in grader Linie läge,
wobei l ^ ll — P >VO würde . Dies verursacht
indessen nicht die geringste Schwierigkeit , indem man
die Linien OV , llV nichts desto weniger nach § . zr .
findet !

OV — A .

UV —

8 iu ( g -s- 00)
81o ( g — A )
8ill ( h -s- w )
8ia ( h — >, )

und demnach Oll beliebig ans OV oder llV , nebst
den bekannten Winkeln , völlig so berechnen kann ,
wie All , IlL , n . s. w . ini § . zz . gefunden worden .

Zweiter Fall . Wenn sich eine Seite des
Polygons jz . B . lll so weit zurück Zieht , daß der
Winkelpnnkr I von V ans nicht mehr gesehen werden
kann , so hat c6 doch keine Schwierigkeit , die Seite
lll ans IlVV , und die folgende Seite IK ans der
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Seite KW zu berechnen . Man braucht dazu nur
der Anleitung zu folgen , welche in den § . § . za . zz ,
enthalten sind , indem man

IK — KW . Sir - IW ^ K

Lin ' lvIW

und

m — uw .

8io ( i — k )

8nc» ( k — /ec) Lilic.i — 0

8ioIWU
8ioUIW

— L .

sucht .

8in ( /. -^ « ) 8in th — i )
8in ( h — x / Lini.1i - h )

Eben so wenig würden die Polygonal - Seiten
IK , K !X , PsO unbekannt bleiben dürfen , wenn sie
gleich alle drei so gelegen waren , daß sie nur non
dem einen Standpunkte W , nicht aber vom andern ,
V , angcziclt werden können . Denn da O , ( oder
auch ein folgender Winkelpnnkt k^ ) von V aus gcsc -
Heu , folglich die Seite O W berechnet werden kann ,
so läßt sich in den Dreieck Ist O W , , sowohl die Po¬
lygonal .- Seite Ist o , als auch die Ziel .- Linie Id, W ,
berechnen , und durch die letztere kann wieder KW ,
dann auch IW gefunden werden , wofern inan diese
letztere brauchen wollte , was jedoch nicht nöchig ist .
Es liebet demnach keinen Zweifel , daß die Polnaonal -
Seiten lK , KIst . IstO ausgcmittelt werdet ! können .

Dritter Fall . Nur der Fall , da ein Win -
kclpnnkt , z . B . D . von keinem Standorte V und W
sichtbar ist , könnte vielleicht etwas bedenklicher schei¬
nen . Indessen wird sich auch hier sehr bald ein Aus¬
weg finden .



Denn , da sich die Seite KW , durch Iss XX' , und
<ss W durch KW , nach dem vorstehenden finden
lassen , so ziehe man noch die Diagonale k <) . Als
öann sind in dem Dreieck kf ) W , die beiden Sei /
ten KXV , f ) W und der , von denselben eingescblosme
Winkel bekannt , woraus sich sowohl die
Diagonale k <) , als auch die Winkel , s ) k VV ,
K () W bcreclmen lassen . Man findet demnächst aus
den lehtern Winkeln nebst den Polygonalpunkten k ,
? , die beiden Winkel ? k <̂ und ? f ) k , z . B ,
aus folgende Weist :

? ko — 2K ? — 2ktss
2K () — st) kw - 2kxv

— t^ I . W . - ( 5rk - SKXVK )
? KO — 2 K - . (^ KWss - 'I ' WK — 2K ? )
? tzk — VXVYss - DW ^ — K <̂ ) XV .
Der eine diesen Winkel harre auch , wie man so .

gleich erkennt , aus dem andern , mit der bekannten
Polygonal - Ecke , k ? <) gefunden werden können .
In jedem Falle sind in dem Dreieck ? K () die Win -
kel nebst der Diagonale k () bekannt , um daraus
die Polygonal - Seiten ? K , ? <) zu berechnen .

Zieht sich jedoch die Perimeter noch weiter zu -'
ruck , so das; z . B . zwei Punkte ? und 8 von kei -
ncm der beiden Standorte V und XV' sichtbar sind ,
so wird die Sache schon weit verwickelter . Wofern
man cs nicht vermeiden konnte , der Grundlinie VW
eine solche Lage zu geben , wobei mehrere , auf ein -'
ander folgende Polygonalpunkte ganz unsichtbar blei¬
ben , so scheint es am kürzesten , für diesen unsicht¬
baren Thcil des Perimeters rine eigne Standlinic ,
z . B . icme Diagonale Kkl zu wählen , selbige zu
messen oder zu berechnen , und aus derselben die feh¬
lenden Polygonal - Seiten zu bestimmen . Es kann
auch wohl sein , daß ein solcher , von der Grundlinie
unsichtbarer Thcil des Perimeters sich bequem unmit -

tel -



telbar messen laßt , welches denn von den örtlichen

Umständen abhängt .

§ - ? 7 -

Hierher kann noch , seiner Aehnlichkeit wegen

der besonder ' Fall gehören , da zwei von einander ent >

fernt liegende Felder , Wiesen , Uecker , Forsten ,
u . dal . gegen einander in eine richtige geographische Lage

gebracht werden sollen . Da dies keine , ans der blor

sie » Vorstellung genommene Forderung ist , sondern

bei Vermessung der Forsten , Domalnen , großen GN

ter u . s. w . in der That häufig gemacht wird , so '

kann es zweckmäßig scheinen , etwas darüber mit Der

zug auf die Methode der Normalen zu sagen .
Die Sache har bei dem gewöhnlichen gonioinetrir

scheu Verfahren wirklich nicht geringe Schwierigkeiten ,

deren Wegräumung oft bedeutende Arbeit kostet . Dies

zu erweisen wird überflüssig seyn , da ich vorausscbcn

darf , daß die Erfahrung darüber schon hinlänglich
belehrt habe . Daher beschränke ich mich darauf , hier

zu zeigen , um wie viel kürzer der Forderung Ger
nügc geleistet werden kann , wenn man sich bei den

Messungen der einzelne » Theile der Methode der

Normalen bedient hat .

Es seien demnach ^ 86011 ? und OHlKI -

zwci von einander entfernt liegende Polygone , und
beide mit Anwendung der Normalen vermessen . Um

nun diese beiden Figuren in gehöriger Lage auf die

Zeichnung zu bringen , oder mit andern Worten , richr

tig zu orientircn , ist es , wie man leicht sieht , nur

nöthig , sich von der Entfernung und Lage eines ber
kannten Punkts in dem einen Polygon von einem

eben solchen Punkte im andern zu unterrichten , um

die Aufgabe völlig lösen zu können ; denn alsdann

findet sich alles übrige von selbst . Ware Oklk . Las



eine Polygon , wclches - gegcn ALL oricntirt werden

soll , so ist cs cinlelichtcnd , daß alle Polygonal -

Punkte des erster » bereits unter sich , vermöge der

Normalen oricntirt sind . Wenn demnach nur die Lage

von 6 oder L , oder überhaupt irgend eines pcrime -
irischen Punkts des ersten Polygons gegen das letztere

ALL anfgefunden wird , so ist die Frage auch be¬

antwortet . Bei den , hier zu erforderlichen Opera¬

tionen können nun vorzüglich zwei Fälle eintrcten ,

nemlich erstens , daß ein Theil des Perimeters LLX .

sich von eineui Theile des andern ALL übersehen

läßt , oder zweitens , daß LLL von ALL aus

gar nicht sichtbar ist . Diese beiden Fälle will ich da¬

her noch kurz betrachten , ' wiewohl es nach allein vor¬

hergehenden fast überflüssig sein mögte .

i . Man kann L oder L , oder irgend einen Punkt

in LLL von A und L übersehen und beobachtet

die Abweichungen von 6 bei A und bei L , d . i . die

Winke ! LAL und DLL . Es ist klar , daß man

in dem ganz bekannten Polygon ALL die Seite AL

nebst den Winkeln ALD , LAL kenne , oder leicht

finde » könne . Die § . § . i ; . 28 . 29 . geben dazu alle

erforderliche Anleitung . Man hat alsdann in dem
Dreieck ALL oder ALL alle drei Winkel und

die Seite AL , woraus sich AL oder LL ( AH
oder LL ) bestimmt . Es ist nemlich :

ALL — ALD -j - DLL
ALL — LAL — DLL

UNd

A L — A L . Lin ALL

8ir > ALL

Wollte man die Linie AL ( oder LL ) unmit¬
telbar messen , so bedürfte es nur der Beobachtung
der Abweichung LAL ( oder DLL ) um das Poly¬
gon LLL . gegen ALL zu oricnrircn .
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2 . Man kann in dem Polygon tÄLL nichts von

Olstlst sehen , allein der Oec Äst ist von beiden Pot

lygonen ans sichtbae .
In diesem Falle wird man den Punkt Äst von / Ä

und 0 aus duech eben dieselbe Rechnung festlegen ,

d . h . an Äst die Normale ziehen ( durch Anzielen aus
^ oder 6 ) und die Entfeniung st) Äl berechnen . so

wie solches so eben sür O geschah . Hierauf wird
mg » noch wieder diestlbc Rechnung in dem Dreieck

OststVl wiederholen um die Seite IstÄ ! ZU finden ,
wodurch denn das Vieleck OHlst gegen tstLL

dergestalt orientier ist , daß beide Figuren in richtiger

Lage gegen einander verzeichnet werden können . Es

leuchtet nemlich ein , daß die Punkte Äl und Ist

( oder L ) gegen irgend eine erste Normale als Ab -

sciffenlinie grade so bestimmt werden , als dieses bei

andern Polygonal .' Punkten geschieht ; denn tst und O

oder 6 , Äl ober Ist , sind nunmehr als Punkte eines

Polygons zu betrachten . Die Polygonomctrie , und

auch hier die H. h . 28 - 29 . geben zulängliche Aust

kunft hierüber .

Es können wohl manche örtliche Umstande eint
treten , wodurch die Sache bald erleichtert , bald ctt

was verwickelter wird , und ich könnte hier leicht der .'

gleichen anführcn . Allein ich darf hoffen , daß ein

kundiger Geometer sich in allen Fallen unbedenklich

zurecht finden werde , und folge daher dem Gesetz

der Sparsamkeit , wonach mir hier nur noch wenige
Blätter übrig bleiben .

Dies ist gewiß , kann und will man eine Stankt

linie VW für beide Polygone benutzen , wie § . gi .

f . f . Zeige » , so bedarf cs der in gegenwärtigem tz ant

gegebenen Rechnung nicht , weil sich dann List als

eine Polygonal - Seite findet .

*8
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Fünfter Abschnitt .

§ . Z8 .

Ueber die Zeichnung und Berechnung der gonio -

metrisch alifgcuommenen Figuren habe ich wenig oder
nichts zu sagen . Der Zweck der gegenwärtigen kleinen

Schrift beschränkt sich eigentlich auf Messungs - Me¬

thode , und was nicht dazu gehört , liegt dem Wesen
nach ausserhalb ihrer Granzen . Nichts desto weniger

habe ick mich bestrebt , die in dem Vorstehenden ab -

gehandelte Methode so sehr als irgend möglich , denen
Formen anzupassen , welche bereits bei den gvniomc -

krischen Arbeiten eingeführt sind , und um dies zu

erreichen habe ich gern einige Abänderungen anfgcopfert ,

wodurch einige Ausdrücke etwas abgekürzt worden wä »

reu . So wie ich mit beständiger Rücksicht auf das An¬

genommene und das bekannte Verfahren , die Methode

der Normalen vorgctragcn habe , ist sic in der Thal

der gebräuchlichen Goniometrie äußerst ähnlich geblie¬

ben , und ich darf daher gewiß hoffen , daß niemand ,

dem die letztere bekannt ist , bei dem Gebrauch der

Normalen auf irgend eine Bedenklichkeit oder Unge¬

wißheit stoßen werde . Was ich im H. 28 und 2 -
über die Werthc der Abscissen und Ordinalen für die

Projektion der Polygonal - Winkel -- Punkte auf die

Normale gesagt habe , enthält wohl alles was darüber

anzumerken nötyig seit , mochte : cs betrifft vorzüglich

die Werthc , welche den Abweichungen ( womit gerech¬

net wird ^ beizulcgen ist , weil nur diese , als gewisser -
maaßen veränderliche Größen , der gegenwärtigen

Methode cigenthümlich sind , während alles übrige die



Verzeichnung und Berechnung der Figuren betreffende ,

wiederum ganz mit dem gewöhnlichen Verfahren zu¬
sammen trifft . Und um mich von letztcrm auch nicht wei¬

ter zu entfernen , habe ich es unterlagen , - den Aus¬
drücken für die Breiten und Langen eine andre , all¬

gemeinere und abgekürzte Gestalt zu geben , deren sie

sonst wohl fähig gewesen wären . So wie ich diese

Ausdrücke ausgestellt habe , sind sic völlig in der ge¬
wöhnlichen Form bebliebcn und gleichwohl noch etwas

einfacher , auch bequemer , in sofern zu ihrer Anwen¬
dung keine Reduktion oder Pcrmutation der Polygo¬

nal - Winkel , oder der darin liegenden äußern nüchig

ist , sondern die goniomctrischcn Größen unmittelbar

aus dem Manual in die Rechnung - übergeführt wer¬

den können . Ick werde daher nicht nöthig haben ,

noch etwas zur Erläuterung der Verzcichnungs - und

Bercchnungsart hinzuzufügen , indem ich dieselbe als
bekannt voraussctzc und mich übrigens auf die § . tz. 28 .

- 9 . beziehe . Sonach bleibt mir für jetzt wenig zu

sagen übrig , und dieses Wenige betrifft vorzugsweise

die Anwendung der Normal - Methode in einein etwas

ausgedehntem Sinne .

H.

Nach meiner Meinung entstehen aus der gegen¬

wärtig vorgctragenen Methode , ausser den Vorthci -

len , welche sie bei den Messungen selbst gewährt ,
» och andre eben so wesentliche dadurch , daß die Nor¬

male auch zugleich als Abscissen - oder Projektions -

Linie der Polygonal - Winkel - Punkte dient , und ich

darf daher vorausschen , daß mit der Annahme der

Methode überhaupt zugleich die Bestimmung verbun¬

den werde , daß die Abscissen - Linien nicht willkühr -

lich gewählt , sondern dazu allemal die Normalen

selbst angenommen werden . Hierdurch entstehen noch -



wendig Gleichförmigkeit und Zusammenhang unter
mehrcrn , zu einem Ganzen gehörigen einzelnen Mes¬
sungen , wie sie ohne jene Bestimmung schwerlich ,
oder doch nur durch mancherlei Reduktionen zu bewir -
ken sind . So etwas wird man vorzüglich bei den
Kadastral - Vermessungen , und unter manchen Umstän -
de » auch bei den geodätischen Arbeiten erfahren ,
welche den Separationen der Gemeinheiten und über¬
haupt dem Theilungs Geschäft von Gesammtgiünden
vorausgchcn müssen , und es scheint mir nicht zweifel¬
haft , das; die Mctbodc der Normalen ihre Brauch¬
barkeit durch Erleichterung und Vereinfachung sammt -
lichcr Arbeiten bewähren werde .

Auch für die ausführenden Geometer hat die
angegebene Bestimmung der Normale als Abscissen -
linie bedeutende Vorrhcile , welche ihnen die ganze
Methode um so angemessener machen wird , als lsie
außer den Vorzügen bei den Messungen selbst , die
Hausarbeiten sehr merklich erleichtert . Denn sie sind
dabei aller Reduktionen der Winkel , aller Berech¬
nungen von einer Linie auf die andre überhobcn , und
finden die nöthigen Data zu den jedesmaligen Rech¬
nungen ganz unmittelbar in ihren Manualen oder
Vermessungs - Registern . Die Anschlüsse an die zu¬
nächst gelegenen Sektionen , oder überhaupt an nach¬
barliche Mitarbeiter werden auch bei weitem leichter
bewirkt , wenn beide sich auf eine gemeinschaftliche ,
oder wenigstens in der Richtung gleichlaufende Linie
beziehen , und ein etwaiges Versehen in der Lage
der Figur oder den einzelnen Gränzcn wird dabei
schneller entdeckt und leichter berichtigt . Wenn die
einzelnen Vermessungs - Sektionen zusammen genom¬
men zu irgend einer weitern Bestimmung benutzt wer¬
den sollen , so ist die Ucbcrcinstimmung in der Ver¬
zeichnung durch die Reduktion aus eine gemeinschaft¬
liche Normale , wiederum ein willkommncs Hülfsmitr



tel um zu einer schnellen und richtigen Ucbersicht zu
gelangen . Sollen mehrere Vermcssungs - Abthcilungen
demnächst in eine einzige zusammenhängende Zeichnung
gebracht werden , so ist auch diese Reduktion leichter ,
die Genauigkeit wahrscheinlicher , wenn alle einzelne
Abteilungen schon gleichförmig oricntirt waren . Diese
und andre praktische Vortheile sind an sich so cinleuch «
tend , daß ich mich der weitern Erläuterung derselben
wohl gewiß übcrhebcn darf.

§ . 40 .

Für größere zusammenhängende Arbeiten über
eine ganze Provinz oder sonst eine beträchtliche Erd -
fläche möchte ich gern , daß man noch einen Schritt
weiter gehen wollte ; daß man sich zu der Bestimmung
entschließen mögtc : die Normalen so 'llen wahre
Mittagslinien sein . Diese Bestimmung scheint
mir nicht bloß das bequemste , sondern auch bei wei¬
tem das vorzüglichste Mittel zu sein , um die Mes¬
sungen verschiedener einzelnen Sektionen in die Drei¬
ecke eines größern Netzes genau cinzupaßen und un¬
vermeidlich richtig Z» orientiren .

Wenn die Hauptpunkte eines großen Dreieck -
Netzes ihre geographische Ortsbestimmung durch astro¬
nomische Hülfsmittel erhalten haben , wenn als die
wahren Mittagslinicn jener Hauptpunkte also gegeben
anzuschcn sind , und nun die Mittagslinicn der Tri¬
angulär - Punkte in den kleinern Netzen durch Rech¬
nung bestimmt ( oder auch unmittelbar beobachtet ) wer¬
den , so find die Normalen schon so gut also gegeben ,
oder doch sehr leicht ausgcmittclt . Und welche erfreu¬
liche Ucbcrcinstimmung , welches erwünschte Anpassen
aucr einzelnen Arbeiten läßt sich nicht von einer sol¬
chen allgemeinen Normale hoffen ! Wie viel Wahr¬
heit wird in den Plan eines großen Landes kommen .



daß auf diese Weise vermessen und gezeichnet wird !
Es fehlt wenig an der stereographischen Projektion
desselben , wenn man der sphärischen Ucberschüsse gehö¬
rige Rechnung thut , was bei großen Drciecknctzcn
ohnehin geschehen wird .

Hierbei werde ich doch wohl nicht den Vorwurf
befürchten dürfen , daß ich von parallelen Normalen
rede , während die wahren Mittagslinien namhafte

' Winkel mit einander machen . Es wird nicht » öthig
sein , noch besonders zu erinnern , daß der Pare . llc -
lismns .der Normalen sich allemal auf ihre nächsten
Mittagslinien beziehe , und daß eben darin die Ge¬
nauigkeit bestehe , mit welcher die einzelne » kleinen
Flächenstücke in die nächsten Dreiecke , diese wieder
in die größer » n , s. w . passen .

Wen » man die Bogenlänge eines Aequatorgra -
des nach den scharfsinnigen Untersuchungen des sel .
Prof . Klügcl zu 57247 ^ 01 , ' oder - 9624 , 8 rhein .
Ruthen als Mittelzahl aunimmt , so wird die Bogen¬
länge eines Längengrades

unter ; o° Pslhöhc ^ 19041 , 46 rhein . Ruthen ,
- 52 - — 18 : 28 , 86 / -

betragen . Zwischen zwei solchen Graden kämen dem¬
nach durchschnittlich auf 1 Min . in Gradmaas 510 , 677 ;
Ruthen rhein . in Längcnmaas . Wenn man daher
annehmcn wollte , daß die speciellcn Vermessungen
mit einer Genauigkeit von 4 Min . bewirkt werden
könnten , so würde zwischen je i ; ; , 8z87 Ruthen
eine Verbesserung der Lage der Normale von 50 Sec .
vorzunchmcn sein . Diese Konektion ist hinreichend ,
um die Sections - Veilnessunwn iu völlige tteberein -
stimmung mit den Dreieckneheu zu bringen ; denn
wofern alsdann die Lage irgend eines Meridians in
der Sektion gegeben ist , so wird dieselbe für jede
Ordingtenlänge von 1 ; ; ^- Ruthen um 50 Sec . ver¬
ändert , nach einer oder der andern Sette , je nach ,



bcm die Richtung ist , in welcher die Ordinalen mir
Bezug auf die Zählungs - Richtung d " r Meridiane lie¬
gen . Etwas diesem Achnlichcs enthalt die Untersu¬
chung des § . 6 .

Es ist gewiß allemal möglich und auch leicht,
die Lage eines Meridians für jede Sektion anzuaeben ,
wenn nemlich die Dreicckpunktc des umfassenden Drei¬
ecks durch Beobachtung oder Rechnung geographisch
fest gelegt sind . Und dieses letztere kann wiederum
nicht fehlen , wenn die Hauptpunkte eines großen
Drciecknebcs astronomisch bestimmt sind . Die erfor¬
derlichen Operationen und Rechnungen , wodurch allen
diesen Punkten ihre Lagen gegen eine erste Mittags -
linic angewiesen , folglich auch die Neigungen aller
Meridiane gegen die ersten und unter einander be¬
stimmt werden , sind denen bekannt , welchen so
wichtige Arbeiten übertragen werden . Daher bleibt
mir nur der Wunsch übrig , daß diese , so wie über¬
haupt diejenigen , welche die Leitung großer Messun¬
gen übernehmen , die Gedanken , welche ich in vor¬
stehenden Worten nur angcdeutet habe , erwägen und
würdigen mögen .

H. 41 .

Die Methode der Normalen , davon ich gesucht
habe die Grundzüge aufzustellen , hat an sich selbst
Vorzüge genug , um sich zur Anwendung zu empfeh¬
len , wenn gleich die Annahme der Meridiane als
allgemeiner Normalen , noch zur Zeit nicht unmittel¬
bar ausgeführt werden kann , indem dazu gewisse
Vorbereitungen und allgemeine Dispositionen in der
Anlage großer Messungen nöthig sind , die sich nicht
sogleich vernehmen lassen , wenn gleich die Messungen
bereits verordnet worden . Deshalb habe ich auch ans
diese Herbeiführung der Meridiane in den frühem
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Betrachtungen über die Anwendung der Normalen ,
keine weitere Rücksicht genommen , ungeachtet die
ganze Idee eigentlich aus dem Gebrauch der Mcri -
dianc in der mathematischen Geographie entstanden ist .
Die gouiometrischcn 'Ausdrücke welche ich in den obigen
Untersuchungen aufgestellt habe , beziehen sich daher
auch auf wirkliche Parallelen , und nicht auf Mcri -
dianc , welche gegeneinander geneigt sind .

Hieraus könnte aber vielleicht ein anscheinender
Widerspruch hergelcitet werden , indem die hier angc -
iiommenc vollkommne Parallelität der Normalen vcr -
hindert , die wahren Meridiane als Normalen zu
brauchen ; denn , die Vorschrift , Meridiane zu Nor .'
malen zu machen , hebt die Anwendbarkeit der , in den
vor . § -) . gegebenen gouioinctrischen Ausdrücke auf. Wenn
ich nun diese Behauptung in der Allgemeinheit , womit
sie ausgestellt ist , cinräumc , so wird es doch nur weniger
Bemerkungen bedürfen , um zu zeigen , wie sehr leicht
sich beides in völlige Ucbcreinstimmung bringen läßt .

§ . 42 .

Was zuerst die Messung der Abweichungen be¬
trifft , so ist klar , daß die Normalen eben sowohl
gegen einander geneigt , als parallel sein könnten ,
ohne die Arbeit in , geringsten schwieriger zu machen ,
wofern nur die Neigung der Normalen gegen einan¬
der gegeben ist . Denn in diesem Falle würde nur
nöthig sein , den Parallelismus um die gegebne Grö¬
ße , zu alteriren , wodurch denn die Abweichung an
einem Winkelpunkte auf der einen Seite um eben
diese Neigung größer , auf der andern Seite kleiner
ausfallcn müßte , als uiztcr der Voraussetzung des
Parallclismus der Normalen geschehen wäre . Zugleich
aber ergicbt sich auch , daß die Summe zweier Ab¬
weichungen an einem Winkclpunkte noch eben die -



selbe bleiben , und daß überhaupt die Summe aller
Abweichungen an einer geschlossenen Figur durch den

Mangel der Parallelität der Normalen ganz und gar

nicht geändert würde , da allemal gleiche Größen

entgegengesetzter Art erscheinen , deren Summen sich
aufhcben .

8ig 2§ . sei t ^ L6 ein großes Dreieck , durch

dessen Winkclpunktc die Meridiane 8 Iss , iVlO ,

gelegt sind , wovon die letzter » gegen die erste eine

Neigung — und ? 6p — v haben .
Die Abweichungen der Seiten dieses Dreiecks mögen

» , b , o , 6 , s , s heißen , wenn die Normalen LflO ,

k <) mit 8 Iss parallel sind . Sie werden aber gemes¬
sen , und so gefunden :

die Abweichung 6A — I — r - j- 8 ( wegen H. r i . )
r - ^ 6 — a — // -j- 8
- i ) ^ 8 — b -s- ^ - j- 886 — ä

8 .̂ — o

- - 6 8 ^ 2 6 -j- 1- -s- 8
oder 5 -j- » — 28 — -s- r ) -j- 2 8

8 -s- c — 28 - s - / ^ - s- 8

8 -s- e — 28 - j- r - j- 8

zusammen Z . 28 . . . . 2 . 28 .

Nach dem , im H. 2 z . .'gegebenen Ausdruck soll
« — ( rn -j- p ) . 2 8

— ( I -j - 2 ) . 28 sein , welches völlig

mit der vorigen Summe übercinstimmt . Man über¬

sieht hier auch sogleich , wie die positiven ( südlichen )
Uebcrschüsse gegen die negativen ( nördlichen ) in einer

geschlossenen Figur aufgehoben werden . Es sind in

Wahrheit Komplemente zu 28 . Begreiflich ist hier
jedoch kein sphärisches Dreieck gemeiner , sondern ein

Sehnen - Dreieck , worin daher kein sphärischer Uebcrr
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schuß der Winke ! zu betrachten , ( oder schon rcducirt )
ist . Demnach ist der Einfluß des Mangels an Pa¬
rallelität nur örtlich , d . h . er ändert nur die Größe
der einzelnen Abweichungen ( nicht ihre Summe ) an
den Polygonal - Punkten , wo die Normale eine Nei¬
gung gegen die frühem erhält .

§ . 4Z -

Ein Sektion mag beiläufig ; oo Ruthen in der
Breite , und üoo Rüchen in der Länge haben , und
die Lage dar Normale ( Meridian ) ist für einen ersten ,
äußersten Punkt gegeben ; so wird die Normale des

" letzten Punkts ( der Länge ) eine Neigung von 2 Min .
gegen die erste haben . Diese Neigung wird ( wenn
die Genauigkeit der Winkelmessung auf zo Sec . fest¬
gesetzt ist , was jedoch bei speciellen Arbeiten wohl
selten der Fall sein mag ) auf 4 Normalen an der
einen Längcnscite , und eben so viel an der andern
( rückwärts ) verchcilt , welche zwischen i ; o bis 160
Ruthen in gradcr Langenrichtung von einander ent¬
fernt sind .

Die Meridiane Uj >l , O ? ' . . . . . 26 .
mögen diejenigen sein , an welchen die Neigung von
zo Sec . gegen die vorhergehende zu bewirken ist , in¬
dem alle zwischen liegenden Normalen des erlaubten
Fehlers wegen völlige Parallelen bleiben . Man habe
von ^ angefangen und gehe an der Südseite in der
Länge gegen L fort , so muß die Abweichung OüH .
— 2l4 — -s- Zc> Sec . glommen werden , und
man wird die folgende Abweichung um go Sec .
kleiner finden , als geschehen sein würde , wenn Ol?

LIlX gemacht wäre . Eben dasselbe wird in 6 ,
P) n . s. w . geschehen , und auf dem Rückwege an
der Nordscitc von ss nach D wird ein Gleiches ,
jedoch entgegengesetztes geschehen , d . h . die Abwci -
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chung 6 k muß — 2 k — ss w — z 0 . Sec . sein ,

wogegen die zweite Abweichung an eben dem Winkel -

punkte , um eben so viel größer wird , als

bei völliger - Parallelität der Normale gefunden wäre .

Die Wirkung hiervon äußert sich nun eigentlich
nur auf die 8io . und Losin . der veränderten Ab¬

weichungen , d . h . auf die Projektion der Polygonal -

Winkclpunktc oder ihre Längen nnd Breiten , sofern

nemlich die Berechnung jener goniometrifchcu Funktio¬

nen sich auf die Nächstliegenden Normalen bezieht .

In diesem Falle müssen die Längen ( Linus ) für spitze

Abweichungen etwas größer , für stumpfe hingegen

etwas kleiner auSfallen , als man bei parallelen gkfnn -

dcn hätte . Die positiven Breiten ( Losious ) werden
etwas kleiner , die negativen etwas 'größer ; in beiden

Fällen ist aber der Unterschied sehr unbeträchtlich .

Streng betrachtet behandelt man nicht die graben Li¬

nien der Geodäsie , sondern die Dogen der Sphärik .
Alsdann können aber die positiven Längen ( von ^

bis den negativen ( von k ' bis U ) nickt gleich wer¬

den , wie cs bei parallelen Normalen nothwcndig ist ,

und auch für die Breiten findet man andre Werthe .

Die Unterschiede in den letztcrn heben sich jedoch auf ,

und auch die der Längen verschwinden in der Wahr¬

heit , wenn man erwägt , daß die Summe der nörd¬

lichen Längen zwischen zwei Meridianen in der That
kleiner sepn muß , als die der südlicken . Denn in

der Voraussetzung paralleler Normalen , wo also

21X würde man nicht bloß bis L , son¬

dern weiter , bis X messen , und dadurch die Gleich¬

heit der Längen wieder Herstellen , welche aber auch

aufhörcn würden , wahre Längen zu sein , weil P >,
aber nicht X in dem Meridian von ^ liegt .

Die jphärische Betrachtung eines so kleinen Theils .

der Erdflächc als eine gewöhnliche Vcrmessnngs - Sec -

kion einnimmt , scheint übrigens zu den Spitzfindig -
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ketten zu gehören , welche aus der Praris mit allem
Recht verwiesen werden . Man wird auch mit aller

Strenge richtig rechnen und zeichnen , wenn man auf
die Uebcrschüsse wegen des Parallelismus der Nor¬

malen gar keine weitere Rücksicht nimmt , sondern

den gegebnen Meridian als Abscissenlinic betrachtet

und alle Abweichungen so in Rechnung bringt , als
wenn sämnuliche Normalen mit jener Abscissenlinic

völlig varallel waren . Es wird dabei kein Fehler

merklich , und daher hinreichend , wenn die Ucbcr -

berschüsse wegen des Parallelismus der Normalen in

dem Manual gehörigen Orts zu anderweitigem Ge¬

brauch bemerkt werden , wozu das Probeblatt des

§ . 27 . auch eine Rubrik enthalt .

Wollte man auch davon abflrahiren , daß die

allmählige Neigung der Normalen gegen einander ans

den ebenen Flächen , welche die Geodäsie betrachtet ,
Kugelflächen macht , und die Veränderungen der Ab¬

weichungen schlechthin auf die Sehnen beziehen , was

freilich bei weitem zu große Resultate gebe » jwürde ,

so wären die dabei bemerkten Unterschiede der Längen

für die Praris ohne Bedeutung . Angenommen , z . B .

daß die Abweichungen , deren Funktionen als Fakto¬

ren in den Ausdrücken für die Längen erscheinen ,

durchschnittlich 4 ; ° betragen , und daß dieselben auf

je r ? 5 Ruthen um 50 Sec . größer oder kleiner ge¬

nommen werden , so findet man die daraus entstehen¬
den Unterschiede in Zahlen :

1 ; ; — 2 , 1905517

l , oZ . 8in . 4 ; ° — 9 , 84948 ) 0 — 10

109 , 601 — 2 , 0598167

I ) ) — 2 , 1905517

8in . 45°5c >" — 9 , 849 ) 481 — 10

109 , 6174 — r , 05 98798



l - oZ . i ; ; — 2 , I 90 ZZI 7

Lo§ . Lin . 44° ; 9 ^ o " — 9 , 8494218 — 10
I . 0Z rc - 9 , ; 8 ; 6 — 2 , 0 ^ 97 ; ; ;

d . h . würden die Abweichungen um zo Sec . größer,
so wäre der Unterschied in der Länge :

222 109 , 6174 — 109 , 601 -222 0 , 0164
würden die Abweichungen kleiner , so wäre der Unter -
schied

— 109 , 601 — io9 , ; 8 ? 6 — 0 , 0154 ,

oder auf i ; c> Ruthen etwa 1 ^ Zoll , welches nur
der ganzen Länge beträgt , ein Fehler , der

bei specicllen Arbeiten gänzlich der Beachtung entgeht .
Dennoch wiederhole ich , daß diese Unterschiede , sphä¬
risch betrachtet , noch bei weitem nicht so beträchtlich
ausfallcn würden .

Es hat übrigens hiermit für alle Scctions - Vcr -
mcstungen gar nichts auf sich : die Beobachtung der
Abweichungen geschieht ohne Einschränkung mit Bezug
aus parallele Normalen , und die Anwendung dersel¬
ben bei den Berechnungen der Längen und Breiten
giebt Resultate , welche von der Wahrheit nicht ab -
wcichcn . Demnach ist hier eigentlich nur die Rede
von der Lage der ersten Normale , welche als Abscis-
senlinic dienen soll , wozu freilich am besten wahre
Meridiane gewählt werden möchten . Auch bleibt cs
hierbei immer wünschenSwcreh , daß diese erste Nor¬
male , nach den richtigen Bemerkungen des Hrn . D ä -
zel , so viel möglich durch die Mitte der Sektionen
gelegt werde .



In dcr Verlagshandlung dieses Werks erschienen

auch nach folgende cmpfehlungswerthe mathema¬

tische Werke :
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erste Gründe der reinen Mathematik .
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14 bis rü Jahren . Mit Kupf . 1808 . 8 . 12 Gr .

Richard ' s , K . H . , Dr . und Rcgierungs / Ser

krctair zu Osnabrück , , Sammlung analyt

tisch - synthetischer Hebungen aus der

reinen Geometrie . Erstes Bändchen . i8n . 8 .
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