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gtad;fftbenbc Sdrift it aunddft fiiv diejenigen meiner Schiifer beftimme, weldye
ven Wunfd) hegen, einigermafien mit einem Efi]ci!é ber Analyfid befannt su voerben,
veffen. Behandlung vom Gymnafium audgefdhloffen ift. Da bdiefelbe beim Drivatftu-
pium gebraucht voerden foll, fo ift ihre Darftellung efwas breiter, al8 die mandyer an-
perer- mathematifhen Schriften ded BVerfaffers,  Keiner. meiner verehreen Lefer, der
mit dem Umfange dev hberen Analpfié befannt ift, wird in diefen wenigen Bogen
eine vollftanbige Vehandlung bdes in NRebe fiehenden Gegenftandes erwartem.  Aufer
einer Ginfeitung und einev etwas ausfiihrlicheren, wiewoht Feinedregd wollftdndigen
Datftellung der Diffevenzialvedhynung enthdlt diefe Schrift nur nod) Ciniges aus der
Jntegralvechnung.

Wird biefe furge Abhanblung BVevanlaffung, daf einige meiner jiingeven Lefer
bem bier beriihrten Gegenftande in der Folge mebhr Jeit widbmen, fo flble id) mid)

flic bie darauf verwendeten Stunden vollfommen belohnt.

Lobifd I
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€ infeitnng

§. 1. (el %n einem unbd demfelben Kreife fann die Sehne von perfdhiebener Grofe
fein, wdbrend der Durchmefler nur von einer Grife ift. It 5 B. der Durchmefjer =
20", fo Fann die Sehne alle Werthe von 0" —20" annehmett.

Gxdfen, bdie, wie bie Sehne beffelben Kreifes, verfchiebene TWerthe erhalten Fonnen,
werben verdnberliche, (variable) ®réfien genannt; Grifen dagegen, bie, wie Der Durchmef:
fer eines beftimmten Sreifes, nuv cinen Terth baben finnen, pflegt man unverdanderlide
ober conftante Grbifen ju nenmern,

§ 2 TWahl]. Die peranberlichen Grifen pflegt man durd pie lehteren Buchitaben
bes Alphahets zu beseichnen, wabrend bie crfteren Buchftaben bes Alphabets gur Begeichnung
ber conflanten Griffen angewenbdet twerben.

§ 3. Folg. Mur eine Rerdnderlidye ift cined Suwachfes ober einer Abnabhme fabigs
ber uwadhd und die Abnahme einer conftanten dagegen ift fietd = 0.

§. & febrf SJft in dem Brudye _® ber Ribler conftant, der Nenner hingegen ver:
X

anderlich, fo wird 1) Dbev Werth bed Bruches immer Eleiner, wenn x grofer wirb, 1) IWachit

a . o Lt )

x obne Gnbe fort, fo nimmt = ofbne Gnbe ab. 111) G& gicbt Feine noch fo Eleine, itk

lich angebbave Grifie, unter bie ber Brudy % nicht nodh hinabfinfen fonpte.
Bew. von Nr.I. Je grifier er Nenner wird, in beffo mehr Theile wird a getheilt, oefo
fleiner wird alfo jeder einjelne Theil von a,
Nr. I1 folgt unmittelbar aus Nr. L
Bew. voit Nr. 1L . 8 fei eine ungemein Eleine, jebod nodh angebbare Grdfie 3 B. b,
fo ift Elar, daf e8 eine 3ahl 3 B. n von folcher Befdaffenheit geben muf, daf nbh >
g *
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a wird, bann ift aber auch l;_ s, % ober b > % Wenn man alfo dem Nenner

bes Bruches —:— ben Werth n giebt, fo ift —::— <b, b.b. bev Werth “ves Bruches finkt

bann unfer b hinab. :

§. 8. Gril, Wird der Brud) ves borigen § Fleiner, al8 jebe noch angebbare, wenn
audhy nodh fo fleine Grbfe, fo fagt man, ber Brudy —:— toerde eine unendlich Fleine Girlfe.

§. 8. Gril u, Wablf. Soll 1 Eleiner werben, al$ jebe nodh fo Eleitfe, aber nod
angebbare Grife, fo muff x offenbar grifier, als jebe noth fo qeofe, aber nody angebbare
Grifie, alfo unendlich qrofi werden, Wiy bezeichnen eine unendlic) grofe Grofe butdh oo
8 wird demnadh 71' bag Beichen fliv eine unendlich Fleine Grifie fein,

§. . Grfl  Gine unendlich Fleine Grife, 3. B. —;—,'bie i einer enbdlichen unend:
lihemal enthalten iff, wird eine unendlich Eleine Grife bes erjffen Mangesd genannt, Gine
Grife aber, bie in einer unendlidy Fleinen bes erfien Manges unendlichemal enthalten iff,
heift eine unendlich Fleine Gréfe bes sweiten Manges. Unter einer unendlid) Fleinen Grifie
Ded dritten Manges verfiebt man cine Grdfie, bie inm einer unendlich Fleinen bes jiweiten
JNanges unendlihemal enthalten ift u, f. o,

St (in Fig. 1) ae ein unendlich Fleiner Sreisbogen; it aeg cin Halbfreis, ag bder
Durdymefjer, T der Mittelpuntt, alfo af der Halbmeffer; fo ift, wenn eb unb da auf ag
. lothrecht fiebn, ec aber parallel ju g gesogen wird: ab:eb=—eb:bg. Danun der Per:
pendifel eb mit dem unendlich Eleinen Bogen ea jufammenfillt, fo ift audh eb unenbdlich
tlein; folglich in der endlichen Grdfe bg unendliyemal enthalten. Daber muf auch ab in
eb unendlidemal enthalten, bdemnady ab eine unendlich Fleine Grofe bes jweiten Ranges
fein. Mun verbdlt fich ferner: do:ce = eh: bf, ba die A Adece und ebf abnlich find;
ba aber ce=ab ijt, {o ift audhy: de:ab=-eh: bt Nun iff eb in der Gublichen bf un-
endlichemal enthalten, bemnach muf audy de in ber unendlich fleinen Grife bes Foeiten
Ranges ab unendlichemal enthalten, alfo ¢ine unendlich Eleine Grife ves britten Nanges fein.

§. 8. Folg. L Das Duabdrat einer unendlidy Eleinen Gréfe ded erften Ranges ift
alfo eine unendlich Eleine Grife bes jweiten Ranges, fo wie bder Gubus einer unendlidy Flei-
nen Grific ves erflen RNanges eine unendlich fleine Grofe bes britten JRanges ift, u. f w.

1 32 1 1 : y EE IR | :
oenn (?) = i 0} €8 ift bemnady ('d'c:_) - unendlichemal enthalten,

Folglidh (%)z eine unendlich fleine Girdfe des gioeiterr RNanges. _;T)jz -515-3: 310\1:

% 5. e8 ift alfo der Gubus einer unendlich Fleinen Grific bes erften sfqngeg in bem Qua:
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orate berfelben unenblichemal entbalten, bemnach eine unendlic) fleine Grdfe bed britten
Ranged w. f. w.

§. ® Folg. 1. Das Droduft aud ywei unendlich Fleinen Faftoren bed erften Ran-
ged ift cine unendlich fleine Grife bes gweiten Ranges; dad Probuft aud brei unendlich
Pleinen Grdfen des erfien Manges ift eine unendlid) Eleine Grofie des dritten Ranges u. f. v,

T

=

RN Y aaiacs | ; i "
e e ift in ¢ Yoent Wi x,y,z al8 endlidhe Gréfien annchmen, unend:
| - ; 7 Xy Z oo’ 7 Z o
| lichemal enthalten; denn ke S e ¥ _ = JVass D R ——eiie
A Xy = 0 Xy Xy
4 i . el ] Z . o o XYy C z
enbliche Grifie fein muf, fo ift il wo eine upenblich arofe Grdfe, alfo i
unendlichemal enthalten,
‘ X v A IYZE ~. v W YW .
Ferner ift iR g e e s Ut —F1tmitnbilt[3clmta[ enthalten, wenn
= A 3
£ 3 L i YW XY 7 YW o
A x,¥,%v,w alg endlihe Gréfen vovausge|ebt yerben ;- benn T T ke e
VW YW i . ‘- - A YW F
| e el o, Da nun Tt eine endliche Grdfe fein muf, fo ift T oo eine uns

| enblich grofie Grifie, alfo }\;’3—- in :‘, unendlichemal enthalten.
§ 10, fehrf Wenn man su einer endlidhen Gvifie eine unendlicy Eleine addivt,
obet biefe von jener abzicht, fo witd die endliche Grife nidht angebbat verdnderf, fo Ddaf

alfo x £ = = x ift

Bew. Sollfe fidh x von x %‘;— angebbar unterfdieiben, fo miifite ja —]i]— eineangeh:
bare Grofe fein, wad bem §. 6 wiberfpricht,
§ 1L Folg, Wir Ednnen alfo fagen, daf eine unendlich Eleine Grofe bed erften
Ranges in Bergleich mit einer endlichen berfchoindets da ferner eine unenblich Eleine Grofe
¢ined biheren Manged fich yu einer bed néchftniedrigeren gevabe fo verhalf, wie eine unend:
[ich Fleine bed erften Manged ju einer enblichen, fo iff audy eine unendlich fleine Gedfe cines
béheren Ranged in Beiehung auf eine des ndchfinicdrigeven verfhroindend flein; 8 iff alfo
1B St =
§. 12, Grlduterung. RNdbme man von 1" einen fo Eleinen heil, baf ber Nenner
bes Bruches, der diefen Fheil begeichnete, mit 1 und einer Million Nullen rechts qefdyrie:
gt pen wiitbe, fo ware biefer Zheil offenbar eine Grife, beren SKleinbeit beinabe ins Unbe:
- greifliche ginge, aber bodh nodh Eeine unangebbar Eleine Grdfe.
§. 13. Denfen wir uné eine perdnderliche Grife, 3. B. eine verdnderliche gevabe 2is
i nie in einem beftimmten Sufiande, 3 B. wenn fie eben 2" lang ift. Stellen wiv und vor,




baf fie aud diefem Suftanbe in einen anbern iibergebe, 3. B. 3" fang werbe, fo ift wobl
nicht u begweifeln, daf wir fie, bevor fie = 3" wirb, alle Mittelyuftdnde zwifdren 2° und
8" burchgeben laffen miifjen. Die Verdnderung einer variablen Grofe miffen wir uns alfo
alé cine fucceffive, ftetige ober continuirliche, bie feine Sypriinge juldfit, vovftellen.

Der erffe 3uftand, ben bie oben gebachte Gierade nach bemjenigen, in weldem fie =
2" ift, beim Sunehmen exbdlt, muf fich von biefem allerbings in Gtwas unterfcheiden, denn
fonft wdve ja der alte Suffand gar nicyt verdndert; bad aber, woburdh fich der ndchfte neue
Suftand vom vorigen unterfcheibet, muf al8 fleiner, als jebe noch angebbare Linie und
folglich alé unenblich Elein angenommen werben; benn feben wir den Fall, der nddifte Su-
ftand finbe bann fiatt, wenn bdie verdnberliche Binie, bie wir x nennen wollen = 2’ + h
wdve, und h bebeute einen ungemein Efeinen, aber dbodh nodh angebbaren Theil eined Jolls”
3. B, einen Jrillionten Theil, fo Eonnte man h offenbar nody Dhalbirt denfen, und aud

e wiitbe nod) eine angebbare Grife fein, bemnady wive 27 + —g ein Suftand ber Linie
X, den fie offenbar eber, al8 den Jujtand 2°—+h erveichte. 2"+ h ware alfo ber néchfte
Buftand nach 2* Feinesmwegs,

§. 14. GrEL Nimmt man an, daf eine Verdnberliche aqud einem befiimmeen Fu:
ftand in einen anberen {ibevgeht, der {ich von bdem vorigen um eine unangebbar fleine Grife
unterfcheivet, o fagt man, bdie Bariable habe fich um ibhr Diffevensial verdnbert; fo nennt
man namlidy jenen binjugefommenen, ober, wenn bdie Grbfe abnimmf, von ber BVerdnber:
lichen Binweggenommenen unangebbar fleinen Theil.

Anm. Aus dem cben Gefagien erhellt, baf eine Verdnderliche pofitive undb negative

Diffevenziale haben fann. : ;

§. 25. @5 fei [in Fig. 2] be|| ke undb bf| aes ferner fei be=2.,ac. Wirwollen
ac dburdh x, be burdy y bezeichnen.

Da A bkfoco ift bem A bea, fo verbdlt fih: ac:eb=0bf:fk; aber aciebh=
1:2, ba wir bies vorausgefest haben, alfo auch bf:fk = 1:2. Sehen wir den Fall, ae
jei Dber nddifte 3ufiant bes x nacdh dem Buftande ae, fo ift ce baj Differenzial von ac

ober x, unb barum ift ek aud) ber nidifie Suftand von y nad) bem Suftande be, alfo kf

tas Differensial von y. €86 ift bemnady bas Differensial von x in dem von y bier Aoeis
mal enthalten. T
Folg. Hievaus erhellef, Daf swei unangebbar Fleine Gedfen u ecinanbder ein beftimmtes,
angebbares Werhdltnif haben Eonnen.
§. 16. Wabhlf. Das Jeichen filr bas Diffevensial einer Verdnderlidhen x ift dx,
man febt admiich dev vevanderlichen Grifie links ein d vor, weldhes jedoch nie al8 ein Fak-
tov ju betracpten ijt. ' So heifit § B. dy: das Diffecensial von y; dz: bad Diffevensial von z,
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§. mz. GrEl. Unter einer Function einer ober mebrever veranbevlicher Grifen ver=
fiebt man jeden Ausbruct, worin jene BVerdnbderliche ober jene Werdnberlichen vorfommen.
o find 3 B, ax; x +mx* Functionen der BVerdnderlichen x5 eben fo wird der Ausbrud:
mx -+ ny eine Function der BVerdnberlichen x und y genannt.

§. 8. Wahlf. Die Function einer Bevdnberlihen x Deutet man burch x5 bie
aweier Berdnderlidhen x und y duech £(x,y) an.

§ 9. Die Function einer ober mehrever Werdnderlichen ift in der Regel aucy eine
Berdnberliche, deven Werth natlirlich von dem der Werdnberlichen in der Function abbingt.
o ift 3 B. die Function ax, wenn x=2 angenomumen, wird, = 2a; it x=23, fo i
ax=3%a i.{.mw '

§. 20. Grfl, DMan Pann eine Function aud) durd) einen einjigen Budfiaben 3. B.
burdy y beseidmen, fo Eann man 3 B. bie Function ax -1z =y fegen. y ftellt alfo hies
audy eine Bevdnderliche vor, y beift aber hier eine abgeleitete Perdnberliche (relative Ba-
riable) wébhrend x und z af8 urfpringlich, al8 abfolut veranderlich befrachtet werden.

§. 21, Grff. Sommen bie Berdnberlichen in einer Function unter fich und mit Gon:
ftanten nur duvch die erften vier Species der Arithmetif verbunben vor; ober ift barin die
Berdnderliche su ciner Poteny von einem conftanten Erponenten erhoben, ober HE bavaus
¢ine MWurgel aussuzichn, deven Crponent eine beftdndige 3abl ift, fo nennt man bie Func:

o H H 4 : X m m -
tion eine afgebraifhe. o {ind ax+mj — =5 ex-+my; gx*: ¥ h u. b, m. algebraiz
fche Functionen.

1x
Functionen dagegen, worin fidh die BWerdnderliche im Crponenten finbet, worin bon
Eogarithmen verdnderlicher Grdfen bie Rede ifi; Sunctionen, worin verdnderliche Kreigbo:
gen oder trigonometrifche Functionen veranberlicher Bogen vortommen, werden tranéjcendente
Functionen genannt.
§. 22. Die algebraifchen Functionen theilt man in ganze und gebrochene einn; jene ent:
Balten feine Vevanderliche mit negativem Grponenten im Jdbler, auch feine mit pofitivem

Gryponenten im Nenner, was dagegen bgi ber gebrochenen Function dber Fall feyn mufi,
hx

cx’
§. 23. Grfl. Die ganzen Functionen find ferner entwebder ein oder mebrglicdrig,

(Monome oder Polynome). Die Polpnome, die aud zwei Gliedern befteben, werben Bi-
nome genannt.  So iff ax® eine monome; ax~+ Bx? eine binomes lx + hx*—+ qx3— ..,
¢ine polynome Function.

§. 24. Grfl. Seit man in einer Function einer Reranberlichen, 3. B, der Verdn:
berlichen x, 3. B. in der Function ax? ftatt x den Werth x~+h, d. h. bentt man {ich die

ax3—+ hx™ ift eine gange, mx* unb find gebrochene Functionen.
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urfpriinglidy Verdnberliche dex Function, bier aljo das x in den Suftand x < h iibergehend,
alfo um h fich verdnbernd, fo sieht dies, wie wiv bereits in § 19 angedeutet haben, in den
meiften Fdllen auch eine Berdnberung des Werthes der Function felbft nady fich, Wiv wol=
lent bas, um was ficdh die Function dndert, durdy ¥ beyeichnem

Dasdjenige, wm wad {ich ber MWerth ber Function verdnberf, wenn fidh die urfpriinglich
LVeranverliche berfelben um ihre Differeny h dndbert, ndmlid bag I mwicd man finben, wenn
man in der gegebenen Function ftatt der Verdnberlichen x den Werth x—+h fehst, die Func:
tion nady Potenzen von h entwidelt, und davon bie gegebene Function felbft abjieht.

Geit man 3 B. in ber obigen Function ax® flatt x den MWerth x4 h, fo erhdit man:

a[x+h*=a[x?4+3x°h+3xh?*~+ h?] —ax?®+ Jax®h + Jaxh?®—+ah?

3ieht man hiervon bie gegebene Function ax® ab, fo erhilt man Sax*h 4+ 3axh?*—ah?;
oief ift alfo ber Ausdrud, ben wic oben mit F1 bezeichneten, wad fliv einen MWerth audh b
baben mag.

§. 5. Divibirt man bas £ bed vovigen § burch h, fo erhdlt man in bem oben an:
aefiibrten Beifpiele Jax® -+ Zaxh + ah®  Diefen Duotienfen nennt man den Differenys
coefficientent ber gebachten Function ax® ober aud) den Grponenten ded Verhdltniffes ber

Differeny ber urfprlinglidh Veranderlichen zu der Differens dex Function. Bilbet man ndm:= -

lidh ein geometrifches Verhdltnifi, worin der Nachfah = Fl, ber Vorverjats = h ift, fo ift
ber Grponent biefes Verhaltnifjes in der That bas, was wir oben dben Diffevenscoefficienten
ber Function genannt haben.

§. 26, RNimmt man an, daf h dad Diferengial von x fei, fo wird auch £l dad Dif:
fevemzial ber Function, bdie wir ber Kirze wegen durch y begeichnen ﬁwﬂm, vorftellen.
Denn foll bie Function y in einen anbeven Sufiand fibevgehn, fo fann dief nur unfer dex
Bedingung ftattfinden, daf ibre urfpringlich BVeranberliche fich vevanbert; gebt alfo x in
feinen nddfien Juftand, ndmlid) in x 4- dx fber, fo muf audy ber Juftand, in welden ¥y
baburd) verfest wird, ber auf ben 3uftand y zunddftfolgende, alfo basd, um was {ich diefer
pweite Juftand vom erfien unterfdheibet, ndmlich £1, das Diffevensial bev velativ Verdander:
lichen y genannt werben finnen, i

§. 27. Folg. Da unter der Vorausfehung, baf h=dx ift, h eine unangebbar
fleine Grofie fein muf, fo ift Flay, daf man im Ausbrude fiiv 1, wenn dief —=dy= bem
Differengial ber gegebenen Function wird, alle die Glieder obne Febler weglaffen Fanm,
toelche eine hohere Poteny von h, ald die erfte entbalten. So gebt alfo in dbem Beifpiele
bes §. 24 I1 b. i. dy in 3ax*h =3ax®dx fiber [wegen §. 11.] :

§. 28. Der Diffevengcoefficient der oben angenomenen Function, nimlid —fli— gebt in

bem Falle, vaf h=dx, alfo fI= dy wird, in 3ax® fiber, b. h. man nimmt blof basjenige
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®lied von —511--, weldhes Feie Doteny von h meby in fid) Dat. Sn biefem Falle Heifit bex
Differenyeoefficient Differenyialcoefficient dev gegebenen FKunction.

§. 29. Daé Differensial giner Function von einer verdnderlichen Grofe ift alfo ber
yuabru, dem fich bie Differeny ber Function ohne Gnbe nabeet, wenn fidh h obhne Gnbe,
pem O0erthe O uftvebend, verleinert. Dad Rerhdltnif dx : dy ift dadjenige BVerhdlt=
nif, bem fih h ; I obne Gnbe ju nabern fudts L:]i;— ifi alfo ecine Grenge fiir %
wenn man annimmt, baf fich b obne Gnde der O ndbert.

ofnm. 98enn man bdie Differenziale bev Functionen auffucht, fo gefdieht e8 gewdbnlich
in er Abfidht, fie mit denen bev urfpriinglich speranberlichen au vergleichen, ober Den

Differenialcoefficienten ju finden, der in der Megel eine angebbare Grife ift.

§. 30, G ift flar, baff wir ben Diffevengialcoefficienten einer Function von einer
perénberlichen Griifie aud) nach folgender Regel erhalten Fonnten: Man fefe in ber Func
tion ftatt ber urfpriinglich Berdnderlichen 3. B. flatt x ben MWerth x—+ dxj entwidle die
Kunction nad) Potenzen von dx; siche vom Refultat die gegebene Kunction abj divibive
ben Weberreft burdy dx, und fese im Duotienten fiberall fatt dx ben Werth 0, fo ift bas,
waé fich fodann al3 Refultat evgiebt, der Differengialcoefficient, G§ fel 3. B. der Differen:
sialcoefficient ber Function ax’ - 1x% su finben, fo iff Das Werfahren nach dev eben ange:
atbenen Regel folgenbed: a [x =+ dx]* —+ I [x 4+ dx]® —ax? —Ix=ax?+ 2axdx +
ady? == lx¥ =+ slx’dx + 3lxdx* + ldx?® — ax® — Ix¥ =[2ax 4 3lx*| dx ~ [a =
3lx] dx?+41.dx% Diefed legte Stefultat durch dx bivibivt, giebt: 2ax—+31x*+ [a—+
3lx] dx +1,dx% Seit man nun in biefem lesten Mefultate flatt dx 0, fo erhdlt man:
gax—3lx?~+[a=+31x].0+1.0"=2ax -+ 31x? unbd biefer lefste Ausdrud ift der ver:
langte Diffevenzialcoefficient.

Anm, Der ®ifferenzialcoefficient dey urfpiinglic) Berdnberlichen iff = 1.

§. 81 Grfl. Sefit man cine Sunction einem cingigen Budftaben 3 B. z aleidy,
jagt man 3. B. z= ax? fo bat man eine Gleidung swifhen awei verdnderlichen Grdfen;
und fucht man bad Diffevensial der Function ax? tad man audy burd dz beseidmen Eann,
fo hat man [nach § 27.] dz=3axdx, cine Gleichung awifchen den Differenzialen gedadh-
ter Berdnderlichen. Wit nennen diefe lektere Gleidung eine Diffevenyialgleichung.

§. 32. Gril DWir haben pisher nur auf Functionen einer urfpr. Peranberlicdhen, obex
auf Gleichungen awifchen el Revanberlichen geacdhtet. IWir wollen nun audy nadyroeifen,
toad ol unter Dem Differenzial und dem Diffevenzialcoefficienten ciner Junction von meh:
reven Berdnberlichen, und unter dber Differensialgleichung, bie aus einer Gleichung jwifdhen
brei und mehreven Berdnbderlichen abgeleitet wird, ju verjtehen baben.

2
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Dentt man fich, daf in einer Function von zwei oder mebhreven urfpriinglich verdnbder:
lidhen Grofien jede berfelben fich um ihe Differeriial bevdnbere, fo aieht bies in ber Regel
aud) eine Verdnberung der Function nadh fich, und basg, um was fith bie Function vevdn:
bert, witd bas Differengial derfelben genannt, G5 fei 3. B, xy bie gegebene FKunction ber
Bevdnderlichen x und y. Der nddfte Juftand diefer Function wird offenbar baburch her:
borgehn, baf x und y {ich um ihre Differenziale dndern; da witd aber qus bder Function
xy werben: [x +dx]. [y-+dy] =xy+xdy+ydx-+dy.dx. 8 bat fih fomit xy
um xdy + yd®=-dx,dy, ober [wegen §.9.] um xdy—+ydx gednbeet.  E3 ift fomit
ba8 Differensial der Function xy=xdy+ydx, :

Der Differensialcoefficient wird in bdiefem Falle daburd) gefunden, baf man baa Diffe-
vengial Der Function, bie wir 5 B. z nennen wollen, alfo dz enfrweder burch dx odey dy

: ; diziisiist dy Libide ! dx 3
bivibirt. Wir erhalten fomit: e i e e Iy Die

dy ;
Audbriice: :}; und —'(I]f;-— find, wie wir fhon oben gefagt haben, baufig enbliche, angeb:

A dz dz
bare ebfen, baber benn auch o poen und i

Clemente der Differensialvedhnung,

§. 33, Gril. Die Differensialrechnung lehet bie Regeln, nach weldhen man das Dif-
ferengial einer vorgelegten Junction finden Fanm,

§- 8% Gril. Gine Function diffevensiiven, Beifit, ihr Differengial angeben; eine
Sleichung gwifchen gioei ober mehreven Berdnderlichen diffevensiiren beifit, bie ihr entfpre:
chende Differengialgleidhung finden.  [Man lefe §. 31].

Unm. Die Grundregel des Diffeveniivens ift fhon in den §§. 24, 26, 27 entwidelt

worben; hier wollen wir aber Eirgeve, fdhneller gum Jiele fiibrendbe Regeln aufftellen,
wiewohl fie aus jener Grundregel abgeleitet werden.

—_———
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A. Bom Differengiiven algebraifther Suncrionent it eciner und mehreven

st unterbrechen, hieher feten,

utfpriinglich BVerdnderlichen.

§. 35- Aufg. Das Differenyial ber Function ax ju finden.
Kormel: d(ax) =a , dx.
Bew, Sehen wir ax = y, fo ift dy = d (ax) = a [x +dx] — ax = ax-+adx
— ax — adx q. e. &,
Beifp. d(mz) = mdz; d[(m—+n).x] = [m—+n],dx

§. 36. Aufg. Das Differengial von Ix—+k ju finden,
Sormel: d(lx—+k) = d(lx) =1, dx.

PBerw. Setten wir bie gegebene Function = y, fo ift dy = d(lx+k) = (x4
dx) +k—(Ix +k) = lx +ldx +k—lx —k=1dx q. e. d.

Folg. Dad conflante Glied der Function hat alfo auf ihe Differengial gar feinen Ein-
fluf; fo it d(ax)=d(ax+1) = d(ax+Db) = d(ax—m) u, {. W,

§. 37. Aufg. Die Function ax—+by—ecz ju bifferengiiven.
@ormel: d(ax-+by—+cz) = a,dx-+b.dy-+c .dz,

Bew, Die gegebene Function mdge v heifien, dann iff dv=a[x- dx] b [y +dy]
¢ [z =4 dz] — [ax + by~ cz] —=ax -+ adx + by-+bdy-+cz+cdz—ax—
by —cz = adx-+hbdy—+cdz q. e. d.

Folg. Hat man alfo eine polpnome Function 3u bdifferensiiven, worin jeded Glied ein
sproduft aus einem conflanten und cinem verdnbevlichen Faftor ift, fo Dbraudyt man
Blof bie Diffevenziale ber eingelnen ®licber 3u abbiven. Sollten aufier den verdnder:
lichen Glicbern audh conftante porfommen, fo wird dag Diffevensial der polynomifden
Function ber Summe der Differensiale der veranberlichen Glieder gleich fein. Jft 5 B,
bie Fuuction ax +by-+1--q 3u bifferensiiven, fo fann man flatt ax-+Dby 3 B.v,
ftatt 1-+q 3 B. ¢ fefien; man hat alfo bann: d[ax Dby + 14 q] = d(v~+c)
— dv [nadh §. 86] = d [ax+Dby] = d (ax) + d(by) [nad §. 37].

§. 38, Aufg. Dasd Differensial von xy su finben:
Formel: d(xy) = xdy -+ ydx,
Der Bew. iff swar fdhon aud § 32 flay, wiv wollen ihn jeboch, um die Drdnung nichi

2!-




d(xy) = [x+dx] [y +dy] — xy =
1y+ydx—+-xdy—+dx,dy —xy=ydx4xdy+dx ,dy=ydx+xdy, da bie un:
enbiich fleine Grifie bes jweiten Ranges, nimlich dx , dy in Hinfidht auf bie des erjten
Nanges verfchwindet, ) ;
Folg. Man findet alfo bad Differengial eines ProduFts aus jwei verdnderlichen Fafto:
ven, wenn man dad Differensial jeded Faftors dburd) den andern FaFtor multiplicict, .l,

und bie fich fo ergebenden Partialprodufte adbir, i

§. 39. Aufg. Die Function xyz ju differenziiven. 7
Formel: d(xyz)=xydz-4xzdy+ yzdx,
Bew, Man fehe xy 3. B. = v, bann ift d(xyz) = d(vz) = vdz + zdv [nad
§. 38]. Sest man nun wicber flatt v ben Werth xy, [0 evhalten wir: d (xyz) =
xydz +zd (xy) = xydz 4z [xdy +ydx] =xydz +xzdy+yzdx q. e d.

Folg. Man erbalt alfo das Differensial eined Nrodbufted aus drei verdnderlichen Faf: ]
foren, wenit man bdas Differenzial jedes ecingelnen FaFfors burd) Das Prodult der iibri- i
gen Faftoven multiplizivt, und bdie fich fo ergebenden Partialprodutte addirt, ;'I

§- 40. fLebrf. MWird bas Differengial eined Prodbubtd aus m verdnberlichen FaFto:
ven, [m al8 gange, pofitive 3ahl angenommen] baburdy gefunben, baf man bas Diffevensial 1
febes eingelnen Faftors mit bem Probufte ber dibrigen m — 1 Faftoren multiplicivt und die
fidy exgebenden Partialprobufie sufammenaddivt, fo wird audy bad Differengial eines Pro:
buftd aud m —~ 1 .verdnderlichen Fafforen baburch erbalten, daff man bas Differenzial jebes
eingelnen Faktors mit bem Produtfe der {ibrigen m Fabtoven multiplicict, und die fidy erge-
benben Dartialprodbutte alle abbirt,

Bew, Wi wollen dad Produft der erflen m Faftoven durd) v bezeichnen; z moge ber
fibrige m = 1te verdnderliche Faftor fein. Dann ift bas Differenzial aud dem Pro:
bufte der m 1 verfnderlichen Faftoven = vdz + zdv, [nach §.38] Nun iff dv
nach Der Vorausfesung = der Summe aller Partialprodufte, bdie man erbdlt, wenn
man baé Differenzial eined jeben ber m erften vevdnderliden Faftoren mit dbem Pro-

B S S

buffe der fibrigen m— 1 evflen verdnderlidhen Faftoren mulfiplizivt; e8 ift demnach
zdv = ber Summe aller Pastialprodufte, bie man erhbdlt, wenn man das Differen:
sial eined jeben der m erften verfnderlichen Fafforen mit dem Produfte ber fibrigen J
m gegebenen Fabtoven multiplicivt, @8 ift fomit vdz 4 zdv=bder Summe allet T

Partialprodufte, bie man erbdlt, wenn man dad Differenzial einesd jeden ber m =41
gegebenen vevdnderlichen Fafforen mit bem Produfte der iibrigen m Faffoven multi:
plicirt, q. e. d.

-
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Folg. L. Da wir nun wiffen, bafi, wenn dad Differenzial cines Produfts aus vier vers
dnberlichen Faftoren zu bilden iff, bie Vovausfesung, bie wir im vorigen Lehrfafie ge=
macht, wirflidy flatt hat, (ba wegen § 39 d (xyz) = xydz—+xzdy+yzdx); fo
muf, bem fo eben erwitjenen Lebrfase gemdp, d [xyzv] = vxydz -+ vxzdy +
vyzdx + xyzdv fein u, f. w.

- %olg. 1. @8 ift bieraus flar, Daf bad Differensial cines Produfts ous m ‘verdnbderli-

‘ chen FaFforen gefunben witd, wenn man dad Differensial jebes verdnderlichen Faftors

o burch bas Produft der fibrigen m — 1 Faltoven multiplicirt, unb die hervorgehenden

Partialprodufte sufammenaddict.
§. &1 @8 ift leicht cingufebn, baf d(abxyz) = ift ab.d (xyz); benn man Fann
ab 3 B. burdy e, xyz bur) v bejeichnen; daun hat man: d(ev)==e,dv, oberwenn man fiv
| ¢ und v ihre Werthe fubfiituivt: d(ev) = d(abxyz) = ab,d(xyz). [Tie wiirden
| biefe Formeln wobl, in Worten audgefprochen, lauten?]

§. 42, Aufg. Das Differensial von —:— u finben.

1 i ydx — xdy
| tod —) = —_—
| Formel ( 3 7

Hew, d (:{_) e B n L S xy+ydx—xy—xdy e ydx— xdy
y ¥ dy y yrEydy . y'+ydy

Folg. Man findetdalfo dag Differensial eined Bruches, deffen Jahler und Nenter ber-
gnberlich find, wenn man ben Menner mit dem Diffevensial des 3dhlevs multiplicief,
pom Produbte aber das aud dem Jabler ing Diffevenzial des Nennerd abzieht und den
Meft ourdy dad Quabdrat bed Nenners bivibirt.

§. 43, Lehrf. Dad Diffevensial eines Bruches, deffen Nennev conflant, beffen Jab-

ler vevdnberlich ift, ift gleich bem Differenslal bed Jablers, bivibivt duvd) den MNenner.
dx

Behaupt, d ( :—) = —
Bew, d (—Z—) = (—;— \ x) = —;— . dx [wegen §. 35] = llax J

Der Bew. fann audy fo gefilibrt werben: 1
X adx —xda _ IR adx L dx
d (;) = XX nag §.47] = S (e da=0 i) =

§. a2 fchrf. Das Diffevenyial cined Bruches, deffen dbler conftant, beffen Nen=
- net verdnderlich iff, ift dem entgegengefefst genommenen Differenyial ded Nennerd, multi:
plicict burch ben Sdbler, dividirt dbuvd)’s Suabrat bed Nennerd, gleidh

o e T T
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a . adx
Bebhaupt, d(‘:-) ST
¢, da— ads ; :
Bew, d (%) = .li%&, ba aber da = 0 ift, fo iff audy d (%):
BSeensia e ;;1_': q. e. d,

§. 45, Aufg. Dad Differenzial von x™ ju fuchen, wenn m eine gange, pofitive
Babl ift.
Formel: d(x*) = mx"—dx,

Bew. x™ ift ein Produft aus m verdnderlichen Faftoren. Dag Diffevensial diefes Pro:
bufts ift [nad) §.40] = ber Summe der Partialprodbufte, dbie man erbalt, wenn man
bas Differenzial jebes eingelnen verdnderlichen Faftors mit dem Produfte der ubrigen
m—1 peranderlichen Faltoren multiplicivt; e8 iff fomit d [x*] = x*—* dx 4 x"~1dx
= x"7idx L0y mmal = mx®—dx q. e d.

§. #6. Wir hdtten die RNichtigheit der im vorigen §, aufqefieliten Formel auch fo ey:
weifen finnen: '

3t bas Differenyial von x™ (unter der BVoraudfebung, baf m eine ganze, pofitive
3abl ift,) =mx*—dx, fo ift auc) das Differenzial von x=+: =(m-1)x", dx, Denn
XFi=xm, x, Demgemdfift d (x*+) =d (x™. x) [oder, wenn man x* =y fest] =d (vx)
=vdx+xdv=x"dx—+x.d(x*) =x"dx + mx" dx = [m 1] x" dx q. e. d.

Folg. Nun ift d(x?) = d(xx) =xdx~+ xdx=2xdx; alfo muf aud d(x¥) =
Sx*dx; d (x%) =4xdx fein u, . w,, alfo allgemein: d (x*) =mx=—*dx,

§. 22, Lebrf. Das Differensial von x—™ wird, unter der Borausdfesung, daf m
eine gange, pofitive abl fei, auch nad) ber Reael bes §, 45 gefunben, 8 iff namlich d(x'= =)

= — mx—"*dx

Bew, x~="= \—iﬁ, alfo d [x— ]=d[ ‘(1 }; wegen §. 44 ift aber d [_{71*'7]
b=y . s Soar Py l_ i = T — 1 X =
! 1 \n;\‘ dx , alfo d[x==] = m‘x‘}m dx ——mx-=— dx q. e.d.

§. 48, Eebrf. Aud dasd Differenzial von X% wird, wenn m und n gange, pofitive

Sablen find, nach der Regel bes §, 45 gefunden, o3 iff ndmlich d [wT:I = % X dx,
Bew., Seen wir x+7 = ¥, fo 1ft, wenn wir beiderfeits sur nten Potens erheben, x
= y*, alfo d [x*]1=4d[y*], alfo auch mx—2dx=ny"~* dy; bemnach “‘u";—_‘,ﬂ_x_

Mo— m

o m
— {]}.-_ mun iﬁ Vi xT’ a[ll'n :‘,n—h =x= (a—1) —x _,."; nI'Fg :I'.I:,'“ - T

-
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m = m m T, — 1 m
nx =3 folglich dy=d [1-: '"] — —“iu——if— = — ym—i—m Ty
nE= X
m Bty 1525
= —xT= dx q. e. d.

™

§. 29. fehrf Yuch bas _Efﬁ'crcn_gin! von x~ & with nach ber Formel des §. 45 ge:

fundben und iff = — J::- X -5 - 'dx

: T —mr-] Al '\(L:- Ty
Bew, d [g" TJ: d [x < _'_J = ﬁk——— (nad) §.44) = _.‘.'____._
m

= — ----n——xT TAT R A = — %- i q. e. d.

§. 50. Folg. I alfo der Gryonent einer Potensialgrifie was immer fiie eine gange
ober gebrochene, pofitive ober negative Jahl, fo gilt doch flets filr basd Differengiiven ders
felben folgenbe Segel: TMan multiplicive ben Grponenten Her Poteny, woyu eine verdnbers
lidhe Girdfe echoben werden foll, mit ber um einen Grad niebrigeren Poteny jener Verdn:

perlichen und bann mit bem Differenzial jener BVervanberlidyen.

Anm. Die hier in Rede ftehende BVerdnderliche ‘Fann auch eine Function einer oder meh-
verer verdnberlicher Gieffien fein. i

Beifp, d[ax—+bx"*=4(ax~+bx??*, d(ax+Dbx"). d[Jax*+bx*"] =
a [(ax*+0 x‘)T]z S [0x® + bx4J7 ~* X dfax’++ bx4)

§. 8L 9Mit Hiilfe der bisher erriefenen Regeln At fidh bas Differensial einer jeden
algebraifden Function von einer ober mehreren urfpriinglich Berdnberlichen findben, — IWie

man aud bem Differengial bder Funcfion bden Differengialcoefficienten ableitet, Fann nady
bem, was in ber Ginkeitung §. 28 gefagt worben ift, nidyt fchrwer ju entfeheiben fein.

Anwendung der Differengialredhnung auf den Beweis des binomifden
Lebriabesd.

§. 82 @Gril. Unter dem binomifchen Lebrfate verfiebn wie den Saf, baf (a--c)”
n [13 R 1] n o= 3 a2 _E__E}__ 1-] in = 2] o— 8,3

S i e R T it SERREE &

nfn—1]m—2 n—3]>....><[n—r—+1]
| a0 e s e A ol

Werth audh n haben mdge, cinen pofitiven ober negativen, einen ganjen ober gebrochenen.

= a"+na""'c +

a"~re¢ + ... ift, was fliv einen
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Gl ot nn—1] nn—1].n—2] oy

§, 83, febrf [14+ex]* =1-+nex-+— T (ex)? g & x) .
: nn—1][ t1—2:>< *{[11—1‘—0—1] v
T = 71 Y T (ex)" fiix jeben pofitiven und mega:

tiven, fiir jeben gangen uub gebrochenen Werth von n. |
Bew, G fei I (1 4+ex) =1+ Ax+Bx*4Cx’4-Dx*~+.,.. b b wenn man .
bie erfie Seite nad)y Potenzen von x fteigend entwidelt, Fomme gans genau bie sweite |
Seite jum Vorfdhein, wad fiir einen Werth x auch haben mag.

Differengiirt man bie Gleichung Nr. I, fo erbalt man: o+
ILn[i4+ex]P-f. d1l+ox]=A.dx +2Bxdx +3Cx’dx 44 Dx¥dx—~+.... i
Multipliciee man beiberfeits mit 1 +ex, fo IJM' man: HL n[1+ex]*. cdx= 1
[A.dx-+2Bxdx~+ 3Cx*dx—+ 4Dx3%dx~,, 1+ ex]. Wenn man beiverfeits |

mit dx bividirt, bie SMultiplication auf bdev rcd)tﬂl Seite in Nr. III qusfiibrt und fiix
(1 =+ wx)" den TWerth qus Nr.I fest, fo erhalt man:
IV. ne += neAx 4= neBx®* 4+ neCx® 4+ neDx*—~4 ... ..

A+2B) x+3 C) x2+4 4D ) x¥ ...
e ru\§ +2a]3} '+'3th} -+
Da fich nun, wenn-man in Nr. IV_auf beiben Seiten auf bdiefelbe Beife nady Po-
tenzen von x ordnet, genau baffelbe ergeben foll, fo miiffen aud) auf beiben Seifen
bei gleichhoben Potenzen von x gleiche Goefficienten vorfommen; o8 muf alfo:
1)ne=A; 2) neA=2B+ «A; 3) neB=3C—+2«B; 4) neC=4D-
3aC fein. g

S e e T N W

Aus 2) ergieht fidh: B= — ‘”: ';‘“" = [“T% i s nun ift nady 1) ne ;

. . ¥ . . ;.B -B A
H(F_* ;3“ .e% Aus 3) ergiebt {idhy: C = _haB —2, —3—2« :
_—'uﬂ.u

3 5 fest man nun biev fiiv B ben aqud 2) gefunbenen Werth, ndmlidy:

= A; alfo it audh: B=

— 5 ¢ fo abhdlt man: C = n{u—1 1%{:"2] . Aus 4) exgiebt fich:
0 — 320 — i - —_
D = -El—r—-—i—gfu —=ul _EI__S]": nun war Caud 3) = e 1){“ 2) w?
& 12,9

gefundens bemnach iff D = — n(n—1)@—2)(n—8) et . fow.

Setien wir die fiiv A, B, C, D gefunbenen Werthe oben in Nr.1, fo baben wic:

nfn—1 (ax)? + n[n-:ﬂ [n—2] o)

V. [1+ex]" =1-4n (ex)® + s e
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| rige 5L 11] [; : 3?]4[" ol (ax)* =+ . ..., und bdiefe Gleihung gilt, mag
n eine gange ober gebrochene, eine pofitive ober negative Jabl vorfiellen.

| = s A1) ol mE )3,
| §. 84 Jola [1-+x] 1-+nx- A x* 4= t a8 X
! G IR 12 (';_3‘2)4("_3) SO S 5 benn wir dlirfern nur in der lebten Glei:

1 d)ung bes vovigen §. fiatt « ben Werth 1 fubfiituiren, um auf bie in diefem §. aufgefielte
Formel zu Fommen.

¥ g
e

§ B5. fehr. [a-+Dbx]" = a" - na"~ ' bx + “[ﬁgi =2 (bx)® +
nfn—1lfn=—a] = .. 3 a1 n—2] [n—=8] . _ afiid
I a (bx)3 + TR a (bx)*~+..

Bew. Wenn man eine 3ahl durch eine anbere Jahl multiplicirt und audy wieder durch

biefelbe Sabl dividirt, fo bleibt bas Nefultat gleich ber anfangs gegebenen Jabl, dem:
a--bx

nad) it a4+ bx=a [“a""'] = [1 e % .\] bemnadh ift audh: [a—-Dbx]"

= [:1 1+ -g-,xj,] == [1 i T:) :L:I . Sefen wir in [1 -t L: t:l ftatt

n

Loisoe foift[1+ 'T'.x]': [+ ox] =1 hn(ex) = 200 (3)°

G5 ift demnady audy (1 4+ «x)* . 8" =a" +na® ax —+ i[!‘!]. o ] a", (ux)®—+
nmn—1] [n—2] n Lo nfn—1][n—2] [n—3]
i.2.8 Latani e 1.2.8.4

I n
Sefst man flaft ¢ ben ‘Werth %, fo hat man: [1 -t= -l:— x] s 2 =(a+bx) =
| ; b aln—1q] ., B o mie—d] 2] Bl
k a" -+ na* —Xx -+ 1.2 8 ATk 1.2.38 e
1—11] [;_32]4["_-!‘] 1 .{ _+_ L =a" +]]3"_lb¥ } n(;-'j;.l_)all—? (h!}ﬂ

2B | s ()0 A= DODE= sy

s Mo e

s e e e e T g

—

.ﬂ"(re:i)‘-l—.....

4

+ X

q. e d
§.86. Folg. [a—te]'=a +na"~" c-{mL“Hl) a0 M- Bn= (0 -2) a®—% ¢’

122 12,8
4= — n(n—11} (2" ;21(“"3} a"=4+e4 ==, .5 benn fefien ‘wir ben Fall, bad e bie:

fes.- § fei bem bx bed vorigen gleich, [cine S}nmtufﬂsung, bie au machen man bereditigt iff,
benn e8 barf ja nur x_Lh angenommen werden] dann wird man in dem Enbrefulfate
3




bes vorigen § nuv flaft bx den Werth ¢ ju fubftituiven branchen, wum fogleich die in bies
fem §. aufgeftellte Formel ju erbalten. €3 ift fomit der in §. 52 befinirte binomifche febhr-
fas fiiv jeben pofitiven und negativen, fiir jeden gangen unb gebrochenen Werth bes Grpo:
nenfen n enwiefen.

(»finigeﬁ fiber die hobheren Differensiale.

§. 52. Bem Das bisher betracdhtete Differengial wird auch evfies Diffevensial
gentannt, e8 giebt namlich auch ein jweited, dritted Differenzial w. f. w., welde mit einem
allgemeinen Namen hohere Differengiale genmannt werben.

§. &8, Gril. Differengiict man bas evfle Differensial einer Function abermald, fo
erhdlt man baé jweite Differengials wird biefes abermals biffevensiive, fo erbdlt man das
britfe Differengial ber urfpriinglich gegebenen Function u. f. .

§. 59, Wabhlf. Um dasd sweite Differengial ciner Function, 3 B, von == anzubeus
ten, {chreibt man: dd (x*) ober, ber Kiivge wegen d*(x™); will mad das britte Differen:
sial von x® anbeuten, fo fhreibt man: ddd (x=) oder Fiirzer: d3(x™) u.f.w.5 fo bejeichs
net audh 4 (x™) bas nte Differenzial von x, '

§. 60. Anm. Meiftentheils wird bei ber Bildbung ber boheren Diffevensiale dasd
erfte Diffevengial ber urfpr. Vervdanbderlidhen ald conflant angenommen. So wird alfo 3. B.
beim abermaligen Differengiiven bes erjien Differensialé der Function ¥, ndmlich beim Diffe-
tengiiven bon mx™—* dx bas Differengial der urfpr. Verdnderlidhen, ndmlich dx, ald conftant
bebanbelt. @5 iff fomit bas zweite Differengial der Function x™, ndmlid dd(x*) =
@*Gr)=d(dx") =d(mx**dx) = dx . d [mx" '] = m.dx. d' (") = mdx,
(m—1)x* . dx=m(m—1),x"*Px"

B(x") = d(d* (x9)) = d[d(@x)] = *[dx")] = d[dms"—dx)] =
d(mm—1x"*dx)=m(m—1) (m—2) . x*~3dx?

§. 61 G8 fonn vorfommen, baf das Differenial eines gewiffen Ranged = einer
conftanten Grdfe, bas Diffevenzial bed gebaditen Differenyialsd alfo =0 witdh. o iff 3. B.
pad erfte Differensial der Function x* = 3x*dx; bas jweife = 2.3, xdx; bad britfe
= 1,2.8.dx% ba nun diefed britte Differenzial, da dx ald conftant betraditet wir,
conftant fein muf; fo ift bas 4te Differengial der Function x® = 0. Daffelbe ailt audy
von allen nody Hibeven Differenialen gedachter Function.

Bem. Die Beftimmung biefer Schrift erlaubt und nicht, in eine tiefere Unterfuchung
bes bier beviiheien Gegenftanbes einzugebn,

e e

AT R

-I
f?.




0

B. Ginigeg fiber bad Differensiiven eciniger trandcendentalen
Junctionen.

-

a) Bom Differenziiven dber Logarithmen, befonderd Devev Ded nafi:
liden Syftems.

\ §. ©2. Aus meinen Glementen der Analyfis bes Endlidhen §. 111 und §. 119, Lift

: fich cnrnc!;.men:, baﬁ. !ber Euﬁnr[r[ﬁmus ber 3ahl 1= x nad) was immer fiir einem Syfiem

= M (.\‘—;—-—0— ;— — ; -+ . ) fei, wenn man unter M bden IModulud des Shpftems,

b. b. ben Quoetienten verfieht, bden man erbalt, wenn man 1 burch ben natiitlichen Logas

| vithmus ber Bafis bed betraditeten Spftems dividirt. Jft die Bafis bes betradyteten Sy-

ftems 3 B. = 6, fo iff der Modulus beffelben. =

1 loz. nat. 6 | :
i ®olg. Sm fogenannten natiilihen Syfreme ift alfo dev MMobulusd = wenn e
: ST L b : } Sy
bie Bafis bes natiiclichen Spftems angeigt; bann iff aber log. mat.e =1, alfo Der
Modbulus bed natiiclichen Syjtems = ~-}— = 1, fo baf alfo: log.nat) (1-+x) = X

2 X s

X .
5 -+ "_3— — -'i_+. 1 Tﬁ.

§. 63. Gril Unter bem Differensial bes Logarithmus von x verfieht man piejenige
®réfic, um die fich ber Logarithmus dnderf, wenn fid) bie 3ahl um ihe Differenzial dndert,

: : X 1x dx
@3 ift fomit d(log. x) = log. (x—+d x) — log. x = log. —\::'l \) = log. (1 Gy b

1x dx? ix® 1x4
l_\ = vl l—-—l—-‘ Da aber alle folgenden

| und wegen §. 62 =M [ — 3% Tgxd | 43P

) P J
Glicber in Dem innerbalb der Sflammer fiehenden Ausdrude in Beziehung auf das erfie,

¢ i ; 1
ﬂ:‘ (wegen §. 11) veefdhwinden, fo ift d (log. x)=M —‘—“5— unb Ddabher

namlidy auf

dx

—, ba im natiiclidyen Syftem per Modulus M = 1 ift,
Solg. Man ft'u-btt alfo bas Differenyial des natiirlichen gogarithmus einer Vevinder:
liden, wenn man dad Diffevenial berfelben burch gebachte Verdnberliche felbft bivibirt,

=T
i

d [log. nat. x] =

b) Bom Differengiiven dev Grponentialgrdfen.

i

§. 64. Daf man unter einer Grponentialgrifie eine angejeigte Potens perfiebt, Deren
@rponent eine verdnderliche Grofe iff, mag bie Bafis verdnberlich ober conftant fein, iff

bereits in meinen Glementen ber Analyfis endlicher Gréfen gefagt worden.
3":
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§. 5. Aufg. Das Differengial von x7 ju findben,
Aufl, Wi feben x*'==z, bann ift log. nat. (x¥) =log. nat. z, alfo y.log nat. x =
log.nat.z; alfo d (y.log.nat.x) = d(log.nat.z); alfo y .d(log. nat.x)~+log.nat.x.dy

+

5 13 1z rzd
= %- (nad) §. 63) ober: y . ,.% —~+ log. mat.x . dy= ‘: alfo sz i

z.log.mat.x.dy =dz, ober, wenn man fiaft z feinen MWerth feft: —y—x—;ii—
x*.log.nat. x. dy = d(x7) alfo: yx*—*dx + ¥ log. nat.x . dy = d(x?).
Anm.  Wird x confant, ift 3. B. a’ zu differensiiven, fo geht der firr d(x7) gefuns
bene Yusdrud in folgenden fiber:
ya’~'da =+ a’ log.mat.a.dy = d(a¥).
RNun ift da = 0, alfe d(a¥) = a’log.nat. a.dy.

¢) Ciniges iiber dad Differengiiven der trigonometrifden Func:
tionen verdnberlider Bogen.

§. 66. Aufg. Man foll dbas Differensial von sin. x finden.
Aufl. I d(sin x)=sin.(x+dx) —sin. x = sin. x, cos. dx ~ sin. dx, ¢os. X —gin. x,
Da nun dx ein unendlid) Eleiner Bogen ift, fo ift fein Gofinus von bem eines
Bogens von 0° nicht angebbar unterfdhieden. Da nun der Gofinus von 0° = 1 iff,
fo ift auch eos. dx = 1, '
Der linearifdye Sinus bed unendlich Fleinen Bogens dx fillt mit biefert Bogen
gufammen, fo daf man jogen Fann, der unendlich Fleine Bogen dx und fein linearis
fcher Sinus feien, alé geometrifche Grdfen betracytet, einanbder gleidh. Deflen wir fie
nun beibe purc) daffelbe Maaf, ndmlich den Nadius aus, fo werben fie auch, alg ariths
metifche Grdfen betrachfet, einander gleich fein miifien, €8 ift fomit in biefem lefstern
Sinne sin. dx =dx, G5 dnbert fidy bemnady bdie Gleidung Nr. 1 in folgenbe um:
sin. x . 1 +cos. x . dx — sin. x =d (sin. x); worausd cos.x , dx = d(sin. x) folgt.
golg. - Man findet alfo das Differenzial bes Sinus eines verdndexlichen Bogens, wenn
man ben Gofinus beffelben mit dbem Differengial bes Bogensd multiplicice,

§. 82, Aufg, Dasd Differenzial bes Gofinud eines bevdnberlichen Bogens, u finden.
Aufl, E§ ift sin. % 4+ cos. x =1, alfo, wenn man vifferensiirt: 2 sin.x, d (sinx) -+
2 cog.X . d(cos.x) = d(1) ober 2sin.x. cos.x . dx 4 2 cos.x. d(cos.x) =0 (mwe:

gen §.66) und 2eos.x , d(cos.x) = — 2sin.x . cos.x , dx, alfo d (cos.x) = —
2 gin.x. co8.x, dx ;
—————— i, X,
2 . €08, X
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Folg, Man findet bemgemdf das Diffevensial bes Cofinud eined verinberlichen Bogens,
i wenn man den Sinusd bed gedachten Bogend mit dem Diffevenzial deffelben multipli:
civt, und bas Probuft enfgeqengefest nimmt.

} §. 8. G§ Fann nun nidt fhwer fein, bdie Diffevensiale der ibrigen frigonometri:
i 81N X COS. X
i fchen Functionen zu finben; man beachfe nur, baf tang.x = i cot.x = BT
Bec. X = —1—; cosec. X = —.—l— ; Bin. vers.x =1 — co8. X} c0S. vers. x—= 1 —sin.x
1 4 { EDH.'):I 12 S'ITI-I L 2.5
| ift. Differeniivt man biefe Gleidhungen, fo werben fidh ausd ben hervorgehendben Differen:
4 gialgleichungen die verlangten Differengiale leidht enfwideln laffen.

C. SBon cinigen Anwendungen der Difevensialvechnung,

“Nufice bem beceits in §. 58, 54, 55, 56 LVorgetragenen mbgen Dier nody folgenbe Anwendungen der Differenzial:
§ vedhinung eine Stelle finben,

a) Anwendung der Differvengialvednung bei Auffindung dev Aus-
briice fliv die Tangente, Subtangente, MNormale und Subnormale
und bei der Unterfudyung liber die MoglidhEeit der A ymptoten,

§. 69. @8 fei [in Fig. 8] cabl eine Secante der Gurpe dabs; df fei bie UAbfciffen-
linie; d ber Anfangépunft ber Abfciffen; ae unbdb bf fefen bie fenPrechten Drbinaten bder
Punffe a und bj ar fei pavallel ju df. Die A A ace undb arb {ind einandber dhnlid),
ba bei e undb r Redhte find und, weil ar||cf, aud < bar = << bef ift. G5 ift dbem-
nady cetea = ar:rb. IWir wollen ce die Subfecante nennen und fie durch = begeichs
nens die Drbinate ae mbge y, bdie Ubfciffe de x heifiens ed ift fomit: T:y —.ar:rb,
ober, ba ar—=ef ifi, Z:y=ef:rb. Diefe Provortion finbet tmmer ftatt, wie nabe aud
bi an ae fein mag. 2

Setien wir nun ben Fall, bafi man bie dburdh) a gehende Secante eabl um biefen
Punft a zur Linfen brehe, fo wird der jweite Durchichnitespunte b bem Punfte a fmmer
naber viiden, und endlidh unangebbar wenig von ihm abftehny jedbody audy in biefem Falle
wirb, wie fdhon gefagt worben, bdie obige.Proportion befiehen. ES8 wird aber dbann aus
ber Gecante cabl cine, bie Gurve in a beriihrenbe finie; aus ber Linie bie wir mit = be:
geichnet baben, wirb bie Subfangente bed Punkted a, [bie wir mit 8 bejeichnen wollen]

i

-
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bie Rinie ac wanbelt fidh in bie Tangente bed Punfted a umy ausd ef wird dbad Differen:

aial ber Abfcifie; ausd br basd ber ﬁm-bi:mrc.d Wir habeén dann alfo folgende Proportion:
cdx ;

".lly_‘

Folg., Jn jeber Gurbe ift alfo bie Subfargente eined jeben Punkted = ber Orbinate
biefed Punfies, multiplicict mit dbem Differenzial ber Abfcilfe, bividivt durd) bas bex
Drbinafe,

§. 20, 3t [in Fig. 4] cb die Tangente des Punftes c; ed feine fenfrechte Orbinate;
bd bie Subitangente, fo ift eb? = ed? 4~ bd% Nennen wir bie Tangente T, fo. iff T*
= y* < B ober wenn wir ben im bovigen § fitr S gefunbenen SIBér_t!} fubfiituiven: T*
i ELL SSUIBES o b LS (L 2 }/_—dl (dy*+dx?) = ——

; dy dy? ¥
v (dy* =4 dx?),

§. 70, Guridytet man [in Fig. 4] in ¢ auf cb ben Perpendifel cl, fo beifit beFanni:
tich ¢l die Mormale, (wiv wollen fie durdy N bezeichnen) und d1 bie Subnovmale (fie mag
K Deifen) bes Punfred c.  IWiv wollen nun einen Auddrud fiiv K finden,

Da bel = R ift, und man qud ber Spike ¢ auf die Hypotenufe cinen Perpenbdifel
ed berabgefallt bat, fo ift bd:de=de:dl, alfo:

S:y = dx : dy; bievaus folaf: 8 =

- y*?
S:y:y:K,aIguK:S_ e

Seben twir jlatt S ben MWerth beffelben aus §. 69, fo haben wir: K = ~y dx
e s TR | dy

ylE s A

. 2 2 . (o Na ydy?®

Da ferner cl® = ed? 4 d1% iff, foift N>= K* + y* = ToE Wi =

3"(13'7—4-}'2{1.\'“ i },a ST § WA ¥ x i
llx:l R il.\..‘ |d3 +11E' J.f ﬁ”—u I\ oy —'-;]_T ' \/-(dy +l—i‘\ )'

§. #2. IB{ll man aljo von irgend einer Gurve 3 B, die Subtangente finden, fo nimmt
man die Gleichung bdiefer Curve, bifferengiivt fie, und fucht auf der einen Seite ben alls
gemeinen im §, 69 angegebenen Ausdrud fiiv die Subtangente, ndmlid ";\ 3u erhaltens
pann ift bev auf ber anbern Seife fidh DLefinbende Ausddrud bder fpecielle Ausdbruct fiir bie
Tangente in diefer Gurve. G35 fei 3. B. bie Subtangente der Parvabel zu finden.

Die Gleichung fifr die Pavabel ift: y*=px; wenn wir diefelbe bifferensiiven, fo er:
2ydy

balten wir: 2ydy=pdx, und wenn wic beiderfeitd dburch p bivibiven: —= S —i o
§ oy : " oy’
vividbirenr wir ferner durdh) dy und multipliciven wie durch y, fo echalten wir: —;——-—

;, bemnach ift Der Ausbrucd 23

w‘ '.
dy

= ber Subfangente ber Parabel.

" —
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2PY _ ox,

Do y* = px ift, fo ift -—Ql}-"—,zﬂ - -
Anm. Der Kiirge wegen miiffen wiv andere Anwendungen obiger Formeln iibevgehen.
§. 3. G8 fei [in Fig, 5] ea eine Tangenfe ber Curve und swar im Punkte e; ed

bie perp. Drbinate bes Verlibrungdpuntied, folglich ad die Subtangente; ferner fei ¢b in ¢
auf ad [othredit; bann ift ac=ad—cd=8—x (wenn wir ndmlid bdie Subtangente des
Punfted e = S84 bie Abfeiffe deffelben b, i. 'ed = x fehien). un war (in § 69) 8 =

ydx o chad Us by £ 0 X

| i alfo ift ae = A ;
Ferner verhdlt fih: ac:cb =ad:de, b i 3;1{: — x:ch = :“1]"' Y
J dy

il saeh = l’y“:lx L, ] fydx G eydr—xydy X dy, _  y'dx—xydy
| ; i Al i = fdiyy o5 dy yidx 77 y.dx
| ; ydx—xdy xdy

— e W ——
' dx G dx

ki §. =&. 9Bl men nun wiffen, wie ac und eb bei einer fpeciellen Gurve audjubriif:
fen finb, fo braudt man nur bie Gleidhung berfelben ju bifferenziiven, auf einer Seite ber
fich ergebenden Diffevenzial - Gleichung ben Ausdrud flix ae oder eb (wie wic ibn' im vo=
] vigen §. gefunben baben) su bilben, fo iff bas, waé auf ber anbern Seite fieht, ber Aus-
i bruct fiir ac ober ¢b in bder fpeciellen Gurpe.

§. 25. Die Ausdriicfe, welche man: nach der im vorigen § angegebenen MWeife fiiv ac
und be in einer fpeciellen Gurve finbet, gelfen, wie grof audy die Abfciffe fein mag, die
jum Beriibrungspuntt der Tangente gehirt.

Solite bie Gurpe eine Afymytote haben, fo Ednnte man biefélbe al8 eine Tangente be:
trachten, beren Berdibrungspuntt einer unendlidh grofen Abfciffe zuachiet. MMan fese alfo
in ben nach §. 74 gefunbenen fpeciellen Werthen fiiv ac und cb [in Fig. 5] bie Abfciffe x
= oo, {0 with man erfabren, wie grofi ac, wie grof he unter dbiefer BVorausdiebung fein
muf, wenn ndmlich die jum Beriibrungspuntt e gehdvige Abfeiffe ed = oo, alfo die FTan-
genfe ae su einer Afymyptote wird. Findet man ac = oo, fiie be aber eine beftimmfe,
endliche Grofe, fo ift dies ein 3eidhen, baf bie Afpmptote in ber ber be (wofile wir, wie
gefagt, einen beftimmten, enblichen Werth gefunden,) gleichen Enifernung pavallel jur Ab-
f{ciffenfinie qebe. Sft ae = 00 und be = 0, fo ift die Abfciffenlinic felbft die Afpm-
ptofe. Findet man dagegen fiir ac und b endliche Werthe, fo ift bies ein Jeichen, baf
bie Afymptote die Abfciffenlinie fchneide.

DWerfahet man nach br.rg Ungabe von §. 74 und dem hievr Gefagten bei der Hyperbel,
beren Gleidhung : y* = _I:F (x?~+ 2ax) ift, (wenn wir unfer b die weite, unter a da:

gegen bie erfte Halbachfe verfiehen, bden Berter aber als Anfangdpunft der UAbfciffen bes

SRS L S
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trachten,) fo evbilt man fiiv ae Den MWerth a, filx be ben Werth by wenn demnad
[in Fig. 6] ce eine Hyperbel und er = a, bdie im Verter ¢ auf ber Abfeiffenlinie loth=
rechi ervichtete ef = b ift, fo iff Die burch r und I gezogene Gerabe bie Afymptote ber
Hopecbel.

b) QBon ber Anwendung der Differenzialvedhnung bei ber Auffin:
bung ded Marimums und Minimums der Functionen,

§. #6. GrEl. @8 fei y eine Function einer verdnberlichen Grifie x5 fehen wir den
Fall, y erhalte, wenn x = a wird, einen TWerth ¢, ber grifer iff, ald derjenige, welchen y i
erhilt, forwoh!l wenn x = a -+ e, al8 aud), wenn x = a — e wird, [e ald fehr Flein an: |
genommen], bann fagen tir, die Function y erreiche, wenn x = a wird, ein Marimum e,

Wird aber der Werth ber Function y, wenn man in ibhe x 3. B. = b febt [wir wol: |
len jenen Werth = h annehmen] Eleiner, al8 Derienige, weldyen y annimmt, fowobl, wenn |
man x = b <+ £, al8 audh, wenn man x = b — f feit, [f ald febr Flein betrachtet] fo
fagt man, die Function y evreiche, wenn x = b wird, ein Minimum h,

§. 2. Die Fradge, welchen Werth bdie urfpr. Beranberliche annchme, wenn bdie Func:
tion berfelben ein Marinmim ober Minimum erveicht, witd oftmald aufgerworfen. 5

Mie qrof dad Maximum oder Minimum einer Function fei, IGFE fidh leidyt entfchei:
ben, wenn man einmal weifi, bei weldhem MWerthe ber urfpr. BVerdnberlichen bdie Function
ein Marimum ober Minimum erveicht; bdenn man braudht nur bdiefen TWerth der urfpr.
Beranbderlichen ftatt berfelben in ber Function ju feben, um in dbem, was aus ber Func:
tion burch gebachte Subjftitution wird, dad in Nebe fiehende Maximum ober Minimum Fu
erhaltfen,

§. ¥8. O aber bie Function bei diefem Werthe ber urfpr. Berduderlichen ein Mari-
mum ober Minimum erveiche, [4Bt fich theild aus ben Umftanden der Aufgabe, theild auf
folgenbe eife entfcheiben: -

Man feke in Der Function ftatt dber urfpr. Verdnberlichen eine Grife, bie biejenige,
bei ber bie Function ihr Marimum ober Minimum erveichen foll, febr wenig ifibertrifft.
Sit ber FWerth ber Function, ben fie dburd) biefe Subftitution annimmt, grifer, ald berje-
nige, von bem man nidht ficher iff, ob er ein Marimum oder Minimuny vorfielle, fo hatte
bie Function ein Minimum erveichts ift aber Der Tlevth, ben bie Function durch obige Sub:
fiitution evreicht, Fleiner, al8 ber, vom dem man nidht ficher wufite, ob er ecin Marimum
ober Minimum vorftelle, fo batte die Function ein Marimum erveicht.

e e




§. 29. @8 erveiche bie Function y ber urfpr. Nerdnberlichen x 3 B., wenh x = ¢
ift, ibr Marimum ober Minimum, 10 ift Flar, baf bie Differensiale, bie y erbdlf, wenn man
einmal von cinem x, bag um eine Kleinigfeit fleiner, das anberemal von einem x, bas um
eine Sleinigleit qrbfier, ald c iff, audgeht, im Seichen verfchieden fein miiffem.

Da wic nun bdie urfpr. Berdnderliche x immer.ald wadhfend, alfo dx immer alé pofitiv
' anfeben Fonnen, fo witd dad Jeichen von —E— in jenen zwei Falen auch verfehieden fein
miifiens ift 3. B. -:—;—1'—, fury bevor x=c tird, pofitiv, 2. b, hat y mit oem wadhfenben x
= sugenommen, o m&ﬁ bageqen -%:— bald nachbem x = c gewefen, negativ werben, b, b.
mif bem nun nod) wachfenden x ein abnehmenbed y gufammengebdven und umgebebrt.

®er Uebergang aus dem Pofitiven ind Megative finbet aber am haufigfien durd) die
QNull ftatt, (mandymal jedodh auch burch bas Unendliche; man benfe nur an bie Fangente
in der Trigonometrie.) TWollen wiv alfo wiffen, bei weldyem Werthe von x bie Function

o = e . = ; dy

y ein Marimum oder Minimum exveiche, fo bat man nue Tiif — 0 su feen, unb Der
Werth von x, der fich unter diejer Borausfebung ergiebt, wird in ben meiften Fallen an:
aeigen, wie grof x fein mufje, wenn y ein Marimum ober Minimum evveichen foll.

“ § 80. St 5 B, su beftimmen, wo im freife bie grifte fenfrechte Orbinate flatt:

finbe, wenn man ben Durchmeffer al8 Abfciffentinie, einen der Scheitel ald- Unfangdpuntt
ber Abfciffen annimmt, fo nehme man bie Gleichung fily den Hreis, weldhe in biefem Falle
| y =y (ax — x?) 1, [wenn. man bie Orbinate burcdh y, bie Abfciffe duvch x, ben Durd):

3 = o = ~ - i i
meffer duech a begeichnet] unbd bifferensiive fie, fo erbdlt man : dy = d[ax —x7]* =
adx — 2xdx 7

/ s S 8] — & . R Ry b i o E S e i et SRS
| = [ax —sx*] T2 . d[ax ) g b S D) s bemnady ift =
4 a—2x AN L 2 —2x

i —_— fen it —— = 0, b it 0 = — /=3y nach 0
_, TTTEE Tk nun fefser 'U'-I'E ke 0. bann ift = (i —1 2 hEI"I'I c‘b
1 — a—2x, alfo 2x = a, alfo x = = v, b wenn bie Abfcifle = bem Rabius ift,

erreicht bie Orbinafe ein TMartmunt.
* gBill man nun wiffen, wie grop biefes Marimum fei, fo feie man in y=v (ax—x*)
a At a? a4z ) a
| ¢ 9B - i = —_——)= ) = —
| fratt x Den aRerth T, fo bat man ¥ ‘//( o 7 ) ‘//( e 5
b. b, biefes Marinnim dev Orbinate = bem Nabius.
Anm, Daf ed fich biex von einem Marimum und nidht von ecinem Minimum hanble,

[dft fidy alfo jeigen: Man fefse in y=1vy/ (ax —x*) flatt x ben %crtb% ~+ e, fo

A e e

z

= ‘/ -Ea-i—eﬁ). D nun ‘/[1—- — eﬂ] offenbar Fleiner ift, alé

&




26

2

o 2
‘/ (%—) ober %‘-, fo finbet, wenn x = —;— ift, ein Marimum, nidt ein Mis

nimum der Orbinaten ftatt.

¢) AUnwenbung der Diffevengialvednung bei der Beftimmung ded ei-

gentlicdhen LWevthed einer gebrodhenen Function einer urfpr, Berdn:

berlichen, wenn fie die Form ‘%" annimmt.

§. 81, @8 fommt bidweilen vor, baf der Jdbler und Nenner einer gebrochenen Fune-
tion von einer urfpr. BVevdnbderlidien bei einem gewiffen TWerihe berfelben zu gleidyer Jeit
0 werben. G5 fann gefragt werben, weldenn TWerth die Function in diefem Suftande ei:
aentlich Dhabe. .

§. 82, @35 fei ...:J. eine gebrochene Function von x, famuf;l P alg Z werbe, wenn
x = a ift, = 0. Wir wollen unterfuchen, welden Werth —,— in bem Suftande hatte,
ber bem Suftanbe bed Wer{chwinbens bes P unb Z zunddft vorberging. Sn bdiefem 3u-
ftanbe war aber vom Zabler nur dad Diffevenzial deffelben, eben fo vbom Nenner nur fein
Differengial iibrig,

Hieraud ergiebt fich alfo folgende Negel: Man bifferensiive ben 3abler P filr fich,
eben fo ben Menner Z, bdivibive bas Differensial bes 3dblers burch bad bed Menners unbd
fese im Mefultate ftatt x ben Werth a, {o bat man ben eigentlihen Werth bed bier in
Rebe ftebenden % :

Solite man aber auch auf biefemn TWege wieder bad Refultat -%—- evhalten, fo be:
trachfe man ben Brudy in bem Suftanbe, der dem Juftande —%;—,— sundchit vorherging, ndms
fidh in bem Bufianbe Tz W fo 10,

Beifp. €8 iff befanntlich die Summenformel der geom, Progreffion: a, ax,ax?axs....
ax® —a
b b g ! a=—a (1]
Senf man in diefer Formel x = 1, fo ift die Summe = T =—. Wi

1 0
wollen ben eigentlichen TWerth bdiefes —g— fuchen:

d(ax" —a) = anx"— dx;}
d(x—1) = dx;
d(ax—a) _ anx"—'dx sl
G- T T = aaxtTi,

alfo
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Gefien wir nun im Nefultate anx™—* flatt x den Werth 1, fo hHat man an; dies
ift ber eigentliche 2Werth von —E— in bem obigen Falle, Daf biefes Refultat ridhtig
fei, gebt bavaus Dervor, baf unter dber Vorausfesung, daf x = 1 fei, die obige Reihe
in a, a, a u.{.w, fibergebt, vo die Summe von n Glicdern offenbar = na iff,

i

D. Giniged aud der Infegralvechnung.

§. 83. GrEl Gin Ausbrud, worin dad Differenyial einer, ober bie Differenyiale
mefrerer urfpr. Verdnberlichen vorfommen, wivd ein Differengialausdrud genannt, So find
alfo ‘ady; nx*—*dx; n(n—1)x*—*dx? xdy -+ ydx Differensialausdriicte,

§. 84, Gl St und ein Differenzialausdrud gegeben, und fuchen wir die Function,
weldhe, differenziirt, jenen vorgelegten Differenzialausdrud giebt, fo fagt man, daf man ben vor:
gelegfen Differenzialausbrud integrivt. Die Function, welche, bifferensiivt, den vorgelegien
Differenyialausdbrucd giebt, beift dbas Inteqral deffelben, und die Unweifung, verfthiebene
Differenzialausdriide auf eine miglichft bequeme Weife su infegriven, bie Integraltechnung,

Beifp. Sollen wir den vorgelegten Differengialausdrudt a.dx integriven, fo follen wir
eine Junction finben, bie, bifferensiivt, a, dx giebt; biefe verlangte Function Fann ax

feiny o3 ift fomit ax bad Jntegral des vorgelegten Differenzialausdruds a’. dx.

§. 85. Bem. Nidtjeder vorgeleate Diffevenzialausdrud Fann integrivt werben; mand:
mal ift bie Sntegration abfolut unmbglich, weil Feine Function gedacht werben Fann, die,
diffevenziirt, ben vorgelegten Differenialausdvud giebt; in vielen Fallen Fann man das ge-
fudhte Sntegral nur anndhernd finden und in mandhen andern Fillen find uns die Metho:
pen unbefannt, durd) deren Anwendung man jum verlangten Infegral eines vorgelegten
Differensialaugdruds gelangen Fonnte; e ift fomit die Integralvechnung nody Feine abge: °
fdhloffene Wiffenjchaft.

§. 86. Wabhlf. Um anguzeigen, daf man einen vorgelegten Differenialausdrud in:.
tegriven foll, felst man bemfelben [inf8 bad Beidjen S vor; fo bebeutet alfo /(adx) bad
Sutegral von adx, Man hiite {ich aber diefes /Fiiv einen Fattor angufeben. /f[m(m-1)x»=*dx7
ober /2[m(m—1)x"—*dx?] jeigt an, bafi man bas Jntegral dedjenigen Ausbruckd bilden
foll, ber al8 bas Integralvon m(m—1) x"~*dx? erhalten wirh. Jenes Integral bheift

4"
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bad sweite Sntegral ber Function m(m—1) x*—*dx% So fpridht man auch wohl von
einem Driften, bierfen Jntegral u. {. w,

§. 2. Aus §. 36 iff Flar, dafi bad conftante @lied eciner Function quf dasd Diffeven:
51’&[ beffelben gav feinen Ginflug haty fo ift 3. B. bad Differengial von ax bafjelbe, wie
pas von-ax == b.

Sit uns alfo ein Diferenyialausbrud jum Integriven vorgelegt, fo {ind wir jwar in
febr vielen Falen im Stanbe, den vevdnberlichen Theil der Function, deven Differenzial 3u
integriven war, nach den eigentlichen Integrationsregeln gu finden, 3 Ffann jeboch in der
su fuchenben Function aufer dem eben genannten verdnderlichen Theil auch nodh ein con:
ftanted Glied vorhanden fein.

Daher pflegt man zu bem burd) bie eigentlichen Integrafionsreqeln gefunbenen verdn=
perlichen Fheil der verlangten Function noch ein C ju abdbiven, welded ndmlidh) ben mbg-
licherweife in bem gefuditen Sntegral vorfommenben conflanten Zheil vorfiellen foll. Man
fdyreibt alfo: f(adx)=ax+-C, Diefed C fann nativlid audh = 0 werben,

Wiffen wir 3. B., baf die gefammte, jum Differenialausdrude adx gehorige Function
= h wird, wenn bie urfpr, BVevanberliche ber Function den Wevth g erbdlf, fo baf bann
alfo ax+~C=h witd, fo muf ag+C=Hh, alfo C=h —ag fein; demnadh ift basd
vollftindige, ju adx gebdvige, hier eigentlihe gemeinte Infegral = ax—+h —ag.

§. 88. Sennt man eine Function, bie, diffevensiivt, den sum Fntegriven vorgelegten
Diffevengialausdrud gicbt, fo erhdlt man das verlangte Integral ohne Beadytung anberiwei:
tiger Sutegrationdregeln; man braucht nur ju jener Funciion nod) bie Gonfiante C ju abd-
biven, um bad verlangte Jntegral vollfidndig su finben. So wiffen wiv 3, B. aus §, 35,
baf d(ax)= ddx iff, baber ift bas Jntegral von adx=ax~+ C. Da ferner (nad) §.46)
d(x?)=2xdx ift, fo iff auh f(2xdx)=x°-+C. RNad) § 45 war ferner d(x*) =
gx*dx, alfo iff /(3xdx)=x*+C. Aus §. 38 folgt: d(xy) = xdy - ydx; demnadh
ift auch f(xdy+ydx)=xy—+C. RNad §. 42 war d(—;:—) =—ﬂi-i—;;£,bemmd)

dx —xdy : :
ift mm}f(ﬁli_?l_-‘_ =-¥7 + C.  Da ferner nad) §. 45, 47, 48, 49 d(z™) =

mx™—dx ift, fo it ﬂl!@),f{m:\';r”"ﬂx_]::g"'-t- C.

§. 89. Die Probe der Nichtigleit eined gefunbenen Integrald befieht darin, Haf man
bad Jntegval biffevenjiivt, um su feben, ob dadburd) dad wvorgelegte Differenyial exbalten
werde. :

§ 90. Aus bem LVorigen ift Elar, baf S(d(fx) ) ="1x iff.

§. 8L Aufg. Man foll z"dz integriven, wenn z cine Function einer Verdnberli-
chen x vorftellt, mag m eine gange, oder gebrochene, eine pofitive ober negative Sabl fein,
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Aufl. SMan erbihe ben Grponenten m um eine pofitive Ginbeif, und bividire den fo
umgeftalteten Ausdrud, ndmlich =+ dz dued) (m 4 1)dz, fo hat man den verdn:

berlichen Zheil bes verlangfen Slil;i‘_gl'ﬂfﬁ.
?ru L 1

Bew. 6 ift « |:m+l ]— e .d[z2+]
seiaghe (m ~+ 1) . z7dz e AL
(wegen §. 43) = —— e z"dz, Da alfo d Ill-—l—-l)
gl
z"dz ift, fo ift audh [nach §. 88] f(z*dz) = Tfm" -+ C,
§. o2. febef [Slaxdx] = a/(x™dx).
k +

Rew, a. HMEEdx)— a, -+ € (nmadhy §.91).

“m—1

g d\""f" pm il a(m-=1)x"dx
g e R — _— AT — ax®dx
Jun ift « |_ -+ L,J a, d( ar ) e ax"dy;

ba alfo a /(x*dx), bl]’[q.l'?]lﬁ,l!llf, in ber That bden vorgelegten Differenzialousdvud giebt,

fo ift a. J(xdx) audy wirtklich das JIntegral von ax*dx,

§. 3. Jeben gu integrirenben ecingliedrigen Diffevenzialaugdrud einer vevanderli:
then Grifie muf man auf oie Form z"dz guviidgufibren fudhen, uwm ihn dann nad
§ o1 inteaviven su Fonmen. St der zum JIntfegriren vorgelegte Differenzialausdrud mebr:
glieberig, fo Draudht man nur bie Jntegrale bev eingelnen Glicder ju abdbiven. So ift 3B,
S(adx +mx"—'dx) = f(adx) 4+ f(mx™~'dx) = ax + x"+-Cj Ddenn, wenn man
pen ulest gefunbdenen Ausdrud, diffeenziit, Fomme bder vorgelegie Differenyialausdrud wie-
ber jum Borfdein,

§. 94 Wir wollen cinige Beifpiele jur Uebung hicher fefren.

Aufg. I. Man foll dxyx integriven.

d i day-52 14 ALeg wil 7k 3 o
ufl. dxy x=x%dx, alfo f(dxy )= (Pl = — === ;_ v xt
: . : :
Aufg. L. Tan fDIIJ{ : f ) finben.
Xz
dx dx Y T e XZ A
R ¢ B )
wufl. = xdx, alfoif f( —)=Zra =T =2
Aufg. 1L Dad Integral von _\/ — su finben.

Aufl. d\\/"x __\'ix_= x5 x'%ii :_f_‘:_'f!i_lqu_‘ alfo [ d-cvf‘:..
EV i 2x2 2

f x ™ T dx el g e el _?t';:'_____ e SR -\’.
2 R Gy Jrr  ARERT TN AR BT
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Aufg. IV. Dad JIntegral von dxy (a—x) zu fuden.
Aufl. Man fehe (a—x) =z, bann iff a—x= 2z bifferensiiet man beiberfeits,
fo iff —dx=2zdz; oberdx=—2zdz, Jumift v (a—x)=2, alfo wenn man
Die givei lesten Gleicdhungen mit enmnber multipliciet: dx v (a—x)=—222dz: alfo

Jdxy (a—x) = — 9; Sefit man nun flatt z ben Werth v (a—x), fo
- 2 2
it /ldxy 0-0] = — 2 y{a—x)® = — 2 (a—x)y(a—3).
Aufg, V. Den Differensialausdrud M ,5u infegriven,
1 : : V/ﬂ d
Aufl, —-"—“/-\ LR dxzx =ma dx, bemnach auch ( ”“’G =
VX
: b s, _B=m & n-am:—f—ll’\'!
' lln 1 o n
-/( l“) et Iﬂj( B )_ n—m 1__5__—111-+-mn ST
mn mn
n - ln—l-.m_n_
mnx "'- B mun

—

e £ : mn 'xn—n|+mn'l.
n—m-==mn N=—m==min vﬁE 3

Anm. Wic haben in den Beifpiclen diefes § nur auf den verdnderlichen Tbeil Hes Sn-
tegrals Rudficht genommen,

Cinige Anwendungen der JInfegralredynung.

S. 5. @8 fei [in Fig. 7] abe eine Gurve, al die UAbfiffenlinie, ae bie Abfeiffe, be
bie fenfrechte Orbinate bes Punkted by 8 fei der Dunft £ dem Punfie e unendlich nabe,
alfo ef = dx; [wir verfiehen bier unter x bie Abfciffe, unter y bdie Ordinate]. St nun
cf in £ quf al [othrecht, und bd || al, fo ift ed offenbar = dy.

Der arithmetifhe Ausdrud fiiv den Flddenraum aeb ift ficher nur eine Function von
%, 0 ja aud) y o8 cine, von x ablingige Grdfe su befradyten iff.  Aenbert fih x um
fein Differengial ef, fo dndert fidh auch die von x abhdngige Function, (ndmlidy ber arith:

burdy ba§ fo eben genannte Diffevensial avithmetifdy reprdfentivt wird, ift befe,

Wiv Ednnen be als eine gerade Linie betvadhten. Der A bed Dat mit dem unend:
li Eleinen Parallelogramm befd diefelbe Hibe bd, die Bafis bes Rriangels aber, ndmlid
cd ift in ber des Pdrallelogramme, ndmlich in df unendlichemal enthalten; o8 ift fomit
audy A bde unendlichemal in der unendlich fleinen Gréfe bed erften Ranges befd ent:
balten; o8 iff fomit A bed eine unendlich Eleine Grife bes jweifen Ranged mnd verfdhroin-
bet baber in Besiehung auf befd, o daf befd = befc gefesit werden Fann. Da nun

metifthe Ausbrud® fiir den Fldchenvaum) um ihr Diffevenyial. Die geometrifhe Grife, bie

R ——— {"_-“-—__ s

T
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befd = ef.be ift, fo ift ber arithmetifthe Audbrud fifr das Differensial der Flide =
i ydx, ‘Jntegrivt man den, bdem y.dx gleidhbebeutenben, aud der Gleicdhung ciner fpeciels
d len Gurve abgeleiteten Ausbrud, fo muf als Jnteqral bev nrttf}menfcl)e Neprafentant des
| Fladenvaums hervorgehen.

§. 8. Aufg. Man foll den arithm. Ausdbrud filiv bie Fliche abe [in Fig. 8] finben,
wenn ac cine Parabel, ab die Abfeiffe, be bie fenfredite Ordinate bed Punkted ¢ ift.
| Aufl. Die Gleidhung fir die Pavabel i|1r y = ++/ px. Dultiplicivt man beidberfeits
- mit d=, fo hat man: Jvdx=dxfp\——-p \’fdx, m!cgurt man nun auf beiben Sei:
1
ten, fo bat man: f(ydx)=/(p* x*dx) =

1~\- 5 = 2 L1
I ._.—3:—11",\;-:-

R
2 : S 2 : :
; = -;\/'px.x. RNun it vpx =y, dlfo ift f(ydx) = -E- yx. @8 ift fomit

%
2

| ber num. Ausdbruc fiiv die Fliche abe = —%uyx' Man braudyt alfo nur von bem
Prodbubte aud der Abfciffe in bie Drbinate ;*;srmre sut mebmen, um ben Yusbruck fiiv
bie Flddhe su finben.

Anm. Wir haben in der fo eben gelbfeten ?[ufgaﬁe bie Gonflante bes Jntegrald aufer
Acht gelaffen, und Fonnten es, weil bas .C hier =0 iff, denn wir wiffen, daf, wenn
bier x = 0 wirb, audy bdie zugehbrige Pavabelfliche = 0 fein muf; e3 ift fomit:
% ¥yx -+ C=0, wenn x =0 gefest witd; dann ift aber 0+ C=0, alfo C=0,

l §. 97. @8 fei [in Fig. 9] avb eine belicbige Gurve; ar die Abfciffe, rv bie fent:
! rechte Drbinafe bed Punfted v; rk fei = dx; kul/rvy vnllal, fo it nu=dy, De
« Bogen vu, der al8 gerabe Linie angefehen werben fann, = v (v +nu’) = (dx’+dy?),
Drebt fidh alb um al al8 Achfe herum, fo bildet avb den Mantel ded runben forperd, o
wie av ingbefonbere ben Theil bes Manteld, Dder fidh auf die Abfeiffe ar = x bezieht,
Die Gerabe vu bilbet beim Umbrehen die unendlich fleine Junahme ded Manteld, b. i. bas
Differengial bes gur Abfeiffe x gehdrenden Mantels. Drlidt man alfo biefed Differenial
avithmetifch aud, und integrivt man bdiefen Ausbrud, fo erbdlt man in dem Sntegrale benm
arithmetifchen Ausdruct fiiv den gu x gehdvenden Mantel.
i Nun ift obiged Manteldifferenzial die Seitenflche eined unendlich fleinen geftusiten
fenfrechten Segeld, beffen Bafed durd) bas Umbreben von rv und ku, alfo von y, und
s y-dy erzeugt werben, beffen Hibe aber = dx iff.
Nun finbet man ben Mantel cines gefiubten fenfrechten .ﬁegeié,‘menn man die Seite
beffelben, (hier vu) burd) bad avithmetifche Mittel zwifchen ben Pevipherien bder beiden
Bafes multiplicivt.




S unferem Falle iff bie Devipherie dev grifieven Bafis = 2(y-+d y)r=2yn—+2=dy
[ba 2wdy th Beziehung auf 2y= perfchwindet.) Die Peripherie ber Eleineven

Qyw

#

Bafis = 2yx, alfo dad arithmetifche Mittel swifchen beidben = ;1 —— o

G5 ift bemnach Dad oben ermdbnte Manteldifferensial = 2y=y (dx* -+ dy*). Hat
man alfe aus der Gleichung einer fpeciellen Gurve filt Qymv (dx2—+dy*) ein Wequiva:
lent gefunben, jo braucht man nuv biefes Aequivalent ju integriven, um Den berdnderlichen
Fheil ber Function u cxbalten, welde den gu x gebbrigen Theil ded Mantels ﬂrlﬂ‘mﬂf!ff?'
ausbriidt.

§. ®8. Gehien wir den Fall, die Gurve avb [in ®ig. 0] fei eine Pavabel.

Die Gleichung fiiv die Pavabel ifi: y* ==px; diefe gicht, bifferensiivi: 2ydy=pdx;

ld’* pidx?

alfo dy = 3 unb, wenn man quabrirt, fo eehdlt man dy*= — I.Hjl 3 wenn man bei:

: : 4 r 2 x® 2 dx? =4 y2 . dx?
perfeits dx2 abbirf, fo erhdlt man: dx?*~-dy?= P-‘i-_—u——wa-:hl—-l_-— ET“J
Jieht man auf beiden Seiten bdie Duabdratwuvsel, fo exh&lt man: -‘,-"'(_:11:"2+ﬂy?_] =
dx

ot A (p? + 4y?), und, wenn man beiberfeits mit 2y= multiplicict:

Q‘QI dx. VA Gl o 5 i

ober, da 4y* =4px ifit L 2ymy (dx® +dy?) = mndxy/(p* 4 4px).

Stun baben wir auf der erften Seite der lefiten Gleidhung das im vorigen §. angege:
bene SManteldiferensial, wiv werden alfo die gedadyte Gleihung nur ju infegriven brauden,
um auf ben verdnberlichen Theil der Function zu Fommen, bie den ju X gehorenden Man=
tel bed Paraboloids arithmetifch reprd ifentivf,

1im das Sntegral ber rechten Seite ju erbalten, wollen wir v (p? 4 4px) = z,
alfo p® =+ 4px = 2z® f{efien unb diefe lefitere Gleichung bifferensiiven; fo exbalten mir:

(i} 1
4pdx =2zdz, alfo dx = 9"4; — ZC%  @epen wir nun in der obigen Gleidung

Nr.1 ftatt dx ben Dafiir gefunbenen iﬁnﬂ} tmb ftatt v/ (p* + 4px) ben Werth z, fo
baben wix:

2ymy/ (dx2 4 dy?) =

2y=y (42 + 4y?) = 'Mz';:l"'z
iz

alfo f(zynv’(dn’-{—d; ) _-,) (w ﬂ? ; nun tﬂf il s ) = = 3D ~+ C
— 6[- , 2% 4= O3 feit man ftatt z* ben !Gertb 22 .z ober (p* +4px}\/‘{pz+4px),

fo ift f(2y»y (WUx2 ~-dy?)) ""'f( = dz —61,—"{1’“-"4[”‘)\/([""'41"‘}"'9




Sn unferem Falle
= 2yw, [ba'2=dy R
Bafis = 2ym=,; alfo b

G35 ift bemnadh by
man alfo aud der Gle
Tent gefunben, fo brau
Theil der Function 3u
ausbriidt.

§. 88, Sechen W

Die Gleihung fii

pdx
| :
aljo dy 5D U

berfeits dx2 abbirf, [0«
2tebt man auf beiden
3= Ayt 4y
2ymy
obey, ba 4y° =4px
Nun haben wir
bene Manteldifferensin
um auf ben verdnderl
tel 5ed Paraboloibs a
Wi bas JInfegra
alfo p2 + 4px =2
4pdx =2zdz, aljo
Nr.1 fatt dx ben D
baben wix:

-

2y

alfo f(2y=y (dx?
bl 3 ;
iy z® 4+ O}

fo ift S(2y=v W@x?

TIFFEN Gray Scale

= ¥,

| 2

éﬁyﬁf(dxz +dy?). Hat

’E’(dx?+ﬂy*) ein equiva:
iren, wm dben verdnderlichen
eil bes TMantels avithmetifh

fei eine Parabel.

biffevensiitt: 2ydy=pdx;
pidx? 02
= 5 wenn man bei:

b multiplicict :
i i
'4 4y )

(p® -+ 4px).
] :
iy bas im vorigen §. angege:
ag muv ju infegriven brauchen,
ie ben 3u x gebovendben Man:
|
wir v (p? + 4px) = 7,
iffereniivens fo erbalten wir:
v nun in ber obigen Gleidhung
02 -+ 4px) bden FWerth z, fo

-+ C

%{P*-h 4px) v (p*+4px),
S 4px)y (1 4P X)+C.
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