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Vorwort

^ Nachstehende Schrift ist zunächst für diejenigen meiner Schüler bestimmt , welche

den Wunsch hegen , einigermaßen mit einem Theile der Analysis bekannt zu werden ,

dessen Behandlung vom Gymnasium ausgeschlossen ist . Da dieselbe beim Privatstu¬
dium gebraucht werden soll , so ist ihre Darstellung etwas breiter , als die mancher an¬

derer- mathematischen Schriften des Verfassers . Keiner meiner verehrten Leser , der
mit dem Umfange der höheren Analysis bekannt ist , wird in diesen wenigen Bogen

eine vollständige Behandlung des in Rede stehenden Gegenstandes erwarten . Außer
einer Einleitung und einer etwas ausführlicheren , wiewohl keineswegs vollständigen

Darstellung der Differenzialrechnung enthält diese Schrift nur noch Einiges aus der

Integralrechnung .
Wird diese kurze Abhandlung Veranlassung , daß einige meiner jüngeren Leser

dem hier berührten Gegenstände in der Folge mehr Zeit widmen , so fühle ich mich

für die darauf verwendeten Stunden vollkommen belohnt .

T o b i sch I .
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E inkertung .

Z . L . Erkl . In einem und demselben Kreise kann die Sehne von verschiedener Größe
sein , während der Durchmesser nur von einer Größe ist . Ist z . B . der Durchmesser —
20" , so kann die Sehne alle Werthe von 0 " — 20" annehmen .

Größen , die , wie die Sehne desselben Kreises , verschiedene Werthe erhalten können ,
werden veränderliche , ( variable ) Größen genannt ; Größen dagegen , die , wie der Durchmes¬
ser eines bestimmten Kreises , nur einen Werth haben können , pflegt man unveränderliche
oder constante Größen zu nennen .

§ . s . Wahls . Die veränderlichen Größen pflegt man durch die letzteren Buchstaben
des Alphabets zu bezeichnen , während die ersteren Buchstaben des Alphabets zur Bezeichnung
der constanten Größen angewendet werden .

Z . » . Folg . Nur eine Veränderliche ist eines Zuwachses oder einer Abnahme fähig ;
der Zuwachs und die Abnahme einer constanten dagegen ist stets — 0 .

Z . 4 . Le hrs. Ist in dem Bruche — der Zähler konstant , der Nenner hingegen ver -x
änderlich , so wird I ) der Werth des Bruches immer kleiner , wenn x größer wird . H ) Wächst
x ohne Ende fort , so nimmt — ohne Ende ab . III ) Es giebt keine noch so kleine , wirk -

s
lich angebbare Größe , unter die der Bruch nicht noch hinabsinken könnte .

B e w . von Nr . I . Je größer der Nenner wird , in desto mehr Theile wird s getheilt, desto
kleiner wird also jeder einzelne Theil von s .
Nr . II folgt unmittelbar aus Nr . I .

Bew . von Nr . III . Es sei eine ungemein kleine , jedoch noch angebbare Größe z . B . Ii ,
so ist klar , daß es eine Zahl zi B . n von solcher Beschaffenheit geben muß , daß nb >
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a wird , dann ist aber auch
nb ^ s . , ^ s— > — oder b > —
n n n

Wenn man also dem Nenner

des Bruches den Werth n giebt , so ist < b , d . h . der Werth des Bruches sinkt
dann unter b hinab .
Z . S . Er kl . Wird der Bruch des vorigen § kleiner , als jede noch angebbare , wenn

auch noch so kleine Größe , so sagt man , der Bruch werde eine unendlich kleine Größe .

§ . o . Erkl . u . Mahls . Soll kleiner werden , als jede noch so kleine , aber noch
angebbare Größe , so muß x offenbar größer , als jede noch so große , aber noch angebbare
Größe , also unendlich groß werden . Wir bezeichnen eine unendlich große Größe durch °o ;

1
es wird , demnach — das Zeichen für eine unendlich kleine Größe sein .

Z . r . Erkl . Eine unendlich kleine Größe , z . B - die in einer endlichen unend¬
lichemal enthalten ist , wird eine unendlich kleine Größe des ersten Ranges genannt . Eine
Größe aber , die in einer unendlich kleinen des ersten Ranges unendlichemal enthalten ist ,
heißt eine unendlich kleine Größe des zweiten Ranges . Unter einer unendlich kleinen Größe
des dritten Ranges versteht man eine Größe , die in einer unendlich kleinen des zweiten
Ranges unendlichemal enthalten ist u . s. w .

Ist ( in Fig . 1 ) SS ein unendlich kleiner Kreisbogen ; ist S6K ein Halbkreis , SA der
Durchmesser , k der Mittelpunkt , also » k der Halbmesser ; so ist , wenn eb und äs auf sg
lothrecht stehn , eo aber parallel zu sg gezogen wird : sb : eb — eb : bA . Da nun der Per¬
pendikel eb mit dem unendlich kleinen Bogen es zusammensällt , so ist auch eb unendlich
klein ; folglich in der endlichen Größe IiZ unendlichemal enthalten . Daher muß auch sb in
eb unendlichemal enthalten , demnach sd eine unendlich kleine Größe des zweiten Ranges
sein . Nun verhält sich ferner : äo : ee — eb : bk , da die z^ /Xcloe und ebk ähnlich sind ;
da aber oe — sb ist, so ist auch : üe : sb — eh : bk. Nun ist eb in der Endlichen bk un¬
endlichemal enthalten , demnach muß auch äo in der unendlich kleinen Größe des zweiten
Ranges sb unendlichemal enthalten , also eine unendlich kleine Größe des dritten Ranges sein .

Z . 8 . Folg . k. Das Quadrat einer unendlich kleinen Größe des ersten Ranges ist
also eine unendlich kleine Größe des zweiten Ranges , so wie der Cubus einer unendlich klei¬
nen Größe des ersten Ranges eine unendlich kleine Größe des dritten Ranges ist , u . s. w .

denn °c> ; es ist demnach in ^ unendlichemal enthalten ,

folglich eine unendlich kleine Größe des zweiten Ranges .
av ; es ist also der Cubus einer unendlich kleinen Größe des ersten Ranges in dem Qua -



5

drate derselben unendlichemal enthalten , demnach eine unendlich kleine Größe des dritten

Ranges u . st w .

Z . S . Folg . II . Das Produkt aus zwei unendlich kleinen Faktoren des ersten Ran¬

ges ist eine unendlich kleine Größe des zweiten Ranges ; das Produkt aus drei unendlich
kleinen Größen des ersten Ranges ist eine unendlich kleine Größe des dritten Ranges u . s. w . ,

denn ^ in wenn wir x , ^ , 2 als endliche Größen annehmen , unend¬

lichemal enthalten ; denn — :

endliche Größe sein muß , so ist

unendlichemal enthalten .

Ferner ist
2

SV

X ? .

2

x ^

X7r
<X >3

2V
« >; da nunx ^ SV x ^

ov eine unendlich große Größe , also

x ?

X7 lN

eine

2

SO

lN -
sv Uv ' unendlichemal enthalten , wenn

x , i , 2 , v , >v als endliche Größen vorausgesetzt werden ; denn

v >v
20 ^

X ^ 2 ^ v >v « >

2« ^

— - . SV . Da nun
X ^ 2

endlich große Größe , also

V . >v vrv

eine endliche Größe sein muß , so ist

xz ^2

x ^ 2 2V ^

SV eine un -

rn unendlichemal enthalten .20 ^

Z . LO Lehrst Wenn man zu einer endlichen Größe eine unendlich kleine addirt ,

oder diese von jener abzieht , so wird die endliche Größe nicht angebbar verändert , so daß

also x ^ SO x ist .

Bew . Sollte sich x von x ^ angebbar unterscheiden , so müßte ja ikineangeb -

bare Größe sein , was dem tz. 6 widerspricht .

Z . Li . Folg . Wir können also sagen , daß eine unendlich kleine Größe des ersten

Ranges in Vergleich mit einer endlichen verschwindet ; da ferner eine unendlich kleine Größe

eines höheren Ranges sich zu einer des nächstniedrigeren gerade so verhalt , wie eine unend¬

lich kleine des ersten Ranges zu einer endlichen , so ist auch eine unendlich kleine Größe eines

höheren Ranges in Beziehung auf eine des nächstniedrigeren verschwindend klein ; es ist also
X , X _ X

' sv ' — 20 2 Sv '

Z . LS . Erläuterung . Nähme man von 1 " einen so kleinen Theil , daß der Nenner

des Bruches , der diesen Lheil bezeichnte , mit 1 und einer Million Nullen rechts geschrie¬

ben würde , so wäre dieser Theil offenbar eine Größe , deren Kleinheit beinahe ins Unbe¬

greifliche ginge , aber doch noch keine unangebbar kleine Größe .

Z . L » . Denken wir uns eine veränderliche Größe , z . B . eine veränderliche gerade Li¬

nie in einem bestimmten Zustande , z . B . wenn sie eben 2 " lang ist . Stellen wir uns vor ,
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daß sie aus diesem Zustande in einen andern übergehe , z . B . 3 " lang werde , so ist wohl

nicht zu bezweifeln , daß wir sie , bevor sie — 3 " wird , alle Mittelzustände zwischen 2 " und

3 " ' durchgehen lassen müssen . Die Veränderung einer variablen Größe müssen wir uns also

als eine suecessive , . stetige oder continuirliche , die keine Sprünge zuläßt , vorstellen .

Der erste Zustand , den die oben gedachte Gerade nach demjenigen , in welchem sie —

2 " ist , beim Zunehmen erhält , muß sich von diesem allerdings in Etwas unterscheiden , denn

sonst wäre ja der alte Zustand gar nicht verändert ; das aber , wodurch sich der nächste neue

Zustand vom vorigen unterscheidet , muß als kleiner , als jede noch angebbare Linie und

folglich als unendlich klein angenommen werden ; denn setzen wir den Fall , der nächste Zu¬

stand fände dann statt , wenn die veränderliche Linie , die wir x nennen wollen — 2 " - t- d

wäre , und Ir bedeute einen ungemein kleinen , aber doch noch angebbaren Theil eines Zolls ^

z . B . einen Trillionten Theil , so könnte man d offenbar noch halbirt denken , und auch

würde noch eine angebbare Größe sein , demnach wäre 2 " - i— — ein Zustand der Linie

x , den sie offenbar eher , als den Zustand 2 " - i - d erreichte . 2 " - i- d wäre also der nächste

Zustand nach 2 " keineswegs .

Z . L -L . Erkl . Nimmt man an , daß eine Veränderliche aus einem bestimmten Zu¬

stand in einen anderen übergeht , der sich von dem vorigen um eine unangebbar kleine Größe

unterscheidet , so sagt man , die Variable habe sich um ihr Differenzial verändert ; so nennt

man nämlich jenen hinzugekommenen , oder , wenn die Größe abnimmt , von der Veränder¬

lichen hinweggenommenen unangebbar kleinen Theil .

Anm . Aus dem eben Gesagten erhellt , daß eine Veränderliche positive und negative

Differenziale haben kann .

Z . LS . Es sei sin Fig . 21 de n Ice und dkjj se ; ferner sei de - - - 2 . se . Wirwollen

ae durch x , de durch z' bezeichnen .

Da / X dick co ist dem des , so verhält sich : se : ed — dk : klc ; aber sc red —

1 : 2 , da wir dies vorausgesetzt haben , also auch dk : klc — 1 : 2 . Setzen wir den Fall , se

sei der nächste Zustand des x nach dem Zustande se , so ist ee das Differenzial von se

oder x , und darum ist eic auch der nächste Zustand von ^ nach dem Zustande de , also Ick

das Differenzial von Es ist demnach das Differenzial von x in dem von ^ hier zwei¬

mal enthalten .

Folg . Hieraus erhellet , daß zwei unangebbar kleine Gtößen zu einander ein bestimmtes ,

angebbares Verhältniß haben können .

Z . 1 « . Wahls . Das Zeichen für das Differenzial einer Veränderlichen x ist llx ,

man setzt nämlich der veränderlichen Größe links ein ü vor , welches jedoch nie als ein Fak¬

tor zu betrachten ist . So heißt z . B . 67 : das Differenzial von ü -- : das Differenzial von

*
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Z . LS . Erkl . Unter einer Function einer oder mehrerer veränderlicher Größen ver¬

steht man jeden Ausdruck , worin jene Veränderliche oder jene Veränderlichen Vorkommen .

So sind z . B . ax ; x - 1- mx ' Functionen der Veränderlichen x ; eben so wird der Ausdruck :

mx - l- n ^ eine Function der Veränderlichen x und ^ genannt .

Z . L8 . Wählst Die Function einer Veränderlichen x deutet man durch kx ; die

zweier Veränderlichen x und ^ durch k ( x , ^ ) an .

Z . L » . Die Function einer oder mehrerer Veränderlichen ist in der Regel auch eine

Veränderliche , deren Werth natürlich von dem der Veränderlichen in der Function abhängt .

So ist z . B . die Function sx , wenn x — 2 angenommen wird , — 2 » ; ist x — 3 , so ist

» X — 3 » U . st W .

§ . s « . Erkl . Man kann eine Function auch durch einen einzigen Buchstaben z . B .

durch ^ bezeichnen , so kann man z . B . die Function ax setzen . ^ stellt also hier

auch eine Veränderliche vor , x heißt aber hier eine abgeleitete Veränderliche ( relative Va¬

riable ) während x und -- als ursprünglich , als absolut veränderlich betrachtet werden .

Z . SL . Erkl . Kommen die Veränderlichen in einer Function unter sich und mitCon -

stanten nur durch die ersten vier Species der Arithmetik verbunden vor ; oder ist darin die

Veränderliche zu einer Potenz von einem constanten Exponenten erhoben , oder ist daraus

eine Wurzel auszuziehn , deren Exponent eine beständige Zahl ist , so nennt man die Func -
X

tion eine algebraische . So sind ax - tr - m ; ax - l- m ^ ; Zx " : u . d . m . algebrai¬

sche Functionen .

Functionen dagegen , worin sich die Veränderliche im Exponenten findet , worin von

Logarithmen veränderlicher Größen die Rede ist ; Functionen , worin veränderliche Kreisbo¬

gen oder trigonometrische Functionen veränderlicher Bogen Vorkommen , werden transscendente

Functionen genannt .

Z . ss . Die algebraischen Functionen theilt man in ganze und gebrochene ein ; jene ent¬

halten keine Veränderliche mit negativem Exponenten im Zähler , auch keine mit positivem

Exponenten im Nenner , was dagegen bei der gebrochenen Function der Fall seyn muß .
X ^

sx ? -^- llx " ' ist eine ganze , M .X * und —^ 7 - sind gebrochene Functionen .

Z . S » . Erkl . Die ganzen Functionen sind ferner entweder ein oder mehrgliedrig -

( Monome oder Polynome ) . Die Polynome , die aus zwei Gliedern bestehen , werden Bi¬

nomegenannt . So ist » x° eine monome ; » x ^ - i - dx ? eine binome ; Ix llx° - -̂ gx ^ - <- . . . ^

eine Polynome Function .

Z . SL . Erkl . Setzt man in einer Function einer Veränderlichen , z . B . der Verän¬

derlichen x , z . B . in der Function ax ? statt x den Werth x - t - ll , d . h . denkt man sich die
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ursprünglich Veränderliche der Function , hier also das x in den Zustand x - I- Ir übergehend ,

also um Ir sich verändernd , so zieht dies , wie wir bereits in tz. 19 angedeutet haben , in den

meisten Fällen auch eine Veränderung des Werthes der Function selbst nach sich . Wir wol¬

len das , um was sich die Function ändert , durch kl bezeichnen .

Dasjenige , um was sich der Werth der Function verändert , wenn sich die ursprünglich

Veränderliche derselben um ihre Differenz Ir ändert , nämlich das kl wird man finden , wenn

man in der gegebenen Function statt der Veränderlichen x den Werth x - >- Ir setzt , die Func¬

tion nach Potenzen von Ir entwickelt , und davon die gegebene Function selbst abzieht .

Setzt man z . B . in der obigen Function ax ^ statt x den Werth x - t- Ir , so erhält man :

rr sx - 1- Ii ^ — s sx ^ - 1- Zx ^ Ir - i- 3xlr * - t - Ir ^ - - - sx ^ -4 - Zax ^Ir - I- Zaxlr ^ - l- slr ^.

Zieht man hiervon die gegebene Function ax ^ ab , so erhält man 3 » x ^lr - i - 3axlr ^ - r- slr ^ ;

dicß ist also der Ausdruck , den wir oben mit kl bezeichnten , was für einen Werth auch Ir

haben mag .

Z . SS . Dividirt man das kl des vorigen § durch Ir , so erhält man in dem oben an¬

geführten Beispiele 3ax * - >- 3 -rxIr - i- slr ^ Diesen Quotienten nennt man den Differenz -

coefficientcn der gedachten Function ax *, oder auch den Exponenten des Verhältnisses der

Differenz der ursprünglich Veränderlichen zu der Differenz der Function . Bildet man näm¬

lich ein geometrisches Verhältniß , worin der Nachsatz — kl , der Vordersatz -- - - Ir ist , so ist

der Exponent dieses Verhältnisses in der That das , was wir oben den Differenzcoefsicienten

der Function genannt haben .

Z . S « . Nimmt man an , daß Ir das Differenzial von x sei , so wird auch kl das Dif¬

ferenzial der Function , die wir der Kürze wegen durch ^ bezeichnen wollen , vorstellen .

Denn soll die Function z? in einen anderen Zustand übergehn , so kann dieß nur unter der

Bedingung stattfinden , daß ihre ursprünglich Veränderliche sich verändert ; geht also x in

seinen nächsten Zustand , nämlich in x - i- üx über , so muß auch der Zustand , in welchen z-

dadurch versetzt wird , der auf den Zustand z- zunächstfolgende , also das , um was sich dieser

zweite Zustand vom ersten unterscheidet , nämlich kl , das Differenzial der relativ Veränder¬

lichen ^ genannt werden können .
Z . ss . Folg . Da unter der Voraussetzung , daß Ir — ckx ist , Ir eine unangebbar

kleine Größe sein muß , so ist klar , daß man im Ausdrucke für kl , wenn dieß — ckzs — dem

Differenzial der gegebenen Function wird , alle die Glieder ohne Fehler weglassen kann ,

welche eine höhere Potenz von Ir , als die erste enthalten . So geht also in dem Beispiele

des 8 - 24 kl d . i . äz - in 3ax ^ Ir 3ax " <Ix über swegen § . 11 . 1̂
kl

§ . S8 . Der Differenzcoefsicient der oben angenomenen Function , nämlich geht in

dem Falle , daß Ir — «Ix , also kl - - - üz ? wird , in 3ax " über , d . h . man nimmt bloß dasjenige
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Glied von welches keine Potenz von Ii mehr in sich hat . In diesem Falle heißt der

Differcnzcoefsicient Differenzialcocfsicient der gegebenen Function .

Z . s » . Das Differenzial einer Function von einer veränderlichen Größe ist also der

Ausdruck , dem sich die Differenz der Function ohne Ende nähert , wenn sich Ii ohne Ende ,

dem Wcrthe 0 zustrebend , verkleinert . Das Verhältniß äx : ist dasjenige Verhält -

„ iß , dem sich Ir : II ohne Ende zu nähern sucht ; ist also eine Grenze für

wenn man annimmt , daß sich I « ohne Ende der o nähert .

Anm . Wenn man die Differenziale der Functionen aufsucht , so geschieht es gewöhnlich

in der Absicht , sie mit denen der ursprünglich Veränderlichen zu vergleichen , oder den

Differenzialcoefsicienten zu finden , der in der Regel eine angebbare Größe ist .

Z . so . Es ist klar , daß wir ' den Differenzialcoefsicienten einer Function von einer

veränderlichen Größe auch nach folgender Regel erhalten könnten : Man setze in der Func¬

tion statt der ursprünglich Veränderlichen z . B - statt x den Werth x - t - llx ; entwickle die

Function nach Potenzen von llx ; ziehe vom Resultat die gegebene Function ab ; dividire

den Ueberrest durch llx , und setze im Quotienten überall statt ll x den Werth 0 , so ist das ,

was sich sodann als Resultat ergiebt , der Differenzialcoessicient . Es sei z . B . derDifferen -

zialcoefsicient der Function ax ^ - t - lx ^ zu finden , so ist das Verfahren nach der eben ange¬

gebenen Regel folgendes : s sx - t - llxj ' - l- 1 sx - t- üxj ^ — ax " — Ix ^ — sx ^ - t- Zsxllx - i-

süx ^ - i- lx ^ - I- 3lx ^ üx - t - 31x «Ix ' - l- Illxb — sx ^ — Ix ^ — sTsx - t - ^ x ^ üx - l- ski - l -

^ xj 6x° - l- 1 . <1xb . Dieses letzte Resultat durch äx dividirt , giebt : 2ax - t- 3lx° - >- sa - i-

3lxj üx - i- 1 . üx ' . Setzt man nun in diesem letzten Resultate statt ckx o , so erhält man :

2ax - l- 3lx ' - l - sa - <- 3lxj . o - t - l . 0 ' — 2ax - I- 3Ix° , und dieser letzte Ausdruck ist der ver¬

langte Differenzialcoessicient .

Anm . Der Differenzialcoessicient der urspünglich Veränderlichen ist — 1 .

tz . si Er kl . Setzt man eine Function einem einzigen Buchstaben z . B . 2 gleich ,

sagt man z . B . 2 — sx ,̂ so hat man eine Gleichung zwischen zwei veränderlichen Größen ;

und sucht man das Differenzial der Function ax ,̂ das man auch durch ll 2 ^bezeichnen kann ,

so hat man snach tz . 27 . j äir — 3sx ^ llx , eine Gleichung zwischen den Differenzialen gedach¬

ter Veränderlichen . Wir nennen diese letztere Gleichung eine Differenzialgleichung .

Z . ss . Er kl . Wir haben bisher nur auf Functionen einer urspr . Veränderlichen , oder

auf Gleichungen zwischen zwei Veränderlichen geachtet . Wir wollen nun auch Nachweisen ,

was wir unter dem Differenzial und dem Differenzialcoefsicienten einer Function von meh¬

reren Veränderlichen , und unter der Differenzialgleichung , die aus einer Gleichung zwischen

drei und mehreren Veränderlichen abgeleitet wird , zu verstehen haben .

2



Denkt man sich , daß in einer Function von zwei oder mehreren ursprünglich veränder¬
lichen Größen jede derselben sich um ihr Differenzial verändere , so zieht dies in der Regel
auch eine Veränderung der Function nach sich , und das , um was sich die Function verän¬
dert , wird das Differenzial derselben genannt . Es sei z . B . xz? die gegebene Function der
Veränderlichen x und Der nächste Zustand dieser Function wird offenbar dadurch her¬
vorgehn , daß x und z' sich um ihre Differenziale ändern ; da wird aber aus der Function
x ^ werden : sx -t- üx^ . — x ^ -l- xll ^ -t- ^ äx -l- . llx . Es hat sich somit x ^
um xü ^ -i- ^ äxäx . ü )?, oder swegen § . 9 . 1̂ um xä ^ -t- z-üx geändert . Es ist somit
das Differenzial der Function x ^ — xü ^ -l- ^ llx .

Der Differenzialcoefsicient wird in diesem Falle dadurch gefunden , daß man das Diffe¬
renzial der Function , die wir z . B . r nennen wollen , also 6 -- entweder durch llx oder «1 ^
dividirt . Wir erhalten somit : ? -i- x . oder : x -4- ^ . Die

. Ix

Ausdrücke : äx

6 ?

und
üx

sind , wie wir schon oben gesagt haben , häufig endliche , angeb -

bare Größen , daher denn auch und li 2

ilx

Elemente der Differenzialrechnung .

8 - s » . Er kl . Die Differenzialrechnunglehrt die Regeln , nach welchen man das Dif¬
ferenzial einer vorgelegten Function finden kann .

8 - » 4 . Erkl . Eine Function differenziiren , heißt , ihr Differenzial angeben ; eine
Gleichung zwischen zwei oder mehreren Veränderlichen differenziiren heißt , die ihr entspre¬
chende Differenzialgleichung finden . sMan lese tz . 31 ^ .

Anm . Die Grundregel des Differenziirens ist schon in den tzH . 24 , 26 , 27 entwickelt
worden ; hier wollen wir aber kürzere , schneller zum Ziele führende Regeln aufstellen ,

' wiewohl sie aus jener Grundregel abgeleitet werden .



11

A .. Vom Differenziiren algebraischer Functionen Mit einer und mehreren
ursprünglich Veränderlichen .

Z . SS - Aufg . Das Differenzial der Function ax zu finden .
Formel : ä ( sx ) ---- g, . ü x .

Bew . Setzen wir ax — so ist — ü ( sx ) — s sx -r- äxf — sx — nx - i- aäx
— sx — LÜX y . e . ä .

Beisp . ä ( m 2 ) — wä 2 ; lls (m - i- n ) . xf — sm -^- v ^ . üx .

Z . so . Aufg . Das Differenzial von Ix - i- Ic zu finden .
Formel : «I ( Ix - i- k ) --- ü ( Ix ) I . äx .

Bew . Setzen wir die gegebene Function — so ist 6 ^ — ü ( Ix -t- Ic) — I ( x -i-
<Ix ) - t- Ic — ( Ix -t- 1c) — Ix -I- läx Ic — Ix — Ic — Iclx g . e . 6 .

Folg . Das konstante Glied der Function hat also auf ihr Differenzial gar keinen Ein¬
fluß ; so ist ü ( sx ) — ä ( sx - t- I ) — ü ( sx -I- b ) - -- cl ( sx — m ) U . s - W .

Z . S7 . Aufg . Die Function sx - >- b ^ - i- v 2 zu differenziiren .
Formel : ü ( sx -1- b ^ - t- V 2 ) — s . clx - l- b . »I ^ - I- c . Ü 2 .

Bew . Die gegebene Function möge x heißen , dann ist »Ix — s sx -1- llx) -1- b sz?
- i- v s2 - I- Ü2 ^ — ssx - I- -I- V2 ^ — sx -j- aclx - t- b ^ - t- bcI ^ - i- e2 - t- vÜ2 — sx —
b ^ — 02 — säx -I- b -I- CÜ2 e . ä .

Folg . Hat man also eine Polynome Function zu differenziiren , worin jedes Glied ein
Produkt aus einem konstanten und einem veränderlichen Faktor ist , so braucht man
bloß die Differenziale der einzelnen Glieder zu addiren . Sollten außer den veränder¬
lichen Gliedern auch konstante Vorkommen , so wird das Differenzial der polynomischen
Function der Summe der Differenziale der veränderlichen Glieder gleich sein . Ist z . B .
die Function » x - i- b ^ - l- l - i- g zu differenziiren , so kann man statt sx -^ b ^ z . B . x,
statt I -i- g z B . « setzen ; man hat also dann : ä » x -«- 1ix -i- 1 -t- gj — ä ( x -i- v )
-- - äx snach tz. 36j — 6 » x -1- d ^ — a ( sx ) -I- ä ( b ^ ) snach § . 37j .

Z . S8 . Aufg . Das Differenzial von xx zu finden :
Formel : ü ( x ^ ) — xä ^ ^ äx .

Der Bew . ist zwar schon aus tz. 32 klar , wir wollen ihn jedoch , um die Ordnung nicht
zu unterbrechen , hieher setzen .
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xx - 4- ^ llx - l- xll V - t- üx . ll ) ? — X ) ' — ) «1 x - i- x 3 ^ - >- äx . äz ^ — z^üx - t- xä ^ , da die un¬

endlich kleine Größe des zweiten Ranges , nämlich üx . ü ? in Hinsicht auf die des erste »

Ranges verschwindet .

Folg . Man findet also das Differenzial eines Produkts aus zwei veränderlichen Fakto¬

ren , wenn man das Differenzial jedes Faktors durch den andern Faktor multiplicirt ,

und die sich so ergebenden Partialprodukte addirt .

§ . s » . Aufg . Die Function x7 -1 zu differenziiren .

Formel : ü ( x ^ r ) — x ^ Ü2 - l- xrä ^ - l - ^ riäx .

Bew . Man setze x ^ z . B . — v , dann ist ü ( x ^ r ) - - - ll ( vs ) — v «l2 - t - r - ilv snach

ß . 38 j . Setzt man nun wieder statt v den Werth xzf , so erhalten wir : ä ( x ^ r ) —

x ^ Ü2 - ^- 2Ü ( x ^ ) — x ^ ä2 - t- 2sxü ^ - t- ^ lIxH — x ^ llri - t- xrü ^ - I- z ' säx 1 . e . ä .

Folg . Man erhält also das Differenzial eines Produktes aus drei veränderlichen Fak¬

toren , wenn man das Differenzial jedes einzelnen Faktors durch das Produkt der übri¬

gen Faktoren multiplizirt , und die sich so ergebenden Partialprodukte addirt .

tz. 40 . Lehrs . Wird das Differenzial eines Produkts aus m veränderlichen Fakto¬

ren , sm als ganze , positive Zahl angenommen ^ dadurch gefunden , daß man das Differenzial

jedes einzelnen Faktors mit dem Produkte der übrigen m — 1 Faktoren multiplicirt und die

sich ergebenden Partialprodukte zusammenaddirt , so wird auch das Differenzial eines Pro¬

dukts aus w - i- 1 . veränderlichen Faktoren dadurch erhalten , daß man das Differenzial jedes

einzelnen Faktors mit dem Produkte der übrigen m Faktoren multiplicirt , und die sich erge¬

benden Partialprodukte alle addirt .

Bew . Wir wollen das Produkt der ersten in Faktoren durch v bezeichnen ; 2 möge der

übrige m - i- lte veränderliche Faktor sein . Dann ist das Differenzial aus dem Pro¬

dukte der in - t- 1 veränderlichen Faktoren — vär - -4 - rüv , snach tz. 38 j Nun ist llv

nach der Voraussetzung — der Summe aller Partialprodukte , die man erhält , wenn

man das Differenzial eines jeden der m ersten veränderlichen Faktoren mit dem Pro¬

dukte der übrigen m — 1 ersten veränderlichen Faktoren multiplizirt ; es ist demnach

räv - - der Summe aller Partialprodukte , die man erhält , wenn man das Differen¬

zial eines jeden der m ersten veränderlichen Faktoren mit dem Produkte der übrigen

m gegebenen Faktoren multiplicirt . Es ist somit vüs - i- räv - - - der Summe aller

Partialprodukte , die man erhält , wenn man das Differenzial eines jeden der m - 4- 1

gegebenen veränderlichen Faktoren mit dem Produkte der übrigen m Faktoren multi¬

plicirt . <1- « . ä .



1 »

Folg . I . Da wir nun wissen , daß , wenn das Differenzial eines Produkts aus vier ver¬

änderlichen Faktoren zu bilden iss , die Voraussetzung , die wir im vorigen Lehrsätze ge¬

macht , wirklich statt hat , ( da wegen tz. 39 ä ( x ^ ri ) — x ^ ä -i - i - xrä ^ - t- ^ räx ) ; so

muß , dem so eben erwiesenen Lehrsätze gemäß , ä ( x ^ rvO — vx ^ ün - l - rx -rä ^ - t -

x ^ säx - t - x ^ 2 äv sein u . f . w .

Folg . II . Es ist hieraus klar , daß das Differenzial eines Produkts aus m veränderli¬

chen Faktoren gefunden wird , wenn man das Differenzial jedes veränderlichen Faktors

durch das Produkt der übrigen m — 1 Faktoren multiplicirt , und die hervorgehendcn

Partialprodukte zusammenaddirt .

Z . 4L . Es ist leicht einzusehn , daß üssdx ^ s ) — ist sd . äsx ^ n ) ; denn man kann

sb z . B . durch « , x ^ r : durch x bezeichnen ; dann hat man : ä ( « x ) — ->- . äv , oder wenn man für

« und v ihre Werthe substituirt : ä ( « v ) -- - - ä ( sbx ^ r ) — sd . äsx ^ r !) . sWie würden

diese Formeln wohl , in Worten ausgesprochen , lautend

ß . 4S Aufg . Das Differenzial von zu finden .

/ x X ^ x - 1- äx x x ^ -̂ - ^ tlx — X 5 — xüz ^ — ? äx — xä ^
^ Zew . ^ ^ ^ ^ ^

_ z^äx — xä ^

Folg . Man sindet ^ also das Differenzial eines Bruches , dessen Zahler und Nenner ver¬

änderlich sind , wenn man den Nenner mit dem Differenzial des Zählers multiplicirt ,

vom Produkte aber das aus dem Zähler ins Differenzial des Nenners abzieht und den

Rest durch das Quadrat des Nenners dividirt .

ß . 4 » . Lehrst Das Differenzial eines Bruches , dessen Nenner constant , dessen Zäh¬

ler veränderlich ist , ist gleich dem Differenzial des Zählers , dividirt durch den Nenner .

Behaupt .

Bew . ä — ä . x ) . üx ( wegen ß . 350 —

Der Bew . kann auch so geführt werden :

ä - ( nach tz. 420 — — ( da äs — 0 rstO - -- - —

Z . 44 . Lehrst Das Differenzial eines Bruches , dessen Zähler constant , dessen Nen¬

ner veränderlich ist , ist dem entgegengesetzt genommenen Differenzial des Nenners , rnukti -

plicirt durch den Zähler , dividirt durch ' s Quadrat des Nenners , gleich .
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B L . . / s X aäx
- hau » t .

. ä ^ ; da aber äs 0 ist , so ist auch üBew
— » äx

y . e . ä .

8 - 4S Aufg . Das Differenzial von x" zu suchen , wenn m eine ganze , positive
Zahl ist .

Formel : ä ( x" ' ) — Mx" ^ ' äx .
Bew . x " ist ein Produkt aus in veränderlichen Faktoren . Daß Differenzial dieses Pro¬

dukts ist snach § . 4 H — der Summe der Partialprodukte , die man erhält, wenn man
das Differenzial jedes einzelnen veränderlichen Faktors mit dem Produkte der übrigen
M — 1 veränderlichen Faktoren multiplicirt ; es ist somit ä sx " ^ --- x " - ' üx -i- x " ^ äx
-I- x " - ' äx -I- . . . . . inmal mx " ^ ' äx g . 6 . 6 .
§ . 4 « . Wir hätten die Richtigkeit der im vorigen § . aufgestellten Formel auch so er¬

weisen können :
Ist das Differenzial von x" ( unter der Voraussetzung , daß m eine ganze , positive

Zahl ist , ) — Mx" - ' äx , so ist auch das Differenzial von x ""k" ( m -i- i ) x"> . äx . Denn
x°^ — x" . x . Demgemäß ist ä ( x°"t" ) — ä ( x " . x ) soder, wenn man x" — v setzt̂ j — ü ( vx )
— väx - I- X »1 V — x " äx - t- X . ü ( x " ) — x " üx - I- MX " äX — sm - I- x" äx g . e . ä .

Folg . Nun ist ä ( x°) — ä ( xx ) --- xäx -1- xäx --- 2 xüx ; also muß auch ä ( x°) ^ -
Zx ^ üx ; ä ( x )̂ — 4 x ^ äx sein u . s. w . , also allgemein : ä ( x " ) ^ mx " ^ ' äx .
8 - LS . Lehrs. Das Differenzial von x - " wird , unter der Voraussetzung , daß m

eine ganze , positive Zahl sei , auch nach der Regel des § . 45 gefunden , es ist nämlich ä ( x - " )
— — I^ x - ---- - äx .

Bew . x ^ " — -^ 7- , nlso ü sx - "j — wegen § . 44 ist aber ä
— 1 . mx " ^ äx

., also äsx - " H — MX " ^ * äx
— — äx lj . e . ä .

8 - 48 . Lehrs . Auch das Differenzial von x - wird , wenn m und n ganze , positive
m -

Zahlen sind , nach der Regel des § . 46 gefunden , es ist nämlich ä x ° m —
äx .

Bew . Setzen wir x° — 7 , so ist, wenn wir beiderseits zur nten Potenz erheben , x"
— 5 " , also ü sx" ĵ — ä also auch Mx " - ' üx ---! üz?; demnach

mx " ^ ' äx

— äzf. Nun ist 7 --- x » , also 5° - '̂ — x -- — x ; also
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NX -l ; folglich ^ x

MX " - ' ll x

NX "

m
- X üx

m
X - ' üx g . e . ä .

Z . 4 » . Lehrs . Auch das Differenzial von x ° wird nach dcrFormel des tz. 45 ge¬

funden und ist — - x - äx .

Bew . ll X
-t- ^ — 1 . 3 ^ x

M
' äx — —

X
m

( nach Z . 44 ) — -

üx <1- 6 . 6 .

IN — - r ,- Xn « X
n

Z . so . Folg . Ist also der Exponent einer Potenzialgröße was immer für eine ganze
oder gebrochene , positive oder negative Zahl , so gilt doch stets für das Differenziiren der¬

selben folgende Regel : Man multiplicire den Exponenten der Potenz , wozu eine veränder¬

liche Größe erhoben werden soll , mit der um einen Grad niedrigeren Potenz jener Verän¬

derlichen und dann mit dem Differenzial jener Veränderlichen .

Anm . Die hier in Rede stehende Veränderliche kann auch eine Function einer oder meh¬

rerer veränderlicher Größen sein .

Beisp . 3 faxbx ^ * — 4 ( » x - i- dx ? ) 2 . ä ( sx - 4 - bx " ) .

3 x ' - i- b xH ^ " ^ - - - s -rx ^ - i- d x ^ ^ - * X 3 sax ^ - l- bx ^ .

Z . SL . Mit Hülfe der bisher erwiesenen Regeln läßt sich das Differenzial einer jeden

algebraischen Function von einer oder mehreren ursprünglich Veränderlichen finden . — Wie

man aus dem Differenzial der Function den Differenzialcoefsicienten ableitet , kann nach

dem , was in der Einleitung Z . 28 gesagt worden ist , nicht schwer zu entscheiden sein .

Anwendung der Differenzialrechnung auf den Beweis des binomischen
L ehrsatzes .

Z . SS . Erkl . Unter dem binomischen Lehrsätze verstehn wir den Satz , daß ( s - l- c ) "
n sn — sn — 2j

1 . 2 . 3
2 " -

1 . 2

nsn — ij sn — 2j sn — 3jX . . . . Xsn — r - I- 1 )1 . 2 . 3 . x . . . . . xi -

Werth auch n haben möge , einen positiven oder negativen , einen ganzen oder gebrochenen .

' v ' - 4 - . . . ist , was für einen
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Z . SS . Lehrs. sl -t- wx ^ -:

n sn — 1j ^I> — 2j X ^

1 -4- n « x - nsn 1j ^ , n sn Ij .sn — 2j ^ > z
1 . 2 ^ ^ 1 . 2 . 3 ^ ^

. Xsn — r - I- 1j

1 . 2 . 3 X . . X r

tiven , für jeden ganzen und gebrochenen Werth von n .

( ax ) ' für jeden positiven und nega -

Bew . Es sei I . ( 1 -«- « x ) '" — 1 -t- Vx -4- Lx ^ -4- 6 x ^ -l- vx ^ -t- . . . d . h . wenn man
die erste Seite nach Potenzen von x steigend entwickelt , komme ganz genau die zweite
Seite zum Vorschein , was für einen Werth x auch haben mag .

Differenziirt man die Gleichung Nr . I, so erhält man :
II . nf1 -t- « xj " - i . ckt1 -l- ttxj — H, . äx -»- 2Lxäx -I- 36xNlx -i- 4vx2llx -l- . . . .

Multiplicirt man beiderseits mit 1 -t- o- x , so hat man : IH . n si -^- « xj " . o: lI x —
sL . ckx -i- 2 Lxllx -i- 3 6x ' äx -i- 4vxbllx -«- . . .j . sl -l- L- xj . Wenn man beiderseits
mit ckx dividirt , die Multiplication auf der rechten Seite in Nr . III ausführt und für
( 1 ax ) " den Werth aus Nr . I setzt , so erhält man :
I V . IIv! -4- na! ^ X -i- !ic- Lx ^ -4- U « Ox ^ -4- IIo: I> X ^ -4- . . . . . —

H. -I- 2LI X -I- 3 v ) x° -4- 4V I X? -1- . . .
-4- « ^ ) -4- 2 -4- 3 « 6s -4- . . .

Da sich nun , wenn man in Nr . IV ^ auf beiden Seiten auf dieselbe Weise nach Po¬
tenzen von x ordnet , genau dasselbe ergeben soll , so müssen auch auf beiden Seiten
bei glcichhohen Potenzen von x gleiche Coefsicienten Vorkommen ; es muß also :
l ) na --: L ; 2 ) uv-V — 2L -t- « V ; 3 ) null ^-- 30 -4- 2 « L ; 4 ) n « 6 — 4V -4-
3 « 6 sein .

^ ^ ^ nv- ä. — « L sn — 11 « V . .
Aus 2) ergiebt sich : H — - - — —— ^- ; nun ist nach i ) n «

— also ist auch : L — —^ Aus 3 ) ergiebt sich : 6 — ^

— —2 — ; s ^ t man nun hier für L den aus 2 ) gefundenen Werth , nämlich :
n ( n — l )

1 . 2
v —

« ', so erhält man : 6 n ( n — 1 ) ( n — 2 )
1 . 2 . 3 Aus 4 ) ergiebt sich : .

naO — 3 « 0 ^ sn — 3 j ^ nsn — l ^ sn — 2 )- !- — « 0 . - t-— .— ; nun war 6 aus 3 ) — — -- ^ ^4 1 . 2 . 3

gefunden ; demnach ist v ^ 3 ^ 4 ^ — ^ u . s. w .
Setzen wir die für L , L , 0 , v gefundenen Werthe oben in Nr . I , so haben wir :

V . fl -4- « E4 ^- 1 -4- n ( « x ) ' -4- n sn — il ( °- x ) ° n sn — 11 sn — 2j ( « x ) ^1 . 2 1 . 2 . 3
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-l- — ^ 2 3 ^ 4 ^" . ( « x ) ^ -4- . . . und diese Gleichung gilt , mag
n eine ganze oder gebrochene , eine positive oder negative Zahl vorstellen .

§ . S4 . Folg . sl - 1- E — x ^
N ( ll — 1 ) ( N — 2 )

1 . 2 . 3

. ; denn wir dürfen nur in der letzten Glei¬
chung des vorigen tz. statt « den Werth 1 substituiren , um auf die in diesem tz. aufgestellte
Formel zu kommen .

n ( n — 1 ) ( li — 2 ) ( n — 3 ) ^ 4
1 . 2 . 3 . 4

Z . öS . Lehrs . ss - l- b x ^ ° - - s " - t - n ^ ' b x - t - 2 " ^ ° ( l > x ) '1 . 2
nsn — 1 ) sn — 2 ) ^ . z ^ n sn — 1 ) sii — 2 1̂ sn — 3 ) ^ _ 4 ( bx ) '

1 . 2 . 3 ^ ^ 1 . 2 . 3 . 4

Bew . Wenn man eine Zahl durch eine andere Zahl multiplicirt und auch wieder durch
dieselbe Zahl dividirt , so bleibt das Resultat gleich der anfangs gegebenen Zahl , dem¬

nach ist 2 bx — 2 ^ ^ x ^ ; demnach ist auch : » -«- bx ) "

— sl -i— . x^ ^ ^ 1 -i— x^ . Setzen wir in 1 -i— ^- . x^

z . B . so ist ^ 1 -i- x^ — i1 -t- °- x ^° — 1 -i- n ( °!x ) -^- ^
^ n sn - 1 ^ ^ - 2^. . sn - Ä I » - Ä .

1 . 2 . 3 ^ ^ 1 . 2 . 3 . 4 ^ ^

Es ist demnach auch ( 1 -4- « x ) ° . 2 " --- 2° -4- 1, 2° °-x -i— - ^ » ° . ( « x ) ° -4-
» sn - 1 Î sn - 21, n sn - 1 ^ sn - 2jsn - Ä , ' ^ ) 4 .

1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 ^ ^

Setzt man statt « den 'Werth so hat man : ^ 1 -i- x ^ . a " — ( s -»- dx ) ° —
N 2 - X2 N sn - i j

1 . 2

n sn — 1 1̂ sn — 2s>
1 . 2 . 3

» x

1 . 2 . 3 . 4 1 . 2

n ( n - l ) ( n - 2 ) , b . - - ( ^ ) - ^ n ( n - 0 ( n - 2 ) ( n - 3 ) ^ , 4 ( dx ) ' -t- . . .
1 . 2 . 3 ^ ^ 1 . 2 . 3 . 4 ^ ^

kl- 6 Ü .
Z . s « . Folg , — 2° -4- N2" - ' L -1- " ^ 2° ^ ' o "- n ( n - l ) ( n - 2 ) bn - - o »

1 . 2 . 3

-,— " ( ,". .— 2. ) .- g » - 4 t>< denn setzen wir den Fall , das c die¬
ses , tz sei dem lix des vorigen gleich , seine Voraussetzung , die zu machen man berechtigt ist,
denn es darf ja nur x — angenommen werden ^ dann wird man in dem Endresultate
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des vorigen tz. nur statt bx den Werth <- zu substituiren brauchen , um sogleich die in die¬

sem tz. aufgestellte Formel zu erhalten . Es ist somit der in ß . 52 desinirte binomische Lehr¬

satz für jeden positiven und negativen , für jeden ganzen und gebrochenen Werth des Expo¬

nenten n erwiesen .

Einiges über die höheren Differenziale .

Z . SS . Bem . Das bisher betrachtete Differenzial wird auch erstes Differenzial

genannt , es giebt nämlich auch ein zweites , drittes Differenzial u . s . w . , welche mit einem

allgemeinen Namen höhere Differenziale genannt werden .

Z . S8 . Er kl . Differenziirt man das erste Differenzial einer Function abermals , so

erhält man das zweite Differenzial ; wird dieses abermals differenziirt , so erhält man das

dritte Differenzial der ursprünglich gegebenen Function u . st w .

Z . S » . Wählst Um das zweite Differenzial einer Function , z . B . von x " anzudeu¬

ten , schreibt man : äü ( x " ) oder , der Kürze wegen ä ^ ( x '" ) ; will man ' das dritte Differen¬

zial von x "' andeuten , so schreibt man : üää ( x » ) oder kürzer : ä ^ ( x "' ) u . s . w . ; so bezeich¬

net auch ü - stx " ' ) das nte Differenzial von x '" .
tz . « o . Anm . Meistentheils wird bei der Bildung der höheren Differenziale das

erste Differenzial der urspr . Veränderlichen als konstant angenommen . So wird also z . B .

beim abermaligen Differenziiren des ersten Differenzials der Function x " , nämlich beim Diffe -

renziiren von mx ^ ^ ^ äx das Differenzial der urspr . Veränderlichen , nämlich äx , als constant

behandelt . Es ist somit das zweite Differenzial der Function x " , nämlich ää ( x ">) - - -

ä ^ ( x " ) — ä ( ä (x " ) ) — cl ( mx ">^ ' üx ) — üx . ä sinx "' ^ ^ — m . äx . ä ( x "' - ' ) -- - mäx .

( in — 1 ) x "^ ° . llx — in ( m — l ) . x ^ - ^ ck' x ' .

ä ^ ( x " ) — ä ( ä ^ ( x " ) ) äsä ( ü (x '" ) ) j — ä ^ sä ( x " ) ĵ ä sä ( m x " ' ^ ' ä x ) ^ —

ü ( ni ( in — 1 ) x " ^ °äx ^) — — 1 ) ( in — 2 ) - x " ^ ltxst

tz . « L . Es kann Vorkommen , daß das Differenzial eines gewissen Rgnges - - - einer

konstanten Größe , das Differenzial des gedachten Differenzials also — o wird . So ist z . B .

das erste Differenzial der Function x ^ 3x ' äx ; das zweite — 2 . 3 . xäx° ; das dritte

— l . 2 . 3 . äx ^ ; da nun dieses dritte Differenzial , da äx als constant betrachtet wird ,

constant sein muß ; so ist das 4t - Differenzial der Function x ^ - - - o . Dasselbe gilt auch

von allen noch höheren Differenzialen gedachter Function .

Bem . Die Bestimmung dieser Schrift erlaubt uns nicht , in eine tiefere Untersuchung

des hier berührten Gegenstandes einzugehn .
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L . Einiges über das Differenziiren einiger transcendentalen

Functionen .

a ) Vom Differenziiren der Logarithmen , besonders derer des natür¬
lichen Systems .

Z . GS . Aus meinen Elementen der Analysis des Endlichen tz. 111 und tz. 119 , läßt

sich entnehmen , daß der Logarithmus der Zahl 1 - «- x nach was immer für einem System

— Mix — - — - ^ ' V wenn man unter ^ Modulus des Systems ,
d . h . den Quotienten versteht , den man erhält , wenn man 1 durch den natürlichen Loga¬

rithmus der Basis des betrachteten Systems dividirt . Ist die Basis des betrachteten Sy¬

stems z B . — 6 , so ist der Modulus desselben — m i t 6 '

Folg . Im sogenannten natürlichen Systeme ist also der Modulus — ^ wenn «
die Basis des natürlichen Systems anzeigt ; dann ist aber log . nat . e — 1 , also der

— 1 , so daß also : log . iwi . ( i - i- x ) — x
Modulus des natürlichen Systems —

2 ' 3

§ . v » . Erkl . Unter dem Differenzial des Logarithmus von x versteht man diejenige

Größe , um die sich der Logarithmus ändert , wenn sich die Zahl um ihr Differenzial ändert .

Es ist somit ü ( IoA . x ) — loz . ( x - t- 6x ) - IvA . X — loZ . ( ^
llx ckx ^ ckx ^ äx ^ , 1

und wegen tz. 62 — Al

XX V X

3 x » ^ 4x -̂ ' ^ aber alle folgenden

Glieder in dem innerhalb der Klammer stehenden Ausdrucke in Beziehung auf das erste ,

nämlich auf ( wegen tz. 11 ) verschwinden , so ist 6 ( lox . x ) — Al . , und daher

ü floz . » st . x ) — — — , da im natürlichen System der Modulus AI — 1 ist .

Folg . Man findet also das Differenzial des natürlichen Logarithmus einer Veränder¬

lichen , wenn man das Differenzial derselben durch gedachte Veränderliche selbst dividirt .

b ) Vom Differenziiren der .Exponentialgrößen .

Z . « 4 . Daß man unter einer Erponentialgröße eine angezeigte Potenz versteht , deren

Exponent eine veränderliche Größe ist , mag die Basis veränderlich oder constant sein , ist

bereits in meinen Elementen der Analysis endlicher Größen gesagt worden .
3 *
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Z . « s . Aufg . Das Differenzial von x ^ zu finden .
Aufl . Wir setzen x ^ — 2 , dann ist loz . nst . ( x ^ ) --- log . nat . 2 , also ^ . log . nst . x —

ivK . nst . r ; also ü ( ^ . log . nat . x ) — ü ( Iog . nst . 2 ) ; also ^ . ü ( Iog . nat . x ) - I- Iog . nst . x . ü ^

— — ^ ( nachtz . 63 ) oder : — - >- log . nst . x . ü ^ - ^ - - — — , also — - t -

2 . log . nal . X . üz- — Ü2 , oder , wenn man statt 2 seinen Werth setzt : " -l-

X^ . Iog . nsl . X . üz ^ ü ( x " ) also : ^ x ^ ^ ' üx - i- x ^ log . nst . X . äz ' - - - ü ( x ^ ) .

Anm . Wird X constant , ist z . B . 2 " zu differenziiren , so geht der für ü ( x ^ ) gefun¬

dene Ausdruck in folgenden über :

^ 2 ^ - ' üa -j- 2 ^ log . nat . 2 . ü ^ — ü ( n ^ ) .
Nun ist Ü2 — 0 , also 6 ( 2 * ) 1--- 2 ' log . N2t . 2 . üz .̂

e ) Einiges über das Differenziiren der trigonometrischen Func¬
tionen veränderlicher Bogen .

Z . « « . Aufg . Man soll das Differenzial von sin . x finden .

Ausl . I . ü ( sin . x ) sin . ( x - t - üx ) — sin . x — sin . x . cvs . üx - I- sin . üx . eos . x — sin . x .

Da nun «Ix ein unendlich kleiner Bogen ist , so ist sein Cosinus von dem eines

Bogens von 0° nicht angebbar unterschieden . Da nun der Cosinus von 0° — 1 ist ,

so ist auch cos . ü x -- - 1 .

Der linearische Sinus des unendlich kleinen Bogens «ix fällt mit diesem Bogen

zusammen , so daß man sagen kann , der unendlich kleine Bogen «Ix und sein lincari -

scher Sinus seien , als geometrische Größen betrachtet , einander gleich . Messen wir sie

nun beide durch dasselbe Maaß , nämlich den Radius aus , so werden sie auch , als arith¬

metische Größen betrachtet , einander gleich sein müssen , es ist somit in diesem letztem

Sinne sin . üx — üx . Es ändert sich demnach die Gleichung Nr . I in folgende um :

sin . x . 1 - i- cos . X . «I X — sin . X — «l ( sin . x ) ; woraus cos . X . ü X — ü ( sin . x ) folgt .

Folg . Man findet also das Differenzial des Sinus eines veränderlichen Bogens , wenn

man den Cosinus desselben mit dem Differenzial des Bogens multiplicirt .

Z . « 7 . Aufg . Das Differenzial des Cosinus eines veränderlichen Bogens , zu finden .

Aufl . Es ist sin . ' x - l- cos . ^x — 1 , also , wenn man dl' ffcrenzil ' rt : 2 sin . x . ü ( sin . x ) - I-

2 cos . x . «l ( cos . x ) — ü ( l ) oder 2 sin . x . cos . X . «lx - i- 2 cos . X . ll ( cos . x ) — 0 ( we¬

gen § . 66 ) und 2cos . x . cl ( cos . x ) — -— 2sin . x . cos . x . «lx , also «I ( cos . x ) — —

2 sin . x . cos . x . üx

2 . cos . x
— — sin . x . ü x .
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Folg . Man findet demgemäß das Differenzial des Cosinus eines veränderlichen Bogens ,

wenn man den Sinus des gedachten Bogens mit dem Differenzial desselben multipli -
cirt , und das Produkt entgegengesetzt nimmt .

Z . « 8 . Es kann rum nicht schwer sein , die Differenziale der übrigen trigonometri¬

schen Functionen zu finden ; man beachte nur , daß lanz . x — cot . x — ;

11 .seo . x — - ; oosvo . x — —-- ; sin . vers . x — 1 — cos . x ; vos . xers . x — 1 — sin . xcos . x sin . x
ist . Differenziirt man diese Gleichungen , so werden sich aus den hervorgehenden Differen¬

zialgleichungen die verlangten Differenziale leicht entwickeln lassen .

Von einigen Anwendungen der Differenzialrechnung .

' Außer dem bereits in Z. 53 , 54 , 55 , 56 Borgetragenen mögen hier noch folgende Anwendungen der Differenzial¬
rechnung eine Stelle finden .

a ) Anwendung der Differenzialrechnung bei Auffindung der Aus¬
drücke für die Tangente , SubtangenLe , Normale und Subnormale

und bei der Untersuchung über die Möglichkeit der Asymptoten .

Z . « s . Es sei sin Flg . 3sl cmdl eine Secante der Curve ckubs ; äk sei die Abscissen -

linie ; ü der Anfangspunkt der Abscissen ; ne und dk seien die senkrechten Ordinaten der

Punkte n und l, ; nr sei parallel zu lll . Die so « und srb sind einander ähnlich ,

da bei 6 und r Rechte sind und , weil auch -< bsr dek ist . Es ist dem¬

nach eeren — sr : rd . Wir wollen ee die Subsecante nennen und sie durch ^ bezeich¬

nen ; die Ordinate ns möge die Abscisse äe x heißen ; es ist somit : nrrrd ,

oder , da sr — ek ist , Diese Proportion findet immer statt , wie nahe auch

dk an ae sein mag .

Setzen wir nun den Fall , daß man die durch a gehende Secante cudl um diesen

Punkt a zur Linken drehe , so wird der zweite Durchschnittspunkt b dem Punkte s immer

näher rücken , und endlich unangebbar wenig von ihm abstehn ; jedoch auch in diesem Falle

wird , wie schon gesagt worden , die obige Proportion bestehen . Es wird aber dann aus

der Secante esdl eine , die Curve in -» berührende Linie ; aus der Linie die wir mit L be¬

zeichnet haben , wird die Subtangente des Punktes s , sdie wir mit 8 bezeichnen wollens
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die Linie » e wandelt sich in die Tangente des Punktes » um ; aus ek wird das Differen¬

zial der Abscisse ; aus kr das der Ordinate . Wir haben dann also folgende Proportion :
V üx

8 — üx : ü ^ ; hieraus folgt : 8 ^ .

Folg . In jeder Curve ist also die Subtangente eines jeden Punktes — der Ordinate

dieses Punktes , multiplicirt mit dem Differenzial der Abscisse , dividirt durch das der

Ordinate .

8 - so Ist sin Fig . cd die Tangente des Punktes c ; vä seine senkrechte Ordinate ;

bü die Subtangente , so ist ob ' eü ' - >- bü ' . Nennen wir die Tangente I ' , so ist 1 " '

— ^ ' -4- 8 ' , oder wenn wir den im vorigen tz für 8 gefundenen Werth substituiren :

_ - . 7 ^ ckx ' Ẑ ü ^ ' - l - ) ,- ' äx -^ ^ -

v ^ ü ^ ' - l - üx ' ) .

§ . SL Errichtet man sin Fig . 4 1̂ in o auf cd den Perpendikel ei , so heißt bekannt¬

lich v l die Normale , ( wir wollen sie durch N bezeichnen ) und ül die Subnormale ( sie mag

X heißen ) des Punktes v . Wir wollen nun einen Ausdruck für L finden .

Da bei - - L ist , und man aus der Spitze v auf die Hypotenuse einen Perpendikel

vä herabgefällt hat , so ist bü : üo - - üe : ül , also :

^ 8 : 5 7 : L , also L ^

Setzen wir statt 8 den Werth desselben aus tz. 69 , so haben wir : L

üx '

- , also 'r üx ' ) —

ü X

Ü 7

^ üx

Da ferner ei ' — vü°

^ ' Ü ^ ' -4- Zs ' Üx ' _ z? '
üx '

4 - ÜI - ist , so ist

sü ^ ' - 4 - üx ' ) , also l>i — - üx

üx '

- V^ ( ck5 ^ - 4- ü x ' ) .
üx '

8 - SS . Will man also von irgend einer Curve z . B . die Subtangente finden , so nimmt

man die Gleichung dieser Curve , differenziirt sie , und sucht auf der einen Seite den all¬

gemeinen im tz. 69 angegebenen Ausdruck für die Subtangente , nämlich zu erhalten ;

dann ist der auf der andern Seite sich befindende Ausdruck der specielle Ausdruck für die

Tangente in dieser Curve . Es sei z . B . die Subtangente der Parabel zu finden .

Die Gleichung für die Parabel ist : px ; wenn wir dieselbe differenziiren , so er¬

halten wir : 2 ^ ü ^ — xüx , und wenn wir beiderseits durch x dividiren : — üx ;. ^ 2 V ^
dividiren wrr ferner durch ü ^ und multipliciren wir durch so erhalten wir : —

_ ) <! x

«! )
demnach ist der Ausdruck

27 " —
?

— der Subtangente der Parabel .
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Da 7 ' " xx ist , so ist

Anm . Der Kürze wegen müssen wir andere Anwendungen obiger Formeln übergehen .

Z . 7 » . Es sei sin Fig . 5 ^ es eine Tangente der Curve und zwar im Punkte e ; eä

die perp . Ordinate des Berührungspunktes , folglich sä die Subtangente ; ferner sei ob in v

auf » ä lothrecht ; dann ist so — sä — vä — 8 — x ( wenn wir nämlich die Subtangente des

Punktes e 8 ; die Abscisse desselben d . i . oä — x setzen ) . Nun war ( in tz. 69 ) 8 —

Z . 74 . Will man nun wissen , wie so und ob bei einer speciellen Curve auszudrük -

key sind , so braucht man nur die Gleichung derselben zu differenziiren , auf einer Seite der

sich ergebenden Differenzial - Gleichung den Ausdruck für so oder ob ( wie wir ihn im vo¬

rigen § . gefunden haben ) zu bilden , so ist das , was auf der andern Seite steht , der Aus¬

druck für so oder ob in der speciellen Curve .

Z . 7S . Die Ausdrücke , welche man nach der im vorigen tz angegebenen Weise für so

und bo in einer speciellen Curve findet , gelten , wie groß auch die Abscisse sein mag , die

zum Berührungspunkt der Tangente gehört .

Sollte die Curve eine Asymptote haben , so könnte man dieselbe als eine Tangente be¬

trachten , deren Berührungspunkt einer unendlich großen Abscisse zugehört . Man setze also

in den nach tz. 74 gefundenen speciellen Werthen für so und ob sin Fig . 6 ) die Abscisse x

— « >, so wird man erfahren , wie groß so , wie groß bo unter dieser Voraussetzung sein

muß , wenn nämlich die zum Berührungspunkt o gehörige Abscisse oä — <x >, also die Tan¬

gente so zu einer Asymptote wird . Findet man so — -x >, für bo aber eine bestimmte ,

endliche Größe , so ist dies ein Zeichen , daß die Asymptote in der der bo ( wofür wir , wie

gesagt , einen bestimmten , endlichen Werth gefunden , ) gleichen Entfernung parallel zur Ab -

scissenlinie gehe . Ist so — « > und bo o , so ist die Abscissenlinie selbst die Asym¬

ptote . Findet man dagegen für so und bo endliche Werthe , so ist dies ein Zeichen , daß

die Asymptote die Abscissenlinie schneide .

Verfährt man nach der Angabe von tz. 74 und dem hier Gesagten bei der Hyperbel ,

gegen die erste Halbachse verstehen , den Vertex aber als Anfangspunkt der Abscissen be -

also ist so

Ferner verhält sich : so : ob sä : äe , d . i .

also : ob

b ^
deren Gleichung : 7 ' — ( x° - i- 2 sx ) ist , ( wenn wir unter b die zweite , unter s da -
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trachten , ) so erhält man für » o den Werth » , für de den Werth b ; wenn demnach

sin Fig . 6 ^ ve eine Hyperbel und er — s , die im Vertex v auf der Abscissenlinie loth -

recht errichtete ck - - - b ist , so ist die durch r und k gezogene Gerade die Asymptote der

Hyperbel .

b ) Von der Anwendung der Differenzialrechnung bei der Auffin¬
dung des Maximums und Minimums der Functionen .

Z . s « Erkl . Es sei ^ eine Function einer veränderlichen Größe x ; setzen wir den

Fall , ^ erhalte , wenn x » wird , einen Werth v , der größer ist , als derjenige , welchen ^

erhält , sowohl wenn x » -4- e , als auch , wenn x -- - - s — e wird , i « als sehr klein an -

genommenj , dann sagen wir , die Function ^ erreiche , wenn x — a wird , ein Maximum e .

Wird aber der Werth der Function 7 , wenn man in ihr x z . B . - - - - b setzt swir wol¬

len jenen Werth — K annehmenj kleiner , als derjenige , welchen ^ annimmt , sowohl , wenn

man x - - - b -4 - k , als auch , wenn man x — b — k setzt , sk als sehr klein betrachtet ^ so

sagt man , die Function 5 erreiche , wenn x — b wird , ein Minimum b .

§ . SV . Die Frage , welchen Werth die urspr . Veränderliche annehme , wenn die Func¬

tion derselben ein Maximum oder Minimum erreicht , wird oftmals aufgeworfen .

Wie groß das Maximum oder Minimum einer Function sei , läßt sich leicht entschei¬

den , wenn man einmal weiß , bei welchem Werthe der urspr . Veränderlichen die Function

ein Maximum oder Minimum erreicht ; denn man braucht nur diesen Werth der urspr .

Veränderlichen statt derselben in der Function zu setzen , um in dem , was aus der Func¬

tion durch gedachte Substitution wird , das in Rede stehende Maximum oder Minimum zu

erhalten .

Z . 78 . Ob aber die Function bei diesem Werthe der urspr . Veränderlichen ein Maxi¬

mum oder Minimum erreiche , läßt sich theils aus den Umständen der Aufgabe , theils auf

folgende Weise entscheiden :

Man setze in der Function statt der urspr . Veränderlichen eine Größe , die diejenige ,

bei der die Function ihr Maximum oder Minimum erreichen soll , sehr wenig übertrifft .

Ist der Werth der Function , den sie durch diese Substitution annimmt , größer , als derje¬

nige , von dem man nicht sicher ist , ob er ein Maximum oder Minimum vorstelle , so hatte

die Function ein Minimum erreicht ; ist aber der Werth , den die Function durch obige Sub¬

stitution erreicht , kleiner , als der , von dem man nicht sicher wußte , ob er ein Maximum

oder Minimum vorstelle , so hatte die Function ein Maximum erreicht .
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§ . SS . Es erreiche die Function ^ der urspr . Veränderlichen X z B . , wenn X c

ist , ihr Maximum oder Minimum , so ist klar , daß die Differenziale , die ^ erhält , wenn man

einmal von einem x , das um eine Kleinigkeit kleiner , das andercmal von einem x , das um

eine Kleinigkeit größer , als c ist , ausgeht , im Zeichen verschieden sein müssen .

Da wir nun die urspr . Veränderliche x immer .als wachsend , also llx immer als positiv
ll V

anschen können , so wird das Zeichen von — 7— in jenen zwei Fallen auch verschieden sein
,Iv " X

müssen ; ist z . B . kurz bevor x — v wird , positiv , d . h . hat ^ mit dem wachsenden x

zugenommen , so muß dagegen bald nachdem x — 0 gewesen , negativ werden , d . h .

mit dem nun noch wachsenden x ein abnehmendes 7 zusammengehören und umgekehrt .

Der Uebergang aus dem Positiven ins Negative findet aber am häufigsten durch die

Null statt , ( manchmal jedoch auch durch das Unendliche ; man denke nur an die Tangente

in der Trigonometrie . ) Wollen wir also wissen , bei welchem Werthe von x die Function

z? ein Maximum oder Minimum erreiche , so hat man nur — 0 zu setzen , und der

Werth von x , der sich unter dieser Voraussetzung ergiebt , wird in den meisten Fällen an -

zeigen , wie groß x sein müsse , wenn ^ ein Maximum oder Minimum erreichen soll .

Z . 8 « . Ist z . B . zu bestimmen , wo im Kreise die größte senkrechte Ordinate statt¬

finde , wenn man den Durchmesser als Abscissenlinie , einen der Scheitel als - Anfangspunkt

der Abscissen annimmt , so nehme man die Gleichung für den Kreis , welche in diesem Falle

^ — ^ ( ax — x " ) ist , swenn man die Ordinate durch die Abscisse durch x , den Durch¬

messer durch a bezeichnet ) und differenziire sie , so erhält man : llx ^ üsax — x° ) 2 —
1 „ 1 sllx — Zxäx . . „ 6 ; -

l - , - -- - I - - d . m » °ch - -

— g — 2x , also 2 x — s , also X — d . h . wenn die Abscisse — dem Radius ist ,

erreicht die Ordinate ein Maximum .

Will man nun wissen , wie groß dieses Maximum sei , so setze man in 7 — > ^ ( ax — x - )

statt x den Werth so hat man 7 ^ ^ - ^

d . h . dieses Maximum der Ordinate — dem Radius .

Anm . Daß es sich hier von einem Maximum und nicht von einem Minimum handle ,

läßt sich also zeigen : Man setze in 7 -- -- statt x den Werth e , so

Da nun - offenbar kleiner ist , als

4



oder so findet , wenn x — ist , ein Maximum , nicht ein Mi¬

nimum der Ordinaten statt .

e ) Anwendung der Differenzialrechnung bei der Bestimmung des ei¬

Z . 8L . Es kommt bisweilen vor , daß der Zähler und Nenner einer gebrochenen Func¬

tion von einer urspr . Veränderlichen bei einem gewissen Werthe derselben zu gleicher Zeit

0 werden . Es kann gefragt werden , welchen Werth die Function in diesem Zustande ei¬

gentlich habe . .

x — » ist , — 0 . Wir wollen untersuchen , welchen Werth in dem Zustande hatte ,

der dem Zustande des Verschwindens des k und 2 zunächst vorherging . In diesem Zu¬

stande war aber vom Zähler nur das Differenzial desselben , eben so vom Nenner nur sein

Differenzial übrig .

Hieraus ergiebt sich also folgende Regel : Man differenziire den Zähler k für sich ,

eben so den Nenner 2 , dividire das Differenzial des Zählers durch das des Nenners und

setze im Resultate statt x den Werth s , so hat man den eigentlichen Werth des hier in

Rede stehenden
0 0

Sollte man aber auch auf diesem Wege wieder das Resultat - 7— erhalten , so be -
äk 0

trachte man den Bruch in dem Zustande , der dem Zustande - zunächst vorhergmg , näm -

lich in dem Zustande u . s . w .

Beisp . Es ist bekanntlich die Summenformel der geom . Progression : s , sx , ax ^ sx ,̂ . . . .

gentlichen Werthes einer gebrochenen Function einer urspr . Verän¬
derlichen , wenn sie die Form annimmt .

x»
Z . 8S . Es sei eine gebrochene Function von X , sowohl k als 2 werde , wenn

x — 1

Setzt man in dieser Formel x — 1 , so ist die Summe —

wollen den eigentlichen Werth dieses suchen :

ä ( ax " — snx " "" clx ;
ä ( x — l ) üx ;

ä ( sx " — a ) _ » nx " ^ ' lix ^ ^
— snx '
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Setzen wir nun im Resultate snx° - ' statt x den Werth 1 , so hat man an ; dies
ist der eigentliche Werth von in dem obigen Falle . Daß dieses Resultat richtig
sei , geht daraus hervor, daß unter der Voraussetzung , daß x — i sei , die obige Reihe
in » , a , a u . s, w . übergeht , wo die Summe von n Gliedern offenbar — na ist .

v Einiges aus der Integralrechnung .

Z . 8S . Erkl . Ein Ausdruck , worin das Differenzial einer , oder die Differenziale
mehrerer urspr . Veränderlichen Vorkommen , wird ein Differenzialausdruckgenannt . So sind
also aä ^ ; nx° - ' üx ; n ( n — i ) x° - °üx *; xäz? - i- ^ äx Differenzialausdrücke .

§ . 84 . Erkl . Ist uns ein Differenzialausdruck gegeben , und suchen wir die Function ,
welche , differenziirt , jenen vorgelegten Differenzialausdruck giebt , so sagt man , daß man den vor¬
gelegten Differenzialausdruckintegrirt . Die Function , welche , differenziirt , den vorgelegten
Differenzialausdruckgiebt , heißt das Integral desselben , und die Anweisung , verschiedene
Differenzialausdrückeauf eine möglichst bequeme Weise zu integriren , die Integralrechnung .

Beisp . Sollen wir den vorgelegten Differenzialausdrucka . üx integriren , so sollen wir
eine Function finden , die , differenziirt , s . äx giebt ; diese verlangte Function kann sx
sein ; es ist somit sx das Integral des vorgelegten Differenzialausdruckss . äx .
Z . 8S . Bem . Nicht jeder vorgclegte Differenzialausdruck kann integrirt werden ; manch¬

mal ist die Integration absolut unmöglich , weil keine Function gedacht werden kann , die ,
differenziirt , den vorgelegten Differenzialausdruckgiebt ; in vielen Fällen kann man das ge¬
suchte Integral nur annähernd finden und in manchen andern Fällen sind uns die Metho¬
den unbekannt , durch deren Anwendung man zum verlangten Integral eines vorgelegten
Differenzialausdrucks gelangen könnte ; es ist somit die Integralrechnung noch / eine abge - ^
schlossene Wissenschaft .

Z . 8 « . Wahls . Um anzuzeigen , daß man einen vorgelegten Differenzialausdruck in - -
tegriren soll , setzt man demselben links das Zeichen / vor ; so bedeutet also / ( sllx ) das
Integral von süx . Man hüte sich aber dieses/ für einen Faktor anzusehen . / /sim ( in - i ) x "' - - üx *j
oder / ' sm ( m — Ox - ^ üx ^ zeigt an , daß man das Integral desjenigen Ausdrucks bilden
soll , der als das Jntegralvon m ( m — 1 ) x"' - °äx? erhalten wird . Jenes Integral heißt

4 '
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das zweite Integral der Function in ( m — i ) x " ^ äx°. So spricht man auch wohl von
einem dritten , vierten Integral u . s. w .

Z . 87 . Aus § . 36 ist klar , daß das konstante Glied einer Function auf das Differen¬
zial desselben gar keinen Einfluß hat ; so ist z . B . das Differenzial von ax dasselbe , wie
das von sx -i- b .

Ist uns also ein Differenzialausdruck zum Jntegriren vorgelegt , so sind wir zwar in
sehr vielen Fällen im Stande , den veränderlichen Theil der Function , deren Differenzial zu
jntegriren war , nach den eigentlichen Jntcgrationsregeln zu finden , es kann jedoch in der
zu suchenden Function außer dem eben genannten veränderlichen Theil auch noch ein con -
stantes Glied vorhanden sein .

Daher pflegt man zu dem durch die eigentlichen Jntegrationsregeln gefundenen verän¬
derlichen Theil der verlangten Function noch ein 6 zu addiren , welches nämlich den mög¬
licherweise in dem gesuchten Integral vorkommenden constanten Theil vorstellen soll . Man
schreibt also : / ( » llx ) — » x -i- 6 . Dieses 0 kann natürlich auch ---- 0 werden .

Wissen wir z . B ., daß die gesammte , zum Differenzialausdrucke aüx gehörige Function
— I» wird , wenn die urspr . Veränderliche der Function den Werth Z erhält , so daß dann
also sx -i- O — K wird , so muß ag -i- v — k , also 6 — Ii — » Z sein ; demnach ist das
vollständige , zu aüx gehörige , hier eigentliche gemeinte Integral — ax -l- I » — » Z .

Z . 88 . Kennt man eine Function , die , differenziirt , den zum Jntegriren vorgelegtcn
Differenzialausdruck giebt, so erhält man das verlangte Integral ohne Beachtung anderwei¬
tiger Jntegrationsregeln ; man braucht nur zu jener Function noch die Constante 6 zu ad¬
diren , um das verlangte Integral vollständig zu finden . So wissen wir z . B . aus § . 35 ,
daß ü ( » x ) — äckx ist , daher ist das Integral von Ä »1x — ax -^- V . Da ferner ( nach § . 46 )
,I ( x ^) — 2xäx ist , so ist auch / ( 2xllx ) ^ x° -i- 0 . Nach § . 45 war ferner ll ( x ^ ) —
3x ^äx , also ist / ( 3x°ckx ) — x ^ -t- 6 . Aus § . 38 folgt : ll ( x ^ ) -- xll ^ -i- ^ <lx ; demnach

ist auch / ( xü ^ -i- ^ llx ) — x ^ -l- v . Nach § . 42 war «I ^ ^ , demnach

mx - ^ ^tx ist , so ist auch / ( inx '" ^ ' äx ) — x "' -<- 6 .
Z . 8 » . Die Probe der Richtigkeit eines gefundenen Integrals besteht darin , daß man

das Integral differenziirt , um zu sehen , ob dadurch das vorgelegte Differenzial erhalten
werde .

§ . « v . Aus dem Vorigen ist klar , daß / ( ll ( kx ) ) — kx ist .
Z . » L . Aufg . Man soll jntegriren , wenn r eine Function einer Veränderli¬

chen x vorstellt , mag m eine ganze , oder gebrochene , eine positive oder negative Zahl sein .

Da ferner nach § . 45 , 47 , 48 , 49 ä ( x '" ) —
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Ausl . Man erhöhe den Exponenten m um eine positive Einheit , und dividire den so

umgestalteten Ausdruck , nämlich än durch ( m - i- i ) ü !L , so hat man den verän¬

derlichen Theil des verlangten Integrals -

Bew . Es ist ü — in - — — — — .
( m - l- 1 ) m - t- 1

( M -4 - 1 ) 2 "' ü n

( wegen § . 43 ) - - - w i

2 '" Ü 2 ist , so ist auch ( nach § . 88 ) / ( --"> ün ) —

§ . » s Lehrst / s » x '" äx ) — » / ( x ^ üx ) .

2

^ m -I-

ckn . Da also ü l - — )
V in - i- 1 /

m - i- 1
v .

Bew . a . c < ^ üx ) - ^ - s .

- -t- 1

6 ( nach § . 91 ) .

Nun ist ä
LX

M - t- 1

x "" k- ' > _ s ( m - >- 1 ) x " tIx _
mH sx " üx ;

i. M - i- 1

da also » / ( x ^ äx ) , differenziirt , in der That den vorgelegten Differenzialausdruck -giebt ,

so ist » . / ( x ^ äx ) auch wirklich das Integral von sx " llx .

Z . SS . Jeden zu integrirenden eingliedrigen Differenzialausdruck einer veränderli¬

chen Größe muß man auf die Form zurückzuführen suchen , um ihn dann nach

§ 91 integriren zu können . Ist der zum Jntegriren vorgelegte Differenzialausdruck mehr -

gliederig , so braucht man nur die Integrale der einzelnen Glieder zu addiren . So ist z . B .

/ ( s «1x - I- MX "— ' äx ) — / ( säx ) - i- / ( Mx ">" ' äx ) — ax - t- x '" - 4- 6 ; denn , wenn man

den zuletzt gefundenen Ausdruck differenziirt , kommt der vorgelegte Differenzialausdruck wie¬

der zum Vorschein .

X^

Z . S4 . Wir wollen einige Beispiele zur Uebung hieher setzen .

Aufg . l - Man soll äx ^ / " x integriren .

Ausl , äx ^/ " x ^ - - x ^ äx , also / ( üx ^ / " x ) — / ( x ^ llx ) —

Ausg . II - Man sollfinden .

Ausl . — x 2 llx , also ist

X - 2 . z

z - l - i ^ ^ ^ 3 ^ " -

X 2

X2

Aufg . M . Das Integral von ^ si " den

X2

2
2V ^ x

Ausl .
üx ^ / x

L -/ ' x

x " ^ <1x

X - äX

2 x ^

xs x ^ 2 ^ x s «lx

also ^

X ^ <1x ^ _ X ^ ^ _

^ V, 2 " / ^ 2 . ( — z - t- 1 ) ^

5
X^

2 . Z'
^ x - ^ 3 ^

tlx ^ X

2 -/ " x
. 5

5



so

Aufg . IV . Das Integral von äxV (̂ » — x) zu suchen .
Ausl . Man setze ^ ( 2 — x ) — 2 , dann ist 2 — x — differenzikrt man beiderseits ,

so ist — 6x ^ - 2262 ; oderäx — — 2262 . Nun ist >("( 2 — x ) ---- 2 , also wenn man
die zwei letzten Gleichungen mit einander multiplicirt : x ) --- — 2 -^ 62 ; also

/ ( äx x ) ) — - ^ — . Setzt man nun statt 2 den Werth >^ ( 2 — x ) , so

ist / säx ^ ( » - x ) ^ — . x ) » - - ? - ( 2 — x ) ^ < 2 — x ) .
ä x

Aufg . V . Den Dkfferenzialausdruck — ^ — zu integriren .

Ausl . ÜXl / "x _ ^ _- X - äx — X -» » äx , demnach auch )

^ ( x äx ^ . Nun ist^ ( x äx^ — - ^
- i - 1

mIIX -» >

II — M - i- MII

INN

n - IN - t- INN

INN

X MN
n — M -l- IllN

MN

Anm . Wir haben in den Beispielen dieses 8 nur auf den veränderlichen Theil des In¬
tegrals Rücksicht genommen .

Einige Anwendungen der Integralrechnung .

ß . SS . Es sei sin Flg . 7^ » de eine Curve , 2I die Abscifsenlinie , 26 die Abscisse , de
die senkrechte Ordinate des Punktes b ; es sei der Punkt k dem Punkte e unendlich nahe ,
also 6 k — äx ; swir verstehen hier unter X die Abscisse , unter 5 die Ordinatesi Ist nun
ek in k auf » I lothrecht , und bäjj2l , so ist eck offenbar — ä ^ .

Der arithmetische Ausdruck für den Flächenraum 2eb ist sicher nur eine Function von
x , da ja auch ^ als eine , von x abhängige Größe zu betrachten ist . Aendert sich x um
sein Differenzial ek, so ändert sich auch die von x abhängige Function , ( nämlich der arith¬
metische Ausdruck für den Flächenraum ) um ihr Differenzial . Die geometrische Größe , die
durch das so eben genannte Differenzial arithmetisch repräsentirt wird , ist bekv .

Wir können bo als eine gerade Linie betrachten . Der ^ bvä hat mit dem unend¬
lich kleinen Parallelogramm dekä dieselbe Höhe bä , die Basis des Triangels aber, nämlich
vä ist in der des Parallelogramms , nämlich in ük unendlichemal enthalten ; es ist somit
auch bä « unendlichemal in der unendlich kleinen Größe des ersten Ranges bekä ent¬
halten ; es ist somit /x b « ü eine unendlich kleine Größe des zweiten Ranges nnd verschwin¬
det daher in Beziehung auf bekä , so daß bekä beko gesetzt werden kann . Da nun
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dekä — ek . be ist , so ist der arithmetische Ausdruck sür das Differenzial der Fläche

^ äx . Integrirt man den , dem ? . äx gleichbedeutenden , aus der Gleichung einer speciel -

len Curve abgeleiteten Ausdruck , so muß als Integral der arithmetische Repräsentant des

Flächenraums hervorgehen .

Z . S « . Aufg . Man soll den arithm . Ausdruck für die Fläche abo sin Fig . 8 ) finden ,

wenn so eine Parabel , ab die Absciffe , bo die senkrechte Ordinate des Punktes o ist .

Ausl . Die Gleichung für die Parabel ist : 7 Multiplicirt man beiderseits

mit äx , so hat man : z^äx ^ äx ^ x ^ äx ; integrirt man nun auf beiden Sei¬

ten , so hat man : / ( ^ üx ) — x ^ llx ) — — — x ^ ^

2 ^
— Nun ist — I , also ist / Oäx ) — ^ x .

2
3

Es

x ^ , x

ist ,somit

y

der num . Ausdruck für die Fläche abo — - ^ - ^ x . Man braucht also nur von dem

Produkte aus der Absciffe in die Ordinate ^ Theile zu nehmen , um den Ausdruck für

die Fläche zu finden .

Anm . Wir haben in der so eben gelöseten Aufgabe die Constante des Integrals außer

Acht gelassen , und konnten es , weil das -6 hier — 0 ist , denn wir wissen , daß , wenn

hier x — 0 wird , auch die zugehörige Parabelfläche — 0 sein muß ; es ist somit :
2

1 wenn x — 0 gesetzt wird ; dann ist aber 0 - 1- 6 — 0 , also 6 — 0 .

§ . » ? . Es sei sin Fig . 9 H avb eine beliebige Curve ; ar die Absciffe , rv die senk¬

rechte Ordinate des Punktes v ; ik sei — üx ; Laffrv ; vnjjal , so ist Der

, Bogen vu , der als gerade Linke angesehen werden kann , — — ^ ( äx ' - i - ll ^ ) .

Dreht sich alb um al als Achse herum , so bildet avb den Mantel des runden Körpers , so

wie av insbesondere den Theil des Mantels , der sich auf die Absciffe ar — x bezieht .

Die Gerade va bildet beim Umdrehen die unendlich kleine Zunahme des Mantels , d . i . das

Differenzial des zur Absciffe x gehörenden Mantels . Drückt man also dieses Differenzial

arithmetisch aus , und integrirt man diesen Ausdruck , so erhält man in dem Integrale den

arithmetischen Ausdruck für den zu x gehörenden Mantel .

Nun ist obiges Manteldifferenzkal die Seitenfläche eines unendlich kleinen gestutzten

senkrechten Kegels , dessen Bases durch das Umdrehen von rv und Lu , also von 5 , und

erzeugt werden , dessen Höhe aber — äx ist .

Nun findet man den Mantel eines gestutzten senkrechten Kegels , wenn man die Seite

desselben , ( hier vu ) durch das arithmetische Mittel zwischen den Peripherien der beiden

Bases multiplicirt .

' S



s.

3 S

In unserem Falle ist die Peripherie der größeren Basis - - 2 ( ^ - !- ä ^ ) « -- : 2 ^ -r - i- 2 -rll v
— 27 -r , sda 2 « llz' in Beziehung auf 27 -- verschwindet .) Die Peripherie der kleineren

Basis — 25m , also das arithmetische Mittel zwischen beiden — -
47 -

— 2 )' 7r .

Es ist demnach das oben erwähnte Manteldifferenzial — 277r >/ " ( 4x2 - 1- 472 ) . Hat
man also aus der Gleichung einer spcciellen Curve für 2 ^ -- V ( 4x2 - -̂ 6 ^ 2 ) ein Acquiva -
lcnt gefunden , so braucht man nur dieses Aequivalent zu integriren , um den veränderlichen
Theil der Function zu erhalten , welche den zu x gehörigen Theil des Mantels arithmetisch
ausdrückt .

Z . « 8 . Setzen wir den Fall , die Curve avd sin Fig . 9 ^ sei eine Parabel .

Die Gleichung für die Parabel ist : 72 -- - px ; diese gicbt , differenziirt : 2 ^ cl ^ - - - päx ;

also 47
p 4 x

2v ; und , wenn man quadrirt , so erhält man 47°
;>° 4 x ^ ; wenn man bei¬

derseits ckx2 addirt , so erhält man : llx ^ - l- ckz^
4 x ^

4 ) '
-4- ckx -

4 ^ 2
p 2 4x2 - 1- 4 . 7 ^ . 4x2

Zieht man auf beiden Seiten die Quadratwurzel , so erhält man :
4x

n

47 ^
V ^ ( 4 x - —

- - v ^ ( p° - >- 47 ^ ) , und , wenn man beiderseits mit 27 « multiplicirt :

27 -°V^ ( 4 x° ^ lkz- 2 ) —

oder , da 4z^ — 4px ist : I . 27 « >/ "( 4x°

2. 7 » 4x
2 v

6 ^ )

V^ ( k ^ - t- 4 ^ ^ ) .

-r 4 x >/ "sx2 -j- 4px ) .

Nun haben wir auf der ersten Seite der letzten Gleichung das im vorigen tz. angege¬
bene Manteldifferenzial , wir werden also die gedachte Gleichung nur zu integriren brauchen ,
um auf den veränderlichen Theil der Function zu kommen , die den zu x gehörenden Man¬
tel des Paraboloids arithmetisch repräsentirt .

Um das Integral der rechten Seite zu erhalten , wollen wir -1- 4 xx ) ----
also - l- 4px — « 2 setzen und diese letztere Gleichung differenziiren ; so erhalten wir :

4 x 4 x - - - 2rü -? , also 4 x — - Setzen wir nun in der obigen Gleichung

klr . I statt 4 x den dafür gefundenen Werth und statt v ^ ( k ^ - i- 4xx ) den Werth r , so
haben wir :

27 « v ^ ( 4 ^ - 1- 472 ) — — -- - , 2
2 p

also / ( 27 -- v^ ( 4x° -t- 472 ) ) — NUN

71 / 2 Ü2
2 k "
c « 2 ^ 2. . ^ « 2 ^ 2 X 7kS

2k . ' V / ^ 2k > 3 . 2k

— - — . 2 ^ - i- 6 ; setzt man statt ^ den Werth - 2 . 2vder ( k ^ - 1- 4xx ) v ^ ( p ^ - i- 4px ) ,6 k

so ist / ( 27 -r V ^ ( 4x2 - ^- 472 ) ) — — _ _^ __ ( p 2 ^ _ 4 ^ x ) >/ " ( p2 - t- 4px ) - >- t ) .
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